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ELMI REDAKTORDAN

Bizi ohato edon materiyanin darinliklarina daha ¢ox nifuz
etdikca, insanin ogli baxisinin 6niindo daha da yeni sirrlor va
fiziki hadisalor agilir. Bazi sirrlor agilib, amma bir ¢oxlart halo do
basoriyyat Gicin milomma olaraq qalirlar.

Materiyanin ~ fundamental xassolori  haqqinda, XX
yiizilliyin sonuna toplanmis yekun naticalor, bizim bitln
diinyagoriistimiizii doyismok 0zradir. Mikroalomin xassalarinin
analizi Ucin platforma vo qudratli hesablama aloti olan kvant
saha noazoriyyasi, kvant mexanikasinin montiqi davami kimi,
Boyiik Partlayisdan (toxminon 13.8 milyard il ovval) bu
gunimizadak, vo bundan sonra da bas veracok fiziki proseslori
cox yuksak dagigliklo izah etmays imkan yaradir. Hor bir fiziki
nozoriyyas kimi, kvant mexanikasi da, kegon osrin ilk
onilliklorinda, atom miqyasinda aparilan yeni eksperimentlordos
miisahido olunmus fiziki hadisalorin 6yranilmasilo yaradilmisdir.

Atomun qurulusu, elektronun vo atom ndvasinin
xususiyyatlori, atomun dayaniqliligi, atomun vo molekullarin
stialanmas1 — butin bu hadisolor klassik fizikanin ideya vo
mofthumlarindan kokiindon forgli olan, yeni ideyalar vo yeni fiziki
anlayislarin yaradilmasi zoruratini gindema gotirirdi.

Bir cox universitetlords, tarixon elo formalasibdir Ki,
kvant mexanikas1 Vo digar nozori kurslarmn, fizika fakiiltasinin
tolobalorino  tadrisi mixtalif xtsusi kafedralar torafindon toskil
olunur. Nozori fizika kafedrasi, 3-cl Kkurs talobslorinin payiz
sessiyasinda Oyroandiklori “Klassik elektrodinamika” kursu ils
baslayir. Bu fonn vo Atom fizikasi kursundan dorhal sonra
“Kvant mexanikas1” kursunun todrisi baslanir. Burada kvant
mexanikasinin osaslari vo onun riyazi tosviri qeyri-relyativistik
fizika saviyyasinds toqdim olunur. Qeyri-relyativistik Srodinger
tonliyinin bazi holl metodlar1 toklif olunaraq, bir sira fiziki
nogteyi-nazordon maraqli  totbiglor  “Relyativistik  kvant
mexanikas1” Vo “Butdv muhitlorin elektrodinamikasi” kimi
xisusi kurslarin 6hdasine buraxilir.



Azorbaycan Respublikasi universitetlorinda  fiziklorin
hazirlanmasi, asason iki ixtisaslasma — fizik va fizika misllimi —
Uzro aparilir. Hor iki ixtisaslagma tizra nozari fizikanin todrisi iki
morholodo aparilir. Bu ixtisaslasmalar {igiin birinci marhals,
“minimum” adlanan, vahid programa malik olan dord kursdan
ibaratdir:  “Nozori mexanika (Klassik saho nozariyyasi)”,
“Klassik elektrodinamika”, “Kvant mexanikas1” vo “Statistik
fizika”. lkinci morholods, 4-cli kurs bakalavriat tolobalori,
yuxaridaki qeyd olunan minimuma daxil olmayan, nozari
fizikanin bu, vo ya digar bdlmasini secirlor. Noticado, tolobani
cox da yuklomadan, nazari fizikanin tam kursu, bu iki moarhoala
sayasinds, ona (taloboys) togdim edilmis olur.

Hal-hazirki vosait,  yuxarida soyladiklorimizi nazors
alaraq, “fizik” ixtisaslagsmasi {li¢lin nazordo tutulmus (hamginin,
“fizika miallimi”, “muahandis-fizik” vo “energetik” ixtisaslasmasi
Ucin do yararlidir), kvant mexanikasinin oananavi toqdim
olunmasini 6ziinds oks etdirir.



MUOLLIFDON

Umumi «Klassik mexanika» vo «Elektrodinamika»
kurslarindan sonra, 6-c1 semestrdo tadris olunan «Kvant
mexanikas1», nazari fizikanin (o ciimladoan, elementar zarraciklor
Vo nlivs fizikasinin) sonraki bélmaloarinin nazoari asaslarini 6ziinda
oks etdirir. Bu kursda, kvant nazoriyyssinin osas anlayis va
metodlari, nazori ifadeetmonin tisullar1 va bir va ya ¢ox-zarracikli
sistemlor, hamginin geyri-miayyan vo dayison-sayli zarraciklor
sistemindoki kvant proseslorinin  komiyyat vo keyfiyyoatco
analizina baza hazirlanir.

Kursun riyazi vo metodik bazasini, 6-c1 semestrin avvaling
kimi talobalors tadris olunan riyaziyyat vo nozoari fizikanin biitiin
bélmoalari, hom¢inin «Atom fizikasi» kursu toskil edir.

Xususila, nanotexnologiyalarin siiratli inkisafinin miiasir
marhalasinda, fikrimizca, «Kvant mexanikasi»nin todrisini ela
qurmaq lazimdir ki, tolobo mikroalomin ganunauygunluglarini
dorindon dork etsin. Tolobo «Kvant mexanikasi» kursunu
Oyronorkon, paralel olarag, «Kvant mexanikasi»nin riyazi
aparatini monimsomoali vo onu konkret fiziki mosalalorin hallinds
istifado etmoyi bacarmalidir. Hal-hazirda, fizika fakiiltalorindo ali
riyaziyyatin todrisindo auditoriya saatlarinin mohdud oldugu
dovrdo vo «Kvant mexanikasi» fonninin mihaziro saatlarinin
azaldilaraq 60 saatdan 45 saata endirilmasi ilo olagadar kvant-
mexaniki masalalarin sorhinin atrafli vo eyni vaxtda daha yigcam
hoyata kegirilmasi tolobati yaranib.

Toqdim olunan dors vosaiti kvant fizikasinda ilk
addimlarin1 atan oxucu mikroalom fizikasinin riyazi aparati olan
«Kvant mexanikasi» ilo yaxindan tanis olmasi moqsadi dasiyir.
Biz «Kvant mexanikas1» ilo Gtori tanis olmaq moqsadi glidmayan
oxucuya uUmid baslayirik. Guman edirik ki, onda (oxucuda),
xususi odabiyyata miraciot edorak, sorh olunan materiali daha da
otrafli 6Gyronmok istoyi yaranacag. Buna baxmayarag, biz, nainki
sado olmayan formullardan qa¢mis, bununla yanasi, onlarin
mufossol c¢ixariliglarmi da  hoyata kegirmisik. Homginin,



moalumdur Ki, har bir fonnin 6ztinamoxsus “dili” mévcuddur. Hoar
bir yeni bilik sahasina yollanarkan, oranin maxsusi dili ilo gisman
do olsa tanig olmaq zorurati yaranir. Bizim halda, bu dil, kvant
mexanikasinin sorhinin “operator dilidir”. ©lbatts, matnds verilon
hor bir xususi termin dorhal aydinlagdirilir vo kursiv ilo miisayiat
edilir. Butln Kkitab tzrs fiziki komiyyatlor “sm, gram, saniys” ilo
ifado olunurlar. Umid edirik ki, togdim olunan dors vosaiti
tolobalor arasinda 6z oxucusunu tapacaq.

Hom Baki Dovlst Universitetinin  Fizika Problemlari
Institutundan, hom do Bak1 vo Sumgqayit Ddvlat Universitetlorinin
fizika fakultolorindon olan homkarlarima miitomadi tomas vo
mizakiralors gora doarin togokkirimu bildirirom.



I HiSSO. KVANT MEXANIKASININ OSASLARI VO
RIiYAZI APARATI

1. Mikroalomds gedan proseslorin izahinda Kklassik
nazariyyanin bohram. Plank sabiti

Kegon asrin avvallarinds mikroalom hadisslorinin todqiqi
noticasindo  toplanmis boazi eksperimental faktlar, fiziki
ganunauygunluglarin boyiik Olgiilor oblastindan (makroalom —

g6zlo gbriinon oblast) kicik oblasta (mikroalom R <108sm -

atomun 06l¢lsl) mexaniki samil olunmasindan bir dofalik imtina
edilmasina gotirdi. Bu istigamotdos, ilk ciddi xobardarliq Plank

sabitinin (72 =1,05-102%"erq-san ) kosfi oldu. Fizikada Plank

sabitinin meydana ¢ixmasi mikroalomds bas veran proseslors
biitiin baxislar1 kokiindon doyisdi. Bu sabitin zafaor yiiriisii, bizi,
kecon yazilliyin avvallorino mdiraciot edarok, o zamanlar 6z
hollini tapmamis masalalora nozar yetirmays macbur edir:

maddo ilo istilik taraziliginda olan  elektromagnit
stialanmasinin spektrinin xarakteri problemi (miitloq gara cisim
problemi);

fotoelektrik effektindo qirmizi sarhadin izahi problemi;

atomlarin dl¢iilori vo onlarin dayaniqliligi problemi.

Ovvolco mitloq gara cismin siialanmasimin xarakterini
muzakiro edok. Molumdur ki, yiiksok temperaturlu sotho malik
ixtiyari cisim, tezlik vo ya dalga uzunluguna goro ¢ox genis
intervala malik elektromaqnit dalgalar1 siialandirir. Bu masalonin
todqgiginds, yiksok temperatur soraitindo olan verilmis cismin
mohdud sothindoki sferik boslugun siialanmasmin Syronilmasi
yetorli sayila bilor. Sferik boslugdan siialanmanin intensivliyinin
doyismasi  kasilmoaz spektro malikdir (bax sok.1). Sokildan
gorinur ki, ayri miayyan A, dalga uzunlugunda maksimuma

malik olaraq, dalga uzunlugunun kicik vo boylk giymatlorindo
sifira yaxinlagir. Bu asililiq Vin yerdoayismo qanunu adlanir vo



sferik boslugun divarlarinin temperaturu ilo asagidaki sokilda
ifads olunur:

A T =C, =0.2898 sm- K (1.1)
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Sakill. Qara cismin siialanma intensivliyinin dalga
uzunlugundan asililigi

Siialanma intensivliyinin spektral paylanmasi (Sokil 1-doki
oyrinin formasi), no sferik boslugun formasindan, na do Ki,
divarlarinin materialindan asilidir. Beloliklo, Vin ganunundaki
Cy vurugu universal sabitdir. Sothdoki sferik bosluq, xarici

miisahidagi ¢lin, demoak olar ki, gara sath kimi gorindr. Bels ki,
hotta divarlar tomamilo hamar olsa belo, konardan sferik bosluga
diison istonilon siia, goxqat oks olunmalar naticasinds tam udulur.
Bu sferik boslugun siialanma monbayi olmasi fakti aydin sokildos
basa diistilondir. Biz bilirik ki, maddada yukli zarraciklor vardir
Vo sferik boslugun divarlarim1 togkil edon molekullarin istilik
horokati  naticosinds, tobii olaraq, sferik bosluga enerji
stialandirilir. Belo siialanma, 6z novbasinda, sferik boslugun
divarlart torafindon yenidon udula bilor. ©gor, divarlarin
temperaturu doyismirsa, nahayat konkret vaxtdan sonra, boslugun
enerjisi ilo divarlart arasinda miioyysn tarazliq yaranar, yani,
sferik boslugun divarlar torofindon bosluga buraxilan enerji ils,
divarlarin bosluqgdan uddugu enerji borabor olar. Belaliklo,



qarsida, asas masalo kimi, bosluqdaki enerji sixligr ligiin dalga
uzunlugu vo temperaturun funksiyasi olan ifadonin alinmasi
durur.

Vin ganununun monasini basa diismok Uc¢in, onu ((1.1)
diisturunu) asagidaki sokilds, yeni formada yazaq:

@ka:X:C—Ok. (1.2)
C C

Burada, ¢ =3-10°sm-san™? - isiq siirati, k =1,38-10*%erq - K *
- Bolsman sabiti, X hor-hans1 bir sabitdir. (1.2) disturunun sol
torofi tosir dlcustina (zaman X enerji) malikdir. Demoali X -in do
Olcusi, buna barabor olmalidir.

1900-cti il dekabrin 14-do, Berlnds, alman fizika
comiyyatinin qurultayinda Maks Plank gara cismin siialanmasinin
yeni qanunu haqqinda moruzo etdi. Onun osas ideyasi,
stialanmada enerji paylanmasinin kasilmazliyini iroli siiron
Klassik tosvirdon, enerjinin yalmiz diskret giymatlor ala bilmosi
forziyyasino osaslanan kvant tosvirina kegiddon ibarst idi. v
tezliyi ilo sorbast rogs edon ossilyator (yiik), enerjini yalniz,
giymoti E =hv -ya barabar olan porsiyalar ilo ala vo vers bilar.
Bu borabarlikds, h sabiti, tobiotin yeni, fundamental sabitini
ifado edir. Bu forziyys ilo, Plank ¢oxsayli eksperimental
naticalorin Umumilosdirilmasi ilo X sabiti {igiin asagidaki ifadoni
almis oldu:

Cok
max 7 = CoK _ y _0.2014h (1.3)
C C
Buradan Plank sabiti liclin asagidaki qiymat alindi:
__ Gk _
c-0.2014

0.2898sm- K -1.38-10 Perg- k7!

3-10%m-san™*-0.2014

Plankin 6zii, klassik tosavvirlordon bu yolla imtina
edilmasi ila gox ¢atinliklo razilasib, 6z dahiyana kasfindon sonra,
hoyatinin halo bir nega ilini klassik tasavvirlar ¢argivasinds gara

=6.6-10"%"erq - san
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cismin sialanmasmin Oyranilmosine sorf edib. Butin bu
mivaffoqiyyatsiz cohdlor haqqinda, o sonralar deyardi ki, har bir
ugursuzluq, qara cismin siialanmasint klassik fizika ¢argivasinda
basa diismayin mimkinsuzliyu yekun naticasina gatirirdi.

Planka g0ro, siialanma ganunu tam sokilds asagidaki kimi
gostorils bilar,

E(ﬂ,T):(SﬂECJ L
* o)
AKT
Burada, E(4,T) — A -mn vo temperaturun T verilmis
giymatlorinds, vahid dalga wuzunlugu intervalinda, sferik
boslugdaki enerji sixligidir.
T -nin verilmis qiymatinda E(/i, T) funksiyasinin
maksimumlarimin yerlorini (Sakil 1), (1.4) disturunda E -don A

Uzro toromo almagla muoyyanlagdirmok olur. Dogrudan da,
hc

(1.4)

d—EzsﬂhciG 54 ¢ Y g
dA A AKT
\'A)
54 __g
AmaxKT
Bu tonlikdon Vin ganunu alinir:
hc
AmaxT = — =
max 5k

_ 6.6-107%erg-san-3-10sm-san*
5.1.38-10 *%erq- K 1.0.2014
Indi iso fotoeffekt hadisasine muracist edok.
19-cu osrin sonunda, eksperimental olaraq miigsahido
olunmusdu ki, metalin sathines isiq diisarken, metaldan elektronlar
buraxilir. Oz-6zllylnds, bu faktda heg bir goribolik yoxdur.
GoOzlonilmoz o idi ki, metalin sothindon emissiya etmis
elektronlarin kinetik enerjisi is18in intensivliyinden deyil, isigin
tezliyindon asili olur vo isigin tezliyi artdiqca elektronlarin

=Cy=0.2898sm-K .
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Kinetik enerjisi Xotti artir. Yoni, siialanma intensivliyi na godor
do boyiik olsa, isigm elo bir minimum tezliyi vardir ki, ondan
asag1 qiymotlords, elektronlarin emissiyas: bas vermir. Isigin
intensivliyinin artmasi metalin sothindon qopan elektronlarin
enerjisino tosir etmoyib, yalniz vahid zamanda buraxilan
elektronlarin saymin artmasina sabab olur. Bu hadiss klassik
fizika noqteyi-nazorindon heg cir izah olunmurdu. Klassik
fizikaya g0ro, intensivliyin artmasi elektromaqnit dalgalarinin
amplitudunun artmasina vo 0z nodvbssinds, elektronlarin da
sliratinin artmasina sobab olmali idi.

1905-ci ilda, Eynsteyn fotoeffektin izahi tigiin hipotez irali
sirdid. Bu hipotezo gbro metalin sathino diison siia enerjisi
E =hv -yo borabor olan foton selindon ibarst idi. Buraxilan
elektronlara isa, fotonlarin metaldaki sorbast elektronlarla
togqusmasindan sonra sabit W isi gormoaklo metalin sothini tork
etmolori kimi baxilirdi. Bu halda, buraxilan elektronun kinetik
enerjisini asagidaki kimi yazmagq olur:

E, =hv-W. (1.5)

Eynsteyn miisahido etmisdi ki, ogor sferik boslugdaki
elektromaqnit siiast korpuskul xarakteri dasiyarsa, yoni hv
enerjili kvantlardan ibarat olmasi forz olunarsa, onda gara cismin
stialanmasimin Plank  ideyast ¢ox asanligla izah olunar.
Eynsteynin fotoeffekt iigiin tonliyi, Plank sabitinin yeni Gsulla
hesablanmasina imkan yaradaraq, Plank ideyasina yeni izahat
vermis oldu.

Nohayot, atomlarin Olglisii vo dayanigliligt mosalosini
muzakire edok.

Atomun Ol¢iisiind, prinsip etibari ilo, bork cisim vo ya
mayenin iki qonsu molekulu arasindaki  mosafo  Kimi

giymatlondirmok olar. Molumdur ki, bu tortib 1 °A=10"8sm -5

borabardir. Rezerforda goros, atom, Z sayda elektrondan (har bir
elektronun yukd, —€ -dir) vo Ze yukli nivadon ibarat, kitlo
morkozi sikunstdo olan  bir sistemdir. Hor bir elektron
i (t) (k=1 2,..,2) funksiyasi ilo tesvir olunan orbit iizro
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horokat edir. Bu funksiya, t zaman aninda zarrociyin hal
(vaziyyat) vektorunu mioyyan edarak, sistemin harokat tonliyinin
yalniz yegana bir hoallina uygun olur. SadoCs, miqyasi
doyismokla, bu yegana halldon bltév bir hallor seriyasi yaratmaq
olar. Miqyas1 doyismakla, konkret halldon yeni bir hallin alds
olunmasi fakt1 isa Keplerin ti¢ciinci ganununun dmumilogmasidir.

Xususi hal kimi, tok bir elektronun stikunatda olan niiva
otrafinda horokotinds, eyni bir ekssentrisiteto malik iki ixtiyari
elliptik orbit {iiciin yarimoxlarin  kublarinin  periodlarin
kvadratlarina nisbatlarinin bir-birino mutonasibliyino ssaslanaraq
sonsuz sayda hollor qurmaq olar. Siibhasizdir ki, bu hallarin har-
hansi birino Ustlnlik vermoyo hec¢ bir osas yoxdur. Demoli
atomun 6Olcusind, bu hallarin sirasindan, se¢ib ayirmaq tigiin heg
bir prinsips malik deyilik. Yani, klassik fizikada atomun élglsiini
muoayyan etmak U¢tin, konkret heg bir prinsip moévcud deyil.

Tobiotdo ise, horokat tonliyinin yalmz elo hallori
movecuddur ki, bu hollor Gglin atomun tam harokot miqdari
momenti Plank sabitinin (h) tam misillarino barabar giymatlor
alir. Bu o demokdir ki, yalniz seg¢ilmis hallor modvcuddur.
Belaliklo, atomun 6l¢isini miayyan etmoak G¢tin biz tabii yolla
prinsip alda etmis olurug.

Homginin, atomun asas halinin dayanigliligt masalasi do
Klassik noazoriyyads, agiq galirdi. Klassik elektrodinamikaya
asason, atomun planetar modelina géra, nogtavi niiva sahasinds
nogtovi elektronlarin elliptik orbit izro tocilli  harakati
naticasinda, sonuncular enerjilorini itirmoali idilor ki, naticodo
atomun dayaniqlilig: fakti sual altinda qalmali idi.

Iki postulat {izorinda qurulan Nils Borun modeli (1913),
miasir kvant mexanikasiin yaradilmas: yolunda ¢ox vacib bir
addim oldu. Borun birinci postulati, atom vo atomlar sistemindo,
enerjinin udulmasi vo buraxilmasinin qadagan olundugu stasionar
hallarin mévcudlugu faktini ortaya qoyur.

Bu hallardaki atom sisteminin enerjisi diskret spektra
E., Es,..., E,,... (€nerji saviyyalori) malik olur.
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Ikinci postulata gors, E, enerji soviyyssindon E,
saviyyasina kegid, v:% tezlikli foton siialanmasi vo ya

udulmas: ilo miisayiat olunur. Burada h Plank sabitidir. Bu iki

postulat, 6zlorini tocriibods tam tosdiq etsolor dos, klassik

mexanika va elektrodinamikanin talablarine tomamils ziddirlar.
Bu modelo osason, hidrogen atomunda elektronun,

h . .
J=mva, =2— kvant sartine gors proton otrafinda, a, radiuslu
T

2 2
orbit Gzra horakat tonliyi asagidaki kimidir: m(v_] = e_2 _
%) a

Burada V - elektronun sirati, J iso horokot miqdari
momentidir. Yani, horokot migdart momenti %7[ -ya borabardir.

Verilmis tonliklordan aliriq ki,

8y = h2 (6.6-107%"erq - san)? B
(27)*me?  (2-3.14)%-9.1.10 %qr - (4.8-10719)2

2
43.58 -10‘54(qr -ﬂz)2 -san?
san

_ ~0.53-10%sm .

sm®

(6.28)-9.1-10 *%qr-23.04-10 % .qr =,

san

Atomun Bor nozariyyasinin, hidrogen atomunun spektrinin
komiyyatco izahin1 vermasi fakti, yeni yaranan ideyalarin boyiik
muvoffoqiyysti idi. Bu planetar model, Bor vo digor
nozariyyacilor Uglin, atomun kvant nazariyyasini qurmaq isine
guclu bir tokan vermis oldu. Daha doagiq nazariyyanin qurulmasi
uclin, bu nazoariyys, Borun fikrinco araliq morhalo idi. Hal-
hazirda iso, artiq belo nazoriyys - kvant mexanikasi, tobistdo,
mikrondan kicik biitun 6lgllords bas veran buttn fiziki hadisalori,
son daraca boyuk dagiglikls ham komiyyatca, ham do keyfiyyatco
izah edir.
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Mdzakira olunan bu ug¢ problem, Plank sabitinin  kosf
olunmasinin asas Saboblori olmaqla yanasi, bu kasfdon olduqca
daha giymatli — fizikanin yeni qanunlarinin agkar olunmasina yol
acmis oldu.

Atom sistemlori hallarinin diskret xarakter dasimasi,
Frank vo Hersin tocriibalorinds (1913) 6z birbasa tasdiqini tapdi:
yani, atom diskret enerji spektrino malikdir.

Daha sonra Stern vo Gerlax tocriibalorindo askar olundu
Ki, harokot miqdari momenti do diskret giymotlor alir.

Sonralar mikroalom Gc¢n yeni bir ideya olaraq, ilk dofo
is1q kvantlari ilo bagli tocriibalords miisahide olunmus korpuskul-
dalga dualizmi prinsipi da irali stralda.

2a. Dalga funksiyasi vo ehtimal sixhig1

Mikrozarraciklorin difraksiyaya ugramasi tocribalori
osasinda onlarin tobiotinin dalga xarakterli olmasi faktinin
askarlanmasi, onlarin(mikrozarraciklorin)  dinamikasini
Oyronmok (clin, mikrozarraciklora, zaman vo mokanin
funksiyas1 olan  y(x,y,z,t) dalga funksiyas1 qars1
goyulmasini zoruri edir. Umumiyyatlo dalga funksiyasinim fiziki
monasi haqqmnda he¢ bir miilahizo sdylomak olmur, Maks Borna
(1926) gora, yalniz onun statistik interpretasiyast mana kasb edir:

dW ~ |y (x, y, 2, t)*dV (2.1)
komiyyati, elektronun® t zaman amnda fozamin X, y, z noqtasini
ohato edan dV hacm elementinda yerlagmoasi ehtimalidr
y dalga funksiyasinin 6ziiniin deyil, modulunun kvadratinin
Mz fiziki mona dasimasi, bu dalgani, klassik fizikadaki dalga

saholorindon koaskin sokildo forglondirorok, onun kompleks
komiyyat do ola bilmasina dolalot etmokls yanasi, har hans1 C
ixtiyari sabitino hasilinin (Cy ) do mikrozarraciyin eyni bir
fiziki halin1 ifado etmasini gostorir.

! Motnds rast golinon elektron vo zorracik anlayislart mikrozarracik kimi basa diigtilmoalidir.
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Zorraciyin t zaman aninda fozanin ixtiyari noqtesindo askar
olunmasi ehtimalinin vahido boarabar olmasi faktini ifado edon
normallagmis dalga funksiyalar: anlayisini daxil edok. Verilmis

‘e'a‘ —el?(e¥)* =el? e =0 =1 ifadasine osasan, vahids

normallasmis ixtiyari dalga funksiyasi, €'“ (« -ixtiyari haqigi
odaddir) dogigliyi ilo mioyyan olundugundan, normallasma
sorti asagidaki kimi yazilir:

J.(//(X, vz, (X, y,z,t)dV =1. (2.2)
(2.2) sortini 6doyan dalga funksiyalar1 Gg¢lin (2.1) miinasibati
asagidaki sokli alir:

dW =|p (%, y, 2,7 dV = p(x,y,z,0)dV . (2.3)

p(x, Y, z,t) - funksiyasinin ehtimal sixligi oldugunu noazors
alarag, (2.1)-(2.3) munasibotlori osasinda, zorrociyin t zaman

aninda ixtiyari sonlu ki¢ik hacm elementindo askar olunmasi
ehtimali ti¢lin diisturu asagidaki kimi yaza bilarik:

W = [lw(x,y, z,t)|2dV : (2.4)
(2.2) sortinin 6donmoasi Ugln iss, J",/,‘Zdv inteqralinin sonlu

olmast tolob olunur. Xiisusi halda, bu sort, Mz -nin

sonsuzluqda sifira yaxinlagsmasimi tolob edir, yoni dalga
funksiyas1 kvadratik inteqrallanan olmalidir.

Bir mikrozarracik vo ya zorrociklor selinin yaratdigi
difraksiya  monzoralorinin  identikliyi, ayriligda  bir
mikrozarrociyi ifade edon y(x,y,zt) dalga funksiyasi vo
zarraciklor sistemini ifads edon

w (X Y1 20 X2, Y2:22, -0 %00 Vi Zint)
dalga funksiyast tam identik olmalarimi( i - zarraciyin
nomrasidir) tolob edir. Yoni bir zorrocik vo ya zorraciklor
sistemi haqqinda soylonilon mihakimoalor arasinda he¢ bir
prinsipial forq olmamalidir. Xiisusi halda, bir zorracik halinda
(bax (2.1) dusturuna, w(x,y, z,t) fiziki mona dagimay1b, yalniz

dW~\w(x,y,z)\2dV fiziki mona kosb etdiyindon), qarsiligh
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tosirdo olmayan, yaxud 0z aralarinda ixtiyari ganunla qarsiliql
tosirds olan N zarracikli dalga funksiyasi

w(X, Y1, 21, X2,Y2:22, o0 Xiy Vi Zin-s XNsYNSZN-E) D@ heg bir
fiziki mona kash etmayib, yalniz
dW ~ |y (X0, V1,21, X2, Y2,225 -0 Xis Vi Ziseros XNnyaZN1t)‘2dV
(2.5)
ifadasi fiziki mihakimo yuritmays imkan yaradir. Yani, t zaman
aninda bir ndmrali zarraciyin xq,Yyj,z; nogtesini shato edon
dV; hocm elementinds olmasini, ikinci zarraciyin Xo,ys, 25
ndqtesini shato edon dV, hacm elementinds yerlogsmosini vo
l.a. ifado edir. Xususi halda, digor zorraciklorin ixtiyari
yerlosmasi soraitinds, bir ndmrali zarrociyin dV; hacm

elementindo  yerlosmo  ehtimali, asagidaki  komiyyato
mutanasibdir:

2
dw ~ dV]_J.‘!//(Xl, Y1.Z7, X2,¥2,22, ..., XN:»YN:ZN ,t dVZdVN .
(2.6)
Analoji  ifadalori,  homginin,  sistemin  digor

zorraciklori Gc¢lin do, yazmaq olar. Qeyd edok ki, (2.6)
disturu ilo verilon dW; ehtimali, vo digor zorraciklor Ugin

yazila bilon dW , ..., dW \ ehtimallari {i¢iin yazlmis diisturlar

(uygun inteqrallarin sonlu olmasi sorti daxilinds), N
zarracikli sistemin dalga funsiyasinin normallagma sartinin

_ﬂ://(xl, V1,21, X2,Y2,2Z2, ..., XN» YN ZN ,t\zdvldvz...dVN =1
(2.7)
Odandiyi halda (2.3) disturu ilo tam identik olarlar.
Dediklorimizlo yanasi, qarsilighh tesirde olmayan
zorraciklor sisteminds, ayri-ayri zorraciklorin muxtalif hacm
elementlorindo  muxtalif ehtimalla yerlogsmasi sobabindon,
onlar bir-birindon asili olmayan hadisalor sayilmalidirlar:

dw = dWldWZ. . .dWN S5 |z//1|2dvl|(//2|2dV2 .- .|l//N |2dVN .
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Demoli, qarsiliqlt tasirde olmayan zarrociklor sisteminin dalga
funksiyas1 asagidaki kimi yazilmalidir:

V=yyo.. N - (2.8)

Bu dusturdan gorandr ki, N zarrocikli  sistemin dalga

funksiyasi, real tgolgiilii fozada deyil, 3N olguli fozada

normallasmisdir, yani, Mz komiyyati, Ucolcull fozada deyil,

3N olculi fozada mioyyon olunan ehtimal kimi basa
distalmolidir.

Beloliklo, dalga prosesini ifado edon, zorraciklor
sistemi Ocln daxil edilon dalga funksiyast mohfumu, real
fozada yayilan elektromaqnit, yaxud akustik dalgalar kimi
eyni tobisto malik olmamasini gostarir.

2b. De Broyl dalgasi. Faza va qrup suratlari

Mikrozarraciklorin dalga-korpuskul dualizmins goroe, bazi
tocrubalorda onlar (zorrociklor) 6zlorini dalga tobistine malik
obyektlor kimi, digarlorinds isa adi korpuskullar kimi biruzo
verirlar.

Zorraciyin voziyyeti, dalga uzunlugu vo i.a. kimi klassik
anlayislar, mikrozarraciyo yalniz gismon samil oluna bilar.
Muoayyan enerjiya malik elektron dastasinin fozada sorbast
yayilaraq difraksiyaya monzarasi yaratmasi ila birlikdo, enerji
(E) va impulsu ( p) oslagalondiron dustur

mv>  mv-mv _ p?

2 2m  2m’

elektronun homginin impulsa da malik olmasi haqqinda
muhakims ylritmoya asas verir. Digor torafdon, dalga-korpuskul
dualizmino asasan elektrona samil oluna bilocak dalga uzunlugu
(A) da daxil etmok olar. 1924-cli ildo De Broyl nazori mulahizalar
osasinda, A vo p komiyyatlori arasinda agagidaki miinasibati

27 h
=——="k 2.9
p=" 29)

E=
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toklif etdi.

(2.9) disturu, is1q kvantlar: tigiin asagidaki distur ila
ust-usto diistir:

p=C 27t (2.10)

( C— is1q siiratidir) vo tobii olaraq forz etmok olar ki, de Broyl
dalgalar1 da asagidaki moalum, enerji vo tezlik arasindaki

E:hw=2ﬂhv:2ﬁh% (2.11)

disturu ile ifads olunur.

Homginin geyd edok ki, de Broyl dalgalarina xas olan
tezliklori, birbasa eksperimental tisul ilo mioayyan etmoak olmur.

(2.9) vo (2.10) munasibatlorino osaslanarag, sorbast
zorrociyin dalga funksiyasini, miistovi monoxromatik dalga
soklindas ifads etmok olar,

B, i PrE L

vo(F.1) = AT _ g (h htj _ paen PTEY (2.12)

A sabiti normallasma sortindon tapilir. Yuxarida k dalga
vektorudur:
E—lp (2.13)
a P :

(2.9), (2.10) vo (2.11) diisturlarinin komokliyi ilo de Broyl
dalgalarinin dispersiya qanununu almagq olar:

2 2
B

no omh 2m’
pyX—Et =kx—mt komiyyoti dalganin fazasimi ifado edir vo
sabit fazali noqtalor (kx— eyt = const )
o _hk _p
T
faza surati ilo horakat edir.

(2.14)

(2.15)
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2a bolmasinda geyd olunan naticalara gora (bax (2.1)-
(2.4) disturlarina), (2.12) monoxromatik dalgasi, sabit
amplituda malikdir. Buna goro do, belo halda, zarracik eyni
ehtimal ilo ixtiyari n6qtodo miisahido oluna bilar. (2.12) dalga
funksiyasi, Umumiyyatlo, ehtimal interpretasiyasi imkani
yaratmir. Bu “vaziyystdon” ¢ixmaq ii¢iin, monoxromatik dalga
deyil, dalga paketi anlayis1 daxil edilir:
w(X,t) = j wi (X, t)dk = j c(k)e' gk (2.16)

Zorraciyin ixtiyari bir ndqtods miisahido olunmasi ehtimalini
ifads edon inteqralin, (2.2) sartini 6demasi ugiin, ¢, = c(k)

funksiyasi secilir vo paketin grup siirati anlayisi daxil edilir,
ow hko 1
Vqr K . m m po . (217)
(2.17) dusturu gostorir ki, de Broyl dalgasinin qrup siirati,
makrozarraciyin mexaniki harakatinin sirati ilo st-Usto diisiir.
De Broyl torafindan, avvalca fotonlar Ggin irali strilon
zorracik-dalga  dualizmi  hipotezi, hamginin, elektronlara,
protonlara vo digor mikroalom zorraciklorine do xasdir. Bu
zorraciklorin dalga va zarracik xususiyyatlori arasindaki kamiyyat
asililiglar1 foronlar tigiin yazilmis miinasibatlor ilo Ust-Usto diisiir.
Sonraki nozari todgiqatlar noticasinds, kvant fizikasinin,
iki, eyni huquglu(barabar) riyazi nozoriyyssi meydana goldi:
Verner Heyzenbergin matris mexanikast (1925) va Ervin
Srodingerin  dalga mexanikast (1926). Hor iki noazoriyyos, bir-
birino tamamilo ekvivalent olaraq, mikrofizikanin imumi gabul
edilmis fundamental nazoriyyasi olan, hal-hazirda bizim kvant
mexanikast adlandirdigimiz nozoariyyonin iki muxtalif riyazi
tosviri olmalarini gostordi.

3a. Superpozisiya prinsipi.

Kristallarda elektron dastalori ilo aparilan
eksperimentlorin naticalorinin izahi, ehtimallarin xotti ganunla
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toplanmasini tolob edir. Masalon, y; vo 5 dalga funksiyalari ilo

tosvir olunan hal movcuddursa, onda bu dalga funksiyalarinin
ust-Usta Xatti toplanmast da miimkiindiir:

Y =0y +Cy> ,

yani, zarraciyin halin1 y; Vo w, dalga funksiyalar ifads edirlorss,
onda y =Cy; +Coiy» yeni dalga funksiyast da zorrociyin halini
tasvir eds bilor. Vo yaxud, hor hansi bir kemiyyastin dl¢tlmasi, A
ilo isaro olunan halda a naticesi, B halinda iso b noticasi
verarss, onda A va B hallarinin superpozisiyasi elo hal verar ki,
bu hal Gglin, hamin kamiyyatin 6l¢tilmasi muoyyon ehtimalla ya
a naticasing, yaxud da b naticasins gatirar.

Muoayyan impulsa malik hala (2.12)

L (pr-Et)

wp(r,t) = Ae” mistovi dalga funksiyasi uygun
golirsa, onda, difraksiya qofasino diison elektronun ilkin
(baslangic) halin1 ifado edan dalga funksiyasi, imumi halda,
(2.16) mustovi dalgalarinin superpozisiyas1 soklindo ifado
oluna bilar, yani,

w(F.)= [o(P.)yp(F.t)dp. (3.1)

—00

Burada, c(p,t) - P(px, Py, P,) impulsuna malik, de Broyl

dalgasinin amplitududur. Bu amplitud, ixtiyari halda olan
elektronun dalga funksiyasinin, impulslart molum olan hallarin
dalga funsiyalarinin comlonmasinin naticasidir.

(2.12), (2.16), (3.1)  diisturlarindan istifado  edib,

et

@(Pxs Py, P2ot) =C(py, Py, P, t)e * - ovozlomasini  apararag,
asagidaki sabiti
1
A=——00,
@rh)”
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(genis osaslanmasi, 17-ci paragrafda verilocok normallagsma
sortindon tapilir) daxil edib, dalgalarin superpozisiyasini asagidaki
sokilda yazmagq olur:

o0

W(X’ yi Z!t) = _J;o¢( pX! py1 pZIt)W
3.2)

Buradan, inteqralin ¢evrilmasi (¢tin malum Furye teoremina gora,
har bir y funksiyasi ligiin ¢ amplitudunu tapariq:

PxX+PyYy+pzZz
h Y dpy dpy dp;.

[ee]

2Py Py, P2t = [ w(xy,20)

—0o0

i
1 _7(pxx+pyy+pzz)
We h dXdde

(3.3)
yani, ixtiyari hala, zarraciyin verilmis p(py, py,p,) impulslu

halina uygun de Broyl dalgalarimin superpozisiyast kimi baxmaq
olar.
(2.3) ifadasini va zorraciyin impulsunun p,, py +dp;

Py, Py +dpy; P,, P, +dp, intervalinda yerlogmasi
ehtimalinin dp,dp,dp, -  mitonasib olmasini nazars

alaraq, mioyyon edirik Ki,
2
W = [dW (py, Py, Pz 1) = [lw(x,y,2,0] dV =

2
= [le(px. Py, P.1)| dpydpydp,.
cﬂ(px,py,pz,t) -nin, (3.1) diisturuna osason, w(x,y,z,t) dalga

funksiyasinin Furye sirasina ayrilisinin  komponenti olmasin
nozors alsaq, asagidaki ifadayo golorik:

2
[lw(x. y.2.t) dxdydz = |c(py, py. P7.1)| dpydpydp, . (3.4)

Burada, sag torof, zorraciyin impulsunun ixtiyari giymatinin
tapilmas1 ehtimalini gostorir, sol torof iso - zarraciyin fozanin
ixtiyari nogtosindo askar edilmasi ehtimalidir. Burada, ehtimal
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edilir ki, zarraciyin p(py, py, p, ) impulslu y(xy,zt) halinda

askar edilmasinin ehtimali sixligt p(py, Py, p,) ilo slagslidir:

£(Px. Py. P2) = [c(px. Py, P2
v dalga funksiyast (2.2) sortilo normallasdigindan, (3.4)
diisturundan asagidaki baraborlik alinir:

[lcCpx. Py. P2)| dpxdpydp, =1
Yoni, mikrozoarraciklor sistemi, yq,w5,...,v, dalga

funksiyalar1 ilo ifads olunursa, onda, asagidaki
Y= ch‘//n (3.5)
n

xotti kombinasiya (superpozisiya) da, sistemin muimkin
hallarindan birini ifads edan dalga funksiyasidir.

3b. Qeyri-muayyoanlik minasibatlari.

Heyzenbergs gors, dalga paketi Ap,Ax ~# foza Olglisune

malik oldugundan, o (dalga paketi), fozada no qodor dogiq
lokallasirsa, uygun impuls bir o godar geyri-muayyan olur:

Ap,AX > T, (3.6)
ApyAy 21, (3.7)
Ap,Az > 1. (3.8)

Bu minasibatlorin riyazi ossaslandirilmasi ilo ©lave A-da tanig
olmag olar.

Heyzenberq minasibatloring, zarrociyin enerjisi vo zaman
intervali arasindaki  Heyzenberq-Bor mdunasibatini do olavs
etmok lazimdir:

MAE>T |

yani, zarraciyi miisahido etmo muddati no godor Kigikdirss, bu
muddoat orzindo onun enerjisini giymotlondirmok(6lgmok) bir o
godar geyri-muayyandir.
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Mikrozarraciyin klassik obyektlordon kaskin farglonmasi,
vo difraksiya tacrubalorindon molum olan, zarraciyin harokot
trayektoriyast  anlayis1  yoxlugu, onun(mikrozarraciyin)
horokatinin tasvirinds, klassik fizikada oldugu kimi, har bir
zaman aninda, onun koordinat vo impulsunun dagiq giymatini
mioyyan etmoyi mimkinsiz etso bels, Heyzenberq
munasibatlori, bu 6lgmalori, miayyan goadar dagigliklo yerina
yetirmays imkan verir. Zorraciyin doqiq lokallasma noqtasi
otrafinda onun impulsu tomamilo geyri-muayyandir. Oksina,
zorraciyin impulsu tam monada konkret giymoto malikdirso,
onda (3.6)-(3.8) munasibatlorina asasan, onun fozada yerlosdiyi
koordinat tomamilo geyri-mioyyandir. Bu mihakimalor, kvant
mexanikasinin vacib timumi prinsiplarindon biri olan, sababiyyat
prinsipini izah edir: #—>0 hiduduna kegorkan, kvant
mexanikasinin ganun vo manasibatlori, klassik mexanikanin
uygun ganun va minasibatlorine kegirlor. Xisusi halda, ¢ox
boyuk kitloaya malik zarracik ti¢uin, 7/m nisbati o godor Kicikdir
ki, onun (zorraciyin) koordinati vo impulsu praktik olaraq konkret
giymotloro  malik olur, yoni, kvant mexanikasi, kassik
mexanikani, #—0 limitindo 6z “torkibinds” saxlayir. Bu isa, 0z
novbasinds, bozi kvant-mexaniki komiyyatlor vo mofhumlar ilo
klassik mexanikadaki analoqglar arasinda olago qurmagi miimkiin
edir.

4a. Srodinger tanliyi

Zorraciyin  horokst dinamikasint tosvir etmok (igln,
verilmis konkret xarici qiivva sahasinda, onun(zarraciyin)
horokatini ifado edon dalga funksiyasini tapmaq lazimdir. Xiisusi
halda, superpozisiya prinsipinden ¢ixir ki, y funksiyasini
muioayyan etmok Ucun mumkin diferensial tonliklor  Xatti
olmalidirlar.  Bu tanliklorin hallindon dalga funksiyasinin 6zi
tapila bilor. Sarbast zarraciyin harokatini  ifado edon dalga
funksiyasi, miistovi monoxromatik de Broyl dalga soklino
malikdir:
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'Ol

E) i, i
= —Et —\pxX+pyy+p,z
wp(F,) = AelkT-ot) _ Ae(h h)—pe h eh( Y )
4.2)
Yuxarida adi ¢okilon tonliyin askar soklini Umumi
milahizalor vasitosilo tapmaq Ugln (4.1) dalga funksiyasinda
zamana goro téromoani alag:
oy i
L - _Ey. 4.2
a4 (4.2)
Daha sonra (4.1) dalga funksiyasimin koordinatlara gors ikinci
tortib téromolorini tapaq:

Py %y oy 1, 2, 2 2
Sarbast zarraciyin enerjisini
2 2 2
E=mV2=p_2=px+py+pz (44)
2 2m 2m
ifadasini (4.2) tonliyinda n929r9 alib
oy _ i 2 .2
o —%2—(px Py + P7)v
bu tonlikds (4.3) tgnliyinl istifado etsak, alariq:
6_1// i ( ny? 621// 621// 821//
ot h2m 8y2 Tl
2 2
8!/2/ aVZ/ oy > —Ay/ ifadasini nazoro alib, yuxaridaki tonliyin
oyt @

har tarafini i7i-a vurarag, zarraciyin no impuls, no do ki, enerjisi

kimi xarakteristikalarin1 6zlndo dasimayan, yalniz zarrociyin

kltlasi vo 7 universal sabiti daxil olan Srédinger tonliyi adlanan

zamana g0ro birinci tortib, koordinatlara goro iso ikinci tortib
diferensial tonliys golorik:

2

inov _ 1"

= 45
ot 2m (4.5)
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Bu tonliys daxil olan 1 vurugu, dalga funksiyasinin, hamginin,
kompleks do ola bilacayini gostarir.

4b. Stasionar va geyri-stasionar hallar Gc¢ln
Srodinger tanliyi

(4.5) tonliyinin hallarindan biri - zamandan harmonik asili

olan
et
w(xt) =y(xe (4.6)
funksiyasini (4.5) tonliyinin sol torafinds yerino yazsaq
i
9 B
h— h =—— A 4.7
= w(xe ] AV (4.7)

zamana goro diferensiallanmadan

in -1 E i A

in| ——Ew(x)e =——Ay.
S Ev() om AV

sonra sorbast zorraciyin w(x) dalga funksiyasim miioyyan edon

asagidaki tonliyi aliriq:
2mE
At//(x)+h—2w(x) =0. (4.8)

Nohayot, zarraciyin sorbost harokoti zamani, kinetik enerjinin
tam enerji ilo Ust-Usto diismosi ilo olagodar, zarraciyin potensial
enerjisini (U(x)) do daxil edorok, yalniz koordinatdan asili dalga

funksiyasi ti¢iin tonlik alariq:
2m
AL//(X)Jrh—z(E—U(X))V/(X)=0- (4.9)

Bu tonlik, ixtiyari, zamandan asili olmayan potensial sahado
horokat hali Ugun, Srodinger dalga tonliyinin Gmumilogsmasidir.
(4.9) tonliyi stasionar hallar iigiin Srodinger tonliyir. Dogrudan
da, (4.6) halinda olan zorrociyin koordinatlarinin 6l¢iilmasi
ehtimalinin sixl1g1 zamandan asili olmur:
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2 i

i —iEt+7Et
=lpoPe n T =y (07e® = |y (x,0)

—Et 2
w(x)e 7

w02 =

. (4.10)
(4.2) tonliyini (4.9) tonliyindo istifado etsok, zarraciyin, hom
koordinatdan, ham do zamandan asili olan dalga funksiyasini
tapmaga imkan veran, kvant mexanikasinin asas tonliyi - Umumi
Srodinger dalga tonliyini alariq:
2

. Oy h
L _-_" A Uy . 4.11
! ot 2m vy ( )

Klassik fizikanin tonliklori Kimi, kvant mexanikasinda Srodinger
tonliyi do, malum tacribi naticalorin imumilosdirilmasindan irali
galib,  boyik elmi uzaqgoranliyin naticasi sayilir. Tonliyin
dogrulugu, vo ona daxil olan dalga funksiyasinin monasinin izahi,
muasir atom vo molekul, nuve vo elementar zarrociklor
fizikasinin goxsayli eksperimentlorinde 06z tosdigini tapur.
Srodinger tonliyini hall etmoak iglin baslangic va sarhad sortlori
do verilmalidir. Srodinger tonliyi, elektrodinamikanin Dalamber
tonliyindon forgli olarag, zamana g0ro birinci tortib tonlik
oldugundan, dalga funksiyasinin, t//(x, 0) baslangic sortinin
verilmasi tolobi tamamilo tobiidir. Sorhad sortlorinin verilmasi
tolobi, dalga funksiyast vo onun birinci tortib téromasinin
kasilmazliyinin, birgiymatliliyinin  vo normallasma sartlorinin
6danilmasina gotirarok, prinsipco, Srodinger tonliyinin yegana
hallini - y (x t) dalga funksiyasini tapmaga imkan verir. Yani,
dalga funksiyasinin baglangic qiymoti verilorss, sonraki ixtiyari
zaman aninda, Srodinger tonliyinin halli vasitasils, zorraciyin
halinin miiayyon edilmasi problemi hall olunur.

5a. Xotti operatorlar
Belaliklo, kvant mexanikasinda har bir fiziki kamiyysato,

muayyan Xatti operator qarsi qoyulur. Vo istifado olunan riyazi
aparat 0z-6zluyundas, sistemin miiayyon hallarinin digor hallardan
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secilmasi ila alagadar olan riyazi fizikanin masalalarina identikdir.
Yoani, riyazi dilds deyilso, kvant mexanikasi, xotti operatorlar va
onlarin maxsusi giymatlori mosalasidir.

Xotti operatorlar nozoriyyassi, riyaziyyatgilar tarafindon,
kvant mexanikasinin yaranmasindan xeyli ovval islonib
hazirlanmigd. Indi bu nozoriyys, diger riyazi metodlarla birlikds,
operator kvant mexanikasinin riyazi aparatini togkil edir.

Operator, verilmis ¢(x) funksiyasinin asasinda, digor

w(x)=Fp(x)] (5.1)
funksiyani1 hesablamaga imkan yaradan riyazi omaliyyatdir. Bu,
masalon, hor-hansi bir X adadini, digar w(x) adadine  gevrilmasi
omaliyyatidir. Operatorlar adoten ~ ilo isarslonirlor. Masalan, F .

Asagidaki
Flor+¢2)=Foi+Foy, (5.2)

Flap)=aFg, (5.3)

(burada a ixtiyari sabitdir) sortlorinin 6donildiyi ixtiyari F

operatoru Xxatti operator adlanir. (5.2) va (5.3) sortlorindon
asagidaki miinasibot alinir,

F(aup +8,0) = aiF o +8,F 9, . (5.4)
Verilmis F v R operatorlarinin  kombinasiyalarindan,
operatorlarin comi 5=F+R,
Gp=Fgp+Ro, (5.5)
vo hasili L=FR,
Lo=F(Ro) , (5.6)

operatorlar1 qurulur.

Operatorlarin totbiq obyekti kimi, bir vo yaxud bir ne¢a
doayisonli, hom kasilmoaz (masolon, koordinat), hom do diskret
giymatlor alan (masalan, enerji saviyyolori) funksiyalar ola bilor.

Fiziki komiyyatlor hagiqi giymatlor alirlar. Operatorlarin
tosir etdiyi funksiyalar iss, Umumiyyatlo desok, kompleksdirlor.
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Kasilmaz giymatlor alan x doyigsoninn har-hansi bir
funksiyasma tosir edon, tipik operator kimi, X -5 vurmani
gostormak olar v =Xg.

5b. Diferensial va integral operatorlar va onlarin
kommutasiyalari

Kasilmaz qgiymatlor alan X doayisoninn har-hansi bir
funksiyasina tosir edon tipik operatorlardan digori kimi X -o gora

diferensiallamani gostormak olar. g = di - har hans1 bir doyison
X
Uzro diferensiallama operatoru
d
Xi )= —— Xi ]
‘//( I) dx; (P( I)

monas1 verir vo diferensiallama operatoru, tez-tez istifads

olundugundan, xtsusi, diferensial operatorlar anlayis1 daxil edilir.
02 8% & :

Moasalon, Laplas A=——t—— 4 —— A gradiyent
o oy? oz

A j—+k 9 operatorlari.
OX

oy oz

Ixtiyari F operatoruna, asagidaki miinasibatlorin
Iffllft// -y, F Iffll// =y, FIF=FF1=1
Odonildiyi tors operator Ft qarst qoyulur.
ogor F diferensial operatordursa, onda ona tors operator F,
inteqral operator olar. Dogrudan da, agor asagidaki miinasiboatdo,

Fy(x)=p(X), (5.7)

borabarliyin sag va sol taraflaring Ft operatoru ilo tosir etsok,
alariq:

w(x) =F (%), (5.8)
yaxud,

v ()= [ G(x, X)p(x ) (5.9)
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G(x,x) Fintegral operatorunun niivasi olarag, Qrin funksiyasi
adlanir, vo asagidaki miinasibati 6dayir:

FG(x,x)=8(x-X), (5.10)
Burada, J(x—X) - Dirakin § -funksiyasidir (bu funksiyanmn

0zalliklari sonraki miithaziralorde miizakirays ¢ixarilacaq).
Cox vacib bir magama toxunaq. Ogar, funksiyaya avvalca

F operatoru, sonra iso R operatoru tosir edirss, onda onlarin
hasili L' =RF operatoru olarag, ¥ dalga funksiyasina tasir etibari
il

L'y =R(Fy) . (5.11)
(5.6) dlsturu ilo Ust-Usto diismiirlor. Yoni, operatorlarin hasili,
onlarin yerlosmasi ardicilligindan asash suratdo asilidir. Demali

belo operatorlarin cobri, kommutasiya etmayan komiyyatlorin
cobridir. ©gor iki operatorun hasili, y dalga funksiyasina

tosirinin  naticasi etibar1 ilo operatorlarin  hansi ardicilligla
yerlosmasindon asili deyilso, onda deyirlor ki, bu operatorlar
kommutasiya edondirlor, oks halda iso (yoni iki operatorun
yerlosmo ardicilligini dayisdikda, onlarin hasili olan operatorlarin
hor hans1 eyni bir funksiyaya tasirinin naticalori farglonirlorss) bu
operatorlar kommutasiya etmayan operatorlar adlanirlar. Masalan,

. . ~
X -5 goro diferensiallama operatorunun (R=&), X -5 vurma
operatoruna (Ifzx) hasilini tapag, yeoni, (5.6) vo (5.11)

disturlarina osasen L veo L'=RF operatorlarmmn y dalga
funksiyasina tasirlori asagidaki kimidirlor:

~ 0
Ly =x—w,
4 GXV/

N G G
Ly =—(xy)=y+x—y=0L+x—)y.
=" )=y rx_y=ex_ )y
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e ~ e 0
Demali, L vo L' operatorlarmin askar sokillori L=Xa— :
X

A A

L'=1+X§ borabor deyillor, yani L vo L' operatorlari
X

kommutasiya etmirlor. FR-RF ifadesi, F vo R operatorlarinin
kommutatoru adlanaraq, asagidaki motarizalor  vasitasilo
Umumilosdirilir:

[E.R|-FR-RE. (5.9)
Ogor, FR=-RF miinasiboti ddonirss, onda deyirlor ki, £ vo R
operatorlar1 antikommutasiya edirlor.

6. Xatti operatorlarin maxsusi giymat va maxsusi
funksiyalar

Yuxarida qeyd etdik ki, zorrociyin harokot ganununu
almaq tgiin, Srodinger tonliyi ilo birlikds, homg¢inin, dalga
funksiyasinin baslangic halda ifadasini (//(X, 0) do bilmok lazimdir.
Umumi halda, sorhod sortlori sistemi, dalga funksiyasinim,
standart gsortlor adlanan, birgiymatlil’iyi  vo  kasilmazliyi
tolablorine, o clmlodon dalga funksiyasimin birinci  tortib
téramasinin, vo normallasma  sartlorinin - molum  olmasi
tolablorino gotirir.  Axirinci sort, adston, dalga funksiyasinin
modulunun mohdudiyyatini tolob edir. Baslangic sort, standart
sortlorlo birlikds, prinsipca, Srodinger tonliyinin yegana hallini -
v (X, t) dalga funksiyasini tapmaga imkan verir.

Daha timumi sokilds desak, asagidaki

Fy=Fy (6.1)

operator mdinasibatindoki F operatoru  xotti  diferensial
operatordursa, onda (6.1) tonliyi bircins, xatti diferensial tonlik

olmalidir. F operatoru ilo y -funksiyaya tosir etdikdo, dalga
funksiyasi ti¢lin olan, eksponensial (2.12) ifadasine asasan, son
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natico Kimi, har hansi bir F sabitino vurulmus els hamin  dalga

funksiyasi alinir.

Umumiyyatlo desak, (6.1) tonliyinin, trivial halldon forgli
olan va standart sartlori ddayan hallori, F -in btiin giymatlorinds
deyil, yalniz miioyyan se¢ilmis giymatlorinds mévcuddurlar. F -

in bu giymatloari, F operatorunun moaxsusi qiymatlori, (6.1)

tonliyinin uygun hallori ise, F operatorunun maxsusi funksiyvalar
adlanirlar.

Verilmis operatorun moXsusi giymatlarinin - macmusu,
moxsusi qiymotlor spektri adlanir. Maxsusi giymatlorin spektri
ham diskret, ham do kasilmaz ola bilor.

Standart sortlordon malum olur ki, dalga funksiyasi sonlu

olmalidir, yani, |!//| ifadosinin inteqrali sonlu giymoto malik

olmalidir. ©ks halda, inteqrallama zamani bu ifado sonsuzluga
cevrilirsa. requlyarlagma adlanan, xususi amaliyyat kegirmoklo,
prinsipca, sonlu ifadays nail olmaq olar. Amma bu metodlarin
sorhi, bizim muhaziralor kursunun hiidudlarindan ¢ox konara ¢ixir.

Ogor operatorun har bir maxsusi giymatino bir ¥ moxsusi

funksiyast uygun golirss, onda verilmis operatorun moXxsusi
giymotlorinin - mocmusu  cirlasmamis  spektro  malik  olur.
Operatorun har bir maxsusi giymatino I' sayda maxsusi funksiya
uygun golirss, onda deyirlor ki, verilmis moxsusi giymat, I tortib
cwrlagmaya malikdir.

7. Ermit operatorlar va onlarin xiisusiyyatlari

Srodinger tonliyini  Oyrononds geyd etdik ki, dalga
funksiyas1 kompleks do ola bilor. Digor torofdon, fiziki
komiyyatlorin hoqgiqiliyi (ancaq real giymotlor ala bilmasi fakti)
tolob edir ki, ixtiyari operatorun moxsusi giymoat Vo moaxsusi
funksiyasini tapmaq {igiin (6.1) tonliyi yalniz hoqigi maxsusi
giymatlara gotirmalidir. Yoni, kvant mexanikasinda, yalniz hagiqi
moxsusi giymatlora malik, 6zU-6zlina qogma(xiisusi halda, ermit)
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olan operatorlar maraq kasb edirlor. Prinsipca, har bir xatti F
operatoruna, bu operatorun “0zlna gosma”(yaxud ermit qosma

F* olan operator) gars: qoymaq olar. Xiisusi halda, operator 6z
gosmasi ilo 0Ust-Usto diisorse F'=F (* - kompleks qosma
isarasidir), ermitlik sorti asagidaki kimi olur:

[WiFydV = [y F yidv (7.1)
(F* operatoru F*y* = (Ew)* tenliyinden milsyyoen edilir).

Asagidaki misala baxaq. F =di diferensiallama operatoru
X
ucun, (7.1) tonliyindo hissa-hisso inteqrallama omaliyyatini

yerina yetirsak, alariq:

dl/ll* dx.
dx

| wf%wdx:—j iz

(vq Vo o, funksiyalar {iclin |l//|2ifad95inin sonsuzluqda sifira

borabarliyi sorti gobul edilib). Yani, asagidaki naticaya galirik:

S
dx
Yani, diferensiallama operatoru ermit operator deyildir.

Digor bir, idi operatoruna baxag. Bu halda, y; vo
X

funksiyalar1 tigiin |l//|2 ifadasinin sonsuzluqda sifira barabarliyi
forziyyasinds (7.1)-do hissa-hisss inteqrallama aparsaq, alariq:

T o.d N
I I w1 &Wzdxz—' j V’Z&‘/’ldx'

(Iij =—ii oldugundan, (7.1) sorti Gdonilir, yani If:ii
dx dx dx

operatoru ermit operatordur.

flkin F operatoruna g0ro transponira olunus F operatoru
asagidaki sorti,
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[vA Py dV = [y Fyidv
Odoyorss, onda (7.1)-o asasan alarq:
B —F",
Asagidaki neoremi isbat edok. Ogar F v R operatorlari

kommutasiya edirlarsa vo ermit gosmadirlarsa (ler -F , R*=R )s
onda onlarin hasili do ermit gogsmadir.

A

Oksini forz edok. Tutaq ki, L* operatoruna qosma olan L

operatoru, iki F vo R operatorlarinin hasilidir: L=FR. (7.1)-0
asason, aliriq ki,

[¥iF(Ry2)dV = [(Ryo)(FHyy)"dV -

Inteqralalti ifadedo, (Rw,) Vo (F* ) funksiyalarimin yerini
doyisorak,

[¥iFRy 0V = [(F* )" RypdV
(7.1) munasibatini bir daha totbiq etsok, son naticoys galorik:

[ViFRy AV = [y (RTF T ys)"dV -
Alinmis yeni operator L = (FR)*, gostorir ki,

(FR)" =R*F* .
Dogrudan da, bu sartlor daxilinds aliriq ki,
(FR)* = RE = FR.

Demoli, F operatoru ermitdirso, har bir operator 6zii 6zii ilo

kommutasiya etdiyinden F2=FF do ermit operator olar. Bu
forziyyo, prinsipcs, eyni operatorun sonsuz sayda hasili ti¢iin do

dogrudur: F"=F-F..F (n- miishot tam adaddir)/
—

n
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8. Ermit operatorlarin maxsusi giymat va maxsusi
funksiyalar

A

F operatorunun diskret spektro malik olmasi Vo onun
moxsusi funksiyasinin vahido normallagmasi forziyyslorinds,
ermit operatorlarin moaxsusi giymatlorinin hogigiliyini gostorak.
Sadolik {iglin diskret spektr halin1 segok. Bu hal Gglin (6.1)
tonliyini asagidaki kimi yazilir:

F Wn = Fwn. (8.1)
Bu tanliys kompleks qosma olan tonliyi do yazaq:
Fryn=Fy, - (8.2)

Sol torofdon (8.1) tonliyini y; -a, (8.2) tonliyini iss, y, -0 vuraraq
bitiin foza boyunca integrallayaq:

OJ?‘//;:lf‘//n av =F, TV/:Wn dv,

[wa(Frym)dV =Ry Jymw,dv.

Bu ifadslori torof-toroafo gixaraq,

[waFyadV = [y (Fiyn)dV = (F, —F) [yap,dv =0

—00 —00 —00

Diskret spektr hali ii¢iin, (2.2) normallagsma sartina

J.l//;l//n dv =1 (8.3)

osaon: F,—FF =0 . Yoni F ermit operatoru yalniz haqigi
moxsusi giymotloro malikdir: F, = F; .
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9. Ortoqonalliq va ermit operatorlarin maxsusi
funksiyalarinin normallagsmasi

NGvbati teoremi isbat edok. Xotti ermit F operatorunun
iki muxtalif maxsusi F, va F,, qiymatlorina uygun olan maxsusi
Sunksiyalari, v, Vo y, ucin, , asagidaki miinasibat 6danilir:

[wiyndv =0 , (M=N). (9.1)
yani bu funksiyalar garsiliqli ortogonaldiriar.
W, Vo wp funksiyalart uygun olaraq (8.1) va (8.2) tonliklorini
odayirlor. F operatoru ermit oldugundan, (7.1) ermitlik sortine
asasan asagidaki tonliyi yaza bilorik:
[ymFyndV = [y FrymdV . (9-2)

(9.2) boraborliyindoki inteqralalti ifadoslords, (8.1) vo (8.2)
tonliklorini istifads etsok alariq:

Fo [wmwndV = By [ypmdV
yaxud
(Fm — Fn)_[W:qV/ndV =0.
Fn—F,#0 oldugundan ¥, Vo w, moxsusi funksiyalarm
qarsiliglt ortoqonal olduglarini aling:
J'y/:;,y/ndv =0 . (9.3)
Diskret spektr halinda (m=n), ermit operatorun maxsusi

funksiyalarinin (8.3) normallagma sorti vo (9.3) ortoqonalliq
sortlori asagidaki vahid formada yazilir:
J"//:ﬂ/’ndv =Onm" (94)
. 1 n=m
Burada 4,,, - Kroneker simvoludur: &, :{ :
0, n#m
Kosilmoz spektr halinda, wg(x) vo wg(x) dalga

funksiyalar1 ii¢iin ortoqonalliq sorti, (9.1)-(9.3)-o0 analoji olaraq
comloma amoliyyatinin inteqrallama ilo avazloyarak ishat olunur:
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JwE (we-(9dv =0. (9.5)

Kasilmoz spektr halinda (9.4) sorti Dirak o -funksiyas1 vasitasilo
do yazilir

[vE wE (9dV = 5(F —F). (9.6)

10. Maxsusi funksiyalara ayrihis

Artiq qeyd etdik ki, ixtiyari Xatti ermit operatorun moaxsusi
funksiyalar sistemi, ortoqonal funksiyalar sistemidir. Ali
riyaziyyat kursundan molumdur ki, mixtalif sortlor daxilinds har
bir  kosilmoz funksiyani, tam sistem toskil edocok moXsusi
funksiyalar sistemins ayirmaq olar.

10a. Diskret spektr hah

Diskret spektro malik F operatoru halinda, moxsusi
funksiyalar sisteminin tam sistem olmasi sartlorini mioyyan edok.
(3.5) superpozisiya prinsipino asasan zoarracikloar
sistemin halt wy,y5,...,p, dalga funksiyalar1 ilo ifado

olunursa, onda hor hansi i dalga funksiyasinin, vahido
normallagmis y,, moxsusi funksiyalar lGzro asagidaki sokildo
siraya ayrilisi,

w(X)= ch‘//n (x) . (10.1)
n

da sistemin mumkin hallarindan birini ifado edon dalga
funksiyasidir.

Axiriner ifadoni sol torofdon . (x) -a vurub, butin foza Uzro
integrallayarag:
[m () dV = [yn (0 cnwn () dV.
n

Comloma vo inteqrallamanin yerlorini doyissok alariq:
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[wmIw () dV =3¢ [wm Iy () dV.
n

Diskret spektr halinda, ermit operatorun maxsusi
funksiyalarinin (9.4) ortoqonalliq sartindoan ictifads edok:

[wmOwadV =" cdmn »
n
yaxud
Cm = [¥m () dV - (10.2)
Bu ifadods m=n avazlomasi aparib (10.1) ayrilisinda istifads edib,

w ()= [wn (W (wy(x)av',
n
inteqral vo com isaralorinin yerlorini doyisarak yenidan yazsaq,

w(x) =] !//(X')(ZI//F’I(X’)% (x)jdV'- (10.3)

alinmig ifadenin ganunauygunlugu yalniz, y,(x) moxsusi
funksiyalar sisteminin tamlig sortini ifads edon asagidaki
D (X (X) = S(x—X) (10.4)
n

barabarliyinin ddonilmasi naticasinde miimkiin ola bilar.
10b. Kasilmaz spektr hah

Indi iso kosilmoz spektr halina baxaq. Kosilmoz spektr
halinda z//(x) funksiyasinin, moxsusi funksiyalar 0zro ayrilist
(10.1) dlsturu il deyil, asagidak: integral ilo verilir:

w () = [c(F)yE () dF . (10.5)

(10.5) tonliyini hor iki, sol vo sag toroflordon, wg:(x)

funksiyasina vuraraq biitiin foza izro inteqrallama apararaq,
JwE-COw AV = [e(FYdF [y (we (0 dV
inteqralaltr ifadodos (9.6) dlsturundan istifads edok:
JwE (Qy()aV = [e(F)dF -5(F'~F).
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o0 -funksiya vasitasilo, integrallamadan sonra alariq ki,
c(F) = [y (O (9 aV -
F' iindeksini F ilo avazlayarak,
c(F) = [wF(Quw9aVv
bu ifadoni moxsusi funksiyalar Uzro ayrilis diisturu (10.5)-do
istifado etsok,

w () = [wE (X)) wE QdFw (X)dV ,
alinmig ifadonin dogrulugu, kasilmaz spektr halinda maxsusi
funksiyalar sisteminin tamlig sortini ifads edoan, yalniz asagidaki
JvE COwe (OdF = 5(x—x) - (10.7)
borabarliyinin 6danilmasi naticasinde mimkiin ola bilar.

11. Koordinat, impuls va kinetik enerji operatorlari

Kvant mexanikasimnin asas prinsiplorindon  biri  olan
Uygunlug prinsipi osasinda, bazi kvant mexaniki kamiyyatlar ilo
klassik anlayislar arasinda alage qurmag mimkdndur.

Klassik mexanikada sistemin hali, mexaniki komiyyatlor
adlanan, koordinat vo impulsun (yaxud, onlar vasitasilo ifads
olunan digor komiyyatlor) verilmis qiymatlori ilo muoyyon
olundugundan, uygunluq prinsipino osason, kvant mexaniki
sistemlordo analoji rolu kvantmexaniki kamiyyatlar, yaxud fiziki
kamiyyatlar (dinamik dayisanlor) oynayirlar.

Uygunluq prinsipine asasan, har bir mexaniki komiyyato,
uygun kvantmexaniki xatti operator qarsi qoymagq olar. Yalniz bir
operatorun ifadasini muoyyanlosdirmokls, kvant mexanikasinin
digar operatorlarinin tam sistemini qurmaq miimkiindiir.

Masalon, baslangic operator kimi, koordinat operatorunu
goturmokls, asagidaki sorti minasibatlori yazmag olar:

A

X=X, Y=y, 1=1, F=T . (11.1)

Qeyd edok ki, baslangic operator kimi hansi operator segilirsa, 0
tosvirdo homin operator (hamginin, ixtiyari kvant-mexaniki
funksiya) sadoco adi vurma omaliyyatin1 ifado edir. Masalan,
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koordinat tosvirinds (1.1) ifadslori ilo misyyan edilon koordinat
operatorlari, hom 6z aralarinda, hom do digor operatorlar ils
munasiboatds yalniz vurma amoliyyatin1 ifads edirlor. Homginin,
har tasvirds, uygun kamiyyatin 6zU vs ixtiyari funksiyasi ham 6z
tosvirinin elementino(uygun dinamik dayigsona vo funksiyaya),
hom do diger operatorlara qarsi adi riyazi vurma kimi basa
diisiilmalidir. Masalon, porensial enerji U(X,y,z) koordinatin
funksiyas1 oldugundan, koordinatlar vo onlarin ixtiyari
funksiyalart  kimi, koordinat tosvirindo  yazilmis  digor
operatorlarla kvant-mexaniki operator minasibstinds yalniz
vurma smoliyyati kimi basa diistldr.

(1.1) ifadalorindon istifado etmoklo prinsipco impuls,
kinetik enerji vo digor operatorlarin koordinat tosvirindo agkar
ifadalorini qurmaq olar.

Uygunluq prinsiping asasen zarraciyin § impulsuna qarsi

f) operatoru, kinetik enerjisino E iso E Kinetik enerji operatoru
qars1 qoyulur. Zarraciyin kinetik enerjisinin klassik ifadosinds
_ P’ _ Pty +p;
2m 2m
impulsu (p) P operatoru ilo ovoz etsok, kinetik enerji operatoru

ucln agkar ifads alariq:
A 1 ) 1 A2 AD A2
E=—p"=—(p; + D, + D). 11.2
> P Zm(px py + P;) (11.2)

impuls operatorunun ( P ) koordinat tosvirindo askar soklini

tapmagq tgun, alternativ usul segok.
Sarbast zarraciyin harokatini ifado edon (4.8) Srodinger
tonliyinda
2

—Z—AW(X) =Ey (),
m
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2 2. 2
enerjinin  klassik disturuna E=Px TPy ™ p%ﬂ asasan,

uygunluq prinsipi kontekstinda Kinetik enerji operatorunun askar
soklini ifads edoan (11.2) dlsturundan istifads etsok, alariq,
n? 1 2, 22 42
—-—Ay(X) =— + Py + X) .
o v (X) 2m(px Py + 07w (X)
Alimmis tonliyin hor iki, sol va sag toroflorini 2m-o vurub, sol
torofdo Xayali vahidin kvadratindan i2 = _1, daha sonra, Laplas
2 2 2
operatorun askar soklindon A = 62 + 82 + 62 istifado etsok,
ox° oy: oz

asagidaki tonliys golorik:

n?( 0% 8% o°
— + +

i2 [ax2 oy? oz
Bu ifadodon, iki goxhadlinin baraborlik sortino osasen, yaza
bilorik:

}// = (pZ + pZ + PDw ().

n? ot
i_zax_zw Pxy
RE
i2 ayzl//_ pyl//,
o,
i—zaz—zw— Py

Belslikls, ermitliyi tomin edon 1 vurugu vo 7 Plank sabitinin do
istirak etdiyi, uygun koordinat iizro diferensiallanmaya ssaslanan,
impulsun proyeksiyalar1 operatorlarinin koordinat tesvirinds
askar ifadolorini alariq:

. ho h o

- = 0 —EQ (11.3)
px_iax’ py—TE, P; =~ . .

I 0z
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12a. Tam enerji operatoru - hamiltonian

Uygunluq prinsipina 2sason, Kkinetik vo potensial
enerjilorin comi ilo miayyan olunan tam enerji funksiyasi
H=E+U (Hamilton funksiyasi) tam enerji operatoru (Hamilton

operatoru) H ilo avoz olunur:

22
H=P Luwy.2). (12.1)

2m
Burada, Kinetik enerji operatorunun (11.1) ifadosindon istifado
olunmusdur. Potensial enerji U iso yalniz koordinatlardan asihi
oldugundan, ona qars1 qoyulan operator, sadaCo, U(x,Y,z)
funksiyasi ila Ust-Usts diigiir. f =—VU f =—VU(r,t)qlvvasinin
tasir etdiyi xarici geyri-stasionar sahads olan zarraciyin Hamilton

operatoru asagidaki sokildadir:
2

H=—" AUt (12.2)
2m

(burada F(x,y,z), A=V-V).
Zoarraciklor - sisteminin  Hamilton operatoru, Hamilton

funksiyasinin klassik ifadasina
N

N =2
H = Z—zpk + YU () +Uqe
k=M ko
uygunluq prinsiping asasen yazilir:
N N

22
H = z—zpk + U () +Uqe (12.3)
k=1“Mk k=1

Burada, Py, Mk , U (R) . K -nomroli Zorraciyin uygun
olarag, impulsu, kitlesi vo potensial sahods enerjisi; Uy -
zarraciklorin qarsiligh tosir enerjisidir vo Py impulsu uygun

impuls operatoru Py ( K - indeksi K - némrali zarraciyin

A .. O .
koordinati iizro diferensiallamani - P = _IhﬁT gostorir) ila
k
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ovazlonmisdir. (4.5), (4.8) Srodinger tonliklarindon vo ixtiyari
operatorun  moxsusi giymat vo moxsusi funksiyasi iigiin

Ifz//:Fz// (6.1) tonliyino analoji, tam enerjinin  moXsusi

giymot vo moxsusi funksiya tonliyine Hy = Ey osason
yazilmis operator Srodinger tonliyi asagidaki kimi yazilaraq,

L OY A
I1h—=H

P v, (12.4)
(12.3) Hamilton operatoru ila birlikds kvant mexaniki zarraciklor
sisteminin halini tam tosvir edir.

Srodinger tonliyinin operator formasinda yazilisi, daha
imumi xarakter dasiyaraq, ixtiyari stasionar vo yaxud geyri-
stasionar saholords zorraciyin harokatini tosvir etmoyos tam
yararlidir. Xiisusi halda, bu tonlik zarraciyin elektromagnit
sahoasindo horokati Ug¢in do yararhdir. Klassik Hamilton
funksiyast kimi, hamiltonian1 ixtiyari ayrixattli sistem Ugun do
yazmaq olar. Bunun ig¢iin, yalmz A diferensial Laplas
operatorunun ifadssini yeni sistemds yazmaq lazimdir. Srodinger
tonliyinin halli amaliyyatin1 sadslogdirmok mogsadi ilo, potensial
enerjinin ifadasinin sado gorkomo malik olmasi iigiin, qiivve
sahasinin simmetriyasindan asili olaraq, bu vo ya digoar ayrixattli
koordinat sistemi secilir.

Ixtiyari operatorun maoxsusi giymat vo moxsusi funksiyasi

icin Fyw =Fy (6.1) tonliyine analoji yazilmis,
ko
[

e = 7ke™  porabarliyine  asason,  diferensiallama

operatorunun moxsusi funksiyasi oldugunu vo Py moxsusi

giymatlori olan - impuls operatorunun askar soklini alternativ
yolla alaraq,

. ho

i
p =7k (2.9) dusturunu da yada salsag, e"* funksiyasmm de
Broyl monoxromatik dalgasinin moxsusi funksiyas: rolunu
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oynamasini gorarik. De Broyl dalgasi, hamginin, E =hwy
moxsusi giymatlarina malik Hamilton operatorunun da moxsusi
funksiyasi oldugu askar olunur:

He™ = na,e™
Sonuncu tanlik, diskret enerji saviyyalorino malik olan birdl¢uli
Srodinger tonliyina uygun galir.

12b. Elektromagnit sahasindaki yukli zarraciyin
hamiltoniam

Hamilton operatoru ii¢iin yuxarida yazilan ifadolorin,
zarraciyin elektromagnit sahosinda horokati iigiin yararsizlig
sababindan yukli zarracik {igiin Hamilton operatorunun asgkar
soklini muoyyon edok.. Qeyri relyativistik € yikli zarrociyin
skalyar ¢ vo vektorial A potensiallar1  ilo  verilmis
elektromagnit sahosindo horokoti halinda Hamilton operatorunu

N : .. = . €z . .
almaq Ucun Umumilogsmis impulsun P=p-—A  ifadssins
c

asasan, klassik mexanikanin Hamilton funksiyasini yazagq:

1 2
H= (p——A) +eg. (12.5)
2m

Burada, C - isiq siiratidir.

Uygunluq prinsipina g6rs, (12.5) disturunda Hamilton
funksiyasin1 Hamilton operatoru, iimumilosmis impulsu impuls
operatoru ilo avaz edok:

2
H - 1[p——Aj rep . (126)
2m

(yalniz koordinat vo zamanin funksiyasi olduqlarindan, vektorial
Vo skalyar potensiallar doyisilmoaz qalirlar).
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13. Kvant mexanikasinda orta qiymat

Kvant mexanikasinda sistemin halinin tosvir olunmasi,
F,, maxsusi giymatine uygun olan F komiyyatins garst qoyulan

F operatorunun w(X) moxsusi funksiyaya malik olmast kimi basa
digiilmalidir. Onda, F komiyysti dlculorkon F = F, giymatinin

almmasi fakt, w(X) moxsusi funksiyasinin molum olmas fakti ilo

A

borabar hiiquqlu sayilmalidir. y(X) funksiyasinin hor hansi bir F
operatorunun moxsusi funksiyasi olmadigi halda, sistemin halinin
y(x) funksiyast vasitoSilo tosvir olunmasinin hanst yolla
reallasmasi masalosi 6z aktualligini ortaya ¢ixarir. Bu o demokdir

ki, verilmis halda F komiyyati he¢ bir konkret giymoto malik
deyil. Sistem Uzorinds aparilan 6lgmalor zamani, malum ehtimal

ilo hor hansi bir Fn  moxsusi giymotinin alinmasi, verilmis
halda, F komiyystinin orta giymatinin miisyyon olunmasini tobii
bir omoliyyat kimi meydana ¢ixarir.

Zorraciklorin eyni bir w(x) dalga funksiyas: ilo tosvir
olundugu farziyyads ¢ox sayda zarraciklor sisteminds ixtiyari
zarracik Ugin hor hanst bir F kamiyyatinin élgmaloari naticasinds
olds edilon orta giymat ehtimal nazoriyyasina asason, asagidaki
Kimidir:

F=>W,F,.
n
Burada W, - 0Ol¢li aparilarken F,, moxsusi giymatinin alinmasi

ehtimalidir. Ehtimalin dW =|c,|® ifadosindon istifads edorak,
diskret spektr hali {igilin alariq:

F =l Fn. (13.1)
n

Kasilmoz spektro halinda comlomo integrallama ilo avoz
olunur:

F = [lc(F)°FdF -
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Amplitudun ¢ = [wn(w (x)dv ifadosini (13.1) istifado esok,

alariq:

F =" cncnFn = 2.CnFn [wn (0w (0dV = "cq [ Fyn Oy ™ ()aV,
n n n

yani, orta giymotin  mioyyan olunmasinda paylanmanin
amplitudu oavazina, bilavasits y(X) dalga funksiyasinin ozii istirak

edir. F operatorunun diskret spektr halinda moxsusi giymat vo
moxsusi funksiyasimn mioyyon edildiyi  Fy,,(x) = Fywp, (X)
tonliyindon istifads edorak, axirinci ifadoani

F= chjw*lfwndv = IdV w'FY Cawn
n n

soklinds yazib, l//zzcnt//n paylanmasini nazoro alsaq, vahido

normallasmis ¥ dalga funksiyasi halinda orta qiymot Ugln
asagidaki diisturu alariq:
Ifzjw*lfwdv . (13-2)

v dalga funksiyasi F operatorunun moxsusi funksiyast oldugu
halda, Fy =F,» moxsusi giymot tonliyino osason F
Komiyyatinin orta qiymoti, F,, moxsusi giymoti ilo Ust-Usto
diisiir: F =F,,.

14. Kommutativlik: maxsusi funksiya va geyri-
muayyanlik prinsipi arasinda alage

Biz yuxarida, kvant mexanikasinda ¢ox vacib sayilan,
operatorlarin  kommutativliyi haqqinda fikir  yiirlitmiisik.
Operatorlarin kommutasiya etmasi amliyyati, onlara uygun fiziki
komiyyatlorin 6lgulmasi, vo demoali geyri-mioayyanlik prinsipi ilo
birbasa baglidir.

Asagidaki teoremi isbat edok: Ogar, F vo R kamiyyatlori
w,(x) dalga funksiyas: ilo ifado olunan ixtiyari halda muayyan

A

bir qiymato malikdirlorss, onda onlara uygun F va R

45



operatorlar: kommutasiya edirlor va y,(x) har iki operatorun
Maxsusi funksiyasidir.

F va R operatorlarinin moxsusi giymat vo moxsusi funksiya
tonliklarini,

Fyn () =Fyq(x),
Ryn (X) = Ry (%),
uygun olaraq Rvo F operatorlarina vurub,
ﬁﬁwn = IQF!//n = Fﬁl//n =FRy,,
FRy, = RFy, =RFy, =RFy,
tonliklorin  sag toroflorinin  boraborliyinden, RFy, = FRy,
alariq:
(RE — FR)pn = [R.E i =0.
Yoni, iki kvantmexaniki komiyyst eyni zamanda mioayyan
giymatlora malikdirlorsa, onda onlara uygun olan operatorlar
kommutasiya etmolidirlor, demoli 6lgmolorin aparildigi hallara

uygun dalga funksiyas: hor iki operatorun moxsusi funksiyasi
olmalidir.

Asagidaki misala baxaq. Koordinat operatoru X=X vo

ona uygun impulsun proyeksiyast operatoru P, ( Py =-i1—),

OX
kommutasiya etmoyan operatorlara misal kimi gostarilo bilar:

(X Py — PxX) ——ih(xE —ix j—
X x X)W aX‘// ox 4

. 0 0 .
=—jhlX—w-X—wv—-vw|=ihy.
( 8Xl// 8XW Wj v

Yani, [x, ﬁ)x] =i% .Onlara uygun olan kamiyyatlor eyni zamanda

konkret giymoto malik olmurlar. ©ksino, koordinat operatorlari
va digar fargli ox Uzrs impulsun proyeksiyast operatoru, masalan,

X va Py, 0z aralarinda kommutasiya edirlar, yoni, uygun X va

Py kemiyystlori eyni zamanda o6lguls bilon komiyystdirlar.
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Koordinat vo impulsun forgli oxlar Gzro proyeksiyalar1 eyni
zamanda muoyyan giymoto malik ola bilorlor. Demoali, onlar
umumi maxsusi funksiyalara malik ola bilarlor. ©gar sistemin
hali verilibso, onda deyirlor ki, sistemi ifado edon dalga
funksiyasi verilib. Yoni sistemin hali deyildikde muayyan kvant
mexaniki  komiyyatlorin  mocmusu basa disiilmalidir. Bu
komiyyatlorin macmusu sistemin halin1 tam ifados edir.

15. X operatorunun maxsusi giymati vo maxsusi
funksiyasi

X operatorunun moxsusi giymatini miisyyan etmok igiin
uygun riyazi ifads (6.1) tonliyine asason asagidaki kimi yazilir:

),Z!//xo (x) = Xo¥'x, (X)- (15.1)
Burada Xg - X koordinatinin miioyyan giymatidir.

Homginin, malumdur ki, dekart koordinatlarinin operatorlari r ,
bu doyisonlorin 0zlorino vurma omoliyyatina gotirilir (yani,

X=X, Y=Yy, 1=1):

Xl//xo(x):x'l//xo(x)- (152)
Ogar, (15.1) va (15.2) barabarliklorini toraf torafs ¢ixsaq, alariq:
(X= X)Wy, () =0. (15.3)
Dalga funksiyas1 o -funksiyaya normallagdigindan
(Wi, wy, (dx = 5(x = X5) (15.4)

miinasibati dogrudur.

(15.3)-don aliriq:

X=X, ogar y, (X) = 0 olarsa,
X#Xp, 009r y, () =0 olarsa.

(15.4) sortindon ¢ixir ki,
W, (X) = S(X—Xp) - (15.5)
Onda, & -funksiyanin xassasine asasan misyyan olunur ki,
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0, X=X0,

‘//xo (X) :{

0, X#Xg.
Qosma funksiyani miiayyan edorok y (X) =8"(x—%) (15.4)-

asason (hamginin 8" (X—Xy) =5(Xg —X) oldugunu noazors
alaraq) asagidaki yekun ifadoays galirik:
Jwii wry, (9dx= [ 5 = X)5(x =) dx = 5(% = Xp) .

Analoji olaraq Y ve 2 operatorlarinin moxsusi funksiyalarini
miayyan etmok olar:

‘//yo (y) = 5(y_ yO) ' l//zo (Z) = é‘(Z - ZO) :
X,¥,Z operatorlari kommutasiya etdiklorindon
[, x]1=0 i,k =123(x,y,2),
eyni moxsusi funksiyaya malikdirlor:
Vo () =wyx, wy (N, (2) =
=0(X=X)o(y—Y¥0)(z—29) =6(F —Tp).

16. impuls operatorunun X -tasvirinds moxsusi
giymati va moxsusi funksiyasi

X -tosvirinda Py, ny, P, operatorlarinin  moXsusi
giymatlorini vo maxsusi funksiyasiyalarini miioyyan etmok Ugiin
uygun tonliklori yazaq:

Birinci tonliyin hollini asagidak: sokilds axtaraq:
w(xy.2)=a(y, 2)p(x),
a(y,z)- ixtiyari funksiyadir.
(16.1)-daki birinci tanliyi hall etsak, alariq,

— PxX
wp, =a(y,z)eh = . (16.2)
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Analoji  olaraq fly Vo f)z operatorlarnin  da  moXsusi

funksiyalarini yaza bilorik:
i

—Pyy
wp, =a(x,2)e" 7 (16.3)

i
— P2
wp, =a(x,y)em . (16.4)
Px: Py, P, -lorin istonilon hagigi giymetlorinds v, -, v,
Yo, funksiyalar1 {igiin sonlulug sorti 6donilir. Py, Py, P,

operatorlart kommutasiya etdiklarindon

[Bi, p]=0  i,k=123(xy,2),
onlar eyni bir (Umumi) moxsusi funksiyaya vo maxsusi
giymatlorin kasilmaz spektrina malikdirlor. (16.2)-(16.4)-5 asason

verilmis P impulsuna uygun moxsusi funksiya

| | -
— Pz —pr

e " =aeh | (16.5)
soklinda yazilir va zarraciyin sarbast harakatini tasvir edir.

1 |
— X —
v, L

A

17. Kasilmaz spektr halinda p operatorunun
maxsusi funksiyasi

Px, Py, P; komiyystlorinin verilmasi ilo (16.5) dalga
funksiyasini tam monas1 ilo qurmaq miimkiindiir. Impulsun
moxsusi giymatlor ¢oxlugu kasilmaz spektr toskil edir. Kosilmoz
spektr halinda moxsusi funksiyalar t¢tin

[w i (P s (F)dr = 5(p— B) (17.1)
normallagma sortindon istifado edorok, @ sabitini mioyyan
etmok muamkindar. (16.5) dusturunu (17.1)-do nazoro alaraq
yazaq:

|
ae dr=5(p-p’). (17.2)



Daha sonra O -funksiyanin inteqral tasvirindan
1 T iat
(@)= jw

istifado edorok, asagidaki sado hesablamalar1 aparmagla @
vurugu tapilir:

oo SIP-POX ¢ Si(Py-PY)Y . . i(p—p))z
s(p-p)=d jeh dxjeh dyjeh dz =
2 ’ ! !
=[a"(271)°5(py - P}) S(Py — P (P, — P}) =

a? 2zn)*s(p-p') = 5(p- B,

Jaz- Y
J@rh)?

Beloliklo, 6 operatorunun normallasmig moxsusi funksiyasi
asagidaki kimidir:
i
1 ~Pr
5(X,y,2)=———=-e" . (17.3)
Y (271)32

18. Iimpuls tasvirinda koordinat va impuls
operatorlari

Indi iso koordinat vo impuls operatorlarinin impuls
tosvirindo analitik ifadslorini tapag. y(x,y,z) funksiyasini (17.3)

maxsusi funksiyalarin superpozisiyasi
1 Lpr
v (xy.2) = [e(Pypny. b= o Sar [e(per dp - (18.)
kimi ifado edoarok, impuls operatorunun 0z tosvirindo moxsusi
funksiyasin1 tapmaq olar. Burada C(r)) - sistemin impuls
tosvirinds dalga funksiyasidir.

c"(P)c(P) dp = |c(P)|*dp = w(p)dp
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ifadasi zarraciyin impulsunun mimkin giymotlorinin p, p+dp
intervalinda yerlogmasi ehtimalin1 gostorir. Homginin, malumdur
Ki, zorraciyin impulsunun hor hansi bir giymoto malik olmasi
ehtimali vahido barabardir:

Je (B (P dp = [ v (FHy (F)dr =1. (18.2)
(10.5) dusturuna osason, w*(F) funksiyasinin 6z moXsusi
funksiyalar tizra ayrilisini yazsagq,

v ([0)=[c"(PypF)dp
(18.2) ifadossindon alariq ki,
Je" (BB dp = [ ¢™(B)dB [ w5 (F)y (F)dF.
Bu tonliyin sag vo sol toraflorinin mugayisoesindon asagidaki
minasibat alinir:
c(P) = [wp (N (F)dr . (18.3)

Burada c¢(p) , impuls operatorunun 06z tosvirinds maxsusi

funksiyasi kimi basa disiils bilar.
Impuls operatorunun P -tosvirindo orta giymoti asagidaki

Kimidir:
p = [c*(P)pe(P)dp = [W (p) pdp. (18.4)
(18.4) borabarliyinin dogru olmasi tigiin
pc(p)=pc(p).
operator munasibatinin 6danilmasi talob olunur.
Bunu (18.4)-do nazors alag:

p = [ c"(P) pe(P)dp = [ " (P) pe(p) dp -
(18.2) dflisturuna osasen aydin olur Ki, impuls tasvirindo impuls
operatoru 6zl 6zuns baraboardir: f) =p.

Nohayot, (18.1) tonliyini sol vo sag toroflordon r operatoruna
vursaq, impuls tesvirindo  koordinat operatorunun ifadasini

alariq: F=i hg :
op
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19. Harakat miqgdar1t momenti va harakat miqdar:
momentinin kvadrat1 operatorlari

(11.1) koordinat vo (11.3) impulsun proyeksiyalari
operatorlarindan istifados edarok, harokst migdart momentinin

LX:ypz_Zpy,
Ly:pr_sz’
Lz:Xpy_ypx’

klassik ifadalorino asasan, koordinat tasvirindoa harokst miqdari
momenti operatorunun askar ifadasini qurmaq olar. Uygunlug
prinsipino  asason mexaniki  komiyyatlori kvant mexaniki
operatorlar ilo ovaz etsok, alariq:

N . 0 0
L, =—1hly——7—|, 19.1
iy 2-22) s
A . 0 0

— L _xZ, 19.2
Ly |h[zax Xazj ( )
~ . 0 0
L, =—1A X——y—|. 19.3
(s E) w9

Impulsun proyeksiyalart operatorlarmin  mocmusu, horarot
miqdari momentinin biitiin xassolorini 6zlndo dasiyan, horarot
miqdart momenti operatorunu miiayyan edir:
L=—in[FV]=[F p]. (19.4)
Qeyd edok ki, horokot migdari momentinin miixtalif
koordinat oxlar1 lizra proyeksiyalar1 operatorlar1 6z aralarinda
kommutasiya etmirlor. Oyanilik {iglin asagidaki kommutatoru
hesablayaqg:

L.l — L0, =
:(ypz_zﬁy)(z px_Xf’) (z px_xﬁz)(yﬁz_zﬁy):
:ypzzﬁx_zpypr yﬁzxpz"'zpyxf)z_

A

_prypz+xpzypz Zf’ f)y_szZpy=

>

>



=[y Pz ) [x Py P ]+ |z By x B, [+ |2 By 2By |=

= y[f)zvz px]+[y,2 ﬁ ]ﬁz +X[pzvy pz] [X Y pz]pz

+z[|6y,x b, |+[z,x p,]p py by +2|py.2 f)yJ+[z .z f)ny)X =
=Y([Pz,ZIPx +2[ B, Px]) + 2Ly, Px1+Ly. 21Px) B, +
+X(Y[P;, P, 1+1P, yIP,) + (YIX, B 1+[X y1P,) P, +
+2(X[Py, P, 1+ Dy, XIP;) + (X[z, P, 1+[z, X]P,) By +
+2(z[py, Py1+[Pyx, Z1By) + (z[z, By]+[2, Z]Dy) Py =

=—inyp, +Xxih P, =in(x Py, —y Ppy) =inL,
Indekslorin yerlorini dovri dayismokls, daha iki miinasibat alariq:

A

L, L1=00, -0 0 =inl,
[L,,L]1=LLC —LC, |: iAl (19.5)
]

y’
[L,.C,1= 0,0, — 0, =inl,,

I_)
Il
|_>

(19.5) minasibatlorindon ¢ixir ki, zarraciyin horokot miqdari
momentinin proyeksiyalart L,, L, L, eyni zamanda muayysn

giymat ala bilmazler, yoni, L, [y, L, operatorlari kommutasiya

etmirlor. Demoli, onlar eyni bir moxsusi funksiyaya malik
deyillar.
Qeyd edok ki, analoji kommutasiya qaydalar1 harokot
miqdar1 momentinin proyeksiyalar1 vo koordinat operatorlari
Ly—yl, =inz,
Lyz—z0, =inx,

L,x—xL, =iny, (19.6)
homginin haraokot migdari momentinin proyeksiyalar1 operatorlari
ilo impulsun proyek51yalar1 operatorlan ticiin do dogrudur:

L Py — pyL =ihp,,
I:ypz_pz yzlhpx’
L, Py — P, =i% Py (19.7)

o
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Bununla yanasi, koordinat vo impulsun proyeksiyasi operatorlari,
horokot migdart momentinin eyni ox iizro proyeksiyasi operatoru
ilo kommutasiya edirlar,
L, x—xL, =0,

Ly Py — PxLx =0.
Homginin, harokot miqdari  momentinin  proyeksiyalari

operatorlari I:X, L., I:Z , harokot migdari momentinin kvadrati

y
operatoru L% ilodo kommutasiya edirlor:

L2 -2, =0,

L,[*-[*C, =0, (19.8)

[,2 -, =0.
Horokot miqdari momentinin kvadrati operatorunu miisayyan
edok:
2 2,72, (2
L® =L +Ly +L5.
Puasson matarizalarinin xassalarindan istifads edoarak, (19.8)-doki
birinci barabarliyi isbat edok:
[ B [ [ [

A

= Lo, Ly 4], IZyIZyJ+[IZX, 0,0, = LG O J+ B B O +
+ |0y D By 2y + GG 2 |Ey C, IC, =
=Lyinl, +inl, L, +L,(-in)l, —inl [, =
— im0, + 0,0, ~ 0,0, ~0,0) =0
Analoji olaraq digor barabarliklor dos isbat olunur. Buradan
cixir ki, harokot migdari momentinin ixtiyari ox {izra proyeksiyasi

Vo harokat migdar1t momentinin kvadrati eyni zamanda miioyyan
bir giymoto malik ola bilarlar.
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20. Harakat miqdar1 momentinin proyeksiyalari vo
harakat migdar1 momentinin kvadrati
operatorlarinin sferik koordinat sisteminda
ifadalari?

L, vo L2 operatorlar1 kommutasiya etdiklorindan, onlar

eyni bir moxsusi funksiyaya malik olmalidirlar. Moxsusi funksiya
Vo maxsusi giymat tiglin yazilmis uygun tonliklorin

A

LX‘// = Lxl// )

Py =2y, (20.1)
holli zamani ixtiyari koordinat sistemindon istifado etmok olar.
Dekart sistemindan sferik sistemo kegarok,

XY, 2-1,0,0,
X=rsindcose,
y=rsindsing,
Z=rCcosé,
r=x%+ y2 +2%
tg(p=X, cosé?=E
X r

Vo l//(X, Y, Z) dalga funksiyasindan sferik koordinatlarin

A

muroakkob funksiyas1 kimi téromolori hesablasaq, I:X, |:y, L,
operatorlari tiglin alariq:
S 0
L, =14 sinp— +ctgdcosp— |, 20.2
X ( vog ¢>a¢j (20.2)
(. =—in| cosp-2—ctgsin g2 (20.3)
y Y. Yoo ) |

otrafl1 hesablamalar Olavo B-doa verilir
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: 2 D Dcin?
[, ——in sm@_cos gpiJrsme_sm 0 =—ihi- (20.4)
sing  Og singd  Op op

(20.2)-(20.4) ifadslorindon istifado edorok asanligla, hoarokat

miqdart momentinin kvadrati operatorunun L sferik koordinat
sistemindoaki yalniz bucaqlardan asili olan ifadasini alariq:

~ 2
[2 = _p? _ii(sinei}r 1 o° z_thg(p (20.5)
sin@ 06 1ol7) sinzeﬁq)z ‘

( Ay, -sferik koordinatlarda Laplas operatorunun bucaq

hissasidir). L va 2 operatorlarinin ifadslorindon gérunur Ki,
onlar, yalniz polyar & vo ¢ azimutal bucaqlardan asilidirlar.
Demoli, i dalga funksiyast da I' ilo birlikds bu bucaglardan da
asilidir.

21. Harakat migdarimin proyeksiyasi operatorunun
maxsusi giymati va maxsusi funksiyasi. Maqnit
kvant adadi

Fozanin izotroplugu, z oxunu fozada ixtiyari istigamat
kimi segmoys imkan verir. Impuls momentinin bu ox iizra
proyeksiyasi  operatorunun moXsusi  giymot Vo  moXxsusi
funksiyasin1 miisyyan edak. [, operatorunun maxsusi giymat vo

maxsusi funksiyasi ticiin tonlik asagidaki kimi yazilar:

I:z‘// =Ly, I:z = _ihi’
o9
yaxud
d -
o _1y dg . (21.1)
w, h
Inteqrallama apararaq alariq:
iI—z(/7
y, =y(r.0)et . (21.2)
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Burada ¢ =w(r,6) - ixtiyari funksiyadir.
@ - 0 -dan 27 -yadok qiymot alan dovri doyison
oldugundan, bir qiymatlilik kimi sort taloba (Umumiyyatls,

funksiyanin modulunun bir giymatliliyi kifaystdir) gors, (21.1)
tonliyinin halli olan dalga funksiyasi asagidaki sorti 6domalidir:

y(p)=y(p+2r).

Yani,
i i
—L —L, (p+2
eh z(":eh 2 (p+27)
yaxud
27rii
l=e h

Sonuncu borabarlik l;lz:m -in sifir da daxil olmagla tam
giymatlori Ggtin ddoanilir. Burada m magnit kvant adadi adlanir:

m=0t1%2..., . (21.3)
yani horokot miqdart momentinin fozanin ixtiyari segilmis

istigamoti Uzro proyeksiyasi, 72 -in tam misillorino borabar
giymatlor alir. L, proyeksiyasinin miayyan giymoti moalum

oldugu halda, digar iki proyeksiya (L, va Ly ) he¢ bir konkret

giymoto malik olmurlar.
(21.2)-doki ixtiyari funksiya, c=w(r,0) :
Wi, =¥m(p) = ce'™? dalga funksiyasinin ortonormallasmasi

sorti asasinda miiayyan olunur:
2z
[vm@wn (@) dp =6 -
M=n olduqda alar1q(:)
ZJZ[ ‘l// L,
0

Belaliklo, vahido normallasmis I:Z operatorunun  Maxsusi
funksiyasi agsagidaki kimi olur:

5 2z . . 5
do= J'c*e"m“’ce'm‘/’dgo =27lc[” =1.
0
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me. 21.4
Ym(p) = J_ (21.4)

22. Harakat miqdar1 momentinin kvadrati
operatorunun maxsusi funksiyasi1 va maxsusi
giymati. Orbital kvant adadi

Impuls momentinin kvadrati operatorunun moXxsusi
funksiya vo moxsusi giymati asagidaki tonlikdon tapilir:

2y = 2y . (22.1)

Ifz operatorunun sferik koordinatlardaki (20.5) ifadasini (22.1)-
do istifads etsok, asagidaki tonliyi alariq:

1 0 0 1 0° )
—h? sinf— |+——— 0, L2y (0,
[sm 0 80( 69) sin @ op }/l( ?)=Ly(6.0)

(22.13)

L2 operatorunun moxsusi giymatlorini tayin etmok tctin tanliyin
halli asagidaki sokildo axtarilir:

v (0,0) = (9)0(0). (22.2)
(22.2) funksiyasm1 yuxaridaki tonlikdo istifados etSSk alarq:

2 (. ,300)), 0O) (o) ,
o) - 89( sing 7 j+sm D ®(6’)¢(¢) 0.
(22.3)

(22.3) tonliyinin hollari ali riyaziyyat kursundan malumdur ([3],
mukammaoal hall {igiin B ©lavasine bax). Dalga funksiyasi iigiin

qoyulan standart sortlori ddoyon holl yalmz L?/7% =1(l+1)

oldugda mimkiindir. Belaliklo, impuls momentinin kvadrati
operatoru diskret moaxsusi giymatloro malikdir:

L2 =221(1 +1). (22.4)
Burada, | sifir da daxil olmagla miisbat tam ododdir: 1=0,12,... |
-in verilmis giymatinds, M magnit kvant ododi -I-don mushat

+1-dok 21+1 mixtolif giymot ala bilar. | -5 orbital vo ya azimutal
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kvant adadi deyirlor. Xiisusi halda, agor | =0 olarsa, onda [? =0
1=1-doiso [*=2% olur vo i.a.

(21.4) vo (22.2)-0 osasen Ifz operatorunun  mMoaXsusi
funksiyasi asagidaki kimi olar:

Yim = ¢ ()" (cosO) =Y," (6, ) =
_ (21 (=)
S\ 4z (1 m]y

m |
d(cosg) M 2'n

Lejandr polinomudur (strafli hesablamalar {igiin B ©lavasinoe
bax).

A" (cos®)e'™.  (22.5)

Qeyd etdiyimiz kimi, bu funksiya, hemcinin L,
operatorunun da moxsusi funksiyas: olmalidir.
(22.4) vo (22.5)-don gériniir ki, hor bir | tgin m (21 +1)
giymat vo Y, moxsusi funksiyast uygun galir.

[z Vo Ifz operatorlar1 ilo Y|, funksiyasima tosir edok,
LN (0 ) = amYy (0 0) s LYim(0,0) = (1 +1)Y, (0, 9).

Demoli, [, u L2 operatorlar1 uygun olaraq 1M vo 7 2|(| +1)

(m=0,£1...,£1, 1=0,12,....) moxsusi giymotlorino vo eyni bir
moxsusi funksiyaya malik olurlar. Moasalon, 1=0 oldugda, m=0
olur. Bu halda moxsusi funksiya Y, -1 -dir; 1=0, m=0,

N
m=1, m=-1 oldugda iss, moxsusi funksiya: Y,° = }41 cosd .
T

Impuls momenti kvadratinin verilmis giymsotlorinds, impuls
momentinin proyeksiyast L, =mh, —l-don +| -dok (21+2)
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giymot alr. Amma L, , Ly vo L, kommutasiya etmodiklorinden

eyni bir moxsusi funksiyaya malik deyillor. (22.5)-daki vurug,
Y,™ -in vahido normallagmas1

w2r

[ [Yim(0.0)Yim (0. 0)siN0dOdp = 5 Sy
00
sortindon alinir (atrafli hesablamalar ©lave B-do verilib).

23. Stasionar hallar

Ogar sistemin hamiltonian1 zamandan agkar asili deyilso

oH
—=0),onda (12.9),
(~=0),onda (12.9)

.. 0 A
|h£ =H VE
Srodinger tanliyinin hallini, doayisanlars ayirmagqla,

e = olthoe (23.1)
soklindo axtarmagq olar. Burada ¢g -koordinatin funksiyasi
olaraq, zamandan asili deyil vo wg kimi, Hamilton operatorunun
moxsusi funksiyasidir, yoni, asagidaki boaraborlik mévcuddur:

Hoe = Ege . (23.2)
(23.1)-1 (12.9) tonliyindo istifado edorok

.. dolt .
'hd—t()§0E =(tH ¢¢,
Vo sonra (23.2) tonliyini nozars alaraq, asagidaki tonliys golorik:

dgo(t)i:—%dte

olt)
Bu diferensial tonliyin holli agagidaki kimidir:

plt)=ce 1" (23.3)

C - ixtiyari sabitdir.
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(23.2)-doki E  moxsusi giymeti, sistemin enerjisinin miimkiin
giymatlorini  gostorir. @g funksiyas1 ise enerjinin verilmis
giymati igiin sistemin halint mioayyonlogdirir. @g hallar

stasionar hallar adlanirlar.

Hamilton operatorunun maxsusi giymatlori, ham diskret,
hom do kosilmaz spektro  malikdirlor.  Enerjinin  bazi
intervallarinda  diskret, digorlorindo  kosilmoz  spektrlarin
moveudlugu, qarisiq spektrin do mimkunliyini ortaya goyur.

Ogor H operatoru diskret spektro malikdirsa, (23.1) dalga
funksiyasi, (23.3)-o osason, asagidaki sokildo olar:

Eqt

—En
n(xt)=yn(xe " . (23.4)
E -
Stasionar hallarin dalga funksiyalar1 zamandan o, = ?n tezlikli

harmonik ganun ilo asilidirlar. (23.4) ifadasini ehtimal

dusturunda, Wy (x,t)=|wn (x,t)|2, istifado etsok, stasionar

hallarda zarraciyin fozanin verilmis néqtasinds askar olunmasi
ehtimali sixliginin zamandan asili olmadiginin sahidi olariq:

2 *
Wn(x1t):|Wn(X1t)| :‘//n(x)'//n(x):
i i
Ent —Ent
ef |l//n(X!012 = eo|‘/’n (X'O)|2 = Wy (x,0)
Stasionar hallarda fiziki komiyyotin orta qiymoti vo fiziki
komiyysto uygun operatorun moxsusi giymotinin gozlonilmasi

ehtimali da zamandan asil1 deyil.

24a. Operatorlarin zamana gors diferensiallanmasi

Uygunluq  prinsipino  osasan,  klassik ~ Puasson

motarizosindon Z—Tz%:+[H,F] (burada H - Hamiltoniandir)
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kvant motorizosino kegorok, F operatorunun zamana goro

diferensiallanmas1 operatoru F iigiin asagidaki ifadeni alariq:

~

F=F HF]. (24.1)
ot

Ogor F operatoru zamandan asili deyilss, onda (24.1) tonliyine
asason F operatoru asagidaki kimi olar:

A R i~ A A

F:[H,F]zg(H F-FH) (24.2)
Klassik Puasson motarizalarinin xassslori Kvant Puasson
motarizaloring do samil olunur(strafli ©lave A-ya bax).

Orta giymot Ucln F :J‘W*ﬁl/,dv ifadasini

diferensiallayaraq, F fiziki komiyyatinin orta giymatinin zamana
goro doyismasini ifads edon tanhyl alar1q
d = 81// - ~ 0
—F= FydV+ |y —wdV+ |y F=—dV.
a1 Jo vV v E S

(12.9) Srodinger tonliyi vo ona qosma olan aa—y;:%ﬁ '

A

tonliyindon istifado edib, —-ni ——Huw ilo, 2 -niiso, —H
omityinda ° o Ty e e Y

ilo avoz edarak alarlq
F=[y" pdv+— j(H*z//*)FWdV——jW F(Hy)dV.

Ikinci hsdde, inteqralalt: ifadodo H*y* vo Fy -nin yerlorini
doyigsok, asagidaki ifadsya golorik:

F= j*a': dv +— J.(F(//)H*z//*dV—%J.l// F(Hy)dV .

H operatorunun ermitliyino vo J‘(|: w) H*y dVv =j,/, H Fy dv

olduguna gors alariq:
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w] -

= o L foF

F= —

(%

F  toromssinin  orta qiymatin  Umumi ddsturuna  gors,
F=[y" Fpdv ifadssi ilo F=[y {—+I[H F]},/dv

dusturunun ((24.2) nazora alinmaqla) mugayisasindan, naticays
golirik ki, fiziki komiyyoatin orta giymatinin téromasi, onun
toromasinin orta giymati ilo tist-Usto duigir:

F=F. (24.3)

(K ﬁ—ﬁH)Jy/dv.

24b. Koordinatin zamana gora toramasi operatoru

Koordinat vo impuls operatorlarinmn ( X Vo Py )

zamandan asili olmamalar1 sabsbindan, (24.1)-o osason, onlarin
zamana gors tOromasi asag1dak1 tonliklori alirq:

X = H X|,
px = [H, f)x]l (244)

A 1. " .
Hamiltonianin H :%(pi + p§ + p22)+U (x,y,2,1) askar

soklindon vo (24.2)  dusturundan istifado edorok (24.4)
ifadoasindaki birinci kommutatoru hesablayaq:

[H,x]:%{(%(p%p%p§)+U(x, y,z,t)jf(—
(1
—x(2—<px+py+pz)+U(x y zt)]}

Malum kommutatorlara |2, x|=0 . p2.x]=0, [y.U]=0,
[Z,U]zO Vo [X,U]:O-e osaslanaragq, aliriq:

Q:[H,x]:%(lfl x—xH),
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yaxud

2mh ' (24.5)
. . .., . hO
Impulsun proyeksiyasi operatorunun askar soklini ( Py = T )

nazars alaraq, axirinci kommutatoru agaq:

e e | or L]

x> x>

Impuls operatorunun askar soklindon istifads edib, (24.5)-ni

- A i A 1.
X:[H’X]:ﬁ'(_mhpx)zapx : (246)

soklindo yaza bilorik. Yoni kvant mexanikasinda “siirot” ( X ) Vo
impuls operatorlart ( P, ), klassik mexanika ilo analoq toskil edon

munasibatlo baghidirlar.

25a. impulsun zamana gora téramasi operatoru.
Erenfest teoremi

Molumdur ki, U(x) glivva sahasindo zarraciyin birélguli
A2

horokstindo tam enerji operatoru H :2F’_X+U(x) soklindoa secilir
m

Vo “siirat” operatoru X impuls operatoru P, ilo (24.6) vasitasilo
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olagolidir. (24.2) dusturuna osasen impulsun zamana gora

toromosi operatorunu p, hesablayaq:

Px = [H, px]Z%(H Px — pr) =

= L (024 P24 P2 P +U By — o P (P24 S+
hl2m y 2m y

N
o))
~—
o)l
Cc
—
I

=%[U(x), B,

Sonuncu kommutator ilo ¥/ -ys tasir edorak, koordinat tosvirinds
alariq:

s s

%(U Py — pxU)l//:
_ifyhe _nau) (jov o
_h(U i ox i ale// (U OX (U )j

oy oy ouU oJ
=|U——-|U—+y—||=
( OX ( OX Waxjj ax"/

w -ni nozars almasag, impulsun zamana gora tromasi operatoru

tiglin agagidaki ifadays golorik:
A oU
Py = —a . (25.1)

(24.6) va (25.1) tonliklorini, hamginin, X Vo P, orta giymotlori
uclin do yazmagq olar:

- .1
X=X==— 25.2
mpx (25.2)
Va
oU
—p = 25.3
Py = Px o (25.3)

Bu tanliklar, Erenfest teoreminin (1927) mazmununu 6zinds aks
etdirir vo klassik horokat tonliklarina kegidin mumkunlaluyini
gostorir. w hali X=X noqtesi otrafinda qorarlasmis dalga
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paketi kimi foarziyys olunarsa, klassik tonliklara kegidi avtomatik
olaraq hoyata kegirmok olar. P, -i, X vasitosilo ifado etsok

alarq:

yani dalga paketinin morkazinin horokati, klassik mexanikanin
Nyuton tanliyi ila ifads olunur.

25b. Hoarakat inteqrah kvant tanliklari

Asagidaki teoremi isbat edok: Ogor hor hansi bir F
operatoru zamandan agkar sokilda asili deyilso vo Hamilton

operatoru H ilo kommutasiya edirsa, onda F komiyyatinin
olctlmasinda har hansi bir F,, qiymatinin alinmast ehtimali da

zamandan asili olmur.
Dogrudan da, bu ehtimal, t zaman aninda, sistemin halin1 ifads

edon w(xt) dalga funksiyasinin F operatorunun moxsusi
funksiyalar1 tizro paylanma smsalinin modulunun kvadrati |c, (t)\2

ilo verilir. F operatoru Hamilton operatoru ilo kommutasiya
etdiyindan, [I—] , If]= 0, asagidaki
H w(X,1) = Eqpp(X.1),

tonliklorindan ¢ixir ki,

ho
Eqy/n(X,t) === =2
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Oz névbasindo bu tonliyin holli gostorir ki, hor iki operator,

asagidaki imumi moxsusi funksiyaya malikdir:
[

e
Wn (x,t)= Yn (x)e L

w(Xx,t) dalga funksiyasini F operatorunun moxsusi funksiyalari
Uzro siraya ayiraraq

w(Xt) = ch (O)e_gEnth (x) = ch Owa(x). (254)

(25.4) tonliyinin har tarafini y * (x,t) -yo vurub, bitin foza tzro

inteqrallasaq,
i

YO ca©@e 7 e h T [y (0w (0aV -

= > cn(®) G ) [ Dy ()dV

( J' v (Xw,(x)dV =1 normallasma sortini nozoro alarag) son
naticays golirik:

c, (t)|2 =lc, (0)|2 = const.
Klassik mexanikada oldugu kimi, kvant mexanikasinda da, belo
komiyyatlor horokot inteqrali adlanir. Demali, ogor operator
zamandan asili deyilso vo Hamilton operatoru ilo kommutasiya

edirso, onda uygun kvant mexaniki komiyyot horokot inteqrali
olur.

26. Kvant mexanikasinda saxlanma qanunlari

Mixtalif kvant mexaniki komiyyatlorin operatorlarint vo
Hamilton operatorunu bilorak, saxlanma qanunlarin1 almaq olar.

Klassik mexanikada oldugu kimi, kvant mexanikasinda da
saxlanma  ganunlarmmin  tapilmasi  sistemin  horakatinin
Oyranilmasinds ¢ox vacibdir.
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Oger I operatoru hor hansi bir saxlanilan komiyyato
uygundursa, onda hom ¥ dalga funksiyasi, ham do

il

y'=e%y
funksiyasi Srodinger tonliyini 6dayir. Burada « -ixtiyari haqiqi
odaddir. Yuxaridak: ifadoys daxil olan eksponent el asagidaki
sira kimi basa diisiiliir:
el =1+ial+..., . (26.1)
Dogrudan da, y'= '“'1// dalga funksiyasin1 Srodinger
tonliyindo istifads etsok, alariq:
o' _ 0 el _ 4 ial
ih——=ih—e =He 26.2
il el v (26.2)
&)
H 'all// elal H W (26.3)

Asagidaki diferensiallama omalinda

iafa_l//:eiafa_!//

0 ial ) . ar ial
—| e =lag—=e +e
8t( v a7 ot ot

ol - ~ .
E:o sortini nazors alsag (1 operatorunun saxlanan komiyyato

cavab verdiyindon vo IH-HI=0 kommutasiya sorti

Odandiyindan), (26.2)-(26.3) diisturlar1 avtomatik olaraq 6danir.
Konkret misal kimi, sorbast zorrociyin Hamilton
funksiyasina miiraciat edok:

v 1 (2 a2 Az)
H:—( + Py + P57 ).
o B+ By + P
Asagidaki sartlorin 6donmoasi siibhasizdir:
A b= 1A by J=[A. 6, =0
Vo

Py = py p, =0,
yani sarbast zarracik hor hansi baslangic zaman aninda impulsa
malikdirso, zaman kegdikco onun (impulsun) giymati saxlanilir.
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27. Inversiya operatoru va ciitlilk

Qeyd olundugu kimi, kvant mexanikasinda har bir
saxlanma ganununa, klassik mexanikanin analoji ganunu uygun
golir. Amma, klassik analoqu olmayan ganunlar da movcuddur.
Misal Kkimi, fozanin inversiyasi ilo bagli olan ganunu, yani
koordinatlarin isarasinin oksino doyismasi ilo miisayioat olan,
I ——T koordinat inversiyasi qanununu gostormak olar.

Kvant mexanikasinda inversiya cevrilmosi ilo daha bir

saxlanma ganunu olagolidir. Inversiya operatoru [ daxil edok.
Bu operatorla onun moxsusi funksiyasi olan y(f,t) dalga
funksiyasina tosir edarok alariq:

Ly (F,t)=ay(F,t). (27.1)
Burada @ -ixtiyari sabitdir. Inversiya operatoru ilo iki dafo tasir
etdikda ilkin vaziyyats galorik. Dogrudan da,

[-Tw(F,t)=Taw(F,t)=aly(F,t)=a%y(F.t) =yp(F1).

(27.2)

Miigayiss gostorir ki, a =1, yoni a==1. Belsliklo, asagidaki
borabarlik ddanilir:

[y (Ft) =2 (F.1), (27.3)
yoni inversiya zamani noinki F arqumenti, homginin dalga
funksiyasi da isarasini doyiso bilor. Dalga funksiyasinin inversiya
zaman1 a=+1 yaxud, a=-1 ilo misayiot edilmosi xassasi,
zorraciyin - daxili - xtsusiyyatlori ilo baghidir.  Ogor dalga
funksiyasi

Ly (F,t) =y (F,1),
borabarliyi 0doyirss, onda deyirlor ki, zorrocik misbat daxili
cutliys malikdir. Oksina

I V/(l_;’t) = —l//(r,t),
boraborliyi 0donildiyi halda zorracik monfi daxili citluys
malikdir.
Hamiltoniani
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|¢k
soklindo olan qapali sistemin ciitliik sortino baxag. Asanligla
amin olmaq olar ki, bu hamiltonian r, — -, avezlomasindas
doyigmir, yani
IHy=Hiy.
Demoali, qapali sistemin Hamilton operatoru foza inversiyasi

~

cevrilmasino goro invariantdir. Buradan ¢ixir ki, | operatoru
Hamilton operatoru H ilo kommutasiya edir
IH-HT=0. (27.4)
(27.1)-(27.3) tonliklorino analoji olarag, inversiya operatorunun
A maxsusi giymatlorini tapa bilarik:
2y, =y, =Aly, =22y, . (27.5)
Yoni ikigat inikas noticosindo dalga funksiyast ilkin qiymatini
tokrarlayir. Burada, w, - ] inversiya operatorunun maxsusi
funksiyasidir. (27.5) tonliyindon aliriq ki, A moxsusi giymatlori
+1-0 borabardir. A =+1giymotino uygun hal zorraciyin mushat
cutliys malik olmasini gostorir. Oksins, A =-1 giymatinds
zarracik monfi cutliys malikdir.
Asanligla géstarmoak olar ki, harokot miqdari momentinin

kvadrati vo harokat migdari momentinin proyeksiyasi operatoru
inversiya gevrilmolorina goro invariantdirlar:

i, )=0, |i.c,]=0, [I.C,]=0, [f,ﬁz}o,

yani bdtin bu operatorlar eyni bir moxsusi funksiyaya
malikdirlor. Demoali, asagidaki tonlik ddanilir:
Y"(0.0)=2Y"(6.0).

Qarsiligh tasirda olmayan zarraciklor sisteminin cutliyd,
ayri-ayr1 zarraciklorin cttluklorinin hasili ilo muoyyanlosdirilir.
Catluyun saxlanma ganunu, tobistin {imumi qganunlarindan
biridir. Qapali kvant mexaniki sistemin miiayyan cutliys malik
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olan bir haldan, digor citlukli hala kego bilmomosi fakti —
gadagan olunmus kegidlor - hom atom, ham do niivs fizikasi
eksperimentlorinin ¢oxsayli materiallarinda 6z tosdiqini tapib.
Amma mduasir dovrdo, clitliiyiin saxlanmasi ganununun universal
fiziki ganun olmamasi fikri mévcuddur. Elementar zarraciklorin
istiraki ilo gedon bazi proseslords, ciitlitylin saxlanmasi ganunu
pozulur. CUTLUYUN POZULMASI zoif qarsihight tosir
proseslorinds miisahids edilmisdir.

28. Enerji-zaman geyri-muayyanliyi

Orta kvadratik giymatdon minimal konara ¢ixma

diisturunda, Y AF2 .VAR2 > %‘\/?

R operatoruna uygun R komiyyatinin orta kvadratik
giymatindon konara ¢ixmasini

AR? =(R-RF =RZ2-2RR+R2=R2-R? v

, zamandan asil1 olmayan

AF? = AE? =E®~E?(F komiyyatini E enerji kimi gobul
etmokls) eyniliklorini nozera alib, melum B = (HR - RH)
barabarliyins va yuxarida qeyd etdiyimiz orta kvadratik
giymotdon minimal konara ¢ixma diisturuna asason “sorti olaraq”
yaza bilorik:

AE-ARZ%‘ (FR _ RH)2

A

R operatorunun diferensiallanmasi diisturuna,
R= 86—T+ [H , Fi]:%(l—m —RH) wosason (R  operatorunun
zamandan asili olmamasi sorti osasinda) alariq:

R= % (HR-RH).

Bu barabarliys asasan, natica kimi olds edirik:

71



AE-AR%‘F?‘. (28.1)

Bu geyri-miayyanlik, enerjinin geyri-miayyanliyi AE ilo R
komiyyatindoki AR geyri-muoayyanliyini vo R komiyyatinin
orta giymatinin dayigma slratini slagelondirir. 9gor R -in orta
giymatinin, 6z orta kvadratik konara ¢ixmasi giymatinin tortibi
godor doyismoasino Sorf olunan zaman intervali anlayisini
At = A—_R kimi daxil etsok, (28.1) munasibatini asagidaki sokilda
R

yaza bilorik:

AE-AtZZ. (28.2)
Enerjinin AE geyri —muoayyanliyi vo zamanin hor hansi bir At
intervali arasindaki bu miinasibot, 1945-ci ilde L.i. Mandelstam
vo 1.Y. Tamm torafindon nozeri esaslandirilmisdir. Qeyd edok Ki,

burada AE - %=0 olduguna gors,, I/ halinda enerjinin qeyri-

muayyanliyi olaraq zamandan asili olmur.
29. Spin. Spin operatoru

Stern vo Gerlax tocriibasi (1921) g0storirdi ki, neytral
atomlardan ibarat dosto geyri-bircins enina magnit sahasindan
kecarkan istiqamatindon konara ¢ixaraq, ayri-ayri yeni dostolors
bolundr. Bu fakt boyik ehtimalla, atomun mexaniki momentinin
sahonin istigamati Uzro proyeksiyasinin yalniz diskret giymatlor
ala bilmosi ilo olagoadar ola bilordi Dogrudan da har bir miiayyan
L, giymatinag, zarraciys tasir edon quvvenin giymati vo qgeyri-
bircins magnit sahasindoki horakat istiqgamatindon konara-¢ixma
giymati (istigamatdon yayinma mosafasi) uygundur. Belaliklo hor
bir yaranan dosto verilmis L, giymatino malik atomlardan ibarat
olur. Klassik noazoriyyays osason, neytral atomun xarici B
maqnit sahasi ilo qarsiligl tasiri hamiltoniana
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V == —ZILB,

- ) 1 L
olavesi ilo miioyyon olunur. Burada 44 = Z—Zeara XV, -
C
a
atomun maqnit momenti olub, elektronlarin harokati

_ g -
fp~-——L

ZmeC (291)
ilo baghdir (L =2izere x P, - elektronun orbital momentidir).
c

Yani, geyri-bircins xarici magnit sahasinds atoma
F=-VV=(iV)B

quvvasi tesir edir. Bir sira eksperimental faktlar gostorir Ki,
elementar zorraciklor (elektron, pozitron, proton, neytron va i.a.)
0zlino moxsus daxili sarbastlik daracaloring mlikdirlor.
Bunlardan biri, spin adlanan, orbital harokotlo bagli olmayan,
maxsusi harakat migdart momenti Kimi interpretasiya olunan
komiyyatdir. Ulenbek vo Qaudsmitin hipotezina goro, elektron,
nivonin otrafinda firlanma horokati ilo olagodar olmayan
moments (spin #s) malikdir, vo onun proyeksiyalari asagidaki
giymotlori alir:

S, =% (29.2)
Stern-Gerlax tocriibasino osason, elektronun moxsusi magnit
momentino uygun proyeksiyalari miitloq giymotino goro Bor
magnetonuna baraboardir:

N |+~

omec B (29.3)

Moxsusi magnit momentinin spin mexaniki momentina
nisbati (giromaqgnit nisbati)
u e

s = m_ec (29.4)
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atomun maxsusi magnit momentinin, orbital harokat zamani1 aldo
olunan orbital momentins (bax (29.1)) analoji nisbatindon diz iki
dofo boyuk olur.

Umumiyyatlo, fundamental zarraciklorin daxili strukturu
olmadigindan, onlarda moxsusi momentin, yalniz firlanmada
0z0n0 biruze vermasinin tobistini — yani spinin asl monasini,
zorraciyin - 0zinu  relyativistik  kvant sahosinin  elementar
hoyacanlanmasi kimi apardigi kvant saho nazoriyyasinds
(elementar zorrociklor fizikasinin riyazi aparati) axtarmaq
lazimdir. YUksSak spin fizikasimin muasir tosavvirlorina gors,
tobiotdo spini 0,1/2,1, 2,3/2 olan elementar zarraciklor
movcuddur. Daha yuksok spinli  zarraciklor iss mirokkob
qurulusa malikdirlor. Hiqgs bozonunun spini O , leptonlarin
(elektron, x¢-mezon, 7 -lepton vo onlara uygun neytrinolar) vo
kvarklarin (adronlarin  fundamental sub-hissalori), hamginin
onlarin antizarraciklorinin spini 1/2 -0 borabordir. Vektor
zarraciklarin - (glion, W, Z -bozonlar va foton) spini 1 -o
barabardir. Qravitonun spini 2 -ys, gravitonun super partnyoru —
gravitasiya sahosinin hipotetik kvanti olan gravitinionun spini isa
3/2-dir.

Spini s=1/2 olan sistemin halina baxaq. Zarraciyin
dalga funksiyasi, ii¢ foza koordinatindan basqa, zarrociyin daxili

haliny Xarakterizo edon, ixtiyari ox (mesalon, z') Uzra spinin

proyeksiyasindan da asilidir:

v =p(xs,t). (29.5)
(29.2) disturuna asason, (29.5) dalga funksiyasi asagidaki kimi

yazilir:
4
v =(le J (29.6)

Burada, elektron da daxil olmagla oksor elementar zorraciklorin
spininin  1/2 olmasi ilo oalagodar, onun (spinin) yalniz iki
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proyeksiyasinin l//lzl//[x,a,t] RV :y/[x,—g,t) mimkunliyt

0z oksini tapib.
Spinin proyeksiyas1 7/2 olan zarraciyin t zaman aninda

dV  hocmindo agkar olunmasi ehtimali |,/,1|2dv kimi

interpretasiya olunur, |W2|2dv iSo, zorraciyin bu dV haocm
elementinds, spinin z oxu Uzro proyeksiyasinin —#%/2 -ya
borabor oldugu hal basa disiilir. l//=l//(X,SZ,t) dalga
funksiyasinin normallagmasi {i¢iin
2
2j|y/(x,sz,t] dv =1 (29.7)
SZ
olmalidir (camloma, spinin biitiin miimkiin proyeksiyalar1 {izro

aparilir). Spinin giymatinin, zorrociyin zaman vo fozadaki
yerindon asili olmadigi halda, (29.6) funksiyasi, spinin Z OXu

izra proyeksiyalarinin uygun olaraq |c,| Vo |co| 2

(cq Vo C, - odaddirlor ) ehtimallart ils, spin dalga funksiyasi

y = (QJ (208)

C2
w(x,t) funksiyasmin hasili kimi verilir.
(29.7)-0 asasan alariq ki,
of? +leaf* =1 (209)
Spinin operatoru anlayisini daxil edok. Impuls momentinin

komponentlori  Gglin - olan  (19.5) vo (19.8) kommutasiya
munasibatlori donma omaliyyatinin  iimumi xiisusiyyatlori ilo

bagli olduqglarindan, spinin s vektor operatoru ilo ifado olundugu
geyri-relyativistik kvant mexanikasi halinda, spin operatorunun
komponentlori  Sx:Sy.S; (iclin kommutasiya miinasibatlori,

impuls momentinin proyeksiyalari operatorlarinin kommutasiya
munasibatlori ilo eyniyyat toskil edirlar:
[$,.8,1=5,8, - $,8, =ihs,,
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[§,,8,1 = 6,8, — .8, = M8y, (29.10)
[$4,8,1= 8,8, — 8,8, =78, .

Spin operatorunun kvadrati §2 = §2 +s +82 spinin proyeksiya
§, ild kommuta5|ya edirlor:

A A

operatorlari, § S

yl
§,82-8%5, =0,
§y§2 —§2§y =0, (29.11)
S, §2 , =0,

Puasson motarizalarinin xa359lar|nd9n istifado edorok (29.11)-
daki birinci mlnasibati ishat edok:

|_JUJ)

+sy[sx,sy]+[sx,sy]sy+sz[sx, ,
=S§,inS, +ins,S, +S,(-1h)S, —ins S,
=in(SyS, +5,5, —5,5, —5,5,)=0.

Analoji olaraqg, diger munasibatlor do ishat olunur. Bu
munasibotlordon ¢ixir ki, tam spinin kvadrati va spinin ixtiyari ox
Uzro proyeksiyast eyni zamanda 7% vahidlorinds muayyan
s(s +1) moxsusi giymatlorine (S - tam, yaxud yarim tam ododdir)
malikdirlor.

s=1/2 olan halda 52 spin matrisi vo onun (spinin)
proyeksiyalar1 operatorlari, 6z tosvirindo asagidaki kimi, matris
soklinds muiayyan olunurlar:

., 3 ,(10) . a(01) . A(O0-i)  x(1 O
§2="n CSe==| |8y =2 | §=2
4 [Olj X 2(10 Yo2li 0) 77 2l0-1) -

(29.12)
Vektori spin operatoru anlayisini daxil edok
~ h. .
S = EU, o= (O‘X,O'y,O'Z) .

Bu operatorun komponentlori
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A /]
Sk ZEO'k

yalniz iki maxsusi giymots, + /2 malikdirlor. (29.10) vo (29.12)
kommutasiya munasibstlorindon ¢ixir ki, 6y, 6y, &,

operatorlarinin miixtalif proyeksiyalari bir biri ilo kommutasiya

etmirlor, amma bu operatorun kvadrati 2, proyeksiyalarin
operatorlar1 ilo kKommutasiya edir:

62,6:]=0 i=(xy,2). (29.13)

Sy, Sy, S, matrislorindon #/2 sabiti ilo forglonon o, o, o,

y 1
matrislori Pauli matrislori adlanirlar,

i )

(29.14)
Ranqi ikiya barabor olan ixtiyari matris vahid matris vo o, , oy,

o, matrislorindan qurula bilir. Qeyd edok ki, Pauli matrislori 6z

aralarinda kommutasiya etmirlor va 66 + 6 6; = 25;; borabarliyi

Odonilir. Basqa so6zlo, Pauli matrislori tcolguli Klifford evklid
Cobrini yaradirlar.
Tam horokot migdart momenti operatoru anlayisini daxil

edak. Zarraciyin tam harokat migdart momenti j orbital va spin
momentlarinin comindan ibaratdir: § = +§.

Bu operatorlar muxtalif doyisonloro tosir etdiklorindon (orbital
moment operatoru - foza dayisonlorina, spin operatoru iss - spin
doyisonina), onlar kommutasiya edirlor vo tam momentin
proyeksiyasi operatorunun kommutasiya miinasibatlori, (29.10)
Vo (29.11) miinasibatlorina uygun olaraq yazilir:
[iyvjz]: jyjz - jzjy :ihjx,
[jzvjx]:jzjx_jsz:ihjya (2915)

2 2

[jx’jy]: jxjy_Jny :ihjb
[i%,§i1=0, i=(xy,2).
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30a. Pauli tanliyi

Artiq geyd etdik ki, orbital harokat miqdart momentina
([) malik olan yukli zarracik xarici magnit sahoasinds magnit
momenti qazanir (bax (29.1)). Malumdur ki, magnit momentina
malik olan sistem bircins magnit sahosindo v = —;, B potensial

enerjiyo malik olur. Dogrudan da, A= [E X F]/Z vektor potensiala

malik magnit sahesindo zerrociyin hamiltonianinmn, B -nin

doracaloring goro siraya ayrilmasindan

2 2 2
1(. e- p e (= . e -
2m ( P~ j 2m mc ( p) 2mc?
gorundr ki, bu ifadodoki xatti hoddi asagidaki kimi yazmaq olar:

e [= e _ e — -
V=-—"|BxfF|p=———|Fxp|-B=———L-B
2mc[ Xr] g ch[rxp]

Bu ifado 0z ndvbosinds, (29.1) ifadasini nozara almagla,
V = —z B ilo Ust-Usts diigiir. Homginin, maxsusi harakot miqdari

—

momenti S -o, (29.3) magnit momenti ( s ) uygundur.

Giromagnit nisbat adlanan mitenasiblik omsali

(4s =945, gs =e/mc) iso iki dofo boylk olur. Son mihakima,
Dirak tonliyino osaslanan 1/2 spinli relyativistik sahs
nozariyyasinds 6z doqiq asaslanmasini tapir.

Spinin  nazoro alinmasi (spin momentinin verilmis
istigamotds iki miimkiin proyeksiyasi) 2n? tortib cirlasmaya
gatirir. Amma, Pauli nozariyyasindo hidrogen atomu tgun, spin
magnit momentinin magnit sahasi ilo qarsiligl tosirinin olmamasi
noticasindo onun (hidrogen atomunun) spekteri doyismir.
Mosalon, (v/c) ~(e2/nc) ~5-10°5 tortibli  relyativistik
effektlorin hidrogen atomunda nozoro alinmasi, spektrin inco
qurulusunun omoalo galmoasino sobab olur. Xisusi halda,
elektronun orbital harokati ilo alagodar atomun daxilinde mévcud
olan magnit sahasinin, spin magnit momenti ilo qarsiliqlt tasirini
ifado edan spin-orbital qarsiligl tosiri yaranir.
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Belaliklo, Pauli, Ulenbek va Qoudsmitin hipotezi (1925)
osasinda, elektronun horokatini ifado edon, hal hazirda Pauli
tonliyi adlanan tonliyi postulo edorok (1927), spin anlayisini
kvant mexanikasina daxil etmis oldu.

R. Feynmana istinad edarok,

h&y/ _ |_'\| |:| . 1(. e A 2 o é

! o PY, P—%(p_g J +tep—u- (30.1)
Pauli tonliyinin riyazi vo nozori osaslandirilmasi mosalasing
baxag. Spin magnit momentinin magnit sahosindo yaratdigi
potensial enerjinin daxil edildiyi halda, Srédinger tonliyinin
anoloqu sayilacaq Pauli tonliyi

oy A
e = Hg, ———
U ( St 2mc§B] , (30.2)

geyri-relyativistik limitdo Dirak tonliyinin xiisusi hali kimi
toqdim olunur. Bu tonliyin askar gostorilmomis vahid matriso

. .. L . € -
vurulmus vo magnit sahosi ilo qarsiligh tesirin p—>p——A
C

postulatina  9sason  qurulan  Srodinger  hamiltonianindan
(hamginin, bax (12.7))

2
Hy = p-SA| +ep

S “omlT ¢ (30.3)

vo spinor adlanan ikikomponentli W:(%J (29.6) dalga
L)

funksiyasindan istifads edilorok qurulmasi forz edilir (¢ -skalyar
potensialdir). Bu hamiltonian, ixtiyari a va b vektorlart liciin,
(29.14) Pauli matrislarindon alinan

(0'-5)(0'-6)=§~5+i0'(éx6),
eyniliyina asason qurulmast

~

HSI:%(G-E))ZHE(D (30.4)
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forziyyasinds, digor hamiltonianla (Pauli hamiltoniani) {ist-Usto
digiir: Hg, = Hp.
Dogrudan da,

(0'- f))2 = f)2+i0'-(f)x f))
formal barabarliyini, asagidaki kommutatoru

v oo |R, Hp.——A pk—EAk} [aXIAk——AJ

e N JE -
PxP=171-B, B=VxA oldugunu nozoro alaraq asagidaki
C

ﬁ"'_ﬁfzﬁ_ﬂag_

2m 2m  2mc
Yoni Pauli ideyasina oxsar olaraq, elektronun spin magnit
momentinin maqgnit sahasi ilo qarsiliqlt tasir ifadasini almig
olurug.

(30.1) tonliyindo magnit sahosi koordinat vo zamandan
ixtiyari sokildo asilidir, yoni Umumi halda Pauli tonliyindo
doyisonlori ayirmaq miimkiin olmur. Ovvalki mihaziradoki
mulahizalora osason (bax 29-cu paragrafa.), bircins magnit
sahosindo koordinat, zaman va spinin proyeksiyasindan

'U

tonliya golorik:

h h
(1= ‘//(X,_E,tj y Vo = '/’(Xv?t) ), asili olan ikikomponentli

V1
dalga funksiyasini, V/:(WJ (29.6), w(x.t) birkomponentli
2

funksiya vo ikikomponentli - yalniz zamandan asili olan,
funksiyanin hasili kimi yazmaq olur:

w(xs;.t)= w(x,t)[:((tt))j

Buradan da, adi Srodinger tonliyi
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oy A
ih— p HSrl//
Vo spin funksiyasi tigiin tonlik alinir:

Iaaai/ eh( B)y

30b. Zarraciklarin eyniliyi. Pauli prinsipi

Indiyodok ayri-ayr1  zorrociklorin  halinmn  tasvirini
oyronirdik. Coxzorrocikli  sistemloro  kegcorkon, eyni ndv
zarraciklorin - bir-birindon ayird edilo bilinmomasi fakti ilo
olagadar klassik analoqu olmayan ganunauygunluqglar ortaya
cixir. Klassik sistemlords har bir zorrocik yalmz kiitlasi ilo
xarakterizo olunur, yani hor hansi iki zarraciyin kutlolori
borabordirss, onda bu zarraciklori tomamilo eyni hesab etmok
olar. Hor bir zarraciyin hali t =0 zaman aninda baslangic sortlora
asason muoayyan olunur vo onlar (zarraciklor) miayyan
trayektoriyalar tizra harokat edoarak toqqusur vo trayektoriyalarini
doyisirlor. Basqa sozlo, klassik mexanikada zarrociklor 06z
individualligini  saxlayirlar. Belo  masalalorin kvant
mexanikasinda Oyranilmasi, trayektoriya anlayisinin olmamasi
sobobindon, ¢atinliklorlo qarsilasir. Kvant ansambli halinda,
masalon, iki elektronun toqqusmasindan sonra, Vilson
kamerasinda onlarim izlorini ayird etmok mumkun olmur. Yani,
bu vo ya digor faktlar gostorir ki, kvant zarraciklorin eyniliyi,
klassik zarraciklarin eyniliyindon forglonarok, daha darin tobisto
malikdir. Kvant  mexanikasinda  zarrociklorin dogiq
lokallagsmasinin ~ miioyyan oluna  bilmomoasi  sobobindan,
zarraciklorin  eyniliyi, onlarmn tomamilo bir-birlorindan secilo
bilmomasina gatirir.

Tutaq ki, ikizorrocikli sistemin (bundan sonra X
isaralomasi altinda, spin do daxil olmagla, biitiin koordinatlarin
mocmusu baga diisiilocok) dalga funksiyasi l//(Xl, X2) verilib.
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Zarraciklorin bir-birindan secgilo bilmamasi (eyniliyi) halinda,
zarraciklorin yerlorinin doyisdirilmasi, eyni bir dalgani ifads edon
yeni l//(Xz, Xl) dalga funksiyasina gotiror ki, bu dalga
funksiyalar1 bir-birindan yalniz miiayyan faza ilo forglonarlor:
(%2, x1)=e'“w(x, Xz),

Iki zarracikli sistemda, zarraciklorin yerlarinin iki dofs - dalbadal
(ikigat) doyisdirilmasi amaliyyatlari, barabar hiquglu (eyniyyat
toskil edon) omoliyyatlardir. Basqa sozls, sistemin dalga
funksiyasi ya simmetrik, yaxud da antisimmetrik olmalidir:

w(X, %) =5p(%, %,)

Digar torofdon, superpozisiya prinsipino osasan, fiziki sistemin
biitiin hallarinin simmetriyalar1 eynidirlar.

Daha ¢ox sayda zarraciklor sisteminds, bu gayda istonilon
iki zorraciys totbiq oluna bilor. Bununla bels, zarraciklorin bir-
birindon secilo bilmomosi (eyniliyi) halinda, tam dalga
funksiyasi, zarraciklorin yerdoyismosino goro ya simmetrik, ya
da antisimmetrik olmalidir.

Zarraciklorin bu nov eyniliyi prinsipini 6doyan, garsiligh
tosirdo olmayan, N sayda, zorrociyin simmetrik dalga funksiyas,
coxsayli  zorrociklor  sistemlori  Ggln  ovvollor  etdiyimiz
mulahizalora gors, asagidaki sokildo olmalidir:

(K X0 )= [ ST S Pl O a2 ()

Npi Npos.. - Zarraciklor ¢oxlugu igarisindaki eyni cir indekslarin

sayidir.

Masalon, iki bozonun (sifir da daxil olmaq]la, spini tam giymat
alan  zorrociklor) dalga funksiyasi, yerdoyismoloro goro
simmetrikdir:

1
(%, X)= E[‘//a(xl)‘//b(xz)“//a(xz)y/b(xl)], azb

wa (s (%) a=b

Butlin yerdoyigsmoloro goro antisimmetrik olan dalga funksiyasi
asagidaki determinant soklinda verila bilor:
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1 v (X ) v (Xy )

l//A(Xl, Xz,..., XN): m
Yny (Xl)---WnN (XN

Burada ixtiyari zorrocik cUtinin yerdoyismasi, determinantin
isarasinin  doyismosi ilo  misayist olunan iki stunun

yerdoyismosino ekvivalentdir. N indeksinin (st-Usto diismasi
naticasinds determinant sifira ¢evrilir.

Masalan, iki fermionun (spini yarim tam olan zarraciklor) dalga

funksiyasi antisimmetrikdir:

%[wam)wb (Xa) - (%2 o (40} @ b

0, a=>b

Yuxaridaki miilahizolor, kvant saho nozoriyyasindoki, iki
zarraciyin haliin spinlorindon asili olmasini ifads edon Lyuders-
Pauli teoreminin mozmununu oks etdirir. Yoni, spini tam
giymatlor alan zorraciklorin (bozonlarin) dalga funksiyalari
simmetrik, spini yarim tam olan zarraciklorin (fermionlarin) dalga
funksiyalar1 iso antisimmetrikdirlor. Axirinci igiin, qarsihigh
tosirdo olmayan zarraciklor sistemindo (fermionlar sistemi), onlar
(zarraciklar) mixtalif bir-zarracikli hallarda olmalidirlar. Eyniyyat
toskil edon fermi-zorraciklorin sisteminda aparilan o6lgmalar
zamani, eyni bir kvant halinda olan iki vo daha ¢ox zarracik
miisahida oluna bilmaz (Pauli prinsipi, 1925). Orijinal sokilds bu
prinsipin ifadasi asagidak: kimidir: iki fermion eyni bir halda ola
bilmaz. Bu prinsip, elektronlar sistemi olan atomun stabilliyini
tomin etmis olur.

Pauli prinsipi yarim tam spino malik eyniyyat toskil edon
zorraciklordon ibarat sistemin statistik voziyyatini toyin edorak,
coxelektronlu atomlarin vo mirokkob nivalorin  tobistinin
ganunauygunluglarinin dyranilmasinds miihiim rol oynayir.

'//(Xz , X1)=
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31. Kvant mexanikasinin matris tasviri

Ik miihazirado soylonildiyi kimi, nozeri todgigatlar
noticasinds paralel olarag kvant fizikasinin iki barabar hiquglu
riyazi aparati meydana galib: U. Heyzenbergin matris mexanikast
(1925) vo E. Srodingerin dalga mexanikast (1926). Bu iKi
nozariyys, tam ekvivalent olaraq, mikrofizikanin - bark cismin
mikroskopik fizikas1 vo maye fizikasi, geyri-relyativistik niva
fizikasinin fundamental nazariyyasi olan kvant mexanikasinin iKi
muxtalif formasini tomsil edirlor.

Heyzenberq nazariyyasina gora, har bir Xotti operatora
(), matris elementlorinin giymoti mioyyon olan F  matrisi
qars1 qoymagq olar. X -tosvirindon F -tasvirino kegarak,

Ry (X) = p(x) (31.1)
operator tonliyini 6doyan y(x) dalga funksiyasma tosir edon R
operatorunu daxil edok. y(X) vo ¢(X) dalga funksiyalarini, diskret

A

spektra malik F operatorunun uygun olaraq ¥m(X) vo ¥n(X)
moxsusi funksiyalari iizra siraya ayiraq:

w(X)= ZCmV/m (X), @(x) = Z dywn (X). (31.2)

Burada Cm Vo dpn amplitudlarinin mocmusu, uygun olaraq ¥ vo

@ dalga funksiyalarmi F -tosvirindo ifado edir. (31.2)
ayriliglarini (31.1) operator tonliyindo nozars alag:

2 dwn (0 =2 cuRym (X).

Bu tanliyin har iki tarafini soldan vy (x) qosma funksiyasina vuraq
Vo sarbast dayisonlorin biitiin oblasti izra inteqrallayaq:

> dn [ (wn AV =3 ¢ [ w7 (ORwm ()AV

Daha sonra funksiyalarin ortoqonalligindan ( J' wiwndV = &)
istifads edorok alariq:
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di =Y RimC. (31.3)

Burada R operatoru F -tosvirindoa

Rim = [ 41" CORywm (X)dV (31.4)
matrisi ilo verilorok, 6z mogzina gora, zorraciyin M -halindan | -
halina kecidinin matris elementlorini ifado edib, kvadratinin
modulu ilo  zerraciyin | -halinda yerlosmosinin ehtimalim
muoyyonlosdirir.  9gor v, R operatorunun  maxsusi

funksiyasidirsa, onda 0 (R operatoru) 6z tosvirindo asagidaki
sokilds olar:

Rt = [ymRydV =R, [ympdV =R &y (31.5)
Buradan ¢ixir ki, operatorun Oz tosvirine uygun matrisi
diaqonaldir, yoni yalniz M=| olan matris elementlori sifirdan
forglidirlor.

Ry -0 qosma olan R, matris elementindan

Rm Z([wr?fide) = [wnRyidv.
Vo I wmRwdV = J' wiRy,dv ermitlik sortindon, matrisin

ermitliyi adlanan, matris elementlorinin asagidaki xiisusiyyati
alinir:

Rmi = Rim, (31.6)
(31.2) ayrilisini (31.6) Gmumi dusturunda istifado etmokls, har
hans1 bir R kamiyyatinin orta giymotini tapariq:

R :I v Ry dV =

= ZZC;\CnI W;;Fil//n av = ZZC;RmnCn .
m n m n
Ermit operatorlar Gglin comlomoa qaydalari da, ermit matrislor
tictin dogrudur.
Yekun olaraq geyd edok ki, kvant mexanikasinda har bir

fiziki komiyyato, matris elementlori (31.4) dusturu ilo mioayyan
olunan R ermit matrisi qarsi qoyula bilar. Homginin, geyd edok
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ki, kvant mexanikasinin matris tosvirindo kvant mexaniki
tonliklori, Klassik komiyystlorin uygun matris ilo ovazlonmasi
yolu ils klassik tonliklorin asasinda qurmaq miimkiindjir.

32. Kasilmaz spektr halinda matris tasvirinin Dirak
isaralomalari. Momentlarin matris tasviri

Owvalki bélmads verilon, diskret spektr hali ti¢iin yazilmis
diisturlari asanligla, com igaralorini integrallama ilo avaz etmoakils,
kasilmaz spektr hali ti¢iin do yazmaq olar.

Xotti ermit operatorlar nozoriyyssi vo ermit matrislor
metodu (hamginin, bizim mihaziralor kursuna daxil olmayan,
funksional metodlar) birlikdo, kvant mexanikasinin vahid
hesablama aparatini toskil edir.

Iki matrisin hasilinin L =FR matris elementi asagidaki
kimi misyyan olunur:

Lop = | FoyR ,dy-
Burada integrallama butlin foza Gzro aparilir vo | matrisi Dirakin
0 -funksiyast ilo avoz olunur:
Lop = 5(“ _ﬁ) '
yoni ixtiyari F matrisi ticiin IF =FI =F boraborliyi 6denilir.
Abstrakt Hilbert fozasindak: hallar avazing, ﬂ F)}bazisi ugln
biitiin ehtimal amplitudlarinin macmusuna baxmag olar:
w(F)=(F|w).
Y dalga funksiyasi - yani (va ya) hor hansi bir tosvirds (koordinat
sistemindo)  halin  komponentarinin -~ macmusu,  Dirak
isarolomolorinda, [y) - ket-vektor ilo, baxilan funksiyaya

kompleks olan funksiyaya uygun hal iso (y

- bra-vektor (ingilis

szl olub, bracket — motorizo monasi dasiyir) ilo yazilir. Bra-
vektor va ket-vektorun skalyar hasili asagidaki kimidir:

[we (v a ()dx =(b|a).
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Bu ifads b -tosvirinds dalga funksiyasi kimi basa diisiiliir:
Va0 =[Fy Oy (0cb,  (32.2)

vo @ hali D -tosvirindo asagidaki kimi ifads olunur:

Fa(®) = [y (Owa()dx =(bla)-  (32.2)
Dirak isaralomolarinds X -tosvirindo @ halinin dalga funksiyasi
w,(x) asagidaki kimi yazilir:

a0 = (x|a).

Bu isaralomalords (32.1) paylanmasi asagidaki kimidir:

(xla)= [ (x]b){olaja.

b
Ermitlik sartina gors, (32.2)-don ¢ixir ki,
(ba) =(alb)"

yani bu ifads, @ halinin b -tasvirinds dalga funksiyasini, b
halinin @ -tasvirinda dalga funksiyasi ilo alagealondirir. Koordinat
tosvirinds, impulsu molum olan halin dalga funksiyasi 1//p(|7)

asagidaki sokildadir:
i
‘/’p(F)=W9 "7 = (¥[p).
n,I,m kvant ododlori moalum olan halin dalga funksiyasi
Woim(X) , [nIm) kimi, kompleks qosma funksiya 5, (x) iso
(nim | kimi yazilir. Uygun olaraq, koordinat tosvirindo impuls
momenti operatorunun moxsusi funksiyasi agagidaki kimidir,

Ymi9#0=<ﬁﬂﬂhm>:<§|,m>

|,m> [,m tosvirindon koordinat tosvirina, oksing,

Burada, <F

o)

yetirir. Ogor 6,90 bucaglari, impulsun istigamatini miosyyan

r

F> - koordinat tosvirindon bucaq tosvirino kegidi yerino
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edirlarss, Y|m(9,g0)=<9,¢)|l,m>=<%

l m> funksiyasi [,m

tosvirindan impuls tasvirina kegidi tamin edir.

Dirak isarolomolorindo F,, elementi asagidaki soklo
malikdir:

Foa =IW;ﬁWadV =<b“:‘a> :

Moment operatorunun matris yazilis formasi, nainki
yalniz fozada harokati ifado edon L orbital momentilo bagh
horokot miqdari momentinin xassalorinin keyfiyystco izahina
imkan verir, ham doa foza harakati ilo slagodar olmayan, maxsusi
harokat momentinin (spin S) hesablanmasina va biitovliikdo, tam
harokot miqdar1 momentinin  j=L+S (bax, bdolma 29.)
muoayyanlogdirilmasine do imkan yaradir.

j2 , J, matrislori diagonal tosvirdo, vo H enerji
matrisinin Dirak isaralomalorinds asagidaki matris elementlaring
malikdirlar:

(m'j'n'[T2|mjn) = 36 S S

(m' j'n'[ 3| min) = MAS ;- Sm S -
(M '3y min) = (3)wmidm + (32.3)

(m' |3y min) = (3y), . S

(m' j'n'[H|mjn) = E;,8}5:SmmSnn: -
Burada m, j,n indekslori, uygun olaraq impuls momentinin Z oxu
Uzra proyeksiyasinin, J, =m# (m-magnit kvant oadadidir) vo tam
momentin (j) giymotlorini xaraterizo edon, baxilan matrislorin
sotir vo siitunlariin némralaridir. N odadi isa, sistemin enerji
saviyyaloari ilo baglidir. Biitiin bu matrislor J2vo H matrislori ilo
kommutasiya etdiklorinden, ] vo N .indekslorine gors

diaqonaldirlar.
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Horokat miqdart momentlori j; vo  jo molum olan iki
qarsilight tosirde olmayan alt sistem Ugin 3,3, — 3,3, =0
kommutasiya sorti  6donildiyindon, (29.13) kommutasiya

miinasibatlorini, J =J;+J, tam moment operatoru da 6dayir.

Yoni bu iki alt sistemin tam momentlori ( jl Vo 52) Vo onlarin

Z oxu Uzrs proyeksiyalarmni xarakterizo edan jy, jo Vo my,m,
kvant odadlori verildiyi halda biitovlikds sistemin hali tam
verilmis hesab olunur. Verilmis jj, jo U¢ln, har bir m; vo m,,

uygun olaraq (2 h +1) Vo (2], +1) giymetlori alirlar,
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Il HISSO. SRODINGER TONLIiYININ BOZI TOTBIQLORI

Real fiziki hallarin &yronilmasi zamani, ilk névbado,
Srodinger  tonliyinin  hollorinin -~ Umumi  xUsusiyyatlorini
aragdirmaq vo bu tonliyin totbiq hiidudlarini miisyyanlosdirmak
zorurati ortaya cixir. Bu hissa, mohz bu tip mosalalora hasr
olunub.

33. Birdlciilii diizbucaqh potensial cuxur

Zarraciyin quvva sahasinda birdlglli horokatini dyronok.
Belo haroksto on sado misal kimi, x=0 vo x=I sorhadli
potensial divara malik, 0 < x <| mosafado mahdudlasan bir6l¢iilii
cuxurda sorbast harokot uygundur. Cuxurun sarhoadlarinda
zarraciya sonsuz boyik quvvalor tasir edir, yani zarracik fozanin
mohdud hissasinds gorarlasib. Basqa sizlo desok, zarrocik finit
harokat edir. Bu sado misal asasinda kvant mexaniki sistemlarin
imumi  xarakter dasiyacaq bir swra  xiisusiyyatlorini
muoayyanlosdirmok olur. Bu model miayyan Xatalar ¢argivasinda
metaldaki elektronlar vo ya niuvadoki nuklonlar sistemlorini
todgiq etmays imkan yaradir.

Siibhasizdir ki, uygun (4.9) Srodinger tonliyinin Gmumi
hollini iki hiidudda qurmaq lazimdir: O<Xx<| pargasinin
daxilindo vo onun xaricinda. GCuxurun daxilinds harakat edoan
zorraciyin -~ enerji  spektrini vo  dalga  funksiyasimi
mioayyanlasdirmak magsadila Srodinger tanliyinin

2m
Az//(x)+?(E—U(x))y/(x):0 hollinin ~ sorhod  sortlorini

mioyyan edok. .Dalga funksiyast hom O<x<| pargasinin
xaricinds va kasilmazlik sortine géro ham do x=0 vo x=I
ndqtalorinds sifira barabor y(0)=w(l)=0olmalidir.
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Toforrliata varmadan, bu sortlor daxilinde 0<x<I
oblastinda stasionar hallar tgtin ikinci tortib adi diferensial tonlik
olan (4.9) Srodinger tonliyinin

h? dzl//
om ol =37% (33.1)
(burada nozers alinmusdir ki,. U(x)=0) Umumi halli asagidak
Kimidir:
w(x)= Asin(kx+a). (33.2)

k= [2ME (33.3)
h2

(0)=0 nogtesinds y(0)= Asina oldugu(yeni a=0) va w(l)=0
noqtesinds sorhad sortinin ddenilmasi (yeni w(l)= Asin(kl)=0
olmasi tiglin), kl arqumenti n=123,... sortilo zn giymatlorini
almalidir:

Burada

k:%n. (33.4)

Burada n kvant adadlori adlanaraq, sifirdan forgli bitun tam
giymotlori alir. (33.3) vo (33.4) dusturlari, ¢uxurun daxilinds
horokat edon zorraciyin enerjisinin diskret, yani kvantlanmig
giymatlorini,
k’h?  7%h% ,
En=——=—>n". 335
" om  omi2 (33.5)
muoayyanlosdirmoys imkan yaradir. Gorduyumiiz kimi, bu natico
hec bir alava farziyyoaya sdykonmadon tobii iisulla ortaya ¢ixdi.
Enerji Ggun
3 n?
2mi 2
ifadasi (33.5) dusturundan n=1olduqda alinaraq, zarraciyin an
minimal enerjiys malik oldugu hala, 2sas (normal) hala
uygundur. Digor hallar, hayacanlagmig hallar adlanirlar. (33.6)

. (33.6)
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dusturu, geyri-mioayyoanlik minasibati ilo birlikds zarraciyin
impuls va enerjisini ham keyfiyyoatco, hom do komiyyatca
muayyan etmayo imkan verir.  Qeyri-miayyanlik prinsiping
asason, impulsun mitloag Xotast va onun (impulsun) qeyri-

muayyanliyindan Ap~|ﬁ ( I -zarraciyin harokat oblastinin

Olcusudur) irali  gelon  zarrociyin  minimal  enerjisinin
2 2

E-P T (33.6) disturu ilo eyni bir tortibo malik olmast,

2m - oml?’
yuxarida, niimayis etdirdiyimiz potensial ¢uxur modeli iigiin
stasionar Srodinger tonliyinin hallinin keyfiyystco daqiqliyini
bir daha tosdiq edir.
Bozi kamiyyat giymatlondirmoalori gatirok.
(33.6) tonliyindo, atomun olc¢istnin | , elektronun

katlasinin(m) vo Plank sabitinin giymatlorini (I =510 %su,
m=91-1028qr , #=1.054-102"erq-san ) nozero alsaq,
potensial ¢uxur modelinds minimal enerjinin

2
_ 10~%4erg AT3M " g2
= _ (314)°(1,054 10" erg-san)® 4
2-91-10%qr-(5-10%sm)? 50107281076 qr . sm?
= 2-10_12erq .

diizgiin tortibo (1eV =1.6-10"2erq ) uygun goldiyinin sahidi
olarig.

Niivado yerlogsan nuklonun ( 1~10"2sm, m~10"%*gr —
nuklonun kutlasi) enerjisi tigiin asagidaki qiymati alariq:
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2
10~54gq 4~ SM 2

_ erq san
E_ (3,14)2(1.054 -10 27erq~san)2 ~5. san? _
2.107%*qr- (10 *%sm)? 107%4.107%*qr - sm?
= 5~10_6erq .

Bu giymat, eksperimentlords alinmis qiymats tam uygundur.
Potensial c¢uxurdaki zarraciyin impulsunun kvadratinin

orta giymatini muoyyonlosdirok. Ogor ¥, dalga funksiyasi

vahido normallasmayibsa, impulsunun kvadratinin orta qiymati

ticiin alariq:
[

[ 2
Ig//*lf’le//dv Jy/* —hza—z Ansin(ﬂnxjdv
_0 OX ! _

p2_0
T 2 B t2
[l av [l av
0 0
[
wn (7N
W Ansm(xjdv
2 ﬂznz.([ [ B 72h2n2
- |2 | ) - |2
[lyl"av
0
2 242 242
Zarraciyin Ej, = P _7 h2 n? = K enerjisi, klassik zarraciyin
2m  2ml 2m

cuxurda Xxatti horokatinin enerjisina analojidir, yani N kvant
adadinin boyik giymatlorinds, kvant mexaniki miinasibatlor
klassik fizikanin ifadalarins kegirlor.
Iki qonsu enerji soviyyosi arasindaki mosafo ( An=1
olduqda) asagidaki distur ils verilir:
212
AE, =E, ., —E, :”—hz(zn +1).
2ml
Yani zarraciyin kutlasinin va onun harokat oblastinin 6l¢iisiiniin |
azalmasi ilo Saviyyalor aras1 mosafo artir.
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Potensial cuxurun N -ci enerji Saviyyasine uygun olan dalga
I
. 2 .
funksiyasindaki A, sabiti “l//n| dx=1 normallasma sortinden
0
tapilir,

| 2 2
|An|2J.Sin2 ny dx=&j 1-cos| 2Ny dx:|An| I=1.
0 | 2 0 I

Buradan alirq:
12
An - T '

yani sabitin giymati N kvant adoadindon asili deyildir. Potensial
cuxurdaki zorrociyin normallasmis dalga funksiyas: asagidaki

sokli alir:
w(X) = \Esin(”T” xj .

Beloliklo, on sado kvant mexaniki sistemin todqiqi bizi,
tomamilo imumi xarakter dasiyan, asagidaki noticolora gatirir:
potensial guxurda horokst edon mikrozarraciyin enerjisi diskret
giymatlor alir; hatta E = E; olduqgda, yani normal halda, zarracik

kinetik enerjisi sifira borabor olan tam stkunot halinda olmur;
enerji saviyyalorinin diskret xarakteri, zarraciyin kutlasinin, va
onun (zarraciyin) horokot etdiyi oblastin kigik qiymatlorindos
agkar olunur; N kvant odadinin bdyik giymatlorindo, kvant
mexaniki munasibatlor, klassik fizikanin disturlarina kegir.

34. Ehtimal seli sixhigi. Kasilmazlik tanliyi

Zamandan asili olmayan, ixtiyari potensial sahado
zarraciyin haroakatini ifads edan
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i
-—Et
Srodinger tonliyini vo zarraciyin y/(F,t) =w(f)e " halinda
olarkan, onun koordinatlarinin 6lgtilmasi ehtimali sixliginin
zamandan asili olmamasini |y (F,t)|* = |y (F,0)° Nozars alsag,

L . . 2
zarraciyin V- hacminds agkar olunmasi ehtimalindan (J.|l//| dv),
\
dalga funksiyasinin faza vo zamanda doyismasinin miisyyan bir
gqanununu almis olariq.

I|l//| dV  inteqralinin  zamana goro  tOromasini

muoayyanlosdirok. Bu moqgsadlo stasionar hallar Gglin  (4.9)
Srodinger tonliyindan, hamginin qogma funksiya {iglin

tonliyindon istifads edok.
Yuxarida sdyladiklorimiz osasinda alariq:

0 * * OW oy”
— V = — +y—— dV =
8tf',//l//d f{w FaRd J

2mi in 2m
2?.“"’“’” "’AV’)dV‘ jd'V(WW V/Vw)dv (34.1)

Qauss-Ostrogradski teoremina asasan,
jdiV(W vy Vv = f(vﬁ v -y VS
Vv S

(S -V haocmini ohats edon sathin sahasidir) (34.1) munasibatini
kasilmazlik tenliyi sgklinda yazmagq olar:

f y[*av §(WI// kS, (34.2)
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I|y/|2dV ifadosi zorraciyin t zaman aninda V hacminds olma
v
ehtimalin1 gostardiyindon, divergensiya isarasi altindaki vektoru

T=%(V/*W—W W*) (34.3)

tobii olarag ehtimalin coroyan sixligi kimi basa diismok olar. Bu
vektorun dS soth elementindon axan seli, zarraciyin bu sath
elementini vahid zaman intervalinda kegmosi chtimalini ifado
edir. (34.2) tonliyi, kompleks doayisonlor termininds, hom
diferensial

8|1//|2 -
o +div =0, (34.4)

hom ds inteqgral
) -
aj|.,/|zolv +{jdS =0
v S

formalarda yazila bilor. Sonuncu dustur gostorir ki, ehtimal
sixligl, ehtimalin saxlanmasi qanununu tomin edir: ogor
zarraciyin V  hocminds olma ehtimali kigilirso (bOyUyirss), onda
zarraciyin, soth elementi oblastini bayir istiqgamatindan (igaridan)
ke¢mosinin sifirdan forqli ehtimali yaranir. Qeyd etmok lazimdir
Ki, (34.4) tonliyi, Srodinger tonliyinin noticasi olaraq, ¢ixarilist
liglin 72 —0limitino kegidinin totbiq olunmamagi ilo yanast, ||

vo ] komiyyatlori, uygun olaraq, klassik elektrodinamikadaki
yiik sixligina va caroyan sixligina analoqluq tegkil edirlor.
(34.4) munasibatinin asagidaki kimi
P | div j=0
ot

yazilisin1 zarraciklorin saymin saxlanmasi qanunu ifads edir.
Sarbast harokat halinin gorhina qayidaq. Miistovi dalganin

w=nen T =Y ifadosini (34.3) tonliyindo istifado edok,
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Qeyd edok ki, ogor sistemin hali hogiqi w dalga
funksiyasi ila ifads olunursa, (34.3) disturundan gorinduyt kimi,
ehtimal sixlig1 j sifira yuvarlanir.

35. Potensial gopar

Zarraciyin qlvva sahasinda birdlgiliu harakatina, névbati
sado misal kimi, sokil 2-do gostarilon pillavari potensiali se¢ok.
Bu modelo gdro, yalniz fozanin mohdud bir oblastinda zarrociya
quvvalor tosir edir, bu oblastdan konarda iso zorrocik tam
sorbastdir. Klassik mexanikanin qanunlarina gora, zorrociyin
potensial divarin hiindiirlityiindon Kigik enerji (E <Uy) ils, Sakil

2-yo 9sasan soldan saga horokoti divar torofindon dof edilir vo 0
(zorracik) geri donorok sonsuzluga gedir, yoni klassik fizika
gqanunlarma oasasan zarrociyin x>0 oblastinda olmasi geyri
mimkunddr. ©ks halda tam enerjinin potensial enerjidon Kicik
olmasi vo Kinetik enerjinin monfi qiymoat almasi monasizligi
ortaya ¢IXIr.
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i) Z

Sokil 2.
E >U, oldugda klassik zarrocik manes hiss etmadon

divarm tizorinden Kkegarak, x>0 oblastina daxil olub, E-U,

Kinetik enerjisi ilo horokat etmoali idi.

Yuxarida soyladiyimiz har iki hal kvant zarraciyina samil
olunmur. Zarraciyin horokatini, kvant mexanikasi qanunlar ilo
tosvir etmok Ugun, U potensialli sahadoki zorraciyin stasionar
hallari tigiin (4.9) Srodinger tanliyini,

k2 _ 2mE
Con?
- (35.1)
K*==7 (E-Uo)

vuruglarini daxil edoarok har iki oblast( I oblast —c-dan x=0-a
uzanir, Il iso 0 -dan X =00 -dok yayilib) U¢lin yazaq:
2

d—lzﬂ +k%y =0, x<0
X . (35.2)

dy 2

—+k"“w =0, x>0

dx? v

(35.2) tonliklori, ikinci tortib bircins xotti diferensial

tonliklardir. Malum teoremos gors, agor w; Vo o funksiyalari
bu iki tonlikdan birinin xotti asili olmayan hallaridirss, onda bu
tonliyin mumi hallini asagidaki sokilds yazmaq olar:

v =Ay+ Ry, . (35.3)
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Burada A vo A, ixtiyari sabitlordir. Ogor (35.2) tonliyinin
moxsusi hallari kimi

!// — ea X
v = ea’x
q 2
funksiyalar1  secsok, onda ——=ay vo IV _ a’y
dx dx?

diferensiallarin1 noazoro almagla, (35.2) diferensial tonliklorinin
xarakteristik tonliklori agagidaki kimi olarlar:

a’+k%=0
a?+k'?=0 .

a = tik
a'=+ik'|

Demali, (35.2) tanliyinin hoallori asagidaki kimi olur:

w(x) = Ae'**+Be *X,  x<0,

w(x) = AKX+ Be KX x>0, (35.4)
Masolonin sortlorine goro, bu ifadolordoki €'** hoddlori X
oxunun miishat istigametindo yayilan dalgalari, e"'** hoddlori iso
oks istigamotdo yayilan dalgalar1 ifado edirlor. A, B, Ay, B,
amplitudlarin1 miioyyan etmok (gun zarraciklor selinin sixligi
ucun (34.3) dusturundan istifado edorok ¢opara diisan zarraciklor
selinin sixligini hesablayaq'

fﬁ(l// Vy -yNy") =

Buradan aliriq ki,

h * —ik X 0 ik x ik x —ikx
—(Ale &Ale - Ae Ale J

:2m|

2m||Al| ( |kx |kx |kx( Ik) —|kx):
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T R
Qabul edak ki, zarraciklar seli, | va Il oblastlarinin sarhadini x=0
noqtesinds haqlayir. Onda, A =1 olmasi tabii sayilmalidir.
Digor U¢ B;, A, B, sabitlorini muoyyan etmok iigiin, dalga
funksiyasinin | vo Il oblastlarinin sorhad noqtssinds ( x=0)
davranigini arasdiraq.

Dalga funksiyasina vo onun téromasina qarst qoyulan
Umumi tolobloro gora, onlar (dalga funksiyasi vo tGromasi)
potensial enerjinin tukandiyi ndqtads belo kasilmaz olmalidirlar,
yani x=0-da asagidaki borabarliklor 6donmalidir:

p(+0) =y(-0), (35.5)
y'(+0)=y/'(-0). (35.6)
X oxunun musbat istigamatinds yayilan zarraciklor seli verilibso,

onda E >U, oldugda (yani, kIZZ;—T(E—Uo) -m  hogiqi

giymatlorinds), dalga funksiyasinin e 'K haddinin daxil oldugu
toplanan, aks istigamatds yayilan dalgani tomsil edir. Demali, B,
sabiti Ggun B, =0qiymati segilmalidir, yani Il oblastda oks olunan

dalga movcud deyil, vo uygun miihakimo kimi, sagdan sola
yayilan dalga anlayist da yersiz fikirdir. (35.5)-(35.6)
munasibatlorino asaslanaraq, diger iki integrallama sabitini, A,
va B, -i tapmaq bir o godor do ¢otin deyil. B,=0-m diger
osaslanmasini gatirok: E <U, oldugda (yeni, k' -sirf xayali
komiyyotdirso), onda e XX funksiyast x> - -da
eksponensial artaraq, dalga funksiyasinin sonlu olmasi tslobini
pozar. Buna goro do, k' xoyali giymotlorindo( E <U, halinda)

B, sabiti sifira barabor goturulmalidir.
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35a. Tam enerjinin potensial ¢aparin
hindarltydndan boyik (E > U, ) oldugu hal

Zarraciyin tam enerjisi potensial ¢oparin hinddrliyundan
cox oldugda ( E>U, ), (35.5)-(35.6) ifadslorinden vo (35.4)

hallorindan asagidaki naticalori alariq:

w(+0) =y (-0) = Ae' %+ Be P =14 B, =

=y (+0) =y (-0) = Ae' K0 4+ 0.e KD = p,

(A =1+B),

w' ()|, _o=Aike ®+ B (-ik)e D = Aik—Bjik =
=ik—ikB =ik(l-B) =

=y ()|, _g = Ak’ e 0 +0- (ke ™D = Ak’
Naticada, muayyan edirik Ki,

A =1+B,
k’AZ = k(l_ BJ.) )
Vo uygun olaraq, A, Vo By liciin agagidaki son ifadslori alirq:
k—k’ 2k
=1l+——= :
& k+k" k+k'
k—k’'
= , 35.7
= k+k' (35.7)

Zarraciklor selinin enerjisinin potensial ¢aparin hindurliyindan
boylik olmasma ( E>U,) baxmayaraq, oks olunan dalganin
amplitudu ( B;) sifirdan forglidir. Yoni, dalga qismon sopilir(oks

olunur) va gismon do 11 oblasta kegir. Bu fakt mikrozarraciyin sirf
dalga tobiati ilo baglidir. Oks olunan zarraciklor selinin sixliginin

(Jr) Gopara diigon zarraciklor selinin sixligina ( j) nisbatini R

sopilmo (oks olma) omsali vo gopari kegon zarraciklar selinin
sixliginm ( jp) Gopara diison zorraciklor selinin sixligma ( jg)

nisbotini D kegmo (niifuz etma) omsali adlandiragq.

101



Zorraciklor seli sixhigr iigiin (34.3), j = L (1,// Vi —yVy )

dalga funksiyalar tigclin (35.4) dusturlarlndan istifado edorok,

alarq:
(A1 =0 oldugundan)
2
k—k'
|Bl| (k +k’ j
va (B, =0 oldugundan)
2 4k?
IAzI =—
m (k +k)?
Homginin, jg = —|A1| =— oldugunu nozore alsag, oks olma
va niifuz etmo amsallarinin yekun ifadalorini alds etmis olurugq:
H "\ 2 H '
R:L:(k_k,j ; DIJ_—DILkZ. (358)
jo \k+k Jo (k+k)

ifadolorindon ¢ixir ki, verilmis E enerjili zarraciklor G¢tin, oks
olunma vo kegmo omsallari, zarraciklarin harakot istigamotindon
asil deyildirlor, yoni, kK vo k" -0 goro simmetrikdirlor. Soldan
saga horokot edon zorrociklorin, x=0 ndqgtesindon oks
olunmasimin ehtimali, sagdan sola harokat edon zarraciklorin

=0 nogtesindon oks olunmasinin ehtimalina borabar olarag,
asagidaki ifado alinir:

R+D=1, (35.9)
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35b. Tam enerjinin potensial goparin
hundurltydndan kicik (E <U) oldugu hal.

Tunel effekti

Yuxarida qgeyd olundugu kimi, klassik mexanika
ganunlarma gora, soldan saga horokat edon, enerjisi potensial
coparin enerjisindan Kigik (E <U) olan zarracik, Gapardon oks

olunur, vo zorracik he¢ cir Il oblastda ola bilmaz. Kvant
mexanikasinin qanunlarina gors, voziyyat forglidir.

Coparin enerjisindan kicik (E <U ) enerjilor halinda, k’- xayali
kamiyyat kimi, tobii olaraq k' =1k soklinds yazilmaldir. Onda,
(35.1) dlsturuna asasan alariq,

K:%,/Zm(UO—E), (35.10)
k—k'

yani |31:W kompleks komiyyat olarag, aks olunma omsali
+

asagidaki qiymati alir:
k—ix|

R:
|Bl K+ix

(35.11) vo (35.9) ifadolorino asason nufuz etmo omsali sifira
barabar olur: D=0.
Ali handasadan malum olan logarifmik spiral omsali tigiin

k—ix (k—ix)? k®-x?-2ikx _

k+ix KkZ4+x? 2z

"=

~1. (35.11)

k? + %

(5] e
k2 + k2 k? + 2
\/k4 —2k%ic? + ikt + 4k 2x? o-id
- k2 + 2 -
\/k4 +2k %% + 1t _is

k% +x
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K2+x? s is
=77 2¢ =€
ke +x

dusturuna asasan oks olunan dalga névbati sokilds olur:

v, = Be = KoUK ik _ g-igg-ikx _ g-ifkxo) . (35.12)

K+ix
yani oks olunma dalganin fazasinin siirligmasine sabab olur.
Yuxarida verilmis loqarifmik spiral omsal1 {i¢iin

2 2)2 2
2 2.6 k®—x 2kx j _is
=va“+be 7 = + e
r \/(k2+l('2] (k2+/c2

dusturuna asasan oks olunan dalganin o faza siirligmasini

muayyan etmak {igiin asagidaki ifadoni aliriq:
2k k

b k2442 2K x
t 5 = — = = ’
J a k?-x? K?-k?
k? + k2
S = arctg 77 (35.13)
Belolikls, hotta tam oks olunma bas verarso bels, Il oblastda
(X > O) dalga funksiyasi sifirdan forglidir:
w(x) =A™ = Zk. e "%, (35.14)
K+ix

X >0 oblastinda zarraciyin X ndqtesinds askarlanmasi ehtimali
sixlig1 asagidaki kimidir:

2 * 2k 2K i —kx 4k* —2KX

= =— —e Ve =———e . (35.15

bl =y kK+ix k—ix k% +x? ( )

Bu, kvant zorraciklorin tabistinin  klassik  zarraciklordan
ohamiyyatli daracads forglondiyinin daha bir tasdiqidir.

E<U, oldugda Klassik zorracik he¢ cir X>0

oblastinda ola bilmazdi. Amma kvant zarrociyi muoyyan ehtimal
ilo bu oblasta ntfuz eds bilir. Enerji noqteyi-nozarindon gadagan
olunmus oblasta zarraciyin nufuz etmosi hadisasi tunel effekti
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adlanir. Zoarrociyin sorhaddon igori, 1l oblastda olmasinin

1
chtimalmin ~ sifirdan  forqli oldugu OX mosafaesi, X~ —
K

tortibindadir, vo X>>dX oldugda, (35.5) ehtimal sixhigi
eksponensial ganunla Kigilir. Masalon, (35.10) disturuna

1 -
osaslanaragq, oXx~— vo Uy-E=~ 1eV, oldugunu nozors alsaq,
K

elektronun 1l zonaya nufuz etdiyi effektiv dorinlik (sx) Ugun
alariq:
=27
- h - 10 ~10~8sm,
V2mUg—E)  /2.91.1028.16.10712
yani tunel effekti yalniz mikroskopik ol¢iilords bas verir.

X

Ap zAizrm geyri-muoayyanlik minasibatina goro, Il oblastda
X

zorrocik artiq ovvalki E enerjisino malik olmayacag. Yani
zorraciyin 1l oblastda olmasi tigiin, o, kigik AX < & intervalinda
lokallasmali, hom enerjisini, hom do halim1 doyismolidir. Impuls
ucun fundamental geyri-miayyoanlik minasibatindon, hamginin
zorraciyin - kinetik  enerjisinin - asagidaki  geyri-muoyyoanlik
munasibati do alinir:
2 2.2
AEyin ZALZ LS .
2m 2m
K (cun (35.10) ifadasini istifado edarok alariq ki,
AEyin 2Ug - E,
yani, goparin altinda lokallasan zorraciyin enerjisinin geyri-
muayyanliyi, copori ke¢cmok {igiin ona lazim olan enerjidon
coxdur.

36. Xatti ossilyator

Xotti  ossilyator modeli bork cisimlor fizikasinda,
radiofizikada, optikada, elementar zorrociklor fizikasinda vo
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fizikanin digar bolmolarinds ¢oxsayli totbiq sahalorine malikdir.
Umumiyyatlo, 6z mahiyyatinoe gore, bir-biri ilo rabitads olan iki
harmonik ossilyator — Xotti mexanikadir; ¢ox sayda qeyri-
relyativistik ossilyatorlar problemi — klassik vo kvant
statistikasinin problemidir; sonsuz sayda rabitoli relyativistik
kvant ossilyatorlar sistemi — kvant saha nozariyyasidir (elementar
zarraciklor fizikasinin riyazi aparati).

Daha mirokkob kvant sistemlora kegmadan fikrimizi Xatti
harmonik ossilyatorun nazariyyasindo comlayak. Belo ossilyator,
taraziliq morkozi otrafinda kigik xotti rogslor edon kvant
zarraciyinin analoqunu 6ziinds oks etdirir. Atom sistemlorindaki
Kicik rogslora misal kimi, atomlarin molekuldaki kigik ragslorini
gostarmok olar.

Kvant nozariyyasinda ossilyator modelinin qurulmasinin
muxtolif metodlart mdévcuddur. Bunlardan biri hallar fozasinin
(Fok fazas1) cabri metodudur.

Xotti harmonik ossilyatorun potensial enerjisi dusturunu

ma)2x2

2
(4.9) Srodinger tonliyinda istifads etsok, alariq:
72 dzl// m w?x?
-+ =Ey. 36.1
o >V =FEv (36.1)

U=

2m
(36.1) tonliyinin hor iki torafini —h—z komiyyatina vurub,

2 2
d W(X)+2m {E_mgo xz}/x(x):o,

dx? %

/ma) .
E= 7x avazlomasini va

)2

= (36.2)
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2 2
omsalimi daxil edib, d _ o d ikigat téromosini  todgiq

dx?  h de?
etdiyimiz tonlikds nozars alsaq, asagidaki tonliys galorik:
2 2
maody ')ZJFZ_? g_Mo igz w=0.
hodé 71 2 mo

Bu tonliyin har iki tarafini " smsalia vurub,
mao

d?y 2 oh 2]
Cv, 2 (g_@he), _g
42 ha)( 2 ¢ Y

(36.2) ovozlomasindan istifado etmokls, tonliyi daha kompakt
sokilds yaza bilorik:

2
—d—"’z’+§2y/=/1y/. (36.3)
dg
, d?
(36.3) tonliyi, 6z formasina gors, F :—@+§2 operatorunun

A moxsusi qiymat vo y moxsusi funksiyasiin toyin etmok
tiglin yazilimig tonlikdir. Bu sobabdon dalga funsiyasinin iizarine
bitiin standart toloblor goyulur.

(36.3) tonliyinin imumi hallini tapmaq U¢un arqumentin
boyik giymatlorindo (& >>A4) y(£) funksiyasinin asimptotik
davranigini miioyyanlogdirok. Bu mogsadlo, yuxaridaki tonlikdo
E%y hoddine nisboton, AW  hoddinin ¢ox kicik olmasi
sababindan, onu nazars almayaraq, alinmis

d’y .o
— - =0 36.4
4e? v (36.4)
tonliyin asimptotik hallini asagidak: sokilds axtaraq:
2
w, =ed (36.5)

Asagidaki toromaloari miiayyan edib,
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2
vy =2ag™
| 2 2 2 2
wh=2aceds +2af(ac?)eds =2ae? +4a’E%% =

2 2
=(2a+4a°E%)e® ~4a’c%e?
(36.4) tonliyindo istifado etsok, asagidaki xarakteristik tonliys
goalorik:

(422 ~1)%2¢" —0.
1
Buradan aliriq ki, a=% >

&>> A oldugda Gmumi asimptotik hall iigiin alariq:
RIS
=Ce 2 +Cpe?
Burada ¢; vo ¢, & -nin funksiyalaridir. Sonsuzlugda (yoni,
1.0
- ¢
-t limitinds), €e2”  vurugunun daxil oldugu hadd dagilir.
Bu, dalga funksiyast {izorino qoyulan standart sortlorlo
uzlasmadigindan, dalga funksiyasinin asimptotik ifadasinds
axirinci haddon imtina etsok, alariq:
s
w(£)=Ce 2 . (36.6)
Burada C = f(£) - namolum funksiyadir.
Asagidaki ikigat toromoni hesablayaq:

2

d% d d £ g £ £ df(é)
FERTr f(&)e % fE)(-ce 2 +e i
S fE)ef-ce 2 —f(ee 2 g 2 HE)

dg

- df af©) , 5 d2E) _

2
& dé de?
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& &

:fze_Z f(&)-f(&)e 2 2§e 2 df(f) dzf(g)’

dé d&?
Vo (36.3) tanllylnl yenldan yazaq
£ £
S difE) . 5 diE) 2 e 2
d§2 25 2 0 -f(&e 2 +1e 2 =0,
yaxud
d2f df
S =25 +(A-D)f =0 (36.7)
d&? 5 dg HA

¢=0 noqtesi (36.7) tonliyinin xususi nogtesi olmadigindan, bu
tonliyin hollini stlii funksiya soklinds axtaraq:

n
(&)= as". (36.8)
k=0
Asagidaki toromalori
df _
d_ - Zl(akgk 1 y
k:O

¢t ank(k Daye %= Z(k+2)(k+l)ak+2§ (36.9)

muayyan edlb, todqiq etd|y|m|z (36.7) tonliyinda istifado etsok,
alariq:

n-2 n
{Z(k+2)(k+1)ak+2—Z(2k+1—/1)ak}§k=0. (36.10)
k=0 k=0
Zakfk tistlii sirasinin eynilik kimi sifira barabor olmas: iigiin a
k
vuruqglan sifira yuvarlanmalidirlar. ék -nin qarsisindaki vurugu

sifira barabar etmokls, asagidak: rekurent diisturu alariq:
2k+1-1

= A1
Y2 (k+2)k+1) % (36.11)
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a,#0, a,,,=0 forziyyasinds (36.11) diisturundan asagidaki sortin
Odanilmasi ¢ixir:
2n+1-1=0. (36.12)
Burada n ixtiyari tam adaddir.
(36.2) ifadasinda 1=2n+1 sortini nazars alsaq, enerji tglin
asagidaki diistura golorik

Enzhw(n+%j n=012...  (36.13)

Yani, ossilyatorun enerjisi, enerji saviyyalori bir-birindon %o -ya
borabar masafalordo yerlogon diskret giymatlor alir. Bu ifadani,
mw?a?

Kinetik enerjinin klassik ifadesi ( E = ) Vo Bor

nazariyyasindan irsli gslon ifads (E,, = 2ewn) ilo migayise etsak,
gorarik ki, n=0 olduqda, enerji sifirdan forgli qiymat alir:
, _ho

2
Belalikls, n -ci hoyacanlagsmis hala uygun olan dalga funksiyasini
asagidaki sokildos yaza bilarik:

52

vn(§)=Ame 2 fa(S). (36.14)

Burada, A, normallasma sortindon irali geslon vurugdur
f,(&)=H, (&) iso (36.11) miinasibati ilo toyin olunan vuruglara
malik n -tortibli Cebisev-Ermit polinomu

n —52
H, (&)= (1) % (36.15)
olub,
2
dd;z” Wy ddké” +2nH, =0 | (36.16)

diferensial tanliyin hallorini ifads edir.
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(36.12) dusturunu nazars alanda, bu tonlik (36.7) tonliyinin
Uzorino diistir.
Cebisev-Ermit polinomunun ilk, bir ne¢o haddini yazagq:

Ho(£)=1, Hi(&)=2&, H,(&)=4%-2,

Hy(£)=88%—122, H,(&)=16&* -4822+12
n(n-1 -
Hy()= (22 - "0=D ey 2+
n(n —l)(nZT 2)n-3) P2+ (617)
Cebisev-Ermit  polinomunun  Umumi  ifadasini  bilorak,
normallagma inteqralini hesablaya bilarik.
Asagidaki normallagma sortini
[wm COwn (0dX = Sy
Vo, (&)-nin agkar soklini
2 2

‘% ‘% naé’

Val§)=Ae 2 Hp(5)=Ae 2 (-1)e

qne—¢’
den

X

nozoro alib, §=—  ovozlomosini edorok, asagidaki inteqral
hesablayaq:

2 e _
XAl je Ho(Hq(£)0¢ =
n —52
d'e d
dé

()"l e Hy (e e

2 .2 ng—¢2
(D" w0l Ao [ e Hiy (&) =

d§ = 5nn'

(‘Mz =AA, - sorti ovazlomadir).
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N -gat hissa-hisss inteqrallamadan sonra, alariq:

XoPuo [ € ddén Ho(E)E = Sy

dgar N>N' oldugunu nozars alsag, onda Hy (&) funksiyasmm N-

gat toéromosi sifira yuvarlanir, yani V¥, (X) funksiyasinin
ortoqonalliq sarti 6danilir.
n=n' oldugda &, =1 olur vo uygun olaraq alinir ki,
4"Hn () =2"nl.
de”

Puasson inteqralinin giymatinin Te—f zdgj = /7 oldugunu nozars
alaraq, )
XoAnAy2" Nl [e7 dg =1
sortinden A, vurugu {i¢iin alariq:
_r .
2"
Beloliklos, dalga funksiyasi asagidaki soklo malik olar:

&
! 2

l//n(X):me Hy(),

X mo X h
vovyaxud (6=— vo &§=,—X, X =—=_|— nazara al ,
Y (¢ " 0 6=, ; Xo p /ma) ozora alinsa)
Mo 2
me |1 —X mao
x:A/—- /—e 2 H 1/—x,
‘/’n() 21 o n[ i J

Qeyd edok ki, ossilyatorun asas soviyyasino (n=0) cavab veron
dalga funksiyasi he¢ bir noqtads sifira g¢evrilmir. n=1 olan
soviyyaya uygun dalga funsiyasi iso yalmz X=0 ndqtosinds sifira
cevrilir.
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Sonda geyd edoak ki, ossilyatorun enerjisinin mimkin olan
on Kkicik giymatinin ( %”) sifirdan forgli olmasi, onun

(ossilyatorun)  mutloq stkunotdo ola bilmomasini gostarir.
Eksperimental olaraq, sifirinci enerji ( Ey ), mitlaq sifira yaxin

temperaturda, kristaldan isigin sopilmosi zamani miisahido oluna
bilor. Mitloq sifirda, kristal on asagi (osas) enerji Saviyyasinds
olur. Buna baxmayaraq, atomlar sifirinci ragslorini edarak, isigin
sopilmosini yaradirlar.

37. Kvaziklassik yaxinlasma v klassik mexanikanin
tanliklarina kecid

Kvant mexanikasiin vacib imumi prinsiplarindon biri
olan, uygunlug prinsipini i — 0 hiidudunda kvant mexanikasinin
ganun vo munasibatlorinin, klassik mexanikanin uygun ganun vo
munasibatlorine kegidinin miimkiin oldugunu gostorir. XUsusi
halda, cox boyik kutloya malik zarracik Ugln, 7/m nisbati o
godor kigikdir ki, onun (zarraciyin) koordinatt vo impulsu praktik
olarag konkret giymotloro malik olur, yani, kvant mexanikasi,
kassik mexanikani, 7 —0 limitinds 6z “torkibinds” saxlayir. Bu
IS9, 0z novbasinds, bozi  kvant-mexaniki komiyyatlor vo
mofhumlar ilo klassik mexanikadaki analoqlar arasinda oslago
qurmagi mimkiin edir. Digor torofdon, 7 —0 limitindos
Srodinger tonliyi monasint itirir. Bundan avvalki muhaziralordo
(Bolmo 34), %7 —0 limitino kegid edilmodon Srodinger
tonliyinin daqiq naticasi kimi, zarrociklorin saymin saxlanilmasi

ganunu (Z’miv]:o muioayyon edilmisdir. Digor bir metoda,

Vensel-Kramers-Brilliien metoduna (1926) miiraciot edok

Srodinger tonliyinin toxmini holli bu metod ssasinda,
kvant mexanikasimin dusturlarinin 72 —0 limitinda, klassik
mexanika tonliklorino  ke¢gmosini  g0stororok riyazi olaraq
uygunluq prinsipinin mévcudlugunu isbat edak.
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w dalga funksiyasini agagidaki sokilds segarok

|
=S
y=el (37.1)
(S, T vo l-nin funksiyasidir: S(F.t)), (4.9) Srodinger tonliyini
ac1q sokilds yazaqg:
6eéS 2l
i =——Ae" +Uy . 37.2
ot 2m v (37.2)
Tonliyin sol tarofindo zamana gora, sag torafinds iso koordinata
gora téromolari hesablayaraq,
i
=5 [
h Is =S
haL— hl@ :_ﬁeh — as
ot h ot ot at

2 i 2 (. ,3 2 (i sen
W goen” o MG Gen =gl ! (Vs)eh =
2m 2m | &

2m

2m| h fi
2 !5 2 (.15 2 Ls(rt
M G2en = Mg gen | =g L (Gs)en ).
2m 2m 2m | h
1% 1 /=
[ -2 AS+=(VS
( 2 +2m< )2}/’

(37.2) tonliyinds yerins yazib,
—ﬁy/ = (—EAS +—(VS)2jt// +Uy .

ot 2m 2m
v -ni xaric etsok nahayat aliriq:
LIS YN-SE 3 7/ Y (37.3)

ot 2m 2m
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h

T -nin daracalari Gizra diiziilmiis

he (Y
S:SO+_S].+(_] 82+..., (374)
| |

sirasini Nazars alaraq, (37.3) tanliyini yenidon yazaq:

2
0 fi fi
——| Sg+—-5+ So+.. | =
at(o |1(|j 2 J
1 h n i
= = IVS,+=VS; +| = | VS, +...L —
Zm{ 0% T (.j 2 }

in VZSO—h—V Sl+|h—V S, +..+U,
" 2m 2m 2m
yaxud
2
0 I/} /G
Y5, -2%g [2] &5, =
ot iatt (Ij ot 2
1 (= @ [B©= - he - A
=om (VSO) + TV81+(TJ VS, +2Tvsovsl+2(fj VSoVS, |t —
| | ] i

i Gag, B sl+|h—v232+u
- 2m 2m 2m
i -in eyni dorocolori Uizro vuruglart boraborlosdirib, 71-a géro

sifirmer vo birinci tortib  haddlorlo kifayatlonsok, asagidaki iki
tonliyi alariq:

08y _ 1

- VS U’ 37.5

ot 2m( 0)2+ (37.5)
0S5 1ol e 1

——==-"VS,VS, + —AS, . 37.6
ot m 071 2m 0 ( )

Birinci tonlik, S, tosir funksiyasi ticiin klassik mexanikanin
Hamilton-Yakobi tonliyidir.
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Ikinci tonliyi arasdiraq. (37.6) tonliyini soldan, zarraciyin,
- , _ pzwf:g%
fozanin verilmis néqtasinds olmasi ehtimali sixligina
vurag:
0 Sl L = 1
—p=2 = £ YS,VS, + pASy — . 37.7
P ot m  ovL PR om ( )

Asagidaki téromaloardan,
0P _,08 25 _ 508
ot ot ot

Vp =Ve?t = 2VS,e?t = 2VS p,

Vo ya
98 _1dp,
ot 2ot
istifads edorak (37.7) tonliyini yenidan yazaq:
10p 1-. Vp 1
-> - ==VS +AS— VS,V + pVeS
20t m 02 P0%nm 2m(°pp°)
= L G(59s,)= L div(pvs, )
om (P o) om (P 0)
yaxud
—aa'f[)zri(?s(ﬁerpASO) dl{ pVSOJ. (37.8)

(37.6) tonliyino ekvivalent olan bu tonlik gostorir Ki, zarracik
klassik mexanikada hansi trayektoriya vo suratlo horokot edirso,
kvant mexanikasinda ehtimal sixligt da fozada homin

“trayektoriya” vo “siiratlo” (\7:1680) horokat edir. Belalikls, bu
m

tonlik kasilmazlik tonliyinin analoqudur.
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37a. Kvaziklassik yaxinlasmada zarraciyin
stasionar hallarinin dalga funksiyasi

Dalga funksiyasinin
[
—Et

wixt)=e " p(x) (37.9)
ifadasindan istifado edarok, kvaziklassik yaxinlasmada zarraciyin
stasionar hallar1 tigiin analoji funksiyani muoyyan edok. Bunun
uclin birélclli horakat ilo kifayatlonak.
(37.1) vo (37.3) diisturlarinda

So(x,t)=—Et+S,(x) (37.10)
ifadasini (S;, S, vo i.a. zamandan asili olmadiqlart forz olunur)
nozars alib (37.5) tonliyinds istifados etsok, alariq:

ﬁﬂ;t_so) Ll e syfeu,

yaxud

dx
(37.11) tonliyini formaca bir gadar dayiserak

2m(E U () [dﬂ

dx

e- ;n(dso} LU). (37.11)

alariq ki,

dSp = +4/2m(E —U (x))dx.

Bu ifadodo inteqrallama apardiqdan sonra, goézlonildiyi kimi,
klassik mexanikanin agagidaki tonliklorini alariq:

S = i} p(x)dx » (37.12)
0

p(x)=+,/2m(E —U(x)) .
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(37.6) tonliyindan S, -i miiayyen edak. Onun (' S;) zamandan asil

olmadigini (%:o ) (37.10) tonliyindo nazoro alib,

diferensiallama aparsaq
1d S, 1 d? -
0=——|-Et+Sy(x) 2 + —— |- Et +S(x)),
~ 2 et sil) [ecesol)
alariq ki,
. 5
dSp dS;  1d%S, _
dx dx 2 dx?

Beloliklo, kicik forma doyisikliyindon sonra asagidaki ifadoni
yazaq:

dSp ds, ~ 1d%S,
dx dx 2 dx? '

yaxud

d2s, dd[if p(x)dx}

ﬁ_ 1 gy 1 dx dx

dx __E dS(') 2 X .
ERRECED

X
p(x)= di{ij. p(xﬂx} oldugunu nozoro alib, yuxaridaki
X
0

tonlikdon alariq:
dp
45 _ logx __1dp

dx 2 p  2pdx
1

-Id31=—§fd—§ -da integrallamadan sonra  S; Uglin son

naticaya golorik:

1
SS=—=Inp.
1 5 p
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Dalga funksiyasimin (37.2) ifadasine osasen, (37.4), (37.10) va
(37.12) diisturlarindan, stasionar hallar ti¢lin alariq:

i i h i - n
e )
L S lS(')(x) LN p(x) J_rlj p(x i
=e h e 1eh =e /] e 2 e h =
) 1
he 1 sl e 1 s e n™ st
2P0 e'mPl) p(x)

p(x)=+,/2m(E —U (x))
Aydin olur ki, dalga funksiyast E —U farqinin isarasindsn osasl
suratdo asilidir.

E>U oldugda impuls hagigi kemiyyst olur. Dalga
funksiyasinin bu halda ifadosi, klassik mexanikanin icazo verdiyi
oblastda zarraciyin harakatini tasvir edarok, asagidaki ossillyasiya
soklindoa olur:

ot o e g,
X)= e + ' .
N ™0

E <U olduqda iss, yoni klassik mexanikaya gore qadagan

olunmus oblastda impuls xoyali olur vo dalga funksiyasi
eksponensial ifadalorin comi kimi verilir:

C : i

gl 6 o ey

[p(x) [p(x)

E =U dénmo noqtesinds impuls sifira cevrilir P=0 vo dalga
funksiyasinin ifadasi tamamilo monasini itirir.

w(x)=

38. Stasionar hayacanlasma nazariyyasi

Stasionar hallarin dyranilmasi, homginin geyri-stasionar
Srodinger tonliyinin halli kvant mexanikasinda fiziki naticaloro
galmok Uglin cox vacib  yerlordon birini tutur. Yuxarida
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Oyrondiyimiz, yalniz bazi sado masalalor tigiin birinci tartib xotti
diferensial tonlik olan Srodinger tonliyinin  dagiq halli
movcuddur. Oksor hallarda, Srédinger tonliyinin dagiq hallini
tapmaq boyuik riyazi ¢atinliklor ilo Uzlosir. Buna gora do, kvant
mexanikasinda masalalarin hallinin toqribi metodlar1 genis totbiq
olunur. Bu metodlar sirasina iterasiya (ardicil yaxinlagmalar)
metodu, variasiya metodu va digarlori daxildirlor.

Har hansi bir koamiyyatin diskret spektr halinda (spektrinin

muoayyan edilmasi masalasinin halli molum olan komiyyatin
giymotino yaxin qiymotlords), ona uygun operatorun moXxsusi
funksiyalarmin vo maxsusi giymatlorinin tapilmasi {igiin iterasiya
nozariyyasi malumdur.
Iterasiya metodunu zamandan asil1 olmayan, sads kvant-mexaniki
sistemin H Hamilton operatoruna totbiq edsk, yoni stasionar
Srodinger tonliyinin  hoallorini qurag. Bu metod, stasionar
hoyacanlagma nozariyyasi adlanir vo riyaziyyatdan molum olan,
Kicik parametro gbro paylanmanin qurulmasi variantlarindan
birino analoq toskil edir.

Forz edok ki, H operatoru 6zii-dziine qosma olan iki
operatorun cami Kimi gostarilo bilor

H=Hy+H". (38.1)
Burada H' hoyacanlasma operatorunu, Ho operatoruna nisbaton

kicik gobul etmok olar (yoni, H' operatorunun dstlori (izro
qurulan sira, biitiin spektral oblastda sonlu olmasa belo, axtarilan,
mohdud spektr intervalinda sonludur).
Srodinger tonliyini asagidaki sokilds yazaq:

Ho+H' )y =Ey . (38.2)
Toyin olunmasina baxmayaraq, Hamilton operatoru ermit
oldugundan ( H=H"), ovvaldon molum olmas1 forz edilon,
ortonormallasmis  moxsusi  funksiyalarin  tam  sisteminin
movcudlugu {icilin, hoyacanlagmamis Hamiltonian {i¢iin do,
ermitlik sortinin ddonilmasi vacibdir. H, operatorunun diskret

spektrino aid olan hoyacanlagsmis hallara baxaq. Bununla bels,
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H, operatoru, diskret spektrli moxsusi funksiyalarla yanasi,

kasilmoaz spektra malik moxsusi fuksiyalara da malik ola bilor.
Yaxinlagsmada, sifirinct hadds uygun holli asagidaki sokilds yazaq

Ay = £, 0, (38.3)
Burada, sortlosdiyimiz kimi, hoyacanlasmamis sistemin !//(O)
dalga funksiyas1 molumdur. Sorti olaraq H, Hamilton operatoru

hoyacanlagsmamis  operator, l//(o) -hoyacanlasmamis  dalga

funksiyasi, H' iss hoyacanlasma operatoru adlandirilacaq. Onda,
(38.2) tonliyinin halli tgiin, ardicil yaxinlasma metodundan
istifado etmok olar. H'hoyacanlasma operatorunun tosiri altinda
sistemin hali nisboton zaif doyisir.

H, operatorunun moxsusi funksiyalar1 ii¢iin

=Y e, (38.4)
k
sirasini (38.2) tsnliyinds istifado etsgk alariq:
ZHC[//k —ZCkEW ZHOCI//
Burada (38.3) t9n|lylnl do nazara alsaq:

DA~ e le- el

ogar, H, operatoru homginin kgsnmaz spektro do malikdirsa,

onda (38.4) ionliyino uygun inteqral slave olunmalidir.
Sonuncu tenliyin hor iki torofini soldan " funksiyasina vurub,

bltun foza lzrs inteqrallayaq:
[ Zy/r(,ﬁ’)*H 'y, dv = ch [E-E?) [y Vv

funks1yasm1n ortoqonalhglndan ( I w O Ody = s _ ) istifado

edlb,
iy =[O A0y (385)

avazlomasini nozars alsaq, tapariq:
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cnlE-E2)= S Hince, m=123.... (38.6)
k

(38.5) ifadasi hoyacanlagsma operatorunun matris elementidr.
(38.6) tonliklor sistemi, enerji tosvirindoki Srodinger tonliyini
0zlndo oks etdirarak (38.2) tonliyina tam ekvivalentdir.
Hoyacanlasma operatorunun ki¢ik olmasi ilo olagoadar,
baxdigimiz masaloda, enerji saviyyalorinin giymoti vo moxsusi
dalga funksiyalari, uygun olaraq, hoyacanlasmamis sistemin
enerji saviyyalarinin giymatins vo dalga funksiyalarina ¢ox yaxin
olduglarindan, enerji saviyyalori va dalga funksiyalarini asagidaki
siralar soklindo axtaraq:

E=g0 W g0 +}

38.7
o 0 acld) (381

Burada £© Cr(]?) - hayacanlagsmamis giymotlordir. E(l), c) —
birincitortib duzalislar, E(Z), Cr(nz) iSo hoyacanlagsmanin kvadrati

tortibindo dizalislordir vo i.a.
N — ci enerji Saviyyasina vo hayacanlasmamis sistemin
N — ci enerji saviyyassino uygun moxsusi funksiyaya edilon
duzalislor asagidaki kimidir:
E-eQeW gD,
G =9 c® Dy

Umumi halda, bu o demok deyil ki, y(x) funksiyasi

(38.8)

moxsusi funksiyasina yaxindir (bax, (38.4)), amma Er(10) MoXsusi

giymatlori icorisindo  Ust-Usto diisoni yoxdursa, yani, |:I0
hoyacanlasmamis hamiltonianin  spektri cirlasmayibsa, onda,
dogrudan da, l//(X) funksiyasi V/ISO) -a yaxin qiymaot alar.

Daha sonra, hoyacanlasmamis halin N — ci enerji
saviyyasinin cirlasmadigint forz edok. Digar saviyyalar icun bu

sort vacib deyil. Sifirinc1 yaxinlasmada dalga funksiyasi, z//,(]o)
funksiyasi ilo Ust-Usto diistir. (38.4) ifadasins asason alariq Ki,
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=3 =y, =5, ., (38.9)
k

yani sifirinci yaxinlagmanin tonliyi Ho‘//r(lo) = E(O)z//r(lo) kimi olur.

Sonraki iterasiyani qurmaq ti¢iin (38.8) sistemini (38.6)
tonliyinds istifads edok:

(S +c + cDJEO - EO) + ED 1+ E) -
_ZH (§kn+c ). (38.10)

Burada eyni tortibli haddlarl borabarlosdirmok  lazimdir.
Borabarliyin sol torafinds, Ustlorinin comi 1 olan haddlori, sag

torofda iso Uistii 0 olan haddi (yonidy, ) segib ayiraraq, birinci

addim ti¢lin asagidaki miinasiboti alariq:
[EQ-EO}W £V, ZHmka‘kn Hp - (38.11)

m = n oldugunu nazars alsaq, (38.5) dusturuna asason alariq:
EW = Hon = [l ArpPav, (38.12)

yani, enerjiys birinci tortib dizalis, Wr(10) hoyacanlagmamig
halinda, hayacanlagmanin orta qiymotino barabardir. M# N

olduqda, (dy, =0 oldugundan) dalga funksiyasina birinci tortib
dizoalisi tapiriq:
Wo Hm . (38.13)

(EQ_g0)

Yuxaridakilara analoji olaraq, (38.10) tonliyindon ikinci tortib
duzalislori do tapmaq olar. Bu magsadls, ikinci tortib Kicikliya
gors tonliyi yazib, barabarliyin sol torafindoki Ustlorinin comi 2

olan haddlari, sag torafda ise tistii 1 olan haddi (yani, () ) secib
ayiraq.
[EQ-EO}R) 4 WEW + @), szkc 38.14)
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m=#n olduqda (J,,, =0 olduguna gors, sol torafdaki ti¢linct hodd

buraxilir), hoyacanlasmamis dalga funksiyasma ikinci tortib
dizalisi tapiriq:

1 .
S [; HE o) Egncr(%)J | (38.15)

cr(}) Vo Cr(]z) amplitudlart normallasma gartindan alinir.
Dalga funksiyasinin (38.4) ifadasindan alariq:

Jowrav =[S ey av = S o f* =1, (38.16)
k k

(38.8) sistemindoaki ikinci ifadoni (38.16) inteqralinda istifado
etsok, alariq:

0 AN v -
k

=Sled* [Suyav = Y e =
k k k
>l + ! +c|(<2)‘2 _1. (38.17)
k

Aciq sokilda yazilmis (38.17) ifadasinda
)l -

k

= z{c&)(cﬁo) +cl+ CIEZ))* + clgl)(cﬁo) +cl)+ CIEZ))* +
k

+ cl((z)(clgo) +c+ c&Z)Y} =1

eyni tortib Kigiklikds olan hoddlori segarak, ayri-ayr1 barabarliklor
kimi yazib,
TP - SR )0
(" + 3O 3O 4 o o Sl -0
k k k

c% = 5,,,0ldugunu nozors alsaq, tapariq:
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W+ e =g,
o) ol2r e —of

k
Bu munasibatlordon ¢ixir ki, Cr(11) Vo Cr(12) amplitudlariin xayali

hissalori ixtiyari komiyyatlordir, ¢iinki, dalga funksiyasi 6z

(38.18)

tobistine gora, €'* faza vurugu dagigliyi ilo miisyysn olunur. Bu
vurugun siraya ayrilmasina osason, & omsalin1 da sira soklinda
gOstarmak olar. Onda cﬁ,l) A cr(,z) amplitudlarmin ixtiyariliyini
gobul etmok olar. Yonic{) =cl* vo ¢ =@ gotirmok olar.
Beloliklo, (38.18) ifadalorindan alariq:

cW=o

@ = —%;‘cﬂz =0

K =n hoddini nozoro almayib (strix ilo isaraloyib) (38.13),

) Hg . aril
Clg) _W , duisturuna asason yaza bilorik:
cW=o,
\H[m\z , (38.19)

@__ 1. [
o = 22(@) <o>)2

n
(38.12) vo (38.13)-0 osason, EW=H/

(38.15) disturundan, m=n goturildikds, amplituda ikinci addim
dizalisini (c )) alariq,

oldugunu nozoro alib,

@ _v . HuHi HmHm . (38.20
Cm Z( (0) _ E(OXE(O) D) (()_Er(é)))z' (38.20)

(38.14) tonliyinds, m=n oldugunu qgabul etsak, alariq:
cWeW @ ZH .
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_1. 4 H ' ini
Sm=1, cW=0 Vo CE):EHO _knEkO ifadalorini nozors alsag,
sistemin enerjisina ikinci tortib duzslisi tapariq:
@ _ 5 HoHin .
-2 ce (38.21)
(38.8), (38.12) vo (38.21) diisturlarina asasan ikinci tortib
duzali.daqigliyi ilo sistemin tam enerjisi asagidaki ifado ilo
muayyan olunur:

Oy oy 38.22
E=En +Hnn+zk:m- ( : )
n

Onda sistemin hayacanlasmis halda dalga funksiyasi asagidaki
sokilds olar,

O Oy Ha 0, (3823
Y=y, mn¥n ZklanamEkaj‘//k ( )

Sonuncu ifadadon ¢ixir ki,
‘H nk

<<

Er(10) _ Elgo)‘

munasibatinin  6dandiyi  sabobindon, birinci tortib  duzolis
dogrudan da c¢ox kigikdir.

Homginin, hayacanlasmamis Hamilton operatorunun ¢ox-
qat cirlasmis moxsusi giymotloro malik oldugu halda da,
hoyacanlasma nozariyyasini totbiq etmok olar.

39. Sferik-simmetrik (markazi) sahada harakat

Real fiziki sistemlorin xassalorinin dyranilmasinds sado
nimuns kimi, qarsiligh tesirin potensial enerjisinin yalniz
aralarindaki mosafadon asili olan, elektron vo nivanin taskil
etdiyi hidrogen atomunu segok. Elektron va nivanin kitlolori
arasindaki boyiik forgo ( m, <<m,) nozoro almsa, elektronun

U (% - |) potensialli niiva sahasinda horokatini, x
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MMy _ Me

(/J: =
me + M, 1+m%
mn

U(r) sahesindo horokati kimi baxila bilor. Protonun Kiitlesi do

nozoro alinmasa, hidrogen atomunun Oyranilmasi, elektronun
stikunotda olan moarkazin kulon sahasinda(markazi sahs - sferik-
simmetrik saha) horakoti mosalasins gatirilar.

Kulon sahasindaki harakati 6yronmokdon 6ncs bu hal
ticlin yazilmis Srédinger tanliyinin

At//+2—’t;[E—U(r)]x//:0 (39.1)
Umumi hallini arasdiraq.

Umumi sokilds, ticolculii halda, (39.1) Srodinger dalga
tonliyini analitik hall etmok {iglin texniki imkan olmadigindan,
baxilan masaloda simmetriya ganunlarina asaslanib, dayiganlorin
ayrilmasi yolu ilo diferensial tonliklordon ibarst sistemo golo
bilorik.

Moalumdur ki, verilmis sistemin hamiltoniani

~m, ) Ootirilmis kitlali bir zarraciyin,

2
(H = _;LA +U(r)) foza inversiyasma (X ——X,y —>—y,z —> —2)
Y7,

nazoron invariantdir. [ Inversiya operatoru, horokot miqdar
momentinin kvadrati operatoru > vo horoket miqdar
momentinin ixtiyari proyeksiyasi operatoru [, , H Hamilton

operatoru ilo kommutasiya etdiklorindon, bu operatorlar, eyni
bir, ¥ moxsusi funksiyasina malik olurlar. Bu moxsusi

funksiyan1 (39.1) tonliyi do daxil olmaq]la, asagidaki

Py =Py, Ly =Ly, [y =1y, (39.2)
tonliklori vasitosilo miiayyon etmok olar. Markazi sahads harokot
edon zorraciyin  sferik koordinat sistemindo yazilmis dalga

tonliyindo, dayisonlorin bolunmasi amaliyyatini hoyata kegirmoak
olar. BOlmo 20-doki, dekart sistemindan (X,y,z) sferik sistema

(r,6,p) kecid disturlarina, vo Laplas operatorunun sferik
koordinatlarda ifadasina
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2

\Y
_ g2 0.
Ar’9’¢_vr+—r2 .

(burada
1 o0( 5,0
VZIA =— | r—1
r r rzﬁr( 8I‘j
1 a(. 0 1 0
V3 A, =—— " |sing— |+— "),
G0 =700 sineae( aa] sinzea(pz)

osaslanaraq, (39.1) vo (39.2) tonliklorindon sferik koordinat
sistemindo asagidaki tonliklori yaza bilorik:

1 0( 20w 1 2u
Sl A, y+E[E-Uun) =0,
rz ar( arj r2 9,¢V/ hz [ ( )]‘//

~h2Agy =2y, (39.3)

—ihiw =Ly,
op

fg// =ly.
Birinci tonlikdon basqa, (39.3) sisteminin digor ¢ tonliyinin
hallari, 21-22 Bolmolorindon malum olub, yalniz 6 vo ¢ bucaq
doyisonlorindon asilidirlar. i dalga funksiyasini r doyigonindan
astl1 olmas1 ( y(r, 8, @) ), birinci tonliyin hollini asagidak: sokildo
w(r.0,0)=R(r¥ (0.0), (39.4)
soklinds axtarmaq lazim oldugunu gostarir. (39.3) sistemindoki
birinci tonliya, horokat migdart momenti kvadrati operatorunu
2
(- ;—2 = A9’¢,) daxil edarok, onu asagidak: sokilds yazag:

10(,0p) L2 24
102w 2B TE_u(n))y =0. 395
r2 6I’£r or j h2r2 v+ hz [ (I’)]l// ( )

(39.4) funksiyasini (39.5) tonliyinds istifads edib, horokot migdari
momenti kvadrati operatorunun moxsusi funksiyas1 {iglin,
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L2Y,"(0, @)= 721(1 + )Y," (0, ) tonliyini nozoro alsaq, dalga
funksiyasinin radial hissasi ( R(r)) Ucln asagidaki tanliyo golorik:

10 (rza_Rj+2_/“[E_Ug)_ﬁl(l—+l)}R =0,

rZorl or) g2 2p r?
vaya
2 2
AR 2dR 20 ) P g (39.6)
dr2 rdr #2 2u r?

Qeyd etmok lazimdir ki, dalga funksiyasinin bucaq hissasi
Y,"(6,¢), zarraciyin horokot migdari momenti kvadratinin ( L2 )
(| orbital kvant odadi) vo horokot migdari momentinin Z oxu
Uzro proyeksiyast (L, ) ( m magnit kvant odadi) ilo mioyyan
olunursa, ¥ dalga funksiyasimin radial hissasi ( R(r) ) u(r)
potensial enerjisindan asili olur.
Yeni
R(r) = U(0) (39.7)

funksiyasimi daxil etsak, (39.6) tonliyini prinsipca yeni formada
yaza bilarik:

d2u(r) 2u[_ o\ RA+D)]
ar2 +h2|:E u(r) Y u(r)=0. (39.8)

Yani radial funksiya tgln (39.6) tonliyi

= N\ R+
Ueff (I’):U(I’)+ ( 5 ) ) (399)
2ur
effektiv potensialli sahada zarraciyin birdlglli harokatini ifads

721(1 +1)

edon tanliya gevrilir. Burada 5

komiyyati, markozogagma

2ur
enerjisi kimi izah oluna bilor. Potensial enerji konkretlosdirilmasa
bels, quvve morkazine ¢ox yaxin, vo quvva morkazindon ¢ox
uzaq mosafolordo dalga funksiyasinin davranisi haqqinda
muayyan naticalora galmok olar.
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(39.8) ikinci tortib diferensial tonliyinin halli, malum

oldugu kimi, asagidaki sokildadir:
u(r)= gy (r)+couy(r). (39.10)

Dalga funksiyasina qarst qoyulan standart sortlorlo yanasi, dalga
funksiyasimin sonlu olmasi talobi (r=0-da u(r)=0) ilo yanast
u(r) funksiyasmin r-in butin doyisme oblastinda (0,0) XUsuSi
ndgtalorinin olmamasi tolobini ortaya qoyan normallagsma sarti do
O6donmolidir.  (39.8) tonliyinin hallinin xarakteri, enerjinin
giymatinin ( E ) potensial enerji ilo u(r) __=C limitinda
mugayisasindan noazaro carpacaq dorocods asilidir. C ixtiyari
sabit oldugundan, onu sifir gotiiriib asagidaki iki hali ayird etmok
olar: E>0ve E<O.

(39.8) tonliyinds, 0 vo oo -da xlsusi nogtalarin
movcudlugu, bu négtalor strafinda hallorin tapilmasini prinsipial
olaraq ortaya ¢ixarir.

39a. Radial Sréodinger tanliyinin r — oo limitinda halli

(39.8) tonliyinda iz kigik haddini u(r),_ -0 oldugda,
r
nozars almasaq asagidaki tonliys golorik:
2
d u(r)Jr%u(r):O,. (39.11)

dr 72
_ 24|
2

E >0 olduqda, k2:¥ Vo E<0 halinda %=
fi

avazlomasini apararad, (39.11) tonliyini asagidaki iki tonlik kimi
yazaq,
u"(r)+k(r)=0, E>0, (39.12)
u"(r)— A%u(r)=0, E<0 (39.13)
(yuxart indeks iki strix, I 0zro ikigat tdromoni gostorir).
Xarakteristik tonlikloro
u? +k? =0, pu=+ik,
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#2_/12 =0, u=+4
asasan, uygun hollori yazaqg:
u(r)=ae™ +be ™ E >0, (39.14)
u(r)=ae ™ +be™, E<0 (39.15)
(39.7) funksiyasina asasan, r—oo limitinda (39.6) tonliyinin

asimptotik hoalli asagidaki kimi olur:
eikr e—ikr
R(r)=a—+b , E>0, (39.16)
r
—Ar Ar

+bleT, E<0. (39.17)

e

R(r)=a

E <0 oldugda (39.16) halli a,b Gg¢iin sonlu va kasilmaz olur.
Radial funksiya, quvve morkozindon uzaq mosafods dagilan vo
yigilan sferik dalgalarin superpozisiyasini ifads edir. Bu halda, r
-in kifayot qodor boylk giymatlorinds ( r — oo ) zarraciyin
radiusu r,r+dr giymatlari ilo mioyyan olunan sferik zolagda
miisahido olunmasi ehtimali sonlu qiymat alir:

AW (r) =W (r)dF ~ |RP*r2drdQ = 47]ae™ +be [ dr.

Bu hal, klassik mexanikada periodik olmayan orbitlor (zro
harokata uygun olaraq, zarraciyin sonsuzlugdan quvve markazina
yaxinlagmasini va aksina yenidan qlivve markazindon sonsuzluga
uzaqlagsmasini ifado edir (infinit harokat).

Zarraciyin kinetik enerjisinin homiso misbat olmasi ilo
olagadar, moanfi enerjilor oblastinda ( E <0) tam enerjinin moanfi
giymot almasi, yalniz zarraciyin morkozo cozb olunmasi halinda
mumkindlr. r — oo limitinda hallin sonlu olmasini tamin etmok
uctin, b =0 olmas1 zoruridir. Onda hollin yuxaridak: ifadssi

asagidaki sokildo olar:

(39.18)

Bu halda zarraciyin quvvae markozindon sonsuz uzagq masafodo
olmas1 ehtimal1
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dW (r)=W (r)dr = |F\’|2 r2drdQ = 47z‘ale_ir :

sifira yaxinlagir W(r)— 0. Demoli, enerjinin monfi giymatlorinds

( E<Q) zarracik finit harokot edir. Bu hal, zarraciyin klassik
mexanikada quvve markazi yaxmliginda harakstine uygundur.

39b. Radial tanliyinin r —0 limitinda halli

r —0 limitinds, Kigik mosafalords (39.8) radial tonliyin
hollinin xarakterini arasdirag. QuUvvo moarkazi yaxinliginda
qarsiligli-tasirin  potensial enerjisinin zoif doyismasini (yani,

limu(r)r2 =0) forz edib vo 2: komiyyatinin I(r D heddins
r—0

nisboton sonsuz ki¢ik olmasini nozars alsag, (39.8) tonliyi

asagidaki soklo diisor:

d?u(r) I(1+1)
dr? r2
u(r)=r® soklindo holl axtarsaq, xarakteristik tonlikdon
s(s—1)-1(1+1)=0,

u(r)=0. (39.19)

alariq: s=-1, s=I1+1.
r—0 limitindo R(I’) funksiyasinin geyri-mohdud sokildo
artmasi ilo olagodar olaraq s =-l giymatindon imtina edirik.

Beloliklo, kicik mosafalordo u(r)=~ r'**oldugu qonaotine

golirik. Onda dalga funksiyasinin radial hissosi asagidaki sokildo
olar:

R(r)=ar'. (39.20)
(39.1) Srodinger tonliyinin Gmumi hollini, (39.4) dalga
funksiyalarimin superpozisiyasi kimi yaza bilarik:

w(r,0,p)= Izclle (™6, 9)-

@ azimut bucagindan asili olmayan holl daha sado (m=0 olan
halda) ifadays malik olur:
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w(r,0)=> cR(r)R(coso).

40. Kulon sahasinda elektronun harakati

Zarraciyin atom nlvasinin kulon sahasinds harakati, kvant
mexanikasinin fundamental problemlarindan biri olan, elektronun
morkozi simmetrik sahada horokatinin xiisusi hali sayilir. Bela
atom sistemina misal kimi, hidrogen atomunu géstarmak olar.
Nuvanin va elektronun harokati masalasine, £ gatirilon kitlali

bir zarraciyin digear zarrociyin kulon sahasindoki harokoti kimi
baxilir, yani niveni sonsuz agir sayaraq, onu torpanmaz kulon
morkazi ilo ovaz etmak olar (niiveanin Kitlosinin sonlu olmasi hali,
hidrogensbanzar sistemlori  0yranacayimiz névboti  bdlmods
nazars alinacaq). Ovvalki mihazirada (B6lma 39) olds etdiyimiz
naticalar, bu tip masalalarin hallinds do 6z qlivvasini saxlayaraq,
Srodinger tonliyinin analitik hollini tapmaga imkan yaradirlar ki,
bu da 6z ndvbasinds, atom sistemlorindo tmumi kvantmexaniki
ganunauygunluglarin ortaya ¢ixarilmasina sobob olur.

Yuktu ez ( e -protonun yuki, Z - periodik sistemdo
nivonin sira ndémrasi) olan nidvonin sahosinds harokot edon
elektronun potensial enerjisindon ( Kulon potensiali)

2
u(r):—z% (40.1)
istifado edorok (39.7) radial R(r) dalga funksiyasi tigiin Srodinger

tonliyini

2 2
d°R 2dR I(+1) 2u| o Ze" | o (40.2)
dr2 rdr 2 K2 r
yazaq
2 2
Asanligla géstormok olar ki, E>0 oldugda, K :_ZLW_ZL
M, r

hamiltonianinin spektri kasilmaz olub, elektronun sonsuzlugdan
quvva morkazina va oks istigamotda harokatina(infinit harokat)
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uygun golarak, elektron va niivanin rabitali halina uygun olmasa
belo, elektronun finit horokotine uygun olan enerjinin diskret
giymotlor aldigi hallarda enerjisi monfi olur, E <0 . Qarsida,
mohz bu diskret spektrin vo R moxsusi funksiyalarin tapilmasi
masalasi durur.
Yeni uzunlug 6l¢sins malik asagidaki komiyyat

2
a:h_z (40.3)

L

daxil edok (burada € elektronun yiikil, x gotirilmis kiitlo vo 7
Plank sabitidir). x=m, oldugda yarimklassik nozoriyyoado

birinci Bor orbitinin radiusu almir - a=0.529-100"%sm vo
enerjinin atom vahidi ( ridberq ) muoyyanlosdirilir:
4
mee

Ry = /R = - 21810 terq = 13,68V
y o q . (40.32)

Burada Ry -siialanmanin tezlik spektrinin ifadosino daxil olan

Ridberq sabitidir. Bundan sonra enerji vahidi kimi
et _ e 40.4)
o= T a “o
komiyyatindon istifado olunacaq, kulon vahidlor sistemi (e , u

vo a ) daxil edilocok. u=m, oldugda alinq ki,
Eo =43-10erq=27,07eV . (40.2) tonliyino, p olgiisiz
dayisoni vo & komiyyatini daxil etsok
2
p=lie=-E__Ea T g (40.5)
a Eo e 7
alariq:

2 2
L0, 2 R M)y [ 22y,
a“dp® pa“dp a%p h ap h

Bu tonliyin hor iki torsfini a2 -a vurub, (40.3) ifadasindon
istifado edok:
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24h2 2

4 2
dR+2dR+[h 20E _N1+1)  7n° z€? Zy}R 0.

dp®> pdp | e p? we® p
yaxud
2 2
d—|§+£d—R+ Zh—4E—I(Izl) 2z R=0
dp” pdp | e P p
72
(40.5)-doki £ = - E ovozlomasindan istifads etsok, alariq:
y7.:]
d’R  2dR {_Zg_l(lzl) 22}R 0. (40.6)
dp? pdp P p

r 2 . _— .
p:g, a:%ez , ovazlomolarindon istifado etsok, radial

Srodinger tonliyinin imumi hallinin manfi enerjidoki ( E<O0)
(39.18) ifadasindon alariq:

T
R(r)~° — = e V2er

Bu hollo osason, (40.6) tonliyinin hallini asagidaki sokildo
axtaraq:

R(p)=p'ev(p), B=+2¢. (40.7)
Asagidaki
dR _d -Bp -
a5 'e Pv(p)=
_ \ _ 1 _
=ple” —dff)—ﬂp'e PPu(p)+1p' e Pu(p) =

e gt )
o P
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d’R _d dR _

d,o2 dP dP
d N \Y,
=—|ple? avip) — po'e PPv(p)+1p' e P(p) | =
dp do
_ e 9VR) o i V() 1 GV(P)
dp? dp dp
~pp'e PP %;)+ﬂzp'e_ﬂ”V(p)—ﬂlp"le‘ﬁ”V(p)+
wpt et MO gttty (o) 1(1-1)p' 26 o0 ) -
2
| 47, d o d i d e e A
p e {pdpz 'dep+ldp ﬂpdp+ﬁp ﬂ|+|dp

- M) e,
P

2
P2 s2l Sk o2 + ( D),
dp? dp dp

téromoalori (40.6) tonliyinds istifads edib, B2 = 2¢ oldugunu

nozars almagla, di diferensialin tortiblori Gzro qruplagma
Yo}
aparsaq, bozi sadslogdirmalardan sonra alariq:

2
pd—\2/+2ﬂ[—ﬂp+l+l]+
dp
+2{ et ”_1_1919_ z}:a
P 2p



Vo ya
2
pd—‘2’+2ﬂ[|—ﬂp+1]+2v[z—ﬁ—ﬂ|]=o. (40.8)
dop dp
Daha sonra bir yeni
&=2pp (40.9)
doyisoni daxil etsok, alariq:

2
Zﬂfdd\;(f)JrA'ﬂdg(;)[l +1_ﬂ%}+2\,(§)[z_ﬂ—ﬂl]=0 ’

yaxud
amv[21 +2—§]+v{—1—|+%}:0, (40.10)

Son addim olaraq, qarsimizda bu tanliyin halli problemi durur.
(40.10) tonliyinin hallini asagidaki sokilds axtaraq:

V()= iakgk . (40.11)
k=0

Bu ifado ilo, p—0 limitindo R -in diizgiin asimptotikasini
muoyyan etmok Ucun, a;#0 oldugunu qobul edib, asagidaki
téromalari nazars alsagq,

YRR TS R -2
V(g Yake™, v(6)= Yaklk-15"",
k=0 k=0
novbati tonliys galorik:
£y ak(k—1)E2 +[21+2- ] T ake +[——| —1} Sa.ck =0,
k=0 k=0 k=0
voya
Ya fk(k—1)+ k(21 +2)k 1+ iakg"F—l _1- k} -0.
k=0 k=0 Y]
Birinci sirada indekslori doyisorok, k —k+1,
Ya[k(k +1)+ (k +1)21 + 2)* = - fjaké{%—l 1o k} (40.12)
k=0 K=0
siranin vuruglar tigiin asagidaki rekurent diisturu alariq:
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k+|+1—£

ak+1 :Wak . (4013)

Dalamber alamotina goro, bitin p dayisonlari Uglin sira yigilan

a
olur: |im=*1=0
koo ak

a, omsallart (40.13) diisturunu 6dayon, (40.11) ifadosi ilo

muoayyan olunan Vfunksiyasi, asagidaki cirlagsmis hipergeometrik
funksiya ilo mioyyan oluna bilor:

v=A-F(1+I—;,2I+2,§). (40.14)

¢ oo limitindo (40.11) sirasinin, istli funksiya (65) Kimi

dagilmasi, qiivve markazindon boylk mosafalords, dalga
funksiyasinin {izorina qoyulan sonluluq sorti ilo ziddiyyat toskil
edir. Dalga funksiyasi tizarina qoyulan standart sortlori 6domaklo
yanasi, (40.10) tonliyinin holli olan funksiyani miiayyan etmok
uciin, ossilyator masalasinds oldugu kimi, siranin miiayyan bir
hodda Gzllmasi, yoni polinoma gatirilmoasi tolob olunur. ©gar,
k=n, giymatinds a, ,; amsali sifira yonalirss, (40.13)-5 osasan,

sonraki &, .5, & ,3 Vo i.a., amsallar da sifira yonslir. Bu halda,

sonsuz sira N, doracoli polinoma gatirilir. ¢ -nin  boyuk
giymatlorinde, v(¢) , stli funksiya ganunu ilo bdyiimoyo

baslayacaq. Bununla olagedar (40.7) dalga funksiyasi,
eksponensial vuruq hesabina, sonsuzluqda sifira yonalor. ¢-0

oldugda iso V(¢) polinomu &, kemiyystino yaxilagir. Homginin,

(40.7) dalga funksiyas1 da, ya sifira yonolir, ya da ki, sabito
cevrilir. Yani, standart sortlor tam ddonilir.

Swranin &, ; omsalimin,  (40.13) rekurent dusturunda

sifira gevrilmosi Uglin, asagidaki ifadonin do sifir olmasi
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n,+|+1—%:0 (40.15)

tolab olunar.
n, -in sifir da daxil olmagqla tam qiymotlori hom¢inin do n, +1+1

-in do tam giymatlor almasi ortaya ¢ixir. Burada, n,- radial
kvant adadidir. n=n, +1+1 bas kvant adadi adlanir. | azimut

kvant adadinin fikss olunmus qiymatlorindos alariq:
n>1+1
(40.15) mioayyanliyi sistemin enerji saviyyalarinin yerini
gostorir. f = 2¢ ifadasini nozors alarag, (40.15) dusturundan

(n _Z 0) alariq ki,
B

yaxud,
7 2

= (40.16)

g

2
Atom vahidlorindon adi (40.5), & =—"~_E dayisonloro kegorok,
L

alariq:
4

472 72
E =-¢ ‘;; _ ‘;znz =136 eV (40.17)
Bu ifads, N. Bor tarafindon, kvant mexanikasinin yaranmasindan
da gabaq alinmis diisturla uygunluq toskil edarok, hidrogen atomu
Vo hidrogenabonzar ionlarin diskret enerji saviyyalorini miiayyan
edir. Enerji soaviyyalori, yalniz n bas kvant adadindon asilidir.
Xususi halda, n=1 giymatins, kulon sahasinds zarraciyin an
asag1 enerji saviyyasi (2sas hal) uygun goalir. n -nin artmasi ilo
soviyyalor arasindaki mosafo azalaraq ( AE — 0 ) bir-birini
ortdrlor. Yani, diskret spektr kasilmaz spektr ilo avaz olunur.
(40.9), &-2pp diisturuna uygun olaraq, (40.7) funksiyasi

vo radial Srodinger tonliyinin monfi enerjilordo E <0 (39.18)
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—Ar —JE;p <
2

imumi halline, R(r)=~ = ~e 2 ,0sasan, R, radial
r m
funksiyasti ii¢iin aliriq:
_<
R, (&)=const-e 2&lv(&), (40.18)

Omsallart  (40.13) rekurent dusturla mioyyan olunan, v(¢)
funksiyasi, asagidaki Laqer ¢oxhadlilorinin toromalori
n
Lo(&)=ef 2 (eeen), (40.19)
den
vasitasilo toyin edilon, imumilosmis Lager L251(£) polinomu ilo

verilir.
Beloliklo, radial funksiya, asagidaki sokli alir:
1

Ru(€)=Ave 2 E'L20). (40.20)
L"(&), asagidaki goxhadlini gostarir,
d m
L™(&)= ——L. (&) 40.21
n(€) " n(€) (40.21)

(40.20) ifadosindaki A, vurugu, R, funksiyasinin
vahido normallagmasi sortindon tapilir:

[Rar2dr=1.
0
Asagidaki malum integraldan

o0
_fx e ¥dx =
0

n!

an+1

istifads edorok alariq:

A= 1 (n+1) (EJ%
'@+ 2n(-1-1plna)
n vo | kvant odoadlorine uygun radial R, (p) funksiya Gcln

alinq:
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Z3
Rlo =2 —3 e—Zp . (4022)
a

Burada (40.3), (40.5) vo (40.9) diisturlar1 asasinda, & -nin
avazing, yenidan p doyisanlori daxil edilib.
w(r,0,¢) tam dalga funksiyasi, 6z fiziki mezmununa géro, R,

radial funksiyasinin, horokot miqdart momenti kvadratinin
moxsusi funksiyasina hasilindan ibarat olur:
'/’nlm(r’a’ (P)z Rnl(r)Ylm(‘91§0)'
E, enerisi, (40.17) dlsturuna osasen, yalniz N bas kvant
ododindon asilidir. ©goar, bu odad verilibsa, onda (40.16)
ifadosindon ¢ixir ki, | orbital kvant ododi asagidaki qiymatlori
alar:
1=012,...,n-1 (n,=n-1,n-2,..0).
| -in  verilmis giymatlorinds, m magnit kvant odadi asagidaki
giymatlori alar:
m=0,+1,+2,.... %l .
Hor bir 1-0 uygun m adadi ilo forglonan 21+1 funksiya uygun
galir. 1-in 0-dan n-—1-a gadar giymatlor ala bilmasi sababindan,

dalga funksiyalarinin tam say1 agagidaki kimidir:
n-1

> (21 +1)=n?.

1=0
Yani, hor bir E, kvant soviyyasino, n® sayda miixtolif hallar

uygundur. Basqa so6zlo, n? -qat kulon cirlagsmasi hali mévcuddur.
41. Hidrogen atomu

NUvanin harokatini nozoro almadan, hidrogen atomunu
(Z =1) daha otrafli 6yronak. Enerji saviyyalori (40.17) formulu
ilo muoyyon edilir. E; =—-Ry =13,6eV osas halin enerjisidir.

| =|E| 1iso hidrogen atomunun ionlasma potensialidir. Bu

potensial, elektronun atomdaki rabita enerjisino barabar olub,

141



elektronu atomdan gqoparmaqg Ucun gorilocok is ilo miayyan
olunur. Nisbilik nozoriyyasi osasinda, elektronun kvant
mexanikast vo elektromagnit sahasinin birlosmasini ifado edan
kvant elektrodinamikasi, Borun spektral  xottlorin tezlik ilo

olagesi hipotezini, 7w =E, -E,, tosdiq edir. E% komiyyati,
spektral term adlanir. Spektral termlorin forqi, atomun
stialandirdign  elektromaqnit dalgalarinin  tezliyini  gostorir.

452
(40.17), En:_”ezz2 ifadosini yuxaridaki  spektral termlorin
2h°n

forqi disturunda, ( 7w = E,, —E, ) istifado etsok, moshur Balmer

diisturunu alarq:

0] 1 1
V== RZZ(F—F} m>n. (41.1)
Burada, R - Ridberq sabitidir (bax (40.3a)).

nbas kvant adadini fiksos edib, m kvant adadini doyissok,
mixtalif spektral seriyalar1 alariq. Beloliklo, ogor (41.1)
formulunda n=1 go6tirsok, Layman seriyasmi (spektrin
ultrabandvsayi hissasi) alariq. n = 2 - Balmer seriyasidir (ilk dord
xatt spektrin goriinon hissasine diisiir). n =3 -Pasen seriyasidir
(spektrin infraqirmiz1 hissasidir). Hidrogenabanzar ionlar tgin,
tezliklorin z2dofs boylduikloring sobab, uygun spektral xattlor,
daha qisa dalga uzunluglar1 oblastina toraf siirtistirlor.

Atomun vacib xarakteristikas1 kimi, stasionar hallar arasi
kegidlorin w,,, ehtimali, uygun spektral Xattlorin intensivliyini,

yoni @,, tezliyindo W,, silalanma giiclini miioyyon edir.
Tom =Y @, Komiyyasti isa  E, enerji soviyyasinds, n-—n'
kecgidlorina nozoron, elektronun orta yasama miiddati, yaxud
W, = ionmWoy, guctnds olan  vo fiw,, godor enerjiys malik

fotonun buraxilmasi iigiin lazim olan zaman intervali monasini
dasiyir.

Hidrogen atomunun osas hali w7y, n=11=0, Vo
m =0 kvant odadlori ilo toyin olunur. Burdan ¢ixir ki, dalga
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funksiyasinin bucaq hissasi Y, = sabitina borabor olur
=7\

(bax bblma 22-ys), yoni sferik-simmetrik soklo malikdir. Osas
halda w199 = RigYpo olan elektronun niivadon moalum mosafado
yerlosmasi ehtimali asagidak: diisturla verilir:
2
dWlO :|l//100| 47Z'I’2dl’

3
Dalga funksiyasinin radial hissasi ( R, = 2 }ZTe‘ZP ) Ugiin (40.22)
a

disturundan almnir ki, n, =n—1-1=0. Belaliklo, ehtimalin askar
soklini alinq:
2
WlO = ise as r2
ag
yani r-don asili olaraq ki¢ilmasino baxmayaraq, ehtimal butln

fozada sifirdan forgli olur. d%rzo sorti ilo muoyyan olunan

ehtimal 6z maksimumuna r=r, masafesinds catir. Belsliklo,

birinci Bor orbiti ti¢ilin aliriq Ki,
r=ag.
Bu, elektronun an boyiik ehtimalla askar oluna bilacayi, nlivaya
godar olan mosafadir.
Iy >>ag Mmosafosinds, w(r) ehtimal sixligi eksponensial

qaqnunla azaldigindan, hidrogen atomunun dlgiisii ag ~1078sm

tortibindodir.

Koordinatlara g0ro paylanmanin sferik-simmetrik oldugu osas
haldan 1=0 forgli olaragq, hayacanlasmis halda |=0, ehtimal
asagidaki kimidir:

W(0,p)= ‘Y|m

~ (le (cos 6’))2 .

Qeyd etmaliyik ki, bozi sferik funksiyalarin (V") askar soklinden
do goriindiiyti kimi, ehtimalin bucaga goérs paylanmasi, biitiin
sferik-simmetrik potensiallar tictin eynidir. ! orbital adodins

‘2
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gora, enerji saviyyalorinin cirlagsmasi, yalniz % kulon potensiali

Vo Ugol¢iilii ossilyator potensiali r? ucuin xarakterikdir. V.A.
Fokun (1935) apardigi hesablamalara gora, Kulon sahasindaki
mimkun tosadiifi cirlasmalar alava harokst inteqralina gatirir:

[A,[Z}to - Miisahido olunan A komiyyati, klassik

mexanikadaki Runge-Lens vektoruna (ekssentrisitet vektoru)
analoqdur.

41a. NUvanin harakati nazara alinan halda hidrogen
atomu va birqat ionlasmis helium niivasinin
spektral seriyasi

Nlvoanin real kitlosini Mn nozoro almagla, iki zorracikli
sistemin (elektron va nliva) hamiltonianini yazaq:
22 a2
H=FL, P2 +U (|7 —F)). (41.2)
2m,  2m,
Nisbi radius-vektoru
F = I’l - Fz
va kitlo markazinin radius-vektorunu
ﬁ — Me Fl +Mmy I_;2 ,
me +m,
muoayyan edib, impuls operatorlart daxil etsak,
p=—inV,,P=—-invy
asagidaki
00 G R
OX  OXy OXy
diferensiala asasan, yeni terminlords hamiltonian1 qurmus olariq:
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2
=P U, (41.3)
24" 2M
Burada, =Tl _ (1_ m% j gotirilmis kiitlo,
me + My, n

M =m, +m,— atomun tam Kutlosidir.
(41.3) hamiltonianinin ¥  moxsusi  funksiyasini,
[Hﬁ}:o kommutativliyina gore, kiitlo markazinin P impulsu

i
ilo horokotini ifado edon et eksponensial funksiyasi va nisbi
harokatin i dalga funksiyasinin hasili kimi yazmagq olar:

_ —P-R

w(F.R)=e" y(r)
Bu ifado kitlo morkozi sisteminds ( P=0 ) bir zorracik
mosalasina - g gatirilmis kitlali zarraciyin siikunatda olan kulon

morkazinds harokatins gatirilir:
22
p _ _
L—w (r)]w(r)= Ew(F).
]

NUvanin sonsuz kutloys malik olmasi forz edilon halda, enerji
spektri, Ridberq sabitinin asagidaki ovozlonmosi ilo mioayyan

olunur:
Rop, = Me’ g _se o (1_”‘%) (41.4)
IR T M opd = My

Nlvanin harokatinin nozors alindigr halda, hidrogensbanzor
atomun siialanmasi1 spektri, (41.1) vo (41.4) ifadalorino asasan,
asagidaki diisturla verilir:

w=22R [1-Te [iz—izj
m, \n? m

(tezliyin z?2 dofo artmasi ilo olagodar olarag, hidrogenosbanzor
ionlar ii¢iin uygun spektral xottlor, daha qisa dalgalar oblastina
stiriigiirlor). Sonuncu diisturdan Balmer seriyasi ( n=2) 0gun
alarq:
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Wom = Roo(l_é‘{i i}

22 m?
m . - . - - .
5= % . Nivonin nuklon strukturunun miixtalifliyina asasan,
n

hidrogenin izotoplarinin siialanma spektrino edilon dizalislor do
mixtolif olmalidirlar, yoni bu izotoplarin uygun spektral Xottlori
bir-birina nisbaton miiayyan faza godoar yerlarini doyismis olurlar:
hidrogen H(p) Ugiin - 5., =1/1840; deyterium D=2H(pn) igiin
- 8p =1/1840 ; tritium T=3H(pnn) igln - & =1/5520 .
Spektroskopik metod ils izotoplarin tobii qarigiginda, tobii suda
hidrogen izotoplarinin nisbi konsentrasiyasin1 tapmaq olur:
D/H =1/6800 Vo T/H ~107%8,

Glnosin  glialanma  spektrinin =~ Pikerinq  seriyasini,

won = Ry [iz_iz}da asanliqla izah etmok olur: n; kvant adadi,

n
hidrogen ii¢iin qadagan olunmus sayilan, hom tam, hom do yarim
tam qiymotlor alir ny=5/2,3,7/2,4,9/2,..., . Spektroskopik

olcmoalar
1 1
Ry =R [1-—— | >R, =R [1-——
H w( 1840) He w( 7360}

ovazlomasi ilo diizolis etmays imkan verir. n; =n/2 oldugunu
gobul edarak, hidrogenabanzar ion olan, birqat ionlasmis helium
atomunun 5He™(ppnn)spektral Xotti tiiin diistur alinir:

wﬂ]e =4RHe(4i2_ni2j, n=586,7,.., .
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dlavs A
Heyzenberq barabarsizliyinin riyazi asaslandiriimasi

Ogor iki F va R fiziki komiyyatlorini eyni zaman aninda
olemok mimkin deyilss, onda F Vo R operatorlar
kommutasiya etmirlor, yani asagidaki minasibati dogrudur:

FR—-RV =iB. (A1)
Burada B ixtiyari ermit operatordur.
Asagidaki inteqrala baxaq:

A A 2 A A
J(a)zj‘(aF—iR)y/‘ dV = [(@F -iR)y-(@F* +iR" )y dV . (A2)
Burada y -dalga funksiyasidir, « iSo ixtiyari hogigi parametrdir.
Forz edok ki, (A2) inteqrali miisbat giymot alir: J(@)>0. F Vo

R operatorlarmmn ermitlik sortinden alariq:
J(@)=[y*(@F +iR)(@F —iR)y aV =
=[y*(@*F?—iaFR+iaRF +R?)y dV =
=[y* (@’ F? —ia(FR—RF) +R?)y dV.
(A.1)-2 asasan alds edirik ki,
J(@)=[y*(@® F2 +aB+R%)y dV =
=’ [y FPydV +afy By dV + [y "Ry V.
Orta giymot disturuna, F = [y *FydV gére aliriq,
J(a)zaZE+a§+¥
Orta kvadratik konaragixmani miioyyan edek.:
AF? =(F-F)?=F?+(F)?—2FF =F? + F? - 2FF =
—F24FF -2FF =F2+F? 2FF=F?+F2-2F?%=

AR? =R? —R?
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Umumiliyi pozmadan, F=0 vo R=0 oldugunu qobul eds
bilorik. Onda AR? = ? Vo uygun olaraq alariq ki,
J(a)=a2P+a§+E.
a -ya gors kvadratik olan tichaddli monfi olmadigindan,
a? P +aB+ E >0,
onda ¢ {igiin alinir:

_ b-+b%-4ac
=,
Vo yaxud,
4ac>b?.

Yoni, asagidaki tonasiib movcuddur:
4AF?AR? >B?,

yaxud,
VAF? .Y AR? z%|§|. (A3)
Bu formul AF va AR Xxotalar1 arasindaki miinasibati ifada edir.
. 0

Xususi halda, F=p, , R=x oldugda, %X=x , pxz—ih&

ifadalarini nazoro alaraq tapariq:
iIB=p,X—Xpy=—i#,
yaxud da
B=-%.

JapZ .- E%. (A4)

Yani, (A3) geyri miayyoanlik miinasibati imumi xarakter dasiyir.

Noticads aliriq ki,
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Kvant Puasson motarizalari

Dirakin farziyyssino goro, klassik mexanikada oldugu
kimi, kvant mexanikasina da Puasson moétorizolori anlayisini
daxil etmok olar. Belaliklo, ogor iki, F, R klassik komiyyat
ticiin asagidaki Puasson motarizosi moévecuddursa,

FRI- > %y o0, o9, op
onda bu kemiyyatlors uygun olan F, R operatorlari iigiin [If, F§J
kvant Puasson métarizasi movcuddur.

Bu forziyyoni asagidaki kimi osaslandiraq. Puasson
motorizasi vasitosilo klassik Hamilton tonliyi asagidaki sokildo
olur:

dgi _oH dpi _ OH 45 g (A5)
dt op; dt 0q;
Burada q,q,,...,q, - Umumilogmis koordinatLAR vo py, py,..., Py
- imumilogmis impulslardir.

Ogor F koordinat, impuls vo zamanin hor-hansi bir

funksiyasidirsa,
F = F (0. Gz, Gn, Pry Paovees Prit).
onda zamana gora tam téroms asagidaki kimi olur:
dF _oF n(aFd_q+aFd_pJ_
i=1

dt ot 4lag dt o op; dt
(Ab5) disturundan istifads edoarok alariq:
dF _oF JHLE]L
at ot

Burada [H,F] simvolu

op; 04;  Oa; Op;
ilo, H vo F Kkomiyyatlorinin Puasson motorizasi isaro
edilmisdir. Daha sonra forz edilir ki, kvant Puasson
motarizolorinin - xassalori,  dogiqliklo  klassik ~ Puasson
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motarizalorinin  xassalorino uygun olub, kvant métarizalori tgln
muayyen ardicilliq mévcuddur.
Kvant Puasson motarizalarinin bazi xassalorini gostorak:

FA- A
[E.c|=0, ¢ -sabitdir,
[If1+|52,F§J=llfl,F§J+llf2,lfiJ,
B Ry + Ry |=|F Ry |+ [FL R, |,
[ RI=|FLREE, + Bi|F R),
e, R1R2J £, R, R, + RU|F.R, |

Fulf o, P [+ ol o [+ [Fo [P el =0
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9lavo B
Bozi hesablamalar

Dekart koordinatlarindan sferik koordinatlara keg¢id adi
gaydada hayata kegirilir:
XY, 210,90,
X =1SsIn 6 cos ¢ = pCos g,
y=rsind sing,
Z=1C0S6,

r=yx’+y*+1°,
tggozl, 0039:5,
X r
&)
y z
. p=arctg =, arcosf =—, (B1)
X r
Otrafli  hesablamalar1 toqdim edok. Asagidaki toromolori
muoayyanlogdirak:
o _oar, 000, 00

=——+ —
OX Or ox 060 ox 0@ OX
or 2X X _ rsin@cosg

zZ - =—=—————"=sinfcosp
X 2 x24+y24z2 T r
9_ 1 i[zj__ z_ .0 - _
X (2 2 ox\r Vl-cos? @ OX| x? +y? +2?
r
L9 (22, 52y 12
~ sing ax(x Ty )
I N Y eSS SO
= sine( 2j(x +y+z ) 2X =
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Z-x _rcoséd rsm9005(p cosecosgo
Crising résing r

r !

S -4
N y X X2+y2 X X2+y2 X2

B y rsindsin o
x> +y® r?sin®@cos® p+r?sin®dsin® @
rsin @sin ¢ _ sing

~ r?sin?@(cos? p+sin’g)  rsind
Naticado,

0_00r 000, 00

OX Or ox 06 ox 6(0 OX

0 cos@cowiJr sing 0

=singdcosp— + - .
or r 00 rsind op

ai diferensial1 analoji olaraq hesablanir:
y
0 _0 6r J 89 0 dp

ay 6r8y 86’8y 8g08y

or _y _rsingsing _sin @sin o

z-y rcosé rsmHsm(p cosésin ¢
Crising rising r
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X rsinédcosg _ Cosg
x2+y " r?sin? 9(cos® p +sin’ ) rsind

Naticado,
2:sin Hsin(p£+ COS6’8m(pi+ Co_w) 9
or r 06 rsinf op
Vo
9 _00r 000 00
0z orodz 00 0L O¢ o1,
or 0 [ T 2 21 Z rcosé
—=— Xty +2z° = =—=
07 0Ot 2 X2+y2+22 r r
%__;i(ij_ rr-o
oz [ZJZ oz\r [2_,2 r?
N
-
r—z22 -z
r2_,2 r? (2_,2 r?
_ r(r? -z%) __\/r -2? _rl- cos? _sing
Jr2 2% r® r? r? r
99 _
0z
Noaticado,
0 0 sin@ o
— =008 ————.
0z or r o6
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(B2)-(B4) toramoalorini L[, I:y, L, -in ifadslorinde nozars alsaq
tapariq:
1)
[Xz—ih yg—zi =—ih rsinesingo(cosai—Wij -
oz oy or r o0

—rcosé| singsin ¢3+ COSHSIng0i+ CO_S(/) 9
or r 00 rsing op

=i h(rsin @sin pcos 02 _sin2 gsin qoi — rcos #sin Osin (oi -
or 00 or

—cos? @singp————C

0 cos@dcosep O
00 sin@ o

. . . 0
=—i#| —sinp(sin® @ +cos? §) — —
( o( )ae

0 . 0 ~
—ctg@cosp— |=ih| sinp— +ctgfcosp— |=L, . B5
g (/’a@j (%9 9 ¢a¢j X (B5)
2)
ﬁy:—ih(zi—xilz
OX 0z

=—ih| rcos@| sin HCOS(pi—COSHﬂi—
or r 06

_m_wi —rsiné@cos ¢ coseﬁ—wi =
rsiné oe or r 00

cosgcosp 0 cosfsing O
06 singd o

=—if| rcosé —sinZHCOSqai =
o6

] . 0 . 0
= —i | cos p(cos® @ +sin? @) — — ctg Gsin p— | =
( o( )69 g (pan

. 0 . 0 N
=—ih| cosp— —ctgOsinp— |=L,. B6
I[ v glfpawjy (B6)
3)
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I:z =—ih xi—yi =
oy OX
0 cos&sin(piJr cosp 0

=—ih| rsin &cos ¢| singsinp— + -
or r 00 rsind op

—rsingsin g sin9005go£+cos¢cosei— SIM’ o =
or r or rsinf op

: 2 : 2
_in sme_cos ¢£+S|n¢?3|n qoi :—ihisz. (B7)
singd O sind O op

Belalikla, [2 operatorunun sferik koordinatlarda ifadasini
yazanq: L =02 +(%+(2 =0 0, + 0,0, + 0,0, =

.0 0
=—h?| singp— +ctg Hcos p— |x
s Jvagoeoso |
sin i+Ctgecos — w(8,p)—
>y (pa(p @

0 ] 0
— 1| cos p— —ctg @sin p— |x
[ PR coa(pj

2

0 . 2 0%y (0,0)
x| cos p— —ctg dsin (p—jl//(@,(p) —ht——""=
( 00 o Gl

. 02 ) oyy
=—h?|sin?p—— +singp—| ctg&cos p—22 |+
|: goagz l//g,(/? (pée( g ¢ agﬂ

0
+ctg @ cos (oi sin (/)M +
o 06

0
+ctg¢9cos(pi ctg 6 cos p—— Voo |,
op op

o2 d
o052 p V0w —cos(pi ctg 6 sin p 20 |
00 op op

oy
—ctg @sin (/)i cos p—=%- Voo |,
Op op
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0
+ctgé?sinq)i ctgd sing Voo |,
op op

azl//ﬁ,(p _
8(/)2

. 02
- 7‘12[(sm2 ¢ + cos® (p)ﬁy/a(p +

0 0
+ ctg &cos ¢| cos & l//g"/’+sin(pi Yo.0 n
00 dp
0 0°
+ctg 20 cos ¢| —sin g W‘g"”+c03y/ WZ"/’ _
Op op
0 0
—COS(/)Singo —— Vo + ctg im —
sincg Op 00 Op
. Oy 7]
—ctg @ sin —SIin P +COS @ — P +
’ w( v Y0 00
29 i dyy 'y, %w,
+ctg “@ sin ¢ cos p——2 +sin g 2"/’ " 2«/) _
op op op

2
=—h? —_l i(Sin¢9ij+—1 _8 W
sin@ 06 90) sin? 0 o¢?
Noticodo aliriq:
2 1 o(. .0 1 02
L? =—n? _——(sme—J+—_ --n’A, . (B8
{ sin? 6 6¢? 09 (B9)

Indi iso horoket miqdarinin kvadrat: operatorunun moXxsusi
giymat vo moxsusi funksiyasint miisyyan edok. Uygun tonliyi
yazaq:

Ly =Ly (B9)
L2 -nin sferik koordinatlardaki ifadasindan istifada etsok,
asagidaki tonliys golorik:

1 o6(. .0 1 82
—n? —(S'“ 9—j+ —— w(0,0) =Ly (0,p).
{ sin @ dg? }
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[2 operatorunun moxsusi funksiyalari tigiin tonliyin halli
asagidaki kimidir:
w(0,0) = d(@)O(0) . (B10)
Daha sonra alariq:
o (.. .00(0) @(0) 0? ¢((p)
iné@ + ® 6 0.
o ) 069( 00 j sin®@ 0¢° ©)9(g) =

(B11)

[2 operatorunun moxsusi funksiyalart {gtin tonlik, sferik
funksiyalar Gglin tonlik kimi ali riyaziyyat kursundan malumdur.

Tonliyin hor iki torofini sin” 0 -ya vuraq Ve ikinci hoddi
0(0)¢(#)
tonliyin sol tarafino kegirak:
: 2 2
Mﬂ(sin@a®(9)j+sm HL— __Lt2e ¢(¢). (B12)
0(0) 00 00 ) o9®

Bu tonliyin sol torofi @ polyar bucagin funksiyasi, sag torofi iso
@ azimut bucaginin funksiyasidir. Onda tonliyin hor iki torofini

formal olarag 2 sabitino barabar hesab edok. Noticods iki tonlik
alariq:

2
10 ¢(2<”) _ 32 (B13)
#(p) op
vo (A2 sabitini magnit kvant adadi kimi tasavviir edok)
sinai(sineae)(e)j —sin 20-0(0) =x%0(0). (B14)
06 06 "
(B13) tonliyini,
6
hall edak. Bu tanlik ikInCI tal’tlb xotti diferensial tonlikdsir:
#"(9) +1°(p) =0 (B15)
Holli asagidak: sokilds axtaraq,
#(p)=e?, (B16)
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k —sabitdir.
Onda,

P (p)=ke ?,  ¢'(p)=k?e .
(B15) taniliyina asasan alariq:

ek (k?+12)=0.

ek 20 oldugundan xarakteristik tonliyi alariq

k?2+x2=0, k==ik . (B17)
Onda (B15) tanliyinin holli asagidak: sokilda olar

#(p) = e 4,1t
Qorarlasdigimiz kimi, Z=m magnit kvant adadini ifado edarok
diskret qiymotlor alir. Yuxaridakilar1 timumilosdirarok, halli
asagidaki kimi yazaq,
&y =ce ime.

Asagidaki normallagsma sartindon
2
[ $0 (9)¢, (9)dp = Sy
0

m’'=m oldugunu nazars alib, inteqral1 agsaq, alariq ki,

orc=l c=_+_.

J2z

BelalikloA,, operatorunun normallagmis funksiyasi asagidaki
soklo malik olur:

() =%e me (B18)

Bu funksiya L,, L, I:y operatorlarmin moxsusi funksiyalarina

uygundur.
(B14) tanliyinin halli. Tonliyin hor iki torofini sin®6-na
bolak:

2 sine

Yeni, z=co0sO doyisoni daxil edarok alariq,

2 2
;i[sin _a®(9)j +[ L_m J@(e) ~0.
sing 00 00
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00(z) 02(0) 00(z) __Sinaae(z)
00 00 o1 oz

sin@ d do(z) m? B
_wdz( sin2 90—~ o J+(h2 1_22]9(2)—0,

d(,. 2 00(2) m? ~

E((l L At = } (hz 1_22}9(2)—0. (B19)

m?2
z =+1qiymotlorinds, —— - 5 tipli haddlords sinqulyarliq yaranir.
-7?

Bu sinqulyarligi yox etmok dgun (B19) tonliyinin hallini
asagidaki kimi axtarag,

0(z) = (1- 2%)"?u(2). (B20)
(B19) tonliyini asagidak: sokilds yazaq,

et s (0 e

Daha sonra (B20)-ni totbiq edok:

_211_21//2 _i_Zv/Z
(12 ){dz{dz((l 22) u(z))ﬂ 2zdz((1 22)2u(2) )+

+( L2 B m22 J(l_zz)v/Zu(z) =0,

h? 1-z
vo yaxud

(1—22)%{[(1—2 )"2u'(z) - 22(1 2%)v/? 1u(z)ﬂ

—22((1—2 )2y '(z))+22 27(1-22)"*u(z) +

2 2
{;—2—112}(1—#)”%(0=o,

(1—22)%{[(1—2 )"2u'(z) - 22(1 2%)"2 1u(z)ﬂ
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—22((1—2 )"y '(z))+22 27(1-22)"*u(z) +

2 2
+(|F:_2_1T22 J(l_zz)v/zu(z) =0,

yaxud da Ki,
(1—22)[(1—2 )2u"(z) - u(z) 2z(1-22)"/% 7 -
—v(l—zz)v/“u(z)+v222(%— j(l—zz)"/z2u(z)—vz(1-zz)v/21u’(z)}—
~211-2%)"?u'(2) +

m2

_ZZ](l—zz)V/zu(z):O,

1-z ){u (2)- 1u (Z) U(Z) +2vz (V 1) u@@ -vz u(z)}

2
+2vz2(1-2%)"*u(2) +[L—2—
i

1.2 2 )@-2z%)7? 1-12

u(z) (L2 m?
+27u'(2) + 2v Z2 +| = — u(z) =0
(2) - (hz - (2)

A-z%)U"(2)-vzu'(z) —vu(z) +2v 22(%_1j1u(z) —vzu'(z)-

52
u@z) (L2 m?
—2zu'(2) +2v 22 +| —— u(z)=0,
(2) - (hz o7 1)
Vo ya
1-22)u"(z)-2z(L+v)u'(2) +
2 2 2 2
. L_2_ m R 2v 22 +v22% — vz u(z)=0
he 1-z 1-7?
yaxud

2 V222

A-z%)u"(z)-2z(1+ v)u’(z)+[|‘——v+—_mz}u(z) =0 (B21)
n? 1-7? o

v >molduqda, bu tanliyin hallini asagidaki sokildo axtaraq:
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u(z) = Ya.z* . (B22)
k=0
Asagidaki toromalori miayyan edok:

u'(z) = ik a z*?t
k=0

u"(2) = Sk(k —La, 2.
k=0
Onda (B21) tonliyi asagidaki soklo diisor:
1-22) Sk(k-Da, 22 —2z(1+m) fkakz"—1
k=0
2
+[}';_2_(1_ e u} Za 2 =

1- 272

Sk(k-1)a 2“2 - fkakz"—l—zikakz" _omYkaz¢
k=0 k=0
2
+[|__2 1-z )(m+m )}Za Ko
h 1-272
k =0, 1giymatlorinds ifads sifira ¢evrilir. Buna gora yeni vurug,
k—2=k" daxil edok :

Sk +1) (K + 2)ap,,2¢ +
k=2

2
+Z(;——k(k 1) -2k(m+1) - m(m+1)Jakz =0,

daha sonra, yernidan isaralomoni doyisok, k' —k,
T (k1) (k +2)2%a,, +
k=0

2
+Z(L—2—m(m+1) k? +k - 2km— 2kjakzk:o
h

—m(m +1)—k2 —k—km-km=-m(m+1)—k(k+m)-k(@+m)=
=—(m+Dk +m)—k(k +m)=—(k +m)(k + m+1)
Nohayat alariq,
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0 L2 K
k+2)(k 0.
Eo{( +2)( +1)ak+2+[h2—(k+m)(k+m+1)}ak}z 0

Beloliklo, a, vuruglart ti¢lin rekurent miinasibot alariq:

12
—2—(k+m)(k+m+1)
h

W2 =TT k) (823)

Dalga funksiyasmin sonluluq sartinin édanilmasi ti¢iin, asagidaki
sirani
u(z) = f}akzk (B24)
k=0

coxhadli ilo ovoz edok. Bu mogsadlo sirant k= p haddi ilo

mohdudlasdiraq, yoni siranin  vuruglarin1  elo  segok  Ki,
k<p, a#0 Vo k>p, a =0 0donilsinlor. Bu sortlorin

Odonilmasi  Gcun (B23)-do surot k=p oldugda sifira
cevrilmalidir
2

;—2—(p+m)(p+m+1)=0, (B25)
p=0,123....
p+m=I avazlomasini aparmagla, harokot migdar1 momentinin
kvadrat1 operatorunun moxsusi giymatlari tigiin alariq,

L2 = 72101 +2) (B26)
o Vo m musbot tam odadlor olduglarindan, | yalniz miisbot tam
giymatlor ala bilor 1=0,1,2,.... p+m=I minasibatindon ¢ixir ki,

| vo m -n verilmis qiymatlorinds, horokst migdart momentinin
kvadrat1 21+1 sayda, —1 -dan +1 -o gadar giymot alir. Malum
oldugu kimi, m - magnit kvant odadi, | iso orbital, yaxud
azimutal kvant ododi adlanir.

L2 operatorunun maxsusi funksiyas
0(z) = (1-2%)"%u(2)
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funksiyasini daxil edok.
2
v=m>0 Vo [/1 = ;—ZJ sortlori daxilindo V=M avozlomasi
aparmagla (B21)-o asason alariq
2 2

A-2%)u"(z) - 2z(m +)u'(2) +(;L —m-m?+ V1 _Z”; Ju(z) =0.

Verilmis tonliys m -in kvadratinin daxil olmasi sababindan, v -
niin verilmis giymati U¢lin, +m vo —m -a eyni bir tanlik uygun
goalir. Onda sonuncu haddi nazars almamag olar,
@-2%)u"(2) - 2z(m+)u'(z) + (A —m(m +))u(2) =0.
v(z) = (22 -1)" funksiyasim daxil edorok, asagidaki birinci tortib
toramoani tartib edarak,
V'(z) = 2z1(z%2 -2,
yuxaridaki tonliyin hor iki tersfini (1-z?) -o vuraraq alarq,
A-2?WV'(2)+2lz2v(z) =0.
Bu omoliyyati (I +m+1) dofo aparmaqla alariq,

[(1—z2)v'(z)]+m+1+2| [2v(z)] "™ =o0. (B27)
Sonuncu ifadodoki toromalori  hesablamaq Ugiin  Leybnis
qaydasindan istifado edok. Bu gaydaya gors, Yz, gbro N -ci
tortib téromo asagidaki sokildo hesablanir:

(yx)" = y(”)x+ny(”1)x'+$y(”2)x”+..., (B28)

Burada y=v' , x=(1-2)2.
Bu formula gora (B28) tonliyindoki toromolor asagidaki sokildo
olar,
(uv) =uv+v'u,
(uv)"=@Uuv+Vvu) =uv+uVv +uV +uv'=u"v+2uV +uv”,
uv)"=U"v+2uV' +w") =

",

=u"v+2uV +uV'+Uu"Vv + 2uV" +uv" =
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=u"v+3uV +3uV" +uv” (B29)
Novboti dofo diferensialliyaraq ( diferensiallama (a+b)?
(a+b)® -in diferensiallanmasina analoji qaydada aparilir, vo i.a.:
(a+b)? =a? +2ab+h?,
(a+b)® =a®+3a%b+3ab? +b>,
Vo l.a.
Gorurik ki, (B29) ifadasinds, yuxaridaki ifadoadaki kimi vuruglar

yaranir. Belaliklo, imumi halda, Leybnis vuruqlari {igiin distur
alinir

(uv)" ( j (”)v+(1Ju(”1)v’+[2ju(”Z)V"+...+uv(”).

n n . . .
Burada, (lj’ (ZJ Vo i.a. - (a+b)" -nin siraya ayrilmasi ilo

miiayyan olunan
k (= a)k a(a—l)...(a—k +1)
- (- :
binomial Vuruqlardlr. Buradan, hamginin, (B28) ifadosi do alinir.
Dogrudan da, novbeti hedden sonra (1-z%) toromosi sifira
cevrildiyindan, biitiin sifirdan forqli hoddlor asagidaki kimi olur,
-2 @)D a2+ 14 man ) (22)+

(e +21I)(| +m) W) (2. (B30)

Analoji olaraq,

[z ™D —y ™7 (e ma v (B31)
olur, va digar haddlor sifira gevrilirlor. (B30) , (B31) formullarini
(B27)-do nazars alaq:

(V/)(I+m+1) (1_ 22) _ 22(| +m +1)(V!)(|+m+l) _
—(1+m+D)( +myv)HmD 4

+2I[v('*m+l)z+(l +m+1)v(”m)]=0. (B32)
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NOvbati avazlomani aparmagqla,

I+m dl+m

D=V = @)

(I+m+1) (14+m)
(1—22)(3—\/) —2z(|+m+1)(d"j -

z dz

alanq:

dz

(1+m) (I+m-1)
+ 2l (ﬂ) z+(|+m+1)(d—vj =0,
dz dz

d 2V (I+m) dv (1+m)
(1_22)[(1—2} -2z(! +m+1)(d—] —(+m+2) +m)v(|+m) +
Z z

(I+m-1)
—(I+m+1)(|+m)(dvj +

+2l [v'(”m)z +(1+m+2)(v) ™ ]: 0,

Vo ya,
) dl+m I+m I+m
1-z )dZ|+m v'=2z(I+m+1) pRET v —(I+m+1)(|+m)wv+
I+m I+m
+21z vV+2i(l+m+1)——v=0,
dzl+m dzl+m

(1—22)u|”—2I zuy —2z(m+Duy — (I +m+Dluy; — (I +m+L)mu; +
+2lzu; + 211+ m+2u, =0,

yaxud da,
A-z%)uf —2z(m+u] + (1 + m+1)(1 —m)u, =0. (B33)
~ 2
(2 =n2(1+1), A= ;—2 ~1(1+1) oldugundan
(+m+1)(-m)=

=1(1+)+ml—mm+1D)-mm+1D)—ml =11 +1) —m(m+1) '
u(z) tgin (B21) tonliyi u,(z) Ggln (B33) tonliyi ilo Ust-Usto
diisiir. Dogrudan da u(z) vo u,(z) funksiyalar1 yalniz sabit ilo
farglanirlar:
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dl+m ) |
u(z)=c'y (z)=c’ T (z°-1)".

(B34)

Ogar (B33)-do m=0oldugunu qgobul etsok, onda alinmig tonlik,

Lejandr polinomu ugin olan tonlik ilo Ust-Usto diisor:

|
p(2)= Z.Id, 22 -1)".

(B35)

Hagigatan, agar, (B33)-do m=0 Vva u,(z) = p,(z) oldugunu qgabul

etsok, yuxaridaki tonliyi alarq:

(L-2%)p{(z) -2z p{(z) +1(1 +1) p (2) =0.
(B34) vo (B35)-i mugayisa etsok, alariq,

m

”‘Z)zcjz_m 0 (2).

Burada, c=c2'll, ¢'= IL :
21
Bu iddianin dogrulugunu yoxlayagq:

(B36)-n1 (B20)-da nazars alsaq, |

6(2) = (1-2%)"u(2)
(v=m>0) asagidaki ifadolors galorik,

m

Om(2)=c" (1~ Zz)jd—m P (2),
dz

I+m o (M
u(z):c'd (22—1)':(’—(0'—'} (2% -1,

dz'*+m 2 dz

m M
p"(2) = (1-2%)?2 :—mp,(z) polinomu  Umumilogmis
z
polinomu adlanir.
(B36)-da p,(z) -ni p;"(z) ilo avaz etsak, alariq,

m 1 dl+m
pl'(2) =1 -2 )2d =y (z*-1)'

(z=cosd).
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Buradan harokot miqdar1 momentinin kvadrati operatorunun
moXsusi giymati ligiin alartiq,

m I+m 2,
6™ (cos 0) = ¢ (1 cos? ) 2 d | (cos Ie )
d(cosg) ™  2'I!

¢/" sabiti 6" (cos@) funksiyas1 ii¢iin  normallagsma sortindon
mqgayyan edilir:
1 1
[67 ™ (cos 0) " (cos O)sindz =1= [6," (2)§" (z)dz =1. (B39)
1 -1
Burada,

=¢/"p/"(cosd). (B38)

Z=C0s40,
Z=m, Cosf=1,
z=0, cos@=-1.
m<0 -0 uygun moXxsusi qgiymatlor, asagidaki barabarlikdon
tapilir:

2y = (yn LEME 5y (B40)
(I—m)!

(B37) va (B40) borabarliklorindon ¢izxir ki,
a" (z) = C|m PG =

dl+m 2 |
a" (Z)— (1— )W(Z -1,
o = "pi " =6 ()" ¢ ‘”‘;f PI™(2) =
e m(+m) 1 -m d'm N
-1 = m),2“( )2 —(z°-1).

Bu ifadslori (B39)-da nozaro alsaq, normallasma sorti asagidaki

kimi yazilar:
m d I-m

AN 2 I
—Z ) zdzﬂ(z —1) X

I
jormePd —1— [c;" (pyndmt 1
4 a (I-m)t2'n
m dl+m ? |
2| (1 )2 W(z —1) dZ=1,
Vo yaxud,
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m|2 ((+m)! (- 1) gim 2_ gl )
‘C ‘ (= m)l(2 g,)z J‘L /—m (z°-1° Hdz”m (z 1)° }dz_

Hisso-hissa integrallama formulundan, fudv=uv - [vdu, istifads
edorak, (¢+m) dofo inteqrallama aparaq (bu formuldaki birinci

hodd sifira barabardir. Cilinki, zarraciyin o -da olma ehtimali
stfirdir). Asagidaki fornmullardan,

dz —- @) =0,

/—m+/+m

du =21z —,(22 )l
d

Z,(f—m+/5+m
d 20
dz 2/

}(1—z2)”dz=
-1

(22 -1)" =(20)!, (B41)

(f,)z 22[+1

20+’ (B42)

2 (+m)! 1 @2nian222+
‘C‘ -m)! A 402
(I-myr @+ 22
yaxud

o ‘2 (+m! @),

(I - m)|(2l+1)|
2(l+m)! 1
(I-m)2"'m? %

istifado etsok, ‘ j( (z ~D'dz =1 -don

alariq:
k 2I +1 (I-m)!
(I+m)
Nohayat ki, k=m; m>0 Vo k=0; m<O0 oldugda aliriq:

Hlm(z)zclmplm:\/zul'(l m)im ol ().

oM = (1) (B43)

2 (I+m)
Bu formullart istifado edorok, horokot miqdar1 momentinin
kvadrat1 operatorunun maxsusi funksiyasi li¢iin aliriq:
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Y (©.0)=0(0)¢(¢) -
Burada,
1

Oy =——¢€
" Jon
m I+m 2 5l
0|m(cos‘9)=0|m(1—cosza)2 d | (cos lg 1)
d(cos @) " 2l
21+1 (1-m)!
4z (1+m)!

imo
)

=c"p{" (cos 0),

Y|m (9’¢) = plm (COS H)Gim(p .

169



Moasalalar

1. Asagidaki motarizalori agin:

- 2
1.6.[ihV + A(®)] ;

1.7.(L - M) (L + M);

2. Asagidaki operatorlarin kvadratini hesablayin:

21. F =sinx+ii F2=7;
dx

2.2. If=x2+i: F2=2?

dx
3. Agagidaki operatorlarin kommutatorunu hesablayin:
3.1.xva %;

3.2. ihV va A(#);

33,50 Vo f(r,8,9).

4. Asagidaki miinasibatlori isbat edin:

4.1.[x, py]=in;

4.2.[ Py, x]=-in;

4.3. [x, x]1=0, (i,k=123) ;

44.09;, BJ=0, (ik=xy.2)

45. [p;, x 1=—ino, , (i, k=xY,12).

5. Asagidaki funksiyalar1 bir-birina geviron translyasiya
operatorlarini miiayyon edin:
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5.1. Y(x) —i Y(x + a) -ya geviran,
5.2.9(x) i P(x + a) -ya geviron.
6. Fozanin a. bucagi godar dénmo operatorunu hesablayn.
7. Asagidaki operatorlara ermit qosma olan operatorlari
hesablayin:
]
7.1 15;;
7.2. Oneparopa Jlamnaca.
8. Asagidaki operatorlar iigiin ermitlik sortini yoxlayn:

8.1. —;
g2 L

o

9. e operatoruna ermit qosma olan operatoru hesablayin.

10. A vo B operatorlarin hasili operatoruna ermit qosma olan

operatoru tapmali.

11. Ogor L and M operatorlar1 ermit operatorlardirlarsa, onda

11.1. . F = (LM + ML)

\'A)

112. T=_(LM-ML)
operatorlarinin da ermit operatorlar olmasini isbat etmali.

12. Fiziki kamiyyatin kvadratinin orta qiymatinin musbot
komiyyat olmasini isbat etmali.

13. LMZ2-M2L, sortini 6doyon L vo M operatorlari iiciin
LM-ML = 1 -i miloyyan etmoli.

14. LM-ML = 1 sortini édoyan L vo M operatorlari iigiin
f(L)M-Mf(L)-i milayyon etmoli.

15. A'* operatorunun movecud olmast sortilo, ixtiyari
kommutasiya etmoyan A vo B operatorlari iigiin asagidaki
borabarliklorin dogrulugunu isbat etmali:

15.1. A1B2A = (A1BA)? :

15.2. A1B"A = (A'BA)" tam n-lor iglin;

15.3. A'1f(B)A = f(A'BA).
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16. Asagidaki barabarliyin dogrulugunu isbat etmali:

eSABe®A = B + Ct . Burada C odod, £ iso parametrdir.
17. Asagidaki baraborliyin dogrulugunu isbat etmoli:

P P
e F(g)e™h = F(G+£), . Burada p vo § impuls vo
koordinat operatorlaridirlar.

d . . . ..
18. a0 operatorunun maxsusi funksiya va gqiymatlorini tapmali.

. d . . . .
19. sin - operatorunun moxsusi funksiya vo giymatlorini
tapmali.

. d . . . .
20. i%e operatorunun moxsusi funksiya vo giymatlorini tapmali.

. d

21. e'de operatorunun maxsusi funksiya va giymotlorini
tapmah

22. ;XZZ +=-—= operatorunun moxsusi funksiya vo giymatlorini
tapmah

23. Horokot migdart momenti operatoru iigiin L x L=ih L
miinasibatinin dogrulugunu isbat etmali.

24. 23-cii misalin naticasindan istifado etmoklo harokot miqdari
momentinin kvadrati operatorunun ( [ = [Z + [2 + [2 ),
onun ixtiyari ox Uizro proyeksiyasi operatoru ilo kommutasiya
etmasini isbat etmali.

25. Asagidaki kommutasiya sortlorini yoxlamali:

25.1. [Ly, dx] = 0

25.2. |Ly, dy] = ihd, ;

25.3. [Ly, d,] = -ihd, .

26. x,y,z -in dovri yerdoyismosi ilo asagidaki kommutasiya

sortlorini yoxlamali:

26.1. [Ly, & = 0;

26.2. [Ly 8] = ihe,;

26.3. [Ly,¢,] = -ine, .

27. ©gor L, =L, + if,y vo L. =L,- f, verilibso, asagidaki
munasibatlori isbat etmoli:
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271 E+E_‘E_£+ EZ
273.12=10,0_—hl,+1L,

28. Sorbost zorrocik dgln bir 6lcull, zamana goro Srodinger
tonliyinin Gdmumi hallini tapmali.

H N

)

—X—2+ik0x
29. t =0zaman aninda zarraciyin hali l//(X) = Ae 2 dalga
funksiyasi ilo ifado olunur. X operatorunun orta giymatini
tapmali : X =7

—X—2+ik0x
30. t=0zaman aninda zarrociyin hali ;//(X) = Ae 2 dalga
funksiyasi ila ifads olunur. x*operatorunun orta giymatini

tapmal1 : X =?

31. x operatorunun kvadratik Xotasinin orta qiymotini tapmali:
AX? =?

—X—22+ik0x

32. t=0zaman aninda zorrociyin hali l//(X) =Ae = dalga

funksiyasi ilo ifads olunur. o8 operatorunun orta giymatini
tapmali: P, =7

—£+ik0x
33. t=0zaman aninda zarraciyin hal l//(x) = Ae % dalga

Funksiyast ilo ifado olunur. P operatorunun orta giymatini
tapmal1 : p2 =7

34. 2 operatorunun kvadratik xotasinin orta giymotini tapmal:

35. 29-34 misallarinin naticalori asasinda koordinat vo impuls
ucun Heyzenberqg geyri-muoyyanlik minasibatlorini almali.

——2+ik0x
36. t=0zaman aminda zorraciyin hali w(x)= Ae 2’ dalga

funksiyasi ilo ifado olunur. Anormallagsma vurugunu tapmali:
A=7?
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37.

38.

39.

40.

41.

2
iko

t = 0zaman aninda zarraciyin hali l//(X) = Ae 2 dalga

funksiyasi ilo ifads olunur. Ehtimal sixligin1 tapmali: p="?

Xz .
t =0zaman aninda zorrociyin hali y(x)= Ae 2 dalga
funksiyas ilo ifade olunur. Coroyan sixligini tapmali; ] = ?
Xarici saho olmayan halda (U (x)=0) impulsun
proyeksiyasinin ( P, ) saxlanmasi sortlorini yoxla.

Zorraciyin xarici sahado (U(x)#0) horokati zamani, onun

impulsunun saxlanmadigini isbat etmali.
Xarici sahs olmayan halda (U (x)=0) herokat migdar

momenti proyeksiyasinin ( L, ) saxlanmas sortlorini yoxla.
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.
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