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On s6z

Bu ders wvesaiti mduslliflarin  uzun illar arzinds
N/arbaycan Dovlet Pedaqoji  Universitetinin  Riyaziyyat
fakiltasinds, “Riyaziyyat”, “Riyaziyyat va informatika”,
informatika” ixtisaslari Uzrs bakalavr pillasinds tshsil alan
blabalara *“Handasse” kursundan oxuduglart muhaziralarin
motnleri  asasmda  hazirlanmisdir. Misyysn  manada
X.Pasayevin va M. Nacafovun “Analitik handasadan
muhaziralar” kitabimn davamidir.

Dord fasildan ibarat olan kitabin birinci fasli handasi
gurmalar  nazariyyssindan bshs edir. Burada qurma
masalalarinin nazari asaslari izah olunub, qurma masalalarinin
hallinin muxtalif Gsullari hagginda malumat verilib. Kitabda
bahs olunan digar movzular kimi bu mévzulari da bilmak orta
nisktab musallimlarina ¢ox vacibdir. Kitabin ikinci fasli
proyektiv handasanin sada anlayislarindan bahs edir. Burada
proyektiv handasanin Veyl aksiomlari, proyektiv koordinat
sistemi, proyektiv cevirmalar, onlarin invariantlari
lilomologiyalar va s. sarh olunub.

Uclincu fasil isa proyektiv handasanin asas faktlarma
lissr olunub. Proyektiv handase xatti cabr ila handasanin

musterak sahasi oldugundan gaiscek musallimlari cabri



metodlarin handasada nece boylk rol oynadigim bir daha
anladir.

Kitabin dérdinci fasli iss afm handasasina asaslanarag
mustavi fiqurlarm va c¢oxdzlulerin tasviri Gsullarma hasr
olunub.

Kitabdan bakalavr va magistr pillasinds tahsil alan
talabalar, aspirantlar, orta va ali maktsb mualimbri istifada

eda bilarlar.



| FOSIiL
MUSTOVIDS HONDSSIi QURMALAR

81. Xatkes va pargar vasitasila qurma masalalari. Qurmanin

postulatlars

Maktab handass kursunun asas bdlmalarindan biri ds
qu masalalaridir. Bu masalalarda avvalcadan verilmis
liqurlara gO6ra muayyan sartlari 6dayan fiquru qurmaq talabi
goyulur. Qurma zamani awalcadan seartlandirilmis qurma alst-
larindan istifada oiunur. Qurma alatlarina misal olaraq xatkesi,
transportiri, pargan, taraflari paralel olan ikitarafli xatkesi va s.
gostarmak olar. Maktab handasa kursunda iss ancaq xatkes va
pargarm kdmayi ib hall edilan qumia masalalarina baxilir. Biz
mustavi Uzarinds pargar ve xatkesin komayi ila hall olunan
qurma masalalarinin muxtslif hall Gsullarindan bahs edacayik.

Farz olunur ki, qurma alati kimi nazarda tutulan xatke-
sin Gzarinda bolgilar yoxdur. Onun vasitasils verilmis va ya

qurilmus iki mixtalif nogtadan kegan diiz xatt qurulur. Xatkes

markazi verilmis ve ya qurulmus noqte olan, radiusu verilmis

va ya qurulmus parcaya barabar olan ¢evrani qurmagq Gciindi



Fazada har hansi bir mistavini geyd edak va onu asas
mistavi adlandiraq. Farz edacayik ki, baxilan batin fiqurlar bu
mustavinin Gzarinda yerlasirlar. 9sas mistavinin ndqts, diz
xatt va cevralari qurma masalalerinds xususi rola malikdirlar.
Bu fiqurlara asas fiqurlar deyacayik. 9sas fiqurlardan basga,
9sas mustavi Uzerinds parga, s0la, bucag, yarimmaustavi,
coxbucaqli, cevra qovslarina da baxilir. Qeyd edsk ki, bu
fiqurlardan har biri miayyan noqtalarin, diz xatlarin va
cevralarin verilmasi ila tayin olunurlar. Masalan, AB parcasi A
va B noqgtaleri va AB diz xotti ila tayin olunur. Sia isa
baslangici olan ndqte, aid oldugu diz xatt ve hamin dlz xatt
uzarindaki bir noqts ils tayin olunur.

Belalikls, har bir qurma masalasini verilan asas
fiqurlara gora basga asas fiqurlarm qurulmasi talabi kimi de
basa dismak olar. Butin handasa kursunda oldugu Kimi
noqtalari latm alifbasmin boyuk harflari A, B, C,... ils isars
edacayik. Diuz xatlari iss latin alifbasinm kicik harflari

a,b,c, i s ar a edacayik. Parcalari onlarin uc noqtalarini
gostaran iki harf ila, AB, CD, XY, ... va ya latm alifbasmin

kicik herfi ila a,b,c... kimi isare edscayik. Bu parcalarin
uzunlugunu ise a,b,c kimi isars edacayik. Bu halda a,b,c

hagiqgi adadleri ifads edir. Bucaglari ZB O A ,Z A kimi va ya



viinan alifbasinin bir kigik harfi ils kimi isara edacayik.
lin bucaglarm darace olgularini iss Kimi isara
cdacayik. ©n nahayat cevralari ( M kimi isara

edacayik. Burada birinci yerda cevranin markazini bildiran
udqta, ikinci yerds iss gevranin AB va ya r ila isara olunmus
radiusu yazilir. Bazan qisaca olaraq cevrani yunan harflari
0 ),y vas. ila isars edacayik.

Qurma masalasinin goyulusunda ve halli prosesinds,
osas flqurlardan ibarst olan miayysn bir Q c¢oxlugu geyd
olunur. Bu ¢oxlugun har bir elementina qurulmus fiqur deyilir.
M coxiuguna daxil olan diiz xatt va ya ¢evra bir obyekt kimi
basa dusilir. Yani ager y cevrasi qurulmus figurdursa,
buradan ¢ixmir ki, onun har bir ndqtssi da qurulmus fiqurdur.

llstta y cevrasinin markazi da qurulmus fiqur hesab olunmaya

bilar. ©gar qurulmus ¢evranin va ya diz xattin har hansi bir
ndgtasi qurulmus fiqurdursa, bu Q g¢oxlugunun ayrica bir
clementi sayilir. Bela néqtelar masalenin goyulusunda verilarsa
va ya hall prosesinda alinarsa ayrica geyd olunmalidiriar.

Torif vermadan daxil etdiyimiz qurulmus asas fiqur
;mlayisi asagidaki iki sarti 6demaudir. Hamin sartlara qurmanin

aksiomlari da deyilir.



I. Qurma masslalerinin sartinds verilan nogtslar, diz
xatlar va c¢evralor Q c¢oxluguna daxildirlar, yani qurulmus
fiqurlardirlar. ©sas fiqurlarin M ¢oxlugu sonlu ¢oxlugdur.

Il. He¢ olmazsa bir qurulmus diiz xatt var.

Hsr bir qurulmus diz xatt va qurulmus ¢evra Uzarinda
he¢ olmazsa iki qurulmus néqta var.

Daha sonra farz edirik ki, els amaliyyatlar var ki, bu
amaliyyatlar Q qurulmus asas fiqurlar c¢oxluguna vyeni
qurulmus asas fiqurlar slave etmaya imkan verir. Bels
amaliyyatlara qurmamn addimlari  deyilir.  Qurmamn
postulatlari adlanan asagidaki amaliyyatlar artiq «icra
olunmus» qurma addimlari hesab olunurlar.

M 1 Qurulmus iki négtadan kecan diiz xattin qurulmasi.

n~.Markazi qurulmus ndqtada olan va radiusu uc
nogtalari qurulmus parcaya barabar olan ¢evranin qurulmasi.

M3.Paralel olmayan iki qurulmus diiz xattin kasisma
néqtasinin qurulmasi.

n4.©gar qurulmus cevra ils qurulmus diz xatt
kasisirlarsa, onlarin kasisma noqtalarinin qurulmasi.

n5.8gar iki qurulmus cevra kasisirlarsa, onlarin
kasisma noqtalarinin qurulmasi.

indi iss pargar va xatkesla hall olunan qurma

masabsinin goyulusunun dmumi saklini godstarak: Qurulmus



Jsas fiqurlarin F],F2,...,Fk (k e N) sonlu g¢oxlugu verilir ve

nxtaritlan, hala qurulmamis @ asas fiqurunu xarakteriza edan
xassalari gostarilir. TT1-M5 postulatlarmdan istifada edarak,
& asas fiqurunda daxil oldugu asas fiqurlardan ibarat sonlu
coxlugu qurmagq talab olun

Masaial. Verilmis diiz xatt Gzarinda olmayan har hansi
bir ndgtani qurun.

Halli: 1l aksioma g6re verilan diiz xatt tzarinda an azi
iki A va B qurulmus nogtalari var. (A, AB) va (B, BA)
cevralarinin kasisma noqtalarini M va N ils isara edsak. M5
postulatina géra M va N ndqtalari qurulmus néqgtslardir. M va
N ndqgtalari verilan a diz xatti tzarinds ola bilmazlar. Cunki
AB=AM+BM=2AB alariq. Bu isa A va B noqtalarinin muxtalif

olmasi sartina ziddir.
A

Sakil L
f Masals 2. Verilan ¢evranin markazini qurun.
Halli: Tutaq ki, oo verilan ¢evradir. Il aksioma g6ra bu

cevra Uzarinda qurulmus iki A va B noqtslari vardir. Maktab
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handasa kursundan AB parcasmin m orta perpendikulyarimn
qurulmasi malumdur. m diiz xatti ils o cevrasinin kasisma
noqtalarini C va D ils isara edak. M4 postulatina gora bu
noqgtalar qurulmus noqtaiardir. Demali CD pargasi da qurulmus
fiqurdur. CD pargasinin O orta noqgtasi cevranin markazi
olacaqdir. Ciinki vatarin ortasindan ona perpendikulyar olan

diiz xatt ¢cevranin markazindan kegir. "

C

Sakil 2.

§2. Ug tarafina gora tigbucagm qurulmasi

Mustavi Uzarinda duz xatls ¢evranin garsiligh vaziyyati
hagginda makteb handass kursundan bildiyimiz asagidaki
teoremi bir daha xatirlayaq:

Teorem 1. Tutaq Ki, biza mustavi izarinda a diz xatti

va (o,r) cevrasi verilmisdir. ©ger O nodgtssindsn a diz



xottine gadar olan d masafasi U¢lin d <r sarti 6danarsa, onda
diiz xatls ¢evranin iki muxtalif ortag noqtasi olar. d - r sarti
Odanarsa duz xatls cevranin bir ortaq nodqtesi olar (diiz xatt
cevraya toxunar), d >r sarti ddanarsa diiz xatle ¢evranin ortaq
noqtasi yoxdur.

Cevraya toxunan diiz xatt ¢evranin toxunma néqtasina
¢akilmis radiusuna perpendikulyardir. indi mustavi tizarinda iki
cevranin garsiligl vaziyyastina baxaq. iki ¢evranin iki mixtalif
ortaq noqtasi olarsa, onda deyirlar ki, hamin cevralar kasisirlar.
iki cevranin yalniz bir M ortaq noqtabri olarsa, onda deyirlar
ki, hamin cevralar M ndqgtasinds toxunurlar. M ndéqtasina
toxunma noéqtasi deyilir. Toxunma noqtesi ¢evralarin markaz-
larindan kecan duz xattin tzarinds yerlasir. Cevralarin hamin
nogtadan kegan ortaq toxunanlari var.

(Sakil 3. a) xaricdan; b) daxildan toxunurlar)

Sakil 3.
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Teorem 2. Tutaq ki, biza markazlari Ust-lUste diismayan
iki (OpI',) va (02,r2) cevralari verilmisdir. d - 0 {02, r}>r2.
ogar r, - r2<d <r, +r2 olarsa c¢evralar kasisirlar, d =r, +r2
olarsa cevralar xaricdan toxunurlar, d -rx~r2 olarsa, cevralar
daxilden toxunurlar d <rx-r2 ve ya d >rx+r2 olarsa,

cevralar kasismirbr.

tsbati: O]I dizbucaqgl koordinat sistemini els secak

ki, koordinat baslangici O, ndqtasi ile Ust-Usta disslin. i

N

vahid vektoru iss 0X0 2 vektoru ile eyni istigamatda olsun

(Sakil 4).
Bu koordinat sisteminda

O, ndqtasinin koordinatlari (0,
0), 02 noéqgtasinin koordinatlari

(d,0) olacaqg. Cevralarin bu
koordinat sisteminds tanliklari

uygun olaraq Sakil 4.

A 2y2

(02,r2):(x-d)2+y2=r D

olacaqdir.

12



{ol>r1) va (02,r2) gevralari yalmz va yalniz onda ortaq

nflgtelare malik olacaqlar ki, (1) tanlikler sisteminin haqiqi
)i olsun. Kasisma ndqtalarinin sayi isa (1) tanliklar sistemin
li.tgigi hallarinin sayina barabar olacaqdir.
(1) tanliklar sisteminda birinci tanlikdan ikincini ¢ixsaq
X +y =r
2xd -yd 2 ={r.2 -r.? @
alarig.

Bu tanliklar sistemindan

. re2_r2+d2\
-1l +d y T}- almar.

~bl 2d
ikinci tanliyin sag tarafmi vuruglarina ayiraq:

r2 +d2Y r,-r2+d

4 24 24

Elementar ¢evirmalardan sonra
y =i2;j Jfa +r2+djrt+r2-djr,-r2+djr2rt+d) (3)

alang.
r,+r2+d >0 va rx- r2+d >0 (r, >r2 oldugundan)
oldugu tglin asagidaki ti¢ haldan biri mimkindur.
1) r,+r2-d >0 voa r2-rx+d >0 (3) tanliyinin sag

torafindaki kokalti ifads miusbat oldugundan (2) tenliklar

13



sisteminin iki mixtalif hagigi halli var. Demaii, ¢evrabrin iki
mxtalif kasisma noqtabri var; basga sozla ¢evralar kasisarbr.
2) rx+r2-d - 0 vaya r2- rx+d =0 sertiarindan bi

Odanarsa, y -- 0 olar. (2) tanliklar sisteminin yalniz bir haqiqi

halli var: D ZdA O . Bu halda gevrabrin bir ortaq

noqtabri olar, basga s6zb toxunarlar. r, +r2- d =0 olarsa

toxunma xaricdan, r2- rx+d =0 olarsa toxunma daxildan

olar.
3) ©gar (3) tanliyinin sag tarsfindaki kokalti ifads d

rx+r2-d va r2- rx+d vuruglarmdan biri manfi, biri misbat
olarsa, onda d >rx+r2, d <rx-r 2 olar. Bu halda (2) tanliklar

sisteminin haqigi halli yoxdur. Demali, cevrabrin ortaq

nogtalari de yoxdur. Qeyd edsk ki, rx+r2-d <0 va
r2- rx+d <0 ola bilmaz. Cinki bu halda

rx+r2- d+r2-rx+d <0 almir. Bu iss ola bilmaz.
Cunki, r2>0. Teorem isbat olundu.

Natica: Tutaq ki, biza (oxrx) va (02,r2) cevralori
verilmisdir. Beb ki, Oxe (02,r2). ©gar 2r2 >rx sorti 6danarsa
cevrabr kasisarler, oager 2r2- rx serti 6danarsa c¢evrabr

daxildan toxunurlar, ager 2r2 <rx serti 6danarsa cevralarin

14



oitug noqtalari olmaz. 2-ci teoremin komayi ila asagidaki
(lurmia  masalasinin hallinin olub-olmamasi sualina cavab
verocayik.

Masala. Tarsflari a, b va c parcalari olan Ugbucagi
gurun.

Halll: Bu masalanin orta maktab handass kursundan
nnmlum olan hallini takrar edsk. Har hansi diz xatt goturib.
olun tzarinds AB - ¢ pargasim ayirag. Sonra isa iki (A,b) ve

cevralarini quraq. C noqtasi hamin c¢evralarin kasisma
nogtalarindan biri olsuri. Onda ABC ugbucagi taleb olunar
iicbucaq olar. indi isa bels bir sual meydana cixir: istanilari
t/, b va c parcalan tG¢iin ABC lg¢bucagmi qurmaqg mimkin-
durmi? Umumiliyi pozmadan farz edak ki, c>a,c>b. Gdsts-
rok ki, bu halda ABC t¢bucagim yalmz ve yalniz onda qurmaq
iInimkin olar ki,

c<a-+b 4

olsun. Hagigaten, agar ABC lcbucagl qurulmussa. onda tgbu-
caq barabarsizliyina asasen AB <AC + BC olar. Buradan da
(4) barabarsizliyi almir.

Tarsina farz edsk ki, a, b va c parcalart dgin

c>a,c>b va c <a+b barabarsizliklari 6danir. Gostarak ki,

15



masalanin sartini 6daysn ABC lc¢bucagmi qurmaq olar. Qur-
maya géra AB =c, buna géra AB <a +b. Digar tarafdan ager
a>b olarsa onda c>a,c>b barabarsizliklarinden ¢ >a-b
va ya AB >a-b almar. Belslikla, 2-ci teorema gora (A,b) va
(B,a) cevraleri iki C wva C' nogtalerinde kasisarler.
AB >a-b barabarsizliyindan almir ki, A, B va C néqtalari bir
diiz xatt Gzarinda deyilbr. Belslikls biz tarafleri AB, BC va AC

olan, talab olunan ABC lcbucaginm varhgini isbat etdik ve

qurdug. Bu masalanin hallindsn asagidaki mihim natica almir:
Bger a,b ,c parcalari dclin c>a,c>b ve c<a+b
barabarsizliklari 6danarss onda taraflari verilon parcalara
barabar olan Uc¢bucaq vardir. Xisusi halda, tarsflari verilan

parcaya barabar olan barabartarafli U¢gbucaq vardir.

83. Elementar qgurmalar. Qurma masalabrinin

halll sxemi

I _Qurmamasalasini hall etmak - M1-M5 postulatlarinda
gostaribn an sada qurmalari misyyan bir ardicilligla yerina ye-
tirmakb tabb olunan fiquru qurmag demakdir. Lakin masalani
bu gadar «xirda» hissabra bdlmakb, hall etmak he¢ da alverisli

deyil. Bu sababdan de qurma masabbrinin halli zamani bir
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gadear basqga clr haraket edirlar. Bela ki, agar har hansi bir
gurma masabsi hall olunubsa, sonradan bu masalanin hallindan
lam sakilda basga qurma masalalarinin hallinds istifads etmak
olar. Bir sira sads qurma masalaiari var ki, onlarin halli orta
maktab handass kursunda malumdur. Bu masalabr daha
Inlrakkab masalalarin halli zamani garsiya c¢ixdigda, biz o
masalalari hall olunmus hesab edarsk, onlarin hallindan hazir
sokilda istifade eds bilarik. Bu masalalara elementar qurma
masalahri deyacayik. Elementar qurma masalalarinin siyahisi
sortidir. Adatan elementar qumialar olaraq asagidaki masalabri
nazarda tuturla

Qurma lerilan sua Uzarinda onun baslangicmdan
baslayaraq veribn parcaya barabar parca ayirmag.

Qurma 2. Tapasi verilan suanin baslangicmda olan ve-
ribn yarimmustavi (zarinds, veribn bucada barabasr bucaa
aylrmag.

Qurma 3. Ug tarafina gore ticbucag qurmag.

Qurma 4. iki tarafina ve onlar arasindaki bucaga gére
ticbucag qurmag.

Qurma 5. Tarafma va bu terafa bitisik iki bucagdina go -
ra tichucag qurmag.

Qurma 6. Agiq bucaqdan kicik olan bucagm tanbdb-

nili qurmag.

17



Qurma 7. Verilan parganin orta perpendikulyarmi
qurmag.

Qurma 8. Verilan parcamn orta néqtssini qurmag.

Qurma 9. Verilan nogtadan kegan va verilan diz xatts
perpendikulyar olan diiz xatti qurmag.

Qurma 10. Verilan diz xatt lzerinda olmayan ndqte-
don hamin diiz xatle paralel diiz xatti qurmag.

Qurma 11. Hipetonuzuna va har hansi iti bucagina gora
dizbucagl Ggbucag qurmag.

Qurma 12. Hipetonuzuna va katetina gbra dizbucaqil
ticbucag qurmag.

Qurma 13. Cevranin Uzarinde olan ndqtadan ona
toxunan diz xatti qurmag.

Qurma 14. Veribn pargani veribn nisbatds bdlmak.

Bundan sonra bu masabbrin hallindan he¢ bir izahat
vermadan istifads edacaayik.

indi da qurma masalalarinin hallinin hansi sxem iizra
aparilmasi masalasi Uzarinds dayanag.

Qurma masalasinin halli dedikds, M 1- M5 postulatla-
rinda gostarilan an sada qurmalarin har hansi sonlu ardicilhgmi
tapmaq basa dusuldr ki, hamin an sada qurmalar yerina yetiril-
dikdan sonra talab olunan fiqur qurulmus hesab olunur ve ya

masabnin sartleri daxilinds taleb olunan fiqurun olmadig isbat
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olunur. Sonrasi masalanin halbrinin sayi, masalanin hallinin
Inuisi Ggln verilanlarin hansi sartlari 6damasi suallarina cavab
*Imakdan ibarat olur. Butiin bu suallara cavab vermak Ug¢lin
Jitrma masablarinin halli zamani muayyan bir sxema riavat
miinak lazim galir. Hamin sxemi muxtalif gaydalarla segmak
nljir. ®nanavi olaraq an ¢ox istifads olunan sxem asagidaki
kimi olur: analiz, qumia, isbat va arasdirma. Bunlar gqurma
inasalalarinin hallinin marhalabri adlamrlar. »J

/' Analiz va ya hallin axtarisi marhalasi qurma masa-
bsinin halli Gsulunu tapmaq ugtin, verilan fiqurlarla axtarilan
liqurlar arasindaki alagalari misyyan etmakdan ibaratdir.

Analiz marhalasinda farz olunur ki, qurma masabsi hall

olunub. Axtarilan ve talab olunan fiqurlarin tasvir olundugu
Vertyoj «g6zayari» olaraqg ¢akilir. Sonra isa axtarilan fiqur ils
Inasalanin verilenlari arasmda alagabr éyranilir. Bu alagabr o
saviyyada taptimalidir ki, axtarilan fiquru qurmaq ugtin lazim
olan an sads qurmalarin ardicilligini tamamib muayyan etmak
miimkln olsun. ©gar tabb olunan fiquru qurmaq dc¢un lazim
olan elementar qurmalarm ardicilhgr malumdursa, onda analiz
Inarhabsina ehtiyac galmir.

[ Qurma marhalasi masabni hall etmak lclin lazim olan
gurmalarin (en sads va elementar) ardicilliim gostarmakdan

ibaratdir. pu zaman pargar va xatkesin kémayi ib, gosterilan
%
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ardicilhgla, qurmalari yerina yetirmakls faktiki olaraq talab
olan fiqurun gertyoju ¢akilir.

lz\jsbat marhabsinda qurma marhalasinds qurulmus
fiqurun masaladaki bitin sertlari 0dadiyi go6starilirj Bir sira
hallarda qurulan fiqurun masabda qoyuian sartleri 0demasi
girnna marhabsinda artiq askar gorundr. Bin halda isbata eh-
tiyac galmir.

rasdirma marhabsinda asa§idaki iki suala cavab

verilir:

a) masalenin sertindaki verilan fiqurlar hansi sarti
0dadikda masalanin, halli var?

b) Verilanlarin muxtalif mimkin hallarinda masalanin
neca halli var?

Yuxari ieyilanlari ayani sakilda gdstarmak glin bir
qurma masabsini hall edak.

Masala. Bir tarafma va qalan iki tarafma ¢akibn me-
dianlara gora ticbucaq qurun.

Halli:

Analiz: Farz edsk ki, talsb olunan ABC {cbucagini
gurmusug. AB terafi AMX ve BM2 medianlari AB =c¢,
AMX=m{, BM2- m2 sartlarini 6dayir. Burada c, m\ va mi
parcalari masalanin sartinds veribn parcalardir. Masalanin halli

ABC lchucaginm A, B va C tapa noqtalsrinin qurulmasina
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N\>lirilir. A va B ndéqtalarinin qurulmasi AB parcasinin uc nég-

I 3)ii kimi, hec bir ¢atinlik toratmir.

Sakil 5. Sakil 6.

C nogtasi AM2 va BMXdiz xatlarinin kasisma ndqts-
sidir. Demali M xva M 2 ndgtalari qurularsa, onda C noqtssi ds
(Jurulmus olar, M, va M 2 néqtalari isa uygun olarag AP va BP
$(ialar1 Uzarindadirlar va AMX=m{, BM2 = m2 oldugundan P
nogtesi qurularsa M, va M2 ndqgtalsri ds qurular.

AP=-2m,, BP =~2-m2 oldugundan, (g tersfina gore ABP lg-

bucagini qurmaq olar. Belslikla asagidaki qurma ardicilhgmi
alarig.

Qurma: 1) AB-c pargasini qururug (1-ci elementar

qurma)
2. : 2. "
2) T\ -~T\ va r2- -mi pargalanm qururuq (14-cu

elementar qurma)
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3) (a,h) va {B,r2) cevralarinin kasisma noqtslarindan
biri P noqtasini geyd edak (M5 postulati).

4) AP suasi lzsrinde AMX=m\ parcasmi va BP siasl
Uzarinde BM2 =m: parcasini ayirag (1-ci elementar qurma).

5) C = AMXM BM2 qurulur (M3 postulatr).

ABC talab olunan l¢bucaqdir.

Isbati: AP parcasimn Nx orta noqtasini va BP parca-
sinin N 2 orta noéqgtsalarini qurag. M 2M XN 2N X d6rdbucaglismm
diogonallari kasisma noqtasinda yari bolindiiklarindan o para-

lelogramdir. Demali M2M, =Ar,NV2 va M 2M X|| N XN 2sartlari

odanir. NXN2 ABP (cbucaginin orta xatti oldugundan

AB
N>XN2WAB va NxXN2=—— olur. Buradan M XM 2\\AB va

AB . o
MM 2=-y- alarig. Demali M XM 2 parcasi ABC Ucbucaginin

orta xattidir. Buradan da ¢ixir ki, AMXva BM2 parcalart ABC

tcbucaginm medianlaridir. ABC -nin taleb olunan lg¢bucag ol-
dugu isbat olundu.
Arasdirma: 1) va 2) qurma addimlari hamisa yerina

yetiribndir. Qurmanm 3) addimi isa yalniz va yalniz

-2\1rx-m 2{<c<-2(/m]+m2?0
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® hi 6dandikda yerina yetirilandir. 4) addimi da hamisa yerina
etirilandir.
Gostarak ki, iik dord addimi yerina yetirdikdan sonra

elitmanin 5) addimi da hamise yerina yetiribndir. Haqigatan,

»x)) AM2 va AMXdiz xatlari paralel olarlarsa AM2M B

tUWdbucaghsi paralelogram olar. Onda M 2M X=AB olar. Bu
. o AB o .
r.> ishat etdiyimiz M 2M X= > minasibatina ziddir. Demali

14/, va BM Xduz xatlari kasismalidirlar. 8gar AM2 va BMX
diz xatlari AB duz xattina nazaran M 2M X pargasmm yerlas-

modiyi digar yarimmistevida kasisarbrse onda M 2M X> AB

AB . - .
olarr, Bu da M,M, =—2 munasibatina ziddir. Demali
mosnlanin yalmz va yalniz

m - m
3

Odandikda halli var va bu hall yeganadir (Barabarlik
tbgiqlikls)
84. Qurma masalalarinin kasisma UsuSu ila halli
Qurma masalsalarinin halli Ggun asasan u¢ usul vardir:
K.>sisma Usuiu, ¢evirmabr Gsulu va cabri Gsul. Bu paraqrafda

Lisisma Usulu ib qurma masalabrinin hallindan bahs edacayik.
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Bu Usulun mahiyysti asagidakindan ibaratdir. Qurma

masalasinin halli a] ve a2 sartlarini ddayan X ndéqgtasinin qu-
rillmasina gatirilir. a{ sartini édeyan mustavi noqtaleri ¢oxlu-
gunu Fxile a2 sertini 6daysn noqtalar*oxlugunu F2 ils isars
edsk. Onda aydmdir ki, X e F{f| F2 olacag.

X négtesinin qurulmasi Ggiin F, va F2 coxluglarinm
xatkes va pargarin kdmayi ils qurula bibn olmasi zsruridir.
C'urma masalalarinin kasisma tsulu ila ha/IIi zamani asagida sa-
dalayacagimiz ¢oxluglara tez-tez miraciat olunur.

1) Mistavinin A va B néqgtslarindan eyni masafads yer-
lason butln noqtslarin ¢coxlugu AB parcasinm orta perpendi-
kulyaridir.

2) Verilan diz xattdan verilon masafeda olan nogtale-
rin ¢coxlugu, hamin diz xatts paralel olan va ondan verilan ma-
safada yerlasan iki diiz xattdan ibaratdir.

3) iki paralel diiz xattin har birindan eyni masafada yer-
lasan ndqtslarin ¢oxlugu verilan diz xatbrin simmetriya oxu-
clur.

4) iki kasigan diiz xattin har birindan eyni masafada
yerlasan noqtalarin ¢coxlugu verilan diiz xatbrin amals gatirdiyi
bucaglarin tanbdlanlarini Gzarinds saxlayan va qarsiligqh per-

pendikulyar olan iki diiz xatdan ibaratdir.
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5) Mistavinin AB parcasinin diiz bucaq altinda goérin-
JlQyi batlin noqtalsrinin ¢oxlugu, diametri AB parcasi olan
v vranin AvaB ndéqtalarindan fargli néqtalari coxlugudur.

6) Mustavinin AB parcasimn <p(<p®\80°) bucagi altin-
Hi gorindlyl noqgtslarinin coxlugu ortag A ve B uc noqgtalarina
mulik olan va AB diiz xattina nazaran simmetrik olan iki
<|/Wsdan ibaratdir.

7) Verilan cevranin @{(p *180°) bucag! altinda gorin-
iyt mastavi noqgtalarinin ¢oxlugu, hamin cevra ila konsentrik
olan, radiusu verilmis c¢evranin radiusundan bdylik olan
cevradir.

8) (0,0A) cevrasinin A ndqgtasindan ¢akilan butin ve-
lorbrini eyni A (4 > 0)nisbatindsa bdlen butiin néqgtalar cox-

Ingu, markazi OA diiz xatti Uzarinda olan, bir ¢evradir. (A nog-
1isi bu cevraya daxil deyil). ©gar xlsusi halda A= 1 olarsa OA
p.ircasi hamin gevranin diametri olacaqdir.

Isbati: Diizbucaqli koordinat sistemini ela segak Ki,
koordinat baslangici (O, QA) ¢evrasinin O markazi ila Ust-Usts

JlOjsin (Sakil 7). A ndgtasinin koordinatlart A(-r,0) olsun,

r OA. AB verilan gevranin A ndqtasindan ¢akilan har hansi

vDtordir. M ndqtasi isa bu vatarin AM =A<MB sartini 6dayan

nttgtasidir. B noqtasinin  koordinatlarim  £(*,,>>)) ils, M



noqtssinin koordinatlarini iss M(x,y) ils isara edsk. Pargani

verilan nisbatds bélan néqtanin koordinatlari diisturuna gérs

Sakil 7.

r+Ji Ay}
1+ 4 Y 1+4

A>0 oldugundan AP0, 1+AwO va (1) dusturla

(1)

rmdan alariqg.

1+ 9 1+ a
y

X == X+
1 5| 1+9 Y1 q

(@)

B{xx yX) noqtasi verilan ¢evranin lzarinda oldugundan

X, +y 2=r2olacaq. Buradan



/ r

X+ 4
Demali M noégtasi markazi ' , 0 nogtasinds va
1+n )
Inlitisu ya barabar olan cevranin (zarindadir. Belsalikb,

Mint olundu ki, verilan c¢evranin A ndgtasindan ¢akilan butuin
vMInrbrini T (J1 >0)nisbatinde bdbn ndqtabr (4) tenliyi iis
vrrilan cevranin A ndqtasindan fargli bltiin ndqtabrindaji
ibnrntdir. A ndqtasinin koordinatlari da (4) tanliyini 6dayir.

< 1olarsa (4) tenliyi

(®)

ninrig. Bu isa diametri OA olan cevranin tanliyidir. Isbatt
olundu.

9) Mustavinin verilmis AvaB ndqtalarindan masafab-
einin kvadratlari fargi veribn sabit adads barabar olan néqtaler

< |nfu, AB diiz xattina perpendikulyar olan diiz xatdir.

Isbati: Oij dizbucagl koordinat sistemini eb secak

I'I. koordinat baslangici A noqtasi ib Ust-Usta dissun. i vek-
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torunim istigamati AB vektorunun istigamati ila Ust-sta dis-

stn.

Sakil 8.
Verilan sabit adadi a ila, AB masafasini iss a ib isara

edok. Secilmis koordinat sisteminda A(0, 0) va B(a, 0) olacaq.

M(x,y) noégtasi ugin AM2- BM2=a sarti 6danarss
onda AM2=(x-0)2+(y- 0)2,BM2=(x- af +(y- 0)2 olar.
Yoni x2+y2- (jc- af +y2)=a .Buradan

2ax-a2=a Vo

alarig. (6) tanliyi iss Oij koordinat sisteminda Ox oxuna

perpendikulyar olan diiz xattin tenliyidir. isbat olundu.
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10) Mistavinin verilmis A va B néqgtslarindan ma
In 1.minin sabit a~ adadina barabar olan néqtabrinin ¢ox-
i'icih ?.a2 > AB2 sarti 6dandikds diametrlarindan biri AB par-
S»4 olun ¢evra, 2al- AB2=0 sarti 6dandikda AB pargasinin
"ii 1 noqgtasindan ibarat bir elementli ¢oxlug, 2a2- AB2<0

hi tkbndikds isa bos ¢coxlugdur.

Isbati: AB =a isara edsk. O ij duzbucagh koordinat

" I-mini els seg¢ak ki, koordinat baslangici A noqtasi ils Ust-Us-

1" dl.ssun, i vektorunun istigamati iss AB vektorunun istiga-
Il »lindo olsun.

Bu koordinat
JflI*ininda  A(0, 0) wva
(<, 0) olacag. Farz
o[ >K ki, 7V(x._y) noqtasi WA | B«
iMin AN2+BN2=a2

Y<il ddanir. Sakil 9.

M1 miinasibati koordinatlarda yazsaq, alariq:
X2+y2+(x-a)2+y2=a?2
Biradan 2x2- 2ax +a2+2y 2=a2almnar.

Borabarliyin har iki tarafini 2-ys bdlsak,
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X2-ax +~—+y2=a2 vaya

(7)

olar.
Gorindiyu kimi 2a2>a?2 va ya 2a 2> AB2 sarti 6da-
riarss, (7) tanliyi markazi noégtasinds basga s6zls dessk

AB parcasinda orta ndqgtasinda, olan ¢evranin tanliyidir.
9gar 2a 2=a2=AB?2 sarti ddanarss (7) tanliyi
( aV
X +y2=0
I 2j
soklina dusar ki, bu tenliyi de yalniz bir négtenin, AB parcasi-

11m orta noqtasinin koordinatlari ddayar.

2a 2 <a?2 olarsa (7) tanliyini koordinatlari haqiqi adad-
lar olan he¢ bir néqtanin koordinatlari 6damaz.

Isbat olundu.

11) Mustavinin verilmis A va B ndqgtalarindan ms
falarinin nisbati sabit J1(/1p\) adadina barabar olan ndqtsle-
rinin ¢oxlugu markazi AB diz xatti Uzerinde olan cevradir.

(Appolini gevrasi)
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Isbati: AB =a isars edek. B ij diizbucagh koordinat

niinnini els se¢ak ki, koordinat baslangici B noqtesi ile Ust-

n 11 iliissin.

| vektorunun istigamati iss BA vektorunun istiga-

m.)!mda olsun ($akil 10). Bu koordinat sisteminda A(a, 0) va

/1(().0) olacag. Ferz edsk ki, M(x,y) noqgtesi eladir Ki,
M/ AMB sarti 6danir.

Bu barabarliyi koordinatlarda yazsaq alariq:
V(x- aY +y2=nJx2+y?2l

Bu barabarliyin har tarafini kvadrata yuksaldib, oxsar

li.ulbri islah etsak alang:
(I- 2)x2+(1- MR)y2- 2ax+a2=0
N ¢ loldugundan aldigimiz barabarliyin har tarafini

I J1” 0 ifedasina bdlsak:
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2 2ax a

2
X+ —+ =0 vaya
y 1-d2 1-N12 g
a' a
X — +Yy
\ 1-N2 (1-92)2 1-n2
Buradan da
/ a at iy
X - +y (8)
VvV 1-T
tonliyi alinir ki, bu da markszi C - nogtasinds,

. . A . L ; .
radiusu isa r = olan g¢evranin tanliyidir. C noqgtasinin
li-9 2

AB diz xotti Uzerinde olmasi aydindir. (Ordinati 0-a
barabardir). Bu ¢evraya Appoloni cevrasi deyilir. Kasisma su-
lu ile hall olunan qurma masalalarina bazi misallar gdstarak.

Massala 1. Verilan a ve b paralel diiz xatlerina toxu-
nan, verilmis M ndqtasindan kegan ¢evrani qurun.

Halli:

Analiz. Farz edak masala hall olunub va talsb olunan
@ ¢evrasi qurulub. “ygevrasinin markazini O ila isare edsk.
Bgar 0 nobqtssini qura bilssk onda (O, OM) cevrasi talab
olunan o cevrasi olacaq. Belalikls, masalanin halli talsb olu-

nan ¢evranin O markazini qurmagda gatirilir.
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O nogtasi isa asagidaki jx
il I's.nti édayir:
1) O noqgtasi 6 ys 0O
brinlel duz xstisrindan eyni
in >safadadir.
Sakil 11, a

2) ©gar a ve bparalel duz xatleri arasindaki masafani
[ ilo isara etsak, onda OM =— olar. a va b paralel diz xat-
I nindon eyni masafads yerbsan bitin négtalrin ¢oxlugu hamin

i(l/ xatlarin simmetriya oxudur. M ndéqgtesindan iss — me-

(

ALxb yerlasan bitin ndgtalarin coxlugu "M 9d—\ cevrasidir.
Vv

huradan da asagidaki qurma tsulu alinir.

Qurma. 1) Veribn a va b diiz xatbrinin har hansi AB
othu| perpendikulyarini ¢akak.

2) AB duz xattinin a va b paralel diiz xatlari arasmda
ililan  AB parcasinin m orta perpendikulyarini cakak.
f  TIMJAB nogtasi AB parcasmm orta noqtasidir.

3) (M,AC) cevrasini ¢cakak. m diz xatti ib (M,AC)
ervusinin kasisma ndqtalarindan birini O ib isars edak.

4) (O, OM) c¢evrasini ¢okak.
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Bu ¢evra talab olunan gevradir.

Isbati: Qurmaya géra (O, OM) cevrasi M ndqtsisndan
kecir. OM = AC =—AB =-d oldugundan (6, OM) cevrasi

haT a,hat da b diz xattina toxunur.

Arasdirma: Aydindir ki, masalanin ancag onda halli
olar ki, m duz xatti iis (O, OM) cevrasinin ortaq néqtesi
olsun. Hallarin sayl hamin ortag ndqtslarin sayina barabardir.

Uc hal mimkiindir.

1) M noqtasi a va b paralel diiz xatlarinin arasr
yerlasir. Bu halda m diiz xatti ile M ndqtssi arasindaki masafs
p(m,M)<AC olar. Demali m duz xeatti ila (O, OM)
cevrasininiki ortaq noqtasi olacaq ya masslanin iki halli var.

(Sokil 11, b)

C
&
Sakil 11, b
2) M noqtasi a va b diuz xatlarinin birinin Gzarinda

Bu halda p(T,M)= AC. Demali (M,AC) c¢evrasi m dizxat-

tina toxunur. Masalanin yegana halli var.
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3) M nogtesi a va b paralel diz xatlarinin arasindaki
- IMin xaricindadir. Bu halda AC oldugundan m
flul ili ils (M,AC) cevrasi kasismir. Demali masalanin halli

.stndur.

Masale 2. Xaricine c¢akilmis cevranin R radiusuna,

I <) bucagina ve mb mediamna géra ABC ugbucagini

tjtinin.

Halli:

Anaiiz: Farz edak ki, talab olunan ABC lcbucagmi qur-
imrtug. (Sakil 12)

n= ¢, BD = mh. Ucbucagm
*1n inn ¢akilmis R radiuslu cevrani
hi il isaro edsk. o=(0,R\BC
I4x11 (n cevrasinin BAC qo6vsinin
iNilviri nogtasindsn @ bucagi altin-

-li gMnar. Sakil 12.

n
Basqa soOzls, ixtiyari AeuBAC ugin BAC =(p

ediit ni|dir.
/»r ('A ndqgtesi isa (B, Tb) ¢evrasinin Uzarinds olacag. Digar

" 'U»libn, D néqtesi CA vatari A =1 nisbatinda bolur. Yuxarida
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8>ci ¢oxlugun xassasine gora D noqtasi diametrlerindan biri
OC parcas! olan cevranin lzearinds olacaq. Buradan asagidaki

gurma dsulu alinir.
Qurma: 1) « = (06,r) cevrasini ¢akak.

2) ixtiyari Bem va Axe o ndqtaleri gotirib els

n
< BAX quraq ki, BAXC = @ olsun va Cgd) sarti 6dansin. B

va C noqtslari axtarilan Ggbucagin iki taps noqgtasi olsun.
3) Diametri OC pargas! olan cox gevrasini qurag.
4) co2 =(B,BD) ¢evrasini qurag.
5) D e cox[1co2 nogtasini geyd edak.
6) CD sulasi ila oo cevrasinin kasisma ndqtasini A ila

isara edak. AABC talab olunan tgbucaqdir.

A
Isbati: Eyni qovse sdykandiklari Gcliin A = BAXC ={

olar. isbat etdiyimiz kimi Ceco noqtasindan ¢akilan vatarlari
A= 1 nisbatinda bélan bitiin ndqtabr diametri OC olan ¢evras-
nin Gzarindadir ve tarsina. Demali CD=DA olur. Demali
BD = mb. ABC lchucaginm B tepssindan ¢akilan medianidir.
Qurmaya gore ise AABC -nin xaricina c¢akilmis cevranin

radiusu R-3 barabardir.
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Arasdirma: Masalanin halli olmasi G¢lin qurmanm 5)-

eI nddiimndaki oo} va co2 gevralarinin kasisan olmasi iicin ham

vV 1)

(ByLb). Bu iki ¢evranin markazlari arasmdaki masafani

I hi kosinuslar teoremina gore

4 V4
Cevralarin qgarstligh vaziyyasti haqqinda teorema gors

Itcorem 2) oxva co2 cevralarinin yalniz

stlilngda ortag noqgtaleri olur. Demali (*) sarti 6dandikds
mi . >hnin yegana halli olur, édenmadikda masalanin halli
VOMiur.
85, Qurma masalalarinm c¢evirmalar Gsulu iis halli
Qurrna masalalarinin hallinds ¢ox vaxt mistavinin
m()\blif handasi c¢evirmalarindan istifads olunur. Bela ¢evir-
"I 3»/ misal olarag mustavinin harakatinin miuxtalif novlari

m in iimmetriyam, paralel kd¢irmani, dénmani ve s. gdstarmak
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olar. Eyni zamanda harakat ¢evirmasindan fargli olan oxsar
cevirmadan, oxsar gevirmanin xususi hah olan homotetiyadan,
inversiya ¢evirmasindan da istifads olunur.

Ovvalca simmetriya tsulunun kdmayi ila bir masalanin
halli Gzarinds dayanag.

Masala 1. iki yx va y2 cevralari, a diiz xatti vo ABC
barabaryanli Gg¢bucagi verilmisdir (AC=BC). ABC lcbucaginm
oxsar ele MNR ugbucagini qurun ki, M e/,, N e y2 va R ts-
pasindan kegan hindurluk adiiz xatti ile Ust-Usta digsln.

Halii:

Analiz. Talab olunan MNR g¢bucagmm quruldugunu
farz edak.

Meyx, Ney2 MNR barabaryanli Gcbucaginm
hiundlrliyld a diz xatti (zarindadir. a diiz xattina nazaran Ox
simmetriyasina baxag. Bu simmetriyada M noqtssi ils N

noqtesi da simmetrik olacag. yx cevrasi ils a diz xattina

nazaran simmetrik olan yz gevrasini qurag.
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Sakil 13.

N négtesi M e yx noqgtasi ila simmetrik oldugundan,

n
e ys olar. Buradan isa J/lre”2TM1/3 alarig. (p=BAC isars

n
*4'K NMR = (p oldugundan asagidaki qurmalar almar.

Qurma: 1) a duz xattine nazaran y{ cevrasi ils
unniMbrK olan yr cevrasini quraq.

2) y2 va /3 cevralarinin kasisma ndqtalarindan birini N
sI»iyirocdok. N e y2IMy®s.

*) a diz xattine nazaran N noqtasi ila simmetrik olan

I 1 tgtosini qurag.
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4) MN stasindan baslayarag verilan <=ZBAC
bucagma barabar olan ZNMR ayiraq.

5) R =al MR olsun.

6) AMNR -i qurag. AMNR talab olunan iichucaqdir.

Isbati: AABC va AMNR barabaryanli iigbucaqdirlar.
Oturacaga bitisik bucaglari barabar oldugundan
AMNR ~MBC olar.

Arasdirma: Masalanin hallinin varligi Scevralarinin
garstligh vaziyyatindan asilidir.

I hal. ©gar y2 va y3 cevralari kasismazlarsa onda
masalanin halli yoxdur.

Il hal. ©gar y2 va y3 cevralari toxunurlarsa onda
barabarlik dagiqlikla masalanin yalniz bir halli var.

Il hal. ©gar y2 va y3 ¢evralari iki ndqtada kasisirlarsa
barabarlik daqgiglikla masalanin iki halli vardir.

IV hal. ©gar y2 va yb cevralari ust-lste disarlarse
masalanin sonsuz sayda halli var.

indi da paralel kéciirma metodu ib hall olunan bir
qurma masalasini nazardan kegirak.

Masala 2. iki qarsi tarafina va ii¢ bucagina gora gabariq
dordbucaglh qurun:

Haili:
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Analiz. Talsb olunan ABCD ddérdbucaglisinm qurul-
lip.anu farz edak (Sskil 14). AD =a, BC =b ddrdbucaglinin

elibn tarafleri va ZA =(p, ZB =1, ZD =8 ddrdbucaglinm
eerilon bucaglaridirlar.
i'bsolanin sartinden aydmdir ki,

0 ip<180°,0<S <180°

olmahdirlar. BC terafini BA
vektoru qadar paralel kogurak va
Imun obrazmi AE ile isare edak.

NBCE fiquru paralelogram oldugundan Sakil 14.

MAE = 180° - B =180° - y/, AEC =y olar.AED li¢cbhucagmda

Iso0 U¢c element: AD =a, AE=BC =Db teroflori ve onlar

urasindaki EAD =A- BAE =<- (180° - 4) =+ 4 - 180°
bicadi malumdur. Onda asagidaki qurmalar alinir.

Qurma: 1) har hansi duz xatt Gizarinds AD = a parcasi
ayiraqg.

2) AD suasindan baslayaraq Olgusu (p+y/- 180°-y3
borabar olan MAD bucagini ayiraqg.

3) AM slasi uzarinda AE=b pargasim ayirag.

4) DA suasmdan baslayarag M ndqtasinin yerlasdiyi
yarimmistavide < SDA = 6 bucagini ayiraq.
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5) EA suasindan baslayarag D ndqtassinin yerlasmadiyi
yarimmustavide < AEK =1/ bucagini ayirag.

6) C =EKC\DS

7) C noqtasindan baslayarag EA sUasi ila eyni
istigamatli olan CP stiasini qurag.

8) CP stiasi uzarinda CB =b parcasmi ayiraqg.

Aldigimiz ABCD dérdbucaqlisi teleb olunandir.

Isbati: ABCE fiquru paralelogram oldugundan BC =b

sorti danar. (Qurmaya gora iss AD =a)
ABC =AEC =4/ . BAE = 180 0 - v

A =BAE = 180- -y/ +p+f - 180- =<p

Qurmaya g0ra iss AD =a.

Demali ABCD taiab olunan ddrdbucaqghdir.

Arasdirma: Qabarig dordbucaglinin bucaglari cami
360°-ya barabardir. Demali (p+y/ +0< 360° olsa masalanin
yegana halli var. ©ks halda masalanin halli yoxdur.

indi da dénma Usulu ila qurma masalalarinin hallini
nazardan kecirak. Onca onu geyd edak ki, bu usul ila masala
hall edarkan dénma cevirmasinda ndqtanin, diiz xattin va ¢ev-

ranin obrazini qurmagi bacarmaliyiq.
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I arz edak ki, mistavinin O noqtasi atrafinda verilan @
« m lipdar dénma cevirmasi verilib. Bu ¢evirmada veribn M
mifi . mm va a duz xattinin obrazim qurmaqg lazimdir. (Sakil

>

Sokil 15.

Ogar M noqtasi O noqtasi il Ust-liste digarssa, onun
[Mun/j (Inonun 6zu olacaq. Farz edirik ki, M noqtasi O noqtasi
il 11 (Ists dismir. (O, OM) cevrasini qurag. OM suasindan
| « Invnraq veribn (p bucagini ayiraq. Bucagm ikinci tarafinin
« un ib kasisdiyi M' noqtasi bu dénmada M ndéqtasinin
"bin, lolacaq.

<9 duz xattinin dénmada obrazmi qurmaq dglin O

u*l wden a diz xattine OA perpendikulyari ¢akilir. A nog-
« rmn () noqtasi atrafinda @ bucagi gadar dénmada A obrazi

w0l A" nogtasindesn OA diiz xattina ¢akibn a' perpen-
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dikulyar duz xatt a duz xattinin O ndqgtssi atrafinda (p bucagi
gadar donmada obrazi olacag.

(C,r) cevrasinin O noqtasi atrafinda (p bucagi gadsr
dénmada obrazmi qurmaqg ug¢tin C ndgtasinin bu dénmads C'
obrazi qurulur. (C',r) cevrasi (C,r)cevrasinin obrazi olacag.

Masala 3. A ndqtasi va bu négtadan kegmayan iki a
va b dtiz xatlari verilmisdir. Tapalarindan biri A néqtssi ils
tst-Oste dusan, digar iki tapasi a va b diz xatbrinin lzasrinds
yeriasan barabartarafli licbucaq qurun:

Halli:

Analiz. Farz edsk Kki. tabb olunan ABC ugbucagmi
qurmusug. Beb, Cga. b diiz xattinin A noqgtasi atrafmda
(0= 60° li bucaq gadar dénmasin-
de B néqtssinin obrazi, b diz
xattinin obrazi olan b' diiz xatti
ib a diz xattinin kasismasi olan
C noqgtasi olacaqdir. ©gear C ndg-
tasini qursaq, B ndqtasini da asan-
ligla qura bibrik.

SakiS 16.

Qurma: 1) b diz xsttinin A ndqtssi atrafmda (p= 60°

bucaq gadar donmasindan alinan b* obrazmi quraqg.
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Y (¢ a{ib’
) (1, AC) cevrasi ib b diiz xattinin kasisma ndqgtasini

M| 1) edok.
1) I >pn néqtabri A, B va C ndqtslari olan lc¢bucaq ta-

*1himiin (Igbucaqdir.
libiiti: Birbasa qurmalarda aiimr.
Xa.sdirma. b diz xattini A ndqtasi atrafi strafinda
I<" olmagla, iki mixtalif, bucaq gadardéndarmakla onun
I H,yJil' b va b obrazlarim alarig. Masalanin hallarinin
nl v) bn duz xatbri ile a diz xattinin kasismasindan
4imi.......qbbrin sayma barabar olar. Asagidaki hallar ola biler.
[|) a va b diz xatleri arasindaki bucag 60° vs 120°-
lavl "|li oldugda b' va b" diiz xatbri ib adiz xattinin iki ka-
-l«v1 . nOgiosi alinar. Demat masalanin yalniz iki halli olar.
I» a va b diz xatlsri arasmdaki bucaq 60° ve ya 120°
. Ml noMuqgda b' va b" diz xatbrindan biri a duz xattini ks-
mwm iso ya ona paralel olacaq, ya da onunla Ust-lsts
s « | Wirinci halda masabnin yalmz bir halli olur.
| <vmi cevirmanin tatbigi ib qurma masablarinin
Ini Inr.iKj. Bu 0Osulun mahiyyasti asagidakmdan ibaratdir:
M. V& - wmxlarilan fiqur ib oxsar olan fiqur qurulur; sonra bu

< "in Utiuyi ib axtarilan fiqur qurulur.
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Adatan bu usul ila qurma masalalari hall edilarkan axta-
rilan figura homotetik olan fiqur qurulur. Bu sababdan ds
miayyan ndéqtelarin homotetiyada obrazlarim qurmaqg zsruri
meydana ¢ixir. Daha dogrusu, hals orta maktabdan malum olan
asagidaki masala tipinde masalalari tez-tez hal! etmak lazim
gelir.

Masala. Markazi O ndqtasinde olan homotetiyada har
hansi A noqtssi ve onun A obrazi verilir. Verilan B néqtasinin
B' obrazim qurmagq talab olunur.

Halll: ©vvalca B néqgtesinin OA diuz xatti Uzarinda ol-
mayan hala baxaq. O markazli homotetiyada AB diz xatti ona
paralel olan m' diiz xattina kegacak. B' ndqtasi m' dlz xatti

ila OB duz xattinin kasisma ndgtasi olacaq (Sekil 17 a).

Sakil 17.
9gar B noqgtasi OA diiz xatti Uzarinda olarsa, avvalco
OA diiz xatti lzarinds olmayan har hansi N ndqtasinin N' ob

razini yuxaridaki gayda ils qururug. Sonra isa N noqgtesi v>
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[lim N' obrazindan istifads edib B' ndqtesini qururuq (Sakil
I/ b).

Yuxaridaki masaladan istifads edasrak, har hansi h duz
*Tww da veribn homotetiyada obrazmi qura biiarik. Bunun
[IStn iMinin diiz xattin Gizarindaki ixtiyari bir négtenin obrazim
v hing. Sonra iss hamin nogtadan verilan diiz xatte paralel

lilg =i kegiririk (Sakil 18 a).

Sakil 18.
() markazli iki A va A noqtesi ib veribn homoteti-
I "1: h,n hansi oo cevrasinin obrazim qurmag Ucin, bu cev-
eMHM |l markazinin va har hansi C ndqtasinin obrazim qurrnaq
| 11\ »Idir (Sakil 18 b).
IMosola 4. Perimetrina va iki bucagina gora Uc¢bucaq

e[tiut,

ILilli: ©vvalca masalanin goyulusunu bir gadar daqiq-

I Inx bizden eb bir ABC Ug¢bucagl qurmaqg tabb olunur ki,
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0 Ugbucaqg ,&-q>b§ =y/ va AB+BC+AC=p sartlarini 6dasin.
Burada < y/ va p gabagcadan verilmis fiqurlardir.

Analiz. Farz edsk ki, masala hall olunub va talab olu-
nan ABC lcbucag qurulub. Bu lUcbucaqg ZA =¢, ZB =y/ va

AB + BC + AC = p sartini ddayir (Sakil 19, a)

Sakil 19.
Bucaglarmdan biri <p-, digari iss y -ya barabar olan
ucbucaglarm hamisi ABC lcbucadr ils oxsar olacag. Oxsal
ucbucaglarimn taraflarinin nisbati iss onlarm perimetrlarinin

nisbatina barabardir. Homotetiyadan istifade edarak, talab

olunan tcbhucagi asagidaki kimi qura bilarik:
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Qurma. 1) ZA-(p,ZBX=y/ sartini ddayan har hansi
<m( , (Ichucagim qurag.

2) ABXCX Ucbucagimn perimetrini px ile isara edak.
I/, yunsi Gzarinds ADX=pxva AD = p pargalarini ayirag.

3) A markazli va Dx ndqgtesini D ndoqtasina kegiran
1*wW)lc(iyada Bx ndqgtasinin B obrazini ve C, ndqtasinin C
Hi'tn/mi qurag.

Alinan ABC tcbucag! talab olunandir.

isbati:  ABXCXve ABC iicbucaglari homotetikdirlar.

v lioinotetiyani h ils, onun amsalini iss m ils isara edsk.
I W(,),# =h(BX,C =h(CX oldugundan AD = me+ADX

n n
in A=cpB=y/ olmasi da aydmdir. AB=m-ABX

H ni-ACx, BC = m- BCXoldugundan

AB + AC + BC = m «sABX+ m *ACX+ m «B)XCX=
m(ABx+ ACX+BXX=m- px=m- ADX=AD =p

I)emali ABC talab olunan t¢bucaqdir.

Arasdirma. 9gar p +y/< 180° olarsa massalanin hall
vwH v.) ycganadir. ©gar q+y/> 180° olarsa masalanin halli

Amlnr.
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§6. inversiya. Qurma masalalarinin inversiya
asulu iis halli
Tutag Ki, bize miistavi Uzarinds (0,r) cevrasi verilib.
Mistavinin O noqgtasindan fargli butlin négtalari coxlugunu EO
ilo isars edak. Har bir M e EO noqtesilia OM sliasi Uzarinds
yerlasan va OM OM' =r2 sertini 6deyan M' ndqtasini garsl
goyag. EO c¢oxlugunun bu cir cevrilmasina (0,r) cevrasinft

nazaran inversiya va ya sadaca inversiya deyilir. (Sakil 20.)

(0,r) cevrasina inversiya ¢evrasi, O noqtssina inversi-

yanin markazi, r2-na isa inversiyanin daracasi deyilir. inversi-
yanm tarifindan gorinir ki, agar inversiya zamani M noqtssi
bl' noqgtasina inikas olunursa, onda M' noqtasi d@ M noqte-

sina Inikas olunur. Inversiya cevrasi zarinds olan ndqtalar iso
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Hit dliinUlirlar, yani 6z-6ziina inikas olunurlar. Verilan inver-
| w'UHenin obrazmin qurulmasina baxag.
M.isala. inversiya 10,r) gevrasi ila verilmisdir. Verilan
W i*Mji.isinin bu inversiyada M * obrazini qurun.

lir>lli: ©gar M noqgtssi (0,r) c¢evrai (Uzarindadirsa

niill 1 «>itun obrazi els 6zl olacagdir. ©gar M ndqgtasi (0,r)
>* x| \nricinda olarsa (Sakil 21) onda OM suasi ¢akak. Sonra

I imrtrbrindan biri OM parcasi olan o ¢evrasini qurag. @
..... ‘m(O,r) cevrasinin kasisma ndqgtalari P va Q olsun.
OM Ifi/ xatti il PQ duz xattinin kasisma ndqtssi olan M’
v u-1 M noqtssinin obrazi olacaqgdir. Bunu ishbat edak. MP
*« Hn (lii/. xatbri (0,r) cevrasina toxunan olduglarmdan
IWSt \1 OM'P bucaglan diiz bucaq olacaqglar. Buradan alinir
L. »'/’al ~ AOMP (bir iti bucaglan barabar olan diizbucagl
LlIwn kit kimi). Demali

OM —Q—P— Vo ya 6|\l{(5nl\\/l‘1 - 0P? =17
OP om

)\\m M négtasi (O,r) cevrasinin daxili négtasi olarsa,
sa-itihl.iIki qurmani tarsina icra etmakle M' ndqtesini qura
tMIHIK

)iz xntt va cevra kimi asas qurma fiqurlannm inversi-

H I>"I'l.i/larim lapmag dgln biza inversiya ¢evirmasinin ana-
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litik ifadasi lazim olacaq. O i j dizbucagl koordinat sistemini
ela se¢ak ki, koordinat baslangici inversiya ¢evrasinin markazi
ilo Ust-Usta dussun.

Farz edak ki, M(X,y) noqgtasi EO coxlugunun ixtiyari
nogtasidir. M'(x',yr) isa onun obrazidir. inversiya cevirmasi-

nin tarifindan gorindr ki,

<wl'=n-w, N1>0 vo OM'OM =r2
Bu barabarlikdan alinir ki,
X' =AX,y'=Jy Q)
Skalyar hasilin tarifindan alinir ki,
XX +yy' =r2 @)
X' va y' dayisanlarinin (1) munasibatlarindski giymat-

larini (2) da yerina yazsaq n[x2+y2)=r2almir. M néqtesi O

r2
rtégtasindan forqli oldugundan =— alarig. J1-nm bu
X +y

giymatini (I)-ds yerina yazsaq alariq:

= = Y (3)

dgar M'(x’y") nogtasi M{x,y) nogtasinin obrazi iss
onda inversiyanm tarifma gora M(X,y) noqtasi doe M'(x",y")

nogtasinin obrazidir. Onda (3) dusturlarindan alariq:
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Indi ise inversiyada diiz xattin obrazi hagqinda asagida-
" lirorcmi isbat edsk.
Teorem 1. O inversiya markazindan kegan diiz xatt (O
liisini ¢ixmagqg serti ils) iversiya zamani 6zilna, inversiya
m irkozindan ke¢mayan diz xatt isa inversiya markazindan
Iyv>n ¢evraya inikas olunur.
isbati: Inversiya gevirmasinds inversiya markazindan
I I'von diiz xattin O ndgtasindan fargli nogtaleri bu diiz xatt lize-
utub olan néqtalers inikas olundugundan teoremin birinci his-
1 »sinin isbati aydmdir. Indi farz edsk ki, diiz xatt inversiya
imrkazindan ke¢mir. Koordinat sistemini yuxaridaki gayda ila
mVSak, hamin diz xattin tanliyini Ax +By +1= 0 tanliyinda x

\.I y dayisanlari avazina onlarin (3) ifadasindaki giymatlarini

yuzsaq

X'2+y'2+ArX'+Bry'=0 (5)
MN-vra tanliyi alinar. (5) tanliyinda sarbast hadd sifir oldugun-
thni, onun koordinat baslangicindan kegan cevranin tanliyi ol-
dngu analitik handasa kursundan malumdur.

leorem isbat olundu.



Notica: inversiyada, O inversiya markazindan
kegrnayan d diiz xatti (C, r) gevrasina inikas olunursa, onda
C'C diz xattiile d duz xatti garsiligh perpendikulyardirlar.

Isbati: (C, r) cevrasinin (5) tanliyindan onun markazi-

: : . Ar2  Bir
nin koordinatlarmi tapa bilsrik. C ) Onda

— X Ar: Br2/ ) -
O C - vektoru d diz xattinin n(/1,B) normal
vektoru ila kollienardir. Demali OC diiz xatti d diz xattina

perpendikulyardir. Natica isbat olundu.

a) b)
Sakil 22,
Bu naticadan istifads edarak, inversiya cevirmasinds d
duz xattinin obrazini asanligla qurmaq olar. ©gar d diz xatti
O inversiya markazindan kegirsa onda onun obrazi els 6zl

olacaqdir. ©gar d diiz xatti O inversiya markazindan ke¢mir-
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onun obrazini asagidaki kimi qurmaq olar. O ndqgtesindan
[ duz xattina OH perpendikulyarmi endirak. H ndqgtasinin
(G,r) cevrasina nazaran inversiyada H' obrazmi qurag. Dia-
metrlardan biri OH' olan oo d diiz xattinin obrazi olacag.
(tfakil 22, a) halinda d duz xatti y inversiya gevrasini kasmir,
b halmda kasir.

Teorem 2. (<9,r)cevrasina nazaran inversiyada O mar-
Lozindan kegan gevra (O noqtasini ¢ixmag sarti ila) inversiya
inorkazinden kegmoaysn d diz xattina inikas olunur. O in-
versiya markazindan kegmayan cevra isa, O markazindan kec-
mayan ¢evraya inikas olunur. O rndqtasi hamin cevralarin mar-
k.zbrini birlasdirandiiz xattin Uzarinds olur.

fsbati: Tutagki,

X2+y2+Ax +By +c=o (s)

haslangici O inversiya markazinds olan O ij koordinat siste-
1inda har hansi o c¢evrasinin tanliyidir. Bii tanlikda x va y da~
yisanlarinin yerina onlarin (4) barabarliklarindaki ifadalarini

yazsag, onda co ¢evrasinin cd obrazinm tanliyini alariq.



Buradan ise

C(x2+y'2)+Ar2x' +Br2y' +r* =0 )

tanliyi alinar. ©gar  cevrasi koordinat baslangicindan kegar-
s9, onda onun O ndqtasindan fargli olan bitin noqgtalari tgun
C=0 oldugundan, bu ¢evra r2"' +Br2y' +r* =0 diz xattins
inikas olunar. ©gar o c¢evrasi koordinat baslangicindan keg-
mirsa onda onun co' obrazinm tanliyi (7) tanliyi olacaqdir. (7)

tenliyi isa ¢evranin tanliyidir. (s) va (7) tanlikbrindan o va

{ Ar2 Br2n
Vo

co' gevralarinin uygun olarag r 2C 2C/

markazlarini tapa bilarik. Bu noqgtalar va 6(0,0) noéqgtasi
Bx- Ay =0 tonliyi ile verilan diz xattin (zarindadirbi.
Teorem isbat olundu.

Teorem 3. Tutaq ki, bize coxve c02 kimi iki fiqur veril
misdir. Beb ki, cox ya diiz xatt, ya da ki, cevradir. co2-isa gev-
radir. ©gar cox va co2 har hansi M ndqgtssinda (M noqtasi O in

versiya markazindan fargli néqgtadir) bir-birina toxunarlars;l,

t t
onda onlarin cox ve co2 obrazlari da M négtasinin obrazi olan

M ' noqtasinda bir-birina toxunarlar.



Isbati: co{ va o2 fiqurlarmin har ikisi inversiya marka-
hu kecmir. Demali, agar onlar toxunurlarsa, onlarm obraz-
IMinm da bir ortaq noqtssi olar. & va o2 fiqurlannin obrazla-

fiuin ortaq nogtasi onlann toxunma ndqtasinin obrazi olacaqg.

/ |
I' 'inn néqte inversiya markazi olabilmaz. Demali Vo 002

I |inlurt da toxunarlar. Teorem isbat olundu.

Ishbat etdiyimiz l¢ teorem inversiyanin vasitasi ib qur-
L hallinds muhim rol oynayir.

Masala. iki cevra va bu cevralar iizarinds olmayan ndg-
» Ililmisdir. Verilmis noqtadan kecan va verilmis cevrabra
| =L gevrani qurun.

Holli:

Analiz. Farz edak ki, veribn A ndqgtasindan kegan, veri-

l'm n), vo (02 cevrabrina toxunan y cevrasini qurmusug.

IV’I'l 23). Markazi A noqgtesinda olan ixtiyari cr g¢evrasini
s | ™ o cevrasina nazaren inversiya ¢cevirmasina baxag. A
Vb1 »I mvcersiya markazi oldugundan, onun obrazi olmayacagq.

* evi.winin obrazi inversiya rnarkazindan ke¢mayan y' duz

t
LoH Dlicag. «€x cevrasinin obrazi ocox c¢evresi  va o2

| |
mm obrazi o2 gevrasi olar. y' diiz xatti ham cox hamda
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asasan asagidaki qurmalari apamiaq olar.

Sakil 23.
Qurma: 1) Merkazi A nogtssinda olan ixtiyari cj

cevrasini qurag.

f
2) g Gevrasing nazaran inversiyada cox gevrasinin ax

obrazini quragq.

3) < cevrasina nazaran inversiyada ©o2 cevrasinin

t
(a2 obrazim qurag.

4) ox va ox cevralarinin els ortag y' toxunanini

¢akak ki, 0 A noqgtasindan kegcoemasin.
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ilultic: (y toxunam A néqtssindan ke¢gmadiyi ¢lin onun obrazi
11 0lacaq). y talab olunan gevra olar.
Isbati: y cevrasinin cox va o2 cevralaring toxunan
t Uiij>u 3-cu teoremdan alinir. y' diz xatti inversiya marka-
ml.in ke¢madiyi Gglin onun y obrazi inversiya markazi A-dan
| »1, 7ICOK.

Arasdirma: 9gar cox va 002 cevralarinin biri digarinin

f

liMiinda yeriasirsa va toxunmurlarsa onda Vo 002 cevra-
Inlds toxunmurlar va biri digarinin daxili oblastinda yerlasir.
Ili hialda masalanin halli yoxdur. ©gar & va o2 ¢evralari bir-
I'inno daxildan toxunurlarsa bu halda A néqtessi ¢evralarin xa-
mn oblastmdadirsa masalanin sonsiiz sayda halli var. A noqgtasi
Vi'vralarin  cox va 02 c¢evrasinin xaricindadirsa va ya ka-

i/irlarsa, A nodqtasi hamin gevralarin xaricindadirsa, bu halda

masalonin hallarinin saylr co] ve o cevralarinin kasisma
110gtalarinin sayina barabardir.
87. Qurma masalalarinin cabri Gsulla halli
Tutag ki, har hansi e vahid pargasi segilib. Segilmis

fticti vahidi ile uzunluglart uygun olaraq adadlarina
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barabar olan a,b,...,I parcgalari verilir. Els x parcasi qurmaq
t.alab olunr Ki, onun x uzunlugu verilen adadlari ils

x =f(a,b,...,1) (1)
diisturu ila ifada olunsun. Aydindir ki, pargamn uzunlugunu
bildiran a,b,...,I adadlari hamiss musbat adadlar olur. Bels
cixir ki, (1) duasturu ils hesablanan x adadi ds x pargasinm
uzunlugu oldugundan misbat adad olmalidir. Beb bir sual
meydan ¢ixir: (1) dusturu ils tayin olunan x adadi 6l¢u vahidi-
nin secilmasindan asili olmayaraq, hamiss eyni bir par¢canm
uzunlugunu ifads edirmi?

Tutaq ki, bize f(a,b,...,1) ifadasi verilib. ixtiyari
misbat a,b,...,I ve 't adadiari dlc¢lin f(a,b,...,1) wve
f(ta,tb,...,tl) ifadslarinin manasi varsa va bu ifadalar t¢in

f{ta,tb,...,tl)=tf(a,b,..j) ()
sorti 6danarse, onda f(a,b,...,lI) ifadasina bir daracali bircins
ifada deyilir.

Teorem. a,b,...,| adadlari veribn a,b,...,| pargalarinin
uzunluglart oldugda (1) disturu ib tayin olunan x adadinin
Olct vahidin secilmasindan asili olmayaraq hamisa eyni par-
canin uzunlugunu ifads etmasi Ucun zaruri ve Kkafi gort

/(a,s,...,/) ifadasinin birdaracali bircins ifada olmasidir.
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Isbati: ®vvalca sortin zaruriliyini gdstarak. Tutaq ki, e

o 1 ahlidi secildikda pargalarinm uzunluglarr uygun
*mi'iing adadlarina barabar, e parcasi 6l¢i vahidi se-
slhlikila parcalarinm uzunluglari a\b\...,I' adadls-

lorabar olmusdur. Onda els t musbat adadi var ki,
a'=ta, b'=tb, ...J" —tl 3)
Buna gore do
x' =f(a',b',...,r) =f(ta, tb,
9gar x =f(a,b,...,1) ve x’=f(a',b',...,r) adadlari
in bir x parcasinin muxtalif 6l¢t vahidlsri ils uzunlugunu
lliul.t edirlarsa, onda x'=tx olmahdir. Buradan iss
I (hijb,...,tl) =tf(a,b,...,1) alarig. Yeni f(a,b,...,I) ifadasi
i'inl.iracali bircins ifadadir.
Tarsina forz edak ki, f(a,b,...,l) ifadasi birdaracali bir-
mis ifadadir, yani (2) barabarliyi ¢dsnir. ©gar a,b,...J par-
tial iInin uzunluglar e vahidparcasi secildikda a\b'
eshdlari olarsa onda (3) barabarliklari 6danar. Onda
x' =f(cf,b\ = f(ta,tb,...,tl) =tf(a,b,...,I) = tx
Demali, x' va it adadlari eyni bir parcanm uzunlugunu

limla edirlar. Teorem isbat olundu.
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Orta maktab handass kursundan asagidaki sads dlstur-
larla verilan parcalarin qurulmasini bilirik.

. x=a+b

Il. x=a-b a>b

I1l. p va q adadlari natural adadlar oldugda x =" a
q

ab
IV. x = — (d6rdlincu mitanasib parcamn qurulmast)
C

V. x = Jab
VI. X="ja2+b2

VIl. x —Ja2-b2 a>b

Bu dusturlarda a, b, ¢ adadlari sec¢ilmis 6l¢u vahidi ila
verilan a,b, ¢ parcalarmm uzunluglarmi gostarir.

I-VII disturlarimn sag taraflarindaki ifadslar birdsracali
bircins ifadslar olduglarmdan, yuxarida isbat etdiymiz teorema
géra onlar 6lcl vahidinin secilmasindan asili olmayaraq
barabariik dagiqgliyi ila bir x pargasim tayin edirlar.

1) va 2) dlsturlari ila verilmis parcalarm qurulma
aydindir.

3) disturu ile verilmis parcani qurmaqg iiclin iss bu

disturu x = - a soklinds yazaqg.
y



p natural adad oldugundan, pa =atad{,. +a uzunlug-

*In pargani qurmaq heg bir ¢atinlik tératmir. Sonra isa Fales teo-
minindan istifads edarak pa uzunluqda pargani g barabar his-

LIy.1 b6lmak lazimdir, (Sakil 24)

Sakil 24. Sakil 25.

Sakil 26.

25-ci\sakilda x = disturu il verilan parcanm, 26-ci
c

..Ikilds iss x = jab dulsturu ila verilan pargcamn qurulmasi

L.tsvir edilmisdir.

63



VI-VII disturlarla verilmis parcalarm qurulmasi Pifaqor
teoremina asaslanir.

I-VIIl disturlari ila verilan parcalarm qurulmasmdan
istifads edarak, daha murakkab dusturlarla verilmis parcaliri
gurmagq olar. Bir misal gosterak.

Misal 1. a,b,.c,d parcalari verilmisdir. Uzuniugu

a3+bs

c2+

diisturu ils tayin olunan x pargcasim qurun.

Halli: 1) ©vvalca jc, = jcd disturu ila tayin olunan
parcani qururug.

2) Xz =yjx"d disturu ils tayin olunan parcani qururug.

X, =\.lcd3

2 1 I

3) =3 ~anC” +x2 ~\c disturu ils tayin

olunan parcani qururug.

y a-a 'b ,
4) x4 = vV X5 = -—— parcalarim qururug.

XIG X1

a>
Xn= y— _.=.;@ =
cl-\-\fcd? ic2+"jcd3

4 , a «+ a + 0
5) —©n nahayat, x = S = = 4+
X,

¢ +ylcd X,

X 'e
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aea a bbb b axn bx* .
o — —- + —- munasibatindan isti-

X3 *3 *3

ax bx . .
Iviiedarak —- va —- dusturlari ils tayin olunan pargalari
X, X,

iurriligdan sonra x pargasini qururug.

Bir sira hallarda f(a,b,...,l) birdaracali bircins ifads
Inuidigda x = f(a,b,...,1) disturu ils tayin olunan x pargasini
elimnaq talab olunur. Bu halda eyni a,b,....c parcalari t¢iin va-
intl parcanin secilmasindan asili olaraq f(a,b,...,I) ifadasi ils

mlIxtalif x parcalari tayin olunur. Buna gdra x pargasini tayin

-iniok Ggun a,b,...J parcalarindan alave daha bir e vahid

ptiicasim vermak talab olunur. Bu halda x par¢asinm uzunlugu

llIsturu ils ifads olunur. Burada a,b,...,I adadlsri uydun olaraq
vrrilmis afb,...J parcalarinm uzunluglarmi, e isa ixtiyari

I-¢ilmis e Ol¢l vahidinin uzunlugudur. Bu halda (4) barabar-

liyinin sag tarafmdaki ifade a , b , e dayisanlarindan asil

budaracali bircins ifadadir. Bazi misallara baxag.
Misal 2. a va b pargalari va e vahid pargasi

verilmisdir.
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a) x=ab, B) y = a dusturlar ila verilan parcalari
gurmagq talab olunur.

Halli: a) x =ab dusturu ib veribn pargcam qurmaq
uguin (4) disturunun kémayi ib ifadani bels cevirak:

aba_b
ee e

Uzunlugu beb ifads olunan parganin qurulmasim
bilirik.

by y = njra_, y =enja ="ae
e

Uzunlugu bu distur ib ifads olunan parcanm da qurul-

masini bilirik.

Misal 3. Olcii vahidi veribn e pargasi oldugda uzunlu-

gu a3 + y5 -3 barabar olan parcani qurun.

Halli: Els x pargasini qurmaq talab olunur ki, onun
uzunlugu x =e 3+\j5 va ya v3+\j5 disturu ile ifada olu-
nur. Bunun tgtin avvalca uzunlugu y = 'j(3e)e olan y parcasi-
m, sonra isa uzunlugu z =\j{5e)e diisturu ib ifads olunan z
pargasini qururug. Sonra ise uzunlugu un = \lez disturu ib ifa-
do olunan n parcasmi, an nahayat iss uzunlugu x = njy2+u?2

disturu ib ifads olunan x pargasmi qururug.
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Qurma masalalarinin hallinin cabri Gsulu asagidaki
i'llnsipa asaslanir: masals els goyulur ki, verilan va axtarilan fi-
I'iflar parcalardan ibarst olur. Muxtalif handase teoremlarinin
vidiger riyazi ganunauygunluglarm koémayi [Me axtarilan par-

thinn uzunluglarmi verilan parcalann uzunluglari ils ifads
J.mdisturlar tapihir. Sonra ise axtanlan parcalar qurulur.

Masala 1. ABC ugbucagi verilib. Markazlari A, B ve C
n'Wtolarinde olan ele (¢ c¢evra qurun ki, onlar bir-birins
1hiicdan toxunsunlar.

Halli:

Analiz. Farz edak Ki,

I>bb olunan (n,x), (#>m) va

((2) cevralarini qurmusug.

I.Mob olunan parcgalar bu cev-

labrin radiuslarma barabar

wy Vva z pargaiarl, verilan

parcalar iss ABC lg¢bucaginm Sakil 27.
broflaridirlar. AB=c, BC=a, AC=b .

s2 daki 2 -ci teorema asasan

X+y =c¢
ix +z =b
y+z=a

alarig.
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Bu tanliklar sistemini hall etsak;

_c+b~a a+c-b _a+b-c
X = Sy - # z= — alariq.
Qurma: 1) Uzunlugu x =6~ . 0 dusturu ile tayin

olunan x pargasim qururug.

2) Uzunlugu vy = ——- disturu ila teyin olunan vy

parcasini qururug.
3) Uzunlugu z=a+2 ° disturu ils tayin olunan z

pargasim qururug.

4) (A,x\ (B,y) va (C,z) cevralarini qururug.

Qurulan gevralar talab oiunana cevralardirlar.

isbati: Qurulan gevralarin bir-biri ila xaricdan toxun-
duglari & -daki 2-ci teoremdan birbasa almir.

Arasdirma: ©9ger c+b-a> 0, a+c~b>0 wva
a+b-c> o sartlerinin har hansi biri 6danmazsa, masalanin
halli yoxdur. Hamin sartlarin har iciu 6danarsa, masalanin
yegana halli var.

Masala 2. Verilan (0,r) cevrasinin daxilina dizgin

onbucagl ¢akin.
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Halli: Tutag ki, verilan (0,r) cevrasinin  daxilina

olll/.giin  onbucaqgl cakmisik. AB  parcasi isa  hamin
esybucaglinin tarafidir (Sakil 28).
llt =x isare edsk.Demsli, AO =r verilonparca, 1 ise

lutanlan pargadir.

«)AB lcbucagmm B tspasindan BM tanbdlanini ¢akak.
a
\IOB  berabaryanli lcbucag oldugundan va 0 =36b

eldugundan, A =72°, B =72° olar. BM tanbdlan oldugundan,

n
IBM =36° olar. Buradan iss MB =x oldugu alinar.

MHO = 36° va O= 36° oldugundan issABMQO -nun barabar-

nili oldugu alinir. MO = g olur.

Bebliklas, AABM - MOB.Bu sababdan da
B _AO -- =— alinir. Bu tenasubdan ise
AM AB r-x x

X' +xr - r2 =0 kvadrat tenliyini alariq. Bu tanliyi hall etsak

L rK\rZhrz,)G)—— r ﬂ}rz W
1 > V4 2 2 4

v, <0 oidugundan o masalanin sartini 6damir. Masalanin halli

<Imparganin uzunlugu ancaq xx>o olabibr.



X, = r dusturu ila tayin olunan x parcgasi dizguin

onbucaglinm tarafi olar. Demali, veribn r par¢casma gore
dizgin onbucaglinin tarafi va taleb olunan onbucagli qurular.

Qurma aydindir.

Isbat aydindir.

Arasdirma. Barabarlik daqigliyi ile massalanin yegana
halli var.

88. Qurma masalasinin pargar va xatkes vasitasila
hallinin muinkunliyd slamati. Pargar va xatkesta hall
olunmayan klassik qurma masalalari

Handasi qurmalar nazariyyasinds verilan fiqurlara goére
bu va ya digar handasi fiqurun qurula bibn olub-olmamasi
masalasi ¢ox vacib problemdir. ©lbatts bu sualm onda manasi
var ki, talab olunan fiqur imumiyyatb mdévcud olsun. Mdévcud
olmayan fiqurun qurulmasi masabsinin manasi yoxdur.

Bela bir masalays baxaq: diiz xattin (zarinda ¢ M, N
va P noqtalari verilmisdir. tarafbri MN, NP va MP olan ugbu-
cag qurmagq talab olunur.

Bu masala hall olunan deyil, cunki bela bir tg¢bucaq
yoxdur.

Basga bir masalays baxaq: iki a va b duz xatbri va

bunlarm (zarinds olmayan A ndqtasi verilib. A ndgtasindan eb
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*1 uol. Xatt kecirin ki, a va b dlz xatlerinin ondan ayirdigi

I Axil /; -y3 barabar olsun.

Baxmayaraq ki, beb bir p parcasi mévcud ola bibr, la-
Ihi bu masslani Umumiyystb pargar va xatkesvasitasila hall
mumkun deyil.
Tutaqg ki, miayyan 6l¢i vahidi secildikdan sonra x par-
e HUTK uzunlugu a,b,...J parcalarinin uzunluglari ile
x =f(a,b,...,I) (1)
tu.inru ile ifads olunur. Beb sual meydani ¢ixir: Uzunlugu (1)
Ininru ib verilmis parcam hansi hallarda pargar ve xatkes va-
elL.viilo qurmagq olar? Bu suala asagidaki teorembr cavab verir.
Teorem 1. ©gear x parcasinin uzunlugu verilan parcala-
*m u/,unluglari ib sonlu sayda hesab amalbri (toplama, ¢ixma,
mma va boélms) va kvadrat kdkalma amali vasitasi ib ifads
‘lnna bilirsa, ondax pargasmi pargar va xatkes vasitasi ib
linmag olar.
isbati: Teoremin hokmi demak olar ki, askardir. Beb
It 7-ci paraqgrafdaki I-VII disturlarmm kdmayi ib uzunluglar
Ililmis parcalarin qurulma qaydas! hale orta maktab handase
I msundan malumdur.
Teorem 2. ©”ar x parcasim verilan parcalardan istifa-

*l) porgar va xatkesla qurmag mumkindirss, onda X parcasi-
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nm uzunlugunu veribn parcalarin uzunluglari ila sonlu sayda
hesab amallari va kvadrat kdkalma amali vasitasi ila ifads
etmak olar.

(Bu teoremin isbatini oxucu V.T.Bazilev va K.I. Duni-
cevin Handasa (Il hissa) kitabindan tapa bilar).

indi isa pargar va xatkesla hall edila bilinmayan klassik
gurma masalalarini nazardan kegirak.

1. Bucagm triyeksiyasi masalasi: a bucagi verilmis-
dir. p=—a sertini 6deyan (p bucagim qurun. (Verilmis buca-

gin U¢ barabar hissaya bdlinmasi).

Sonsuz sayda bucaqlar moévcuddur ki, bu masals hall
oluna bilir. Masalan, a = 90° oldugda g = 30° li bucag! pargar

va xatkesla asanligh qurulur. Eyni gayda ils bucagin tanbo-

n ..
lonini qurmagla a =—, n=1,2,3,... oldugda ' sartim

ddayan (p bucagini qurmaq ¢atinlik tératmir. Lakin sonsuz say-

da bucaglar mévcuddur ki, onlar t¢ln yuxarida qoyulan Ta-
solani pargar va xatkes vasitasile hall etmak olmaz.

Tutaq ki, AO veribn bucaq, AOx axtarilan bucaqdir.

e isa vahid pargadir (Sakil 29).
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Sakil 29.

Hipetonuzlari OA =0 ]Al =2 olan diizbucagli OAB va
(V\A{BX ucbucaglarim quraq. Farz edsk ki, OB=a va
OIBl =x . ©gar x pargasini a pargasmdan istifads edarak par-

f;ir vo xatkesle qurmag olarsa, onda bucagin triyeksiyasi ma-
«;)lesi do pargar va xatkesla vasitasila hall olunar ve tarsina.

Trigonometriya kursundan malumdur Ki,

cos 3(p —4 coss g 3cos (p

Bu giymatlari va cosa = 3cos3(p miinasibatini yuxan-

da nazara alsaq

Xs-bXx-a Jo (1)

lonliyini alang.
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9gar a = 60° olarsa, onda a =1 olar. Bunu (1) tanli-

yinda nazars alsaq
x3-3x-\ =0 2
olar.

Cabr kursunda isbat olunur ki, ager t¢ doracali coxhadli
rasional adadlar meydani Uzarinda gatirilan deyilss, (ikidaracali
va birdaracali ¢oxhadlilarin hasili saklinds gdstarib bilinmirss)
onda onun kdkbrindan he¢ birini hamin ¢oxhadlinin amsallar
(emsallar istanibn rasional adadlar oldugda) ile hesab amallari
va kvadrat kokalma smali vasitasila ib ifads etmak olmaz.
Demali yuxaridaki x parcasini da a =60° oldugda uzunlugu
vahida barabar olan pargalarin kdmayi ila qurmaqg olmaz.

Isbat etmak olar ki, p sade adaddirss a parcasmm
uzunlugu a = oldugda uygun bucagm ra :arccos—rI

2p ! 2p)
triyeksiyasi masslanin pargar va xstkesm kémayi ila hall etmok
olmaz.

2. Kubun ikilasmasi masalasi: Hacmi veribn Kkuk
hacmindan iki dafs bdylk olan kubun tilini qurun.

Farz edak ki, a veribn kubun tili, x iso axtarilan ku-

bun tilidir. Masabnin sartina gors

Xs =2a3
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Veribn kubun tilini vahid parca olarag gsbul etsak,
"' 2=0 tanliyini alarg. Bu tanliyin kokinu da sonlu sayda
Insab amalbri va kvadrat kokalma amali vasitasi ib rasionral
"Ullarla ifads etmak olmaz. Demali, kubun ikibsmasi masale-
liti pargar va xatkes vasitasila hall etmak olmaz.

3. Cevranin duzlendirilrnasi masalasi. Uzunlugu veri-
141 cevranin uzuniuguna barabar olan parca qurun. ©gar hamin
ervranin radiusunu vahid parca gabul etsek, onda masalanin
Inlli e vahid parcasi verildikda uzunlugu x =2n olan x
I»iiigasinin qurulmasma gatirilir.

Cabr kursundan malumdur ki, R haqiqi adadlar ¢oxlu-
pu, cabri va transendent adadlardan ibarat iki sinfo bdélundr.
e)msallari rasional adadler olan ¢oxhadlinin koki olan hagiqi

ulndlara cabri, qalan haqigi adadbra iss transendent adadlar
eli-yilir. Har bir m(me Z,ne N) rasional adadi mx-n c¢ox-
n

l.xllisinin kékd olur. Demali, bitiin rasional adadlar cabri
Hbl brdirlar.

Yuxarida geyd etdiyimiz teorembrs asasan uzunluglara
11N adadlarb ifads olunan pargalarm kémayi ib yalniz o par-
I.Ulart pargar va xatkesb qurmag olar ki, onlarin uzunluglarmi

veribn parcalarm uzunluglar ils kvadrat kékalma ve hesab
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amallarini sonlu sayda yerina yetirmakls almag olsun. Basqa
s6zls, onlarin uzunluglari hékman cabri adad olmalidir.

Lakin 1882-ci ilda Lindemani tarafindan isbat olunmus-
dur ki, T adadi transendent adaddir. Demali, uzunlugu nr-ya
barabar olan parcani pargar va xatkes vasitasi ila qurmaqg
olmaz.

4, Dairanin kvadraturasi masalasi. Sahasi
dairanin sahasina barabar olan kvadrat qurun.

9gar r verilan dairanin radiusudursa, onda axtarilan

kvadratin jc tarafi Ggun x2 =7rr2 sarti 6denmalidir. y =nr
olarsa, onda x = Jyr olar. Demali, uzunlugu y = nr olan par-

cani qurmagq talab olunur. r =1 olarsa uzunlugu n -ya barabar
olan parcanm pargar ve xatkesin kémayi ila qurula bilan o-
Imamasini yuxarida geyd etmisik.

Demali, dairenin kvadraturasi masalesi da pargar va

xatkesla hall olunmur.
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IHFasSiL
PROYEKTIV FOZA
89. Markazi proyektlandirma

Proyektiv handase XIX asrin birinci yarismda Fransada
. lilinmisdir. Bu elmin yaranmasi fransiz riyaziyyatcgisi Pon-
mIfilin (1788-1867) adi ila baghdir.

£ 3Evklid fazasinda iki cr va n mdistavilarini va b

slliHtavilardan he¢ birinin Gzarinda olmayan O ndqtasini go-
HHIK. K muastavisinin ixtiyari M noqgtasina <tmustavisinin eia
tl noqtesini garst qoyaqg ki, M'=0M MN<J. M' noqgtasina
\I nogtasinin O markazindan proyeksiyasi deyilir.

Bu gayda ils n mistavisinin
i bir noqgtesine o mustavisinin
HllUyyan bir ndqtasini garsi qoy-
niiigla n va cr mistavilarinin nég-
I»bri arasinda muayyan uygdunlug

Biiiri.

Sakil 30.
Bu uygunluga n mdstavisinin ¢ mistavisina O marke-

/indan markazi proyektlandirilmasi deyilir.
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n mdastavisi Gzarinds yerbsan @ fiqurunun bitin ndg-
talerinin O markazindan proyeksiyalari ¢oxluguna @ fiqu-
runun proyeksiyasi deyilir ve @' ib isara olunur.

Proyeksiya markazini va cr mustavisinin vaziyystini
dayismakla eyni & fiqurunun muxtalif ® 'proyeksiyalarini
alarig. Markazi proyektlandirmads fiqurun bir ¢ox xassabri
tahrif olunur: par¢canm uzunlugu va bucadin giymati dayisir;
paralel diz xatbrin proyeksiyalari kasisen diiz xatbr, parale-

logramin proyeksiyasi ixtiyari dizbucaqgl ola bilir.

Sakil 31. Sakil 32.

Bundan basga markazi proyektbndirmads Be n nog-

tasi U¢ln OB\\(jolarsa i?ndqtasinin crmdistavisi iizarinda pro-

yeksiyasi yoxdur (Sakil 31). parcasinin B no6qtasindan

fargli noqtabri coxlugu h' suasina kegacak. Markazi proyekt-
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I'ildirmada ¢evranill proyeksiyasi olaraq ellips, parabola vs ya
iiipcrbola almaq olar va s.

Lakin markazi proyektlandirmada & fiqurunun bir sira
r.sobri saxlanilir. Bu xassebre handasi fiqurun proyektiv
»rssalari deyilir. Bels xassabra misal olaraq bir diz xatt
H/Minds yerbsan ndqgtalarin bir diiz xatt Gzarinds yerlagan
nilgtalara  kegmasini, ikitartibli diz xatt Uzarinds yerlasan
Iinlgtabrin, yena da ikitertibli xatt lzarinda yerbsan ndqgtalers
I «wwmasini gostarmak olar.

Lakin geyd etmak lazimdir ki, ¢ néqtedan birinin digar
il isi arasmda olmasi xassasi, (sekil 3), parcalarin uzunlugu,
IMicaglarm 6lciisii kimi metrik xassalar da proyektiv xassabr
‘Iryilbr. Paralellik da proyektiv xassa deyil.

810. Proyektiv handasanin yaranmasi

Proyektiv handasa elminin yaranmasinda geyri -max-
nsi (sonsuz uzaglasmis) handssi elementbr anlayisinin daxil
milmasi muhim rol oynamisdir.

n mistavisinin a mustavisina Ondqtasindan / pro-

\cktbndirilmasina baxaq. ©gar £ va “mustavibri paralel
ularlarsa, onda / n mdastavisinin a mustavisina garsiligl bir-
giymatli inikasi olacag.

Lakin 7r mustavisi ib a mistavisi paralel olmazlarsa,

onda / inikasi garsthgh birgiymatli inikas olmaz. Pen-nog-
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tesi Ucun OPII ¢ olarsa, onda onun crmdistavisi Uzarinds

obrazi yoxdur (Sakil 33).
Digar tarafden Q! ecT noqtasi Ugln

OQ' Il a olarsa, onda Q’ndqtasinin

n  mistavisi Uzarinde proobrazi
yoxdur, yani / inikasinda
Q' nogtesi n  mustavisi Uzarinda
yerlasan hec¢ bir ndqgtenin obrazi
deyil.
Sakii 33.
Markazi  proyektlandirmani  qgarsithgh  birgiymatli

inikasa ¢evirmak tcln bels edirlar: Ewb fazasinda har bir diz

xatte xayalan bir sonsuz uzaqlasmis noqts slava olunur, bu
nogtaya geyri - maxsusi ndqte deyilir. Paralel duz xatlara slave
olunan (geri - maxsusi) ndqtalar eyni hesab olunur, paralel
olmayan diiz xatlara alave olunan geyri -maxsusi ndqtslar isa
mixtslif hesab olunurlar.

Eb fozasinm adi ndqtalarini maxsusi noqtalar adlandira-
caglq. Qeyri -maxsusi ndqta alava olunmus diiz xatte genislan-
mis duz xatt deyacayik.

9gar genislanmis diiz xatt har hansi muistavi Uzarinda

yerlasirsa, hesab edacayik ki, onun geyri -maxsusi noqgtssi ds
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li-imm mustavida yerlasir. Bu halda hamin mustaviya genis-
biimis mustavi deyacayik. Daha sonra sartlesak ki, mistavinin
htltin qgeyri -maxsusi noqgtalari bir diz xatt amals gatirir.
Ibmin diz xatte geri -maxsusi diz xatt deycayik.

Demali, genisbnmis mistevi adi mustaviya qeyri -
maxsusi diz xatti alava etmakb alinir.

Analoji olarag, E3 fazasinda geyri - maxsusi ndqtalarin
bir geyri -maxsusi mdistavi arnale gatirdiyini sartbsarak, Er

Ibzasina geyri - maxsusi mustavini alava etmakls, genisbnmis
¢ 3 fozasini alariq.

Bu sartbsmabrdan bir sira maraglh naticabr alinir.
()nlardan bazibrini geyd edak.

a) Genisbnmis mustavi Uzarinda yerbsan ixtiyari iki
diix xattin ortaq négtasi (maxsusi ve ya geyri - maxsusi) vardir.

Bu hékm bizim sartlasmalardan birbasa alimr.

b) Genisbnmis mistavi (zarinda yerlasmayan genis-
bnmis duz xattin hamin miistavi ila ortag ndqtesi (maxsusi va
ya geyri - maxsusi) vardir.

Isbati. Tutaq ki, n genisbnmis mistavi, a genisbnmis
duz xatdir. ©gar a diz xatti n maustavisina paralel deyilss,
onida onlar ortag maxsusi noéqteys maldikdirbr. Bu ndégta
genisbnmis mustavi ile genislanmis diz xattin ortaq noqgtasi

olar.
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9gar a diz xatti n miistavisina paraleldirsa, onda £
mustavisi tzarinda he¢ olmazsa, bir dana b diiz xatti var ki, bu
diiz xatt a dliz xattina paralel olar. a ve h diz xatlari paralel
olduglarmdan, genislanmis a ve b diz xatlsrinin geyri -
maxsusi noqtalari eynidir. b genislanmis diz xattinin qeyri -
maxsusi  noqtasi iss A mistavisina aiddir. Demali, a
genislanmis diiz xatti ib # genislanmis mistavinin bir geyri-
maxsusi ortaq néqgtasi vardir.

Analoji olaraq, isbat etmak olar ki,

c) Ixtiyari iki genislanmis miistavinin ortaq genisla
duz xatti (maxsusi va ya qgeyri - maxsusi) vardir.

Belslikls, E3 Evklid fazasini geyri-maxsusi noqtalarle

genislandirdikda, markazi proyektlondirma ixtiyari iki n va <r
mustavisi arasmda qarstligh birgiymatli uygunluga c¢evrilir. Bu
uygunlugda maxsusi nogtaler geyri-maxsusi noqtalera va
tarsina kega bilarbr.

Bu sebabdan ds, maxsusi ndqtalarb, qgeyri -maxsusi
nogtalarin hec bir fargli proyektiv xassabri yoxdur.

Proyektiv handasads maxsusi va qeyri - maxsusi nog»
tabr arasinda he¢ bir farg olmadigindan, onlar eyni hiqugiu
hesab edilirbr.

Qeyd etmak lazimdir ki, eyni gayda ib A3-0lcili afln

fazasini da genisbnmis afin fezasina ¢evirmak olar.
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Biz proyektiv handasanin Veyl aksiomatikasmm
I -iinyi ila xatti cabrin Gsullari ils dyranacayik. Cinki Veyl ak-
lart vektor cabrinin anlayislarindan istifads edilmakla
tind.1 olunuriar.
811. Proyektiv fozanin Veyl aksiomlari.

Tutaq ki, biza har hansi K meydam uzarinda (8 +1)
h.uoli V vektor fazasi verilir. F'ilafezanin VI vektorlan

@ lugunu isara edak. Har hansi bos olmayan ~¢oxlugu iiciin

f.tgidaki iki sarti (aksiomu) 6dayan / :V -» Pinikasi varsa,

stivia P ¢oxiuguna V vektor fazasinin dogurdugu n-6lcili
pioyektiv faza deyilir.

I. I :V’-> P siryektivdir, yani P c¢oxlugunun har bir
1l6gtesi mlayyan bir x e V vektorunun obrazidir.
1. ixtiyari ;; g K'vektorlari Ggun f(;) =f(y3 bara-

lorliyi yalniz ve yalmz x va “vektorlari kolleniar olduqda
dogrudur.
P coxlugunun elementlarina proyektiv fezanin nég-

1.>lori deyilir va latin alifbasinin bas harflari A, B,

Vo s. isara edilir.
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ogar f(x) =X olarsa, deyscayik ki, x vektoru X
noégtasini dogurur. Il aksiomdan alinir ki, V vektor fazasinin P
proyektiv fazasmin eyni bir ndqtasini doguran bitin vektorlari
coxlugu, sifir vektoru istisna olmagla, birdlctlu altfezadir.
Kolleniar olmayan vektorlar iss muxtalif ndqtelari dogururlar.

Bu sababdan ds A”meydani sifir xarakteristikall mey-
dan (sonsuz sayda elementi olan meydan) olduqda, P
proyektiv fazasi da sonsuz sayda ndqteys malikdir. K meydam
sonlu meydan olduqda iss P proyektiv fazada da sonlu sayda
nogts olar.

Sertlasak ki, bundan sonra biz yalmz R haqiqi adadler
meydani Uzarinds olan V vektor fazalarm dogrulugu proyektiv
fozalara baxacagiq.

Tutag ki, P dc¢oélculi proyektiv fezadir. Onda
P fazasini doguran V vektor fazasi dérddlcili olacag.

Dordolgult VvV vektor fezanin tgdlculi L3 alt vektor

fazasmm dog@rulugu bitin néqtalsr coxluguna P fezasinda

proyektiv. mdstavi, L2 alt ikiolguli fazasmm dogdurdugu

noqtaler ¢oxlugu ise proyektiv diiz xatt adlamr. Lx birdlgili
altfazasinin dogurdugu ¢oxlugun ise néqte oldugunu demisdik.

L2 vo L3 alt vektor fazalarinda cut -cut kolleniar olmayan

sonsuz sayda vektorlar oldugundan, proyektiv diiz xatt va
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iMoyektiv - mistevi Uzerinda sonsuz sayda noégte vardir.
Ucolciilii proyektiv fazada bir proyektiv diiz xatt {izs-
lilule olmayan (¢ nogtanin, bir proyektiv mustavi Uzarinda
stlinayan doérd néqgtsnin varhgini géstarmak olar.
Dogrudan da, P ug6lguli proyektiv fazani doguran

UVrddlgili vV vektor fazasinda, onun bazisi olan dérd

/ B E 5 vektorlari vardir. Bu vektorlarin dogrulugu doérd
I, B,C vo D noqtalari bir proyektiv mistavi (zarinds
elcyillar. Bundan basqa onlardan istaniian ¢ danasi bir pro-
\rktiv dlz xatt tizarindas ola bilmazlar.

Bunu isbat edsk. ©ksini farz edsk. A, B, va C nég-

Lileri bir proyektiv diiz xatte aiddirlar. Onda bu noqtalari do-

fturan a, b9 va c¢ vektorlar ikidlgili L2 vektor fazasina

- = —

duxildirlar. Bu isa a, b, va ¢ vektorlarinin xatti asil
olmadiglanna ziddir.
Isbat edacayimiz asa§idaki xassalar ug¢Olclli proyektiv fo-
/imin, proyektiv mistavinin va proyektiv diz xattin tariflndan
iditur.

Xassa 1. Istanilon iki A ve B nogtalarindan yalniz va

ynlniz bir proyektiv duz xatt kegir.
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Isbaili. Farz edsk ki, ave bvektorlari A va
B ndqtsalarini dogururlar. Onda svo b vektorlari kolleniar ola

bilmazlser. Demsali, jva b vektorlarmin dogrulugu L5, b)

vektor fazasi ikiolcili vektor altfazasidir, L(;,g) altfazasi
miiayyen bir t proyektiv diz xattini dogurnr. A ve
£ noqtalarininin har ikisi t proyektiv diz xattinin Uzarinda
olacag.

indi géstarak ki, A va B ndqtalerindan kegan yegans
proyektiv diz xatdir. ©gar i' A va Bndqtalarindan kegan

basqa bir dliz xatt, ¢2 iss bu dlz xatti doguran altfeza olarsa,

onda a &L2ve be L2 olar. Onda I(a, & ve L2 altfazalar

ust-Gste disacaklar. Demali. ~va £diz xatlari da lst -Usts
disacaklar.

Xassa isbat olundu.

Analoji olaraq asagidaki xassani ds isbat etmak olar.

Xassa 2. Ucolcilii proyektiv fezada bir proyektiv diiz
xatt Uzarinda olmayan (¢ ndqtadan yalniz va yalmz bir pro-
yektiv mustavi kegir.

Xassa 3. ©gar iki A va 5mixtslif noqtalari n
proyektiv mistavisina aiddirss, onda bu ndéqtalardan kecan
AB duz xatti do Ttmdstavisina aiddir.
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Isbati. Farz edak ki, n proyektiv mistavisinin dogurani

K iit.tHeuli vektor fazasidir, A ve B ndqtslarinin doguranlari

% ->

I-*./ va b vektorlaridir.

-y —

L(a, b) ikidlculi vektor fazasi AB diz xattinin dogu-

N - >
«HM olacag. aeW, beW oldugundan L(a, b) a W olar.

lunk| ki, Mnoqtesi AB diz xattinin ixtiyari ndqtssi,
< '<ktoru isa Mndqgtasinin doguranidir.

meW olar. Buradan c¢ixir Ki,

w f nolur.

Xassa isbat olundu.

Xassa 4. Bir proyektiv miistavi lzarinda yerlagan iki
Ivn cktiv diiz xatt kasisir.

isbati. Farz edok ki, ave bdiz xatlori a mistavisi
m 1rinds yerlasan ixtiyari iki proyektiv diiz xatdirlar. L2,t 2 va

4 \cktor fazalari uygun olaraq bu proyektiv diiz xatlari va a

eMi’.1.Ivisini doguran altfazalardirlar. aa a va bacr oldugu
IHIn L2cIW va L2czW olar. 12va £2fszalart W l¢olcili
ellor fazasmm muxtalif ikidlculi vektor altfezalari
"MiK]larindan, cabrdan malum olan teorema asasan Z2vs t 2

1o 1lnrinm birdlgtlu ortaq altfazalart vardir. Hamin birélculi
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altfazanin dogurdugu néqgts iss 6va b proyektiv diiz xatlarinin
ortag nogtasi olar. Xassa isbat olundu.

XassaS. Ucdlculii proyektiv fazada ixtiyari proyektiv
mustavi ila, onun Uzarinda yerlasmayan proyektiv diz xattin
yalniz va yalniz bir ortaq noqgtasi vardir.

Xassa 6. Ucolgult proyektiv fazada ixtiyari iki mux-
talif proyektiv muistavinin, onlarin ortaq ndqtalarindan ibarat
olan yalniz va yalniz bir ortag diiz xatti vardir.

5-ci va s -CI xassalarin isbati oxucuya tapsirilir,

812. Proyektiv mustevi ve proyektiv dliz xatt Gzarinda
proyektiv koordinat sistemi

Toarif 1. Tutaq ki, n(n>2) 0&lcllu proyektiv fazada
Bx B2,...,Bk (A:>3)kimi ATnoqts verilrnisdir. 8gar bu
noqgtabrin istanilon 3-0 bir proyektiv diiz xatt Uzarinds
yerlasmirsa, onda deyirlar ki, BI,B2,...,Bknoqtalari Umumi

vaziyyatdadirler.
Toarif 2. o proyektiv mistavisinda Umumi vaziyyatds

olan, nizamlanmis A]A2,A3,E néqtalari sistemina proyektiv

reper ve ya proyektiv mustavida proyektiv koordinat sistemi

deyilir, R=(A{, A2, A3E) ila isara edilir.



AL A2,A3, noqgtalarina reperin tapa noqtalari, £n0q-
lll) reperin vahid noqtasi, AIA2, A2A3, AXA3diz xatlarina iss

I e»wiclinat diiz xatlari deyilir.

Ogar reperin tapa ndqtslarini ve vahid ndqtssini

— —

Oy -

«,0flnran ax,a2 a3 va 7evektor|ar| ax-fa2+ a3—e sartini 6de-

m.ikle seciliblersa, onda ava2a3, e vektorlari sistemina
H (IxA2,A3 E) reperina nazaran alagali vektorlar sistemi

“lfyilir.

Gaostarak ki, verilmis repera nazaran alagsli vektorlar

—a —

liitcmi hamisa vardir. b{,b2b3, e vektorlari uygunolaraq
L, /12,A3, va E noqgtalarini doguran vektorlar olsunlar.

/, \2,A3, noqtalari bir proyektiv diz xatt Gzarinds olmadig-

—

Inflndan, s,,62 va 63 vektorlar bir ikidlgtli vektor fazaya aid

oht bilmazlar.

-

Demali, e,,e-z b3 vektorlari komplonar olmadiglarm-

tinn, onlari g proyektiv mustavisini doguran c¢ol¢uli vektor
I»/,anin bazis vektorlart kKimi gabul eds bilerik. Onda heg

"Imazsa biri sifirdan fargli olan /1], /12, JBhaqgiqi adadlari var

kt,
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B —A bye+ /T b2+ JTb3 @)

vy Y -

U = Sles a2=/12b2, a3=/BE3 vektorlari da A}A2iA3, ndg-
talarini dogururlar.

Belslikla, biz A]JA2,A3,E ndqtalarini doguran ve (1)

sortini 6dayan a},a2a3e vektorlar sistemini aldig.
©gar 1 sifirdan fargli har hansi haqiqi adad olarsa, (1)
barabarliyinin har tarafini J1-ya vurmagla

\ a,+ lja2+Ba3=/1e

barabarliyini alarig. Na{,/1a2 a3, 1r vektorlari sistemi do R

reperina nazaran alagali vektorlar sistemi olar. Buradan ¢ixir
ki, verilmis repera nazaran sonsuz sayda alagali vektorlar

sistemi vardir.

— > > — =

Teorem 1. Bgar ava§a3,e va a[,a2 d3,e' vektorlar
sisteminin har biri R =(AltA2, AX E) reperina nazaranal

vektorlar sistemi isa onda els fl, 0haqiqi adadivar ki,

ax=/Jlax a2=/1a2, a3=/J1a3, = 3)

olur.
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Isbaii. a\ va axvektorlari eyni bir A}ndqtasini dogur-

(lnglarindan ela bir A ®0 haqgiqi adadi var ki, ;XZI'Il;l.

Analoji olarag els /2 PQ 5 PO S ™ O haqgiqi adadlari var

> x om
ki, 2 - J2a2yw 03— a3 e —5 @,

n],m2 a'3, e vektorlari 7 reperina nazaran alagali vek-

lorlar sistemi olduglarindan <1+ ,a2+ 03 =e barabarliyindan

A axt Ir‘a72+fBab=ﬂ4eberaber|iyinialar|q. Axirinct bara-
barliyin har tarafini J¥- s bdlsak

n /L “mH > =
III)I =
3 al+ it az+?7l,\a3 e (4)

iilariq.

- = =

0j,02 6k vektorlari proyektiv mistavini doguran Uc¢oi-

VUUvektor fazanin bazis vektorlari olduglarmdan,

4
¢ vektorunun bu bazis vektorlarin lzre ayrilisi yeganadir.

()nda (4) va (1) barabarliklarindan alariq ki,

iIL=1 12=1, A =D
A4 Na Aa

=% =% = F«alimr. Bununla da (3) barabarliklarinin dog-

iilugu isbat olundu.
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indi da, proyektiv miistavi tizarinds verilmis proyektiv
koordinat sisteminda néqgtanin koordinati anlayisini versk.
Farz edak ki, X noqgtasi proyektiv mistavinin ixtiyari

nogtesidir. Bu mistavi tzarinds R = (N1, A2, A3, E) proyektiv
reperi verilmisdir. X ndgtasini doduran ixtiyari x vektoruna

va R reperina nazaran nazaran slagali axa2a3e vektorlar
sistemina baxag. al9a2,a2 vektorlarini cr mistavisini doguran

ucdlcull VvV vektor fazasinin bazis vektorlari gabul edak. x
vektorunun bu baziss Uzrs ayrilisini yazaq.

X =x]a[+x2a2+x3a3 )

Miiayyan nizamla goéturilmis x,, X2,xs adadlarina X

négtesinin R reperinda  proyektiv  koordinatlari  deyilir,

X(x,,Xx2,%,) va ya X(xnx2, x3)R kimi isara edilir. Xj-a X

néqgtasinin birinci, x2-ys ikinci, x3a isa li¢lincl proyektiv koor-

-y

dinati deyilir. x ¢ o oldugundan jc,, x2 va x3 koordinatlarinm

Ucu da birdan sifra barabar ola bilmaz.

Qeyd etmak lazimdir ki, X ndqtasinin koordinatlari bu

négtani doguran x vektorunun secilmasindan va R reperins
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iu/oran  alagali az2,a3, e vektorlarinm secilmasindan

rtilidir. Bu asihihgm xarakterini aydinlasdiraq. Tutaq ki,
° | g >
(i?, a3, e vektorlari R reperina nazaran basqa alagali

"ktorlar sistemidir. x iss X ndqgtasini doguran basga bir
<ktordur. x va x  vektorlari eyni birndqteni dogurduq-

lurindan olduglarmdan ela ju*0 haqiqi adadi var ki, x =jux

'ihn . Bundan gabag isbat etdiyimiz teorems goéra eloe N0

liagiqi adadi var ki, a, =/1a}, a2 =/J1a2, a3 =/1a3
\' noqtssinin yeni se¢ilmis alagali vektorlar sistemina nazaran

(vj, xj, J&,) olsun. Onda

— — — —

x =xlal+x2a2+x3a3

Yuxarida deyilanlari bubarabarlikde nazara alsaq

nhirig:

-> > -» ->

Ipc =X"0, + X2 Aa2 + XsHas
Bu barabarliyin har tarafmi ju adadina bolsak
» a e J1 a
X = —X, fl,+ —x2a2+—x3a3 (s)
P L ny

Bu barabarliyi (5) barabarliyi tutusdurag.



A > A A
X, =— X,, X2=-— X2, X3=- X3, NO™
M M n

“We

X
M

alariqg.

Belalikla, alirig ki, proyektiv mustavida verilmis
proyektiv repers nazaran mustavinin har bir ndéqgtasinin
koordinatlari sabit vuruq daqigliyi ils tayin edilir.

Yani agar (Xj,x2,x3) adadlari (x,,x2, x3) adadlarinin
ug de birden sifir deyil) har hansi bir nodqtanin
R =(ADA2, A3, E) reperinds koordinatlandirsa, onda ixtiyari
A0 adadi lglin  (Agv Ax2 AgX3)nizamli adadlari da hamin

nogtenin R = (A]lyA2, A3, E) reperina nazaran koordinatlari
dir.

R =(Ax, A2, A3, E) reperinin taps ndgtslarinin va va-
hid noqgtasinin bu repera nazarari koordinatlari
4(1, 0, 0), 12(0,1, 0), A3(0, 0,1), E(1,1,1) olar.

Teorem 2. ©gar a proyektiv muistavisinda X e a

négtasinin R reperina nazaran koordinatlart (x5 x2, x3)

S Y s> Y
olarsa, 4,,a2a3, £ vektorlari R reperina nazaran adagali

vektorlar sistemidirss, onda y - X, 6,+Xx2a2+x3 a3 vketoru

da X noqtasini dogurur.
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Isbati. ©gar (xw x2, x3) adadlari X ecr nogtasinin R

icperinda koordinatlaridirsa, onda R reperina nazaran alagali

> oy -y — y -y —y -y

dn a2,a3,e vektorlar sistemi var Kki, >E=x|a|+x2a2+x3a3

vektoru X ndqtssini dogurur. 1-ci teorems asasen els A ®O

hogiqi adadi var ki, a}=/Jlax a2=/1a2 a3=/J1a3, e =/le .
(Onda
y =xta}+x2a2+ X a} =xxAax+x2Aa2+x3Aa3d =

= A x, ax+ x2 a2+x3a3 -AXx

Deniali, y =/J1x. Bu ise o demakdir ki, y vektoru da
X noqtesini dogurur. Teorem isbat olundu.
Teorem 3. Proyektiv mistavida R reperinda koordinat-
lari ila verilmis
X(x,,x2,x3), Y(Y,,Y2,YA Z(z,,22,23)
nogtalarinin bir diiz xatt tzarinda olmasi ugin zaruri va kafl
sart

21 N z1
(*) *2 Y2 z2=o olmasidir.

x3 y3 z3

95



Isbati: Tutaq ki, axaZ2a3,e vektorlari R reperina

nazaran alagali vektorlar sistemidir.

Onda 2-ci teorema asasan X =xxax+Xx2a2+x3a3,
iy z =zalfi+z2a2+2z3Us  vektorlart  uygun

olarag A", I va Z noqtalerini dogururlar. Ug ;< y Ve Z
vektorlarinm komplanar olmasi ti¢clin onlarm xatti asili olmalari
zaruri ve kafi sartdir. Ug vektorun komplanarhigi serti iss mahz
(*) barabarliyinin 6danmasidir. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdan asagidaki natica ¢ixir.

Natica. Proyektiv mistavide R = (Ax, A2, A3, E) repe-
rinda koordinatlari ils verilmis X(xx x2, jc3) ndgtasinin AXA2

koordinat diiz xatti Gzarinds olmasi dciin zaruri ve kafi sart

=3 = 0 olmasi, AxA3 koordinat diiz xatti zarinds olmasi U¢ln
zaruri kafi sart x2 = 0olmasi, A2A3 koordinat diiz xatti Uzs-

rinda olmasi tgin zaruri va kafi sart /1, =0 olmasidir.

indi da proyektiv mistevida koordinat sisteminin tari-
fina analoji olarag proyektiv diiz xatt Uzarinds koordinat
sistemina tarif verak.

Tarif 3. Proyektiv diz xsttin miayyan nizamla gotiril-

mis ¢ muxtalif Ax, A2, E noéqtalari sistemina proyektiv diiz
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oil Uzarinda proyektiv reper deyilir va R=(AX A2, E) ilo
1sara edilir. A}, 12noqtalarina reperin noqgtalari, E noqtasina

iso vahid noqta deyilir.

Alt A2, E noqtalerini  doguran 4,,a2, e vektorlari

> —

n{\-a2 =e sertini ddadikda onlara R reperina nazoran alagali

vektorlar sistemi deyilir. Proyektiv miustavide oldugu kimi,

r;hat etmak olur ki, Areperina nazaran alagali sistemi sonsuz

suydadir. 9ger ,a2, e va a\, a2 e vektorlari R reperins

1ozaran iki alagali vektorlar sistemi iso elo 4 ®0 hoqiqgi ododi

varki, ;x: Flé,, ;2:Xa2, é‘ = Xz olur.
Uzarinde R=(A} A2, E) reperi verilmis | diiz

yottinin har hansi X ndqtasini goturak.

-y

X noégtesini  doguran har hanst x vektorunu vo

Ivreperina nazaran slageli a{ a2, e vektorlar sistemini geyd

edok. t duz xattini doguran L iki6lglli fezanin bazis

-y -y

vektorlari uygun olarag 4,, a2 vektorlarini gabul edsk.

> Y -y

x vektorunun ax ve a2 bazis vektorlari Uzra ayrilismi

» Yy
X=X axtxa2. yazag.Ondanizamla gotirilmis xx x2
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adadlarina X ndqtasinin koordinatiari deyilir va X (x19x2) ila
isara olunur. Proyektiv mistavida oldugu kimi, proyektiv diiz
xatt Uzarinda da ndgtanin proyektiv koordinatlari sabit vurug
daqigliyi ila tayin olunur.

R =(Aj, A2, B) reperinda tspa noqtalarin va vahid
nogtanin koordinatlari 4 A0), /12(0,1) va £(1,1) olur.

813. Proyektiv mustavida verilmis reperin koordinat diiz
xatlari Uzarinda amals gatirdiyi reperlar

cr proyektiv mustavisinds R =(A1>A2, E) proyektiv
reperina va A3 noqtssindan fargli ixtiyari X ndqtasina baxag.
A>A2koordinat diz xatti ila A3X diz xattinin kasisma noq-
tasini X 3 ile isaro edsk.
(Sakil 34.)

X3 noqgtasina A3
markazindan X ndqtasi-
nin A>A2 diiz xatti tzarin-
da proyeksiyasi deyilir.
A]A2duz xattinin noqtsle-
rinin - AJA2  (zerindaki

proyeksiyalar o nogtalarin

Ozlarila Ust-usta dusur. Sakil 34.
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E nogtesinin - A3 markazindan A}A2 koordinat diz
yotti Gzarinda proyeksiyasmi E3ils isara edak. Reperin tarifina
KOra £3no6qtasi A} va A2 nogtalari ila Ust-uista diisa bilmaz.
lluna gdra do AItA2,E3 nogtalori AXA2 diz xotti (zarinds
leper awals gatirir. Onu Ra3ils isars edak: R3=(",, A2, E3)

Analoji gayda il R2=(Av A3,E 2) Va
A = (A2, A3, Ej) reperlarini da tayin etmak olar.

Demali, proyektiv  muistavi  (zarinds  verilmis

r=(a,,a2,a3 e) reperi AlIA2, AIJA3 A2A3 koordinat diz
Xotti tizarinda uygun olaraq R3={Aun A2, E3),
It2~{Av A3, E2), R{= (J12, A3, EX) reperlorini amala gatirir.

indi ise X négtasinin R reperindaki koordinatlari ila
onun koordinat diiz xatlari tizarindaki proyeksiyalarinin koordi-
nallari arasindaki alagani gostaran teoremi isbat edak.

Teorem. Proyektiv mistavide R =(ALA2,A3 E)
rcperi verilarsa, bu repers nazaran (X,,x2,x3) koordinatlarina
malik olan va A3 ndqtesindan fargli olan X ndqgtesinin A3
morkazindan AjA2 koordinat diiz xatti Uzarindaki X 3 proyek-
eiyasi R3={Ax A2, E3) reperinda (x,,x2)) koordinatlarma ma-
likdir.
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Isbatl. ©gar X 3 néqtesinin R reperindaki koordinatlari
(M\,y2,yb) olarsa, X3e AxXA2 oldugundan .¥3*O olar.
X3(y\,y2,0) olar. X, X3 va As noqtsbri bir diz xatt
tizerinda olduglarmdan A2A3 koordinat diz xattindaki Xx
proyeksiyasi

X W o

X2 yp 0 =0 Vaya
Y2

X3 0 1

olar.

AXxirinci barabarlik onu gostarir ki, x, va xzadadbri yx
va y2 adadlari ib mitanasibdirbr. Yani R reperinda X 3 ndg-
tasinin koordinatlart X 3(xx, x2, 0) olar.

Analoji gayda ile E, E3, A3 ndqtabri bir diz xatt

uzarinda olduglarmdan, alirig ki, R reperinde E3(1, 1, 0) olur.

ax, a2, a3, e vektorlari 77?reperina nazaran alagali

vektorlar sistemi olsun.
Bu barabarlikbrin birincisi gostarir ki, R reperina

nazaran E3(1 1, 0) va X 3(xx x2, 0) oldugundan
fifi+ a2=es
>-<3 = x]ax-l-x1a2
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<ktorlari uygun olarag E3 va X 3ndqtslarini dogururlar.

-y

/ a2, eb vektorlari AXA2 koordinat diz xstti Uzsrindaki
N\, =(Ax, A2, E3) reperina nazaran salaqgsli vektorlar sistemidir.
Ikinci barabarlik gostarir ki, X 3 noqtesi R3 reperina nazaran
(\,, x2) koordinatlanna malikdir. Teorem isbhat olundu.

Analoji olarag isbat etmak olar ki, X[xltx2,x3)R
nogtesinin A2 markazindan (agar A2 ile Ust-lste dismirsa)
®.: koordinat diz xattindaki X2 proyeksiyasi
R, ={A{, A3, E2) reperina nazaran (X,,x3) koordinatlanna A}
morkazindan (Axib 0Ost-Usta dismirsa) R{=(A2,A3, EX) repe-
linda (x2,x3) koordinatlanna malikdir.

814. Proyektiv diiz xattin, proyektiv mustavinin va
proyektiv fazanin modellari
n-olcull «>Iproyektiv fazani, elementbri noqtslar
ndlanan bos olmayan eb Pc¢oxlugu kimi teyin etdik ki, bu
coxlug {n+1) - olculi V vektor fazasinm sifirdan farqli
vektorlari ¢coxlugunun P coxluguna kolleniar vektorlari eyni
I»ir n6qtays, kolleniar olmayan vektorlari iss mixtalif ndqtabra

kegiran syurektiv inikas vasitasila alinib.
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Bu zaman P ¢oxlugunun elementbrinin tabiati haqgin-
da he¢ na deyilmir. / :V ->P inikasi Uzarina da suryektivlik-
dan basga hec bir tabb qoyulmur.

9gar elementbri miayyan olan P ¢oxlugu va miayyan
n olclulu proyektiv fazanin aksiomlarmi 6dayan / V' —P
inikasi tapilarsa, onda deyacayik ki, verilmis aksiomlar
sisteminin interperetasiyasi qurulmusdur. P coxlugunun 6zlis
n 6lculi proyektiv fazanin modeli deyilir.

Tabii olaraq A-0Olcili P proyektiv fazasinm modeli

olarag (a+1) - Olguld V vektor fazasimn bdtiin birdlguli altfe-

zalari ¢oxlugunu gotiirmak olar. Har bir x e K vektoruna garsi
onun V fazasinda dogurdugu birélctll altfazani gqoyan /
inikasi Veylin 1-ci va 2-ci aksiomlanni ddayar.

Hoandssads proyektiv fazamn asagidaki modellsrinsg
daha ¢ox muracist olunur.

Tutaq ki, A3~V vektor fazasi Uzsrinda Ucolgili afin

fazasidir. Bu fezada geyd olunmus O ndéqgtesindan kegan bitin

duz xatlar ¢oxlugunu P2ib isara edsk. P2¢oxluguna markazi

O ndqgtasinda olan diiz xatbr baghlsi da deyilir. Har bir

*

, -
a eV vektoruna O ndqgtesindan kegan va yodnaldici vektoru a
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olan 10, aj duz xatti garsi qoyan f:V'-*P 2 inikasma

luixag.

Aydmdir ki, / inikasi proyektiv fazamn har iki
nksiomunu 6dayir. Demali, P2 Ggolgilu vektor fazasi tUzarinda
Ikiolgliu proyektiv fazanm, yani proyektiv mustaviiiin mo-de-
lidir.

Bu modelds proyektiv mistavinin néqtslari oiarag mar-
kozi O ndqgtssinds olan diz xatlar baglisinin diz xatlari, diz
xntleri olarag hamin baglinm O markazindan kegan va bir
mistavi Uzarinds yerlasan diiz xatleri ¢coxlugu goturulir.

Analoji olaraq Ucolguli proyektiv fazamn modelini

ilurmag olar. Dérdélgult V vektor fazasi tzarinds .44 -dordol-

Viili afin fazasina baxagq. Bu ¢oxlugunun P3 ils isara edak. Har

bir a EV vektoruna O ndqtssindan kegan va istigamatverici

vektoru aolan diz xatti garsi goyan / V' -AP3 inikasl
proyektiv fezanin aksiomlarinin har ikisini 6édayir. Buna gora
do ?3 UcOlgulu proyektiv fazanin modelidir. Bu fazada
proyektiv ndqtslar olarag O ndéqtasindan kegan diz xatbr,
proyektiv diz xatler olarag O ndqtssindsn kegan va bir mis-
tovi Uzarinda yerlagan diiz xatler ¢coxlugu goéturulir. Proyektiv
Intstavi olarag O nogtasindan kegan va istigamatlandirici
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vektorlari G¢olculu fezaya aid olan butin diz xatlar ¢coxlugu
gotardalir.

Indi da proyektiv mistavinin genislanmis mustaviya va
proyektiv duz xattin ise genislanmis diz xatta ssaslanan
modellarini nazardan kegirak.

Ucolciilit V vektor fazasi Gzarinda genislanmis (icol-
culi Afin va ya Evklid fezasmda har hansi bir genislanmis n
mustavisini gotirak. Farz edak ki, O ndqgtesi genislanmis fo-
zanin n genislanmis mastavisina aid olmayan har hansi max-

susi noqtasidir. Asagidaki kimi tayin olunmus / :V ->Ps

inikasina baxadg:

Har bir a eV vektoruna

O nogtasindan yonsldici vek-

toru a olan 10, a] diz xat-

tinin n mastavisi ile kasis-ma
ndqtasi olan A -ni garsi goyag. Sakil 35.
O noqtasindan kegan har bir diz xatt n mdustavisini

maxsusi va ya geyri-maxsusi ndqtada kasir. Belalikb / inikasi

V fazasinin har bir sifirdan fargli vektoruna n genislanmis

mustavisinin miayyan bir négtasini garsl qoyaq. 35-ci sakilda
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a vektoruna maxsusi A ndqtasinin, b vektoruna iss geyri
maxsusi ndqtasinin garsi goyuldugu gosterilib.

Genigianmis muastavinin maxsusi va geyri -maxsusi
noqtabrini eyni bir adla, proyektiv noéqte adi ile adlandirmag
sorlasak.

/ :V —n inikas! proyektiv fazanm aksiomlarimn har
ikisini ddayir.

Analoji gayda da proyektiv diiz xattin genislanmis diiz
xDtt modelina baxaq. ikidlcili V vektor fazasi (izarinda

-y
ikilcili afin fazasinda genisbnmis d diz xattini gotirak. O

-y
noqtesi afin fazasmin d diz xattina aid olmayan har hansi

noqtasi olsun (sakil 36).

-y

V  ¢oxlugunu d
I»enisbnmis  duz  xattina
mikas etdiran asagidaki
[/ V' ->d inkasma

baxagq: Sakii 36.

y
Har bira g V vektoruna O ndéqtesindan kegan va yo-

-y —
nnldici vektoru a olan duz xatls d diiz xattinin A kasisma
noégtesini garst qoyaq. O ndqtesindan kegan d diz xattinin

maxsusi va ya geyri - maxsusi nogtads kasmasindan asili
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olarag V c¢oxluguna daxil olan vekiorlara maxsusi va ya geyri
- maxsusi noqta garst goyular. / :V' -» d inkasi bir olgulii
proyektiv faza (clin Veyl aksiomlarmin har iksini 6dayir.
Belalikla, d genislanmis diiz xatt proyektiv diiz xattin modeli
kimi gabul oluna bilar. Biz bundan sonra mahz bu modeli
proyektiv diz xatt kimi gabul edacayik.

Golacakda asagidaki teoremdan istifade edacayik.

Teorem. Genislanmis d  dlz xatti  Uzarinda

, B, E) reperi gotirulib. Ak no6qtasi bu diz xattin

geyri -maxsusi nogtasidir. ©gar d diz xattinin M maxsusi

noqgtasinin RK reperinda koordinatlari x,, x2 olarsa onda hamin

nogtenin  d diz xatti Gzarinds B, BE afin koordinat

. . X,
sisteminda koordinat —2 olar.
X

-

isbati. Xatirladag ki, diz xatt Gzarinds O, e afm

koordinat sisteniinde M ndéqgtesinin koordinatt OM =xe

sortini 6daysn x adadina deyilir.

Genisbnmis mustavinin d diiz xatti Gzarinda olmayan
har hansi Q ndgtasini gotirak. BE, OB va OE vektorlari
RM=(AK, B, E) reperinin taps noqtslarini va vahid ndgtasini
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doguran vektorlar olar. OE =BE+QB oldugu iigln

BE, OB, OE wvektorlari Rm=(Ax,B. E) reperina nazaran

mlacpli vektorlar sistemi olar.

Q
Sakil 37.

Har hansi M e d maxsusi négtasinin B, BE koordinat

sisteminds koordinati BM =x-BE sertini 6daysn x adadi

olacag. d genislanmis diz xatt modelinds digar tarafdan,

OM = OB+ BM =xBE oldugundan M ndéqgtasinin  Rm
reperinda koordinatlari (x, I) olar.
Ogar teoremin sartina gdre adadler citi da M

nogtssinin - R<a=(AazB, E) reperinds koordinatlaridirsa,

- =x olar. Bununla da teorem isbat olundu.
*2

indi ise asagiaak iki masalaya baxaq:



Masala 1. Proyektiv diz xattin R = (A9 A2, E) reperi-
na nazaran koordinatlari ila verilmis M(xx, x2) ndqtssini qu-
run.

Halli. Farz edak ki, d genisbnmis diz xatt lzarinds

R =(Ax, A2, E) reperi eladir ki, onun taps noéqtaleri va vahid

noqtasi maxsusi nogtalardirler. ixtiyari O g d noqtasi gotiirak.

OE diiz xatti Uzerinda

[ —

ixtiyari OE = vektorunu

e
—»
geyd edsk. e vektorunu

OAjVo OA2 diiz istigamatin-

da ki ;x va ngektorIari

iizra ayirag. Sakil 38.

y y > — >

e-q,+a2. 4, a2, e vektorlari sistemi R = [A A2,E)v

reperine nazaran alagali vektorlar sistemi olacaq. Sonra

~

OM =x, fli+ x2a2 vektorunu qururug.

OM diz xatti ile d diz xattinin M kasisma noqtasi
talab olunan ndéqtas olar.

Xisusi halda R reperinin tapa négtslarindan ve valid
noégtesinin Gglindan biri geyri maxsusi négtads ola biler. Bu

halda da masals eyni gayda ib hall olunur.
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Masala 2. Proyektiv mustavisinin 51 genislanmis
Indstavi niodelinds R~ (av A2, A3, E) reperinda kordinatlari
ila verilmis bl(xlyx2, x3) ndqtasini qurun.

HaLLL Bu masalani hall etmak G¢ln bundan gabagki 1-
ci masabnin hallindan va 813 teoremdan istifads edacayik.
I-arz edsk ki biza R =(av A2, A3, K) reperi verilib. Biz
Av N12, A3, E ndqgtalarinin halalik maxsusi ndqtalar oldugunu

Ibrz edirik.
Bu néqtabrin biri va ya ikisi geyri - maxsusi néqta ola
t)ibr. Genisbnmis muistevi adi afin mdstavisina sonsuz

uzaqglasmis dtiz xatti alava etmakla alinir (sakil 39).

Proyektiv reperin isa bir diiz xatta aid olan ¢ ndqtasi

olu bilmaz). §13- da ishat etdiyimiz teorema asasan Es ndqtesi
/l, markazinden E ndégtesinin AXA2 koordinat diz xatti

U/,r>rinds proyeksiya olarsa, R3—{Ax A2, A3) reperinds M
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nogtasinin A3 markazindan M 3 proyeksiyanm koordinatlari
(xp x2) olar.  AXA2 koordinat diz xatti  (zarinda
R3=( , A2, E3) reperinds koordinatlari  (xxx2) olan
M 3 ndqgtasini qururug. Sonra analoji qaydada AsAs koor-
dinat duz xattindeki R2= (Ax A2, E2) reperinda koordinatlari
(x x3) olan M2 nogtssini qururug. AM3 va A2M 2diiz

xatlarinin  kasisma ndqtesi taleb olunan ndqta olar:

M =A3M3C)A2M 2.
Xisusi halda R = (A" Bag A3, E) reperinds ds pro-

yektiv koordinatlari ils verilmis istanilan néqgtani eyni gayda ils

qurmag olar.

815. Proyektiv mustavida va proyektiv diz xatds ndqgtanin

koordinatlarinin gevrilmasi
Farz edak Kki, <r proyektiv mistevisinde iKki

R=(A, A3, A3,B) va R'=(a’', A2, A3 E) reperlari verilib

va R reperinin tapa noqtalerinin ve vahid ndqgtasinin R

reperina nazaran koordinatlari malumdur:

Al(on, ~2P O3)tf ~ 2(~12" a22> ~32 )~ ~ 3 (0137 023°433)/? VO

E (gl0 a20, a))R .
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«1 &N a3 MNo
C= and2 gmam (D
as1 g yp aR

matrisina R reperindan R reperina kegid matrisi deyilir. 9©gar

a,,a2a3,e vektorlar sistemi R reperina nazaran alagali
vektorlar sistemi olarsa, onda
1, =ana\+adai +ajas,
* > =
a2=aRa\+a2ar+axas ,

2)

a3—0jsal+caBaz++#33 93,

ex =aJ0a\ +aXal +adas ,

vektorlari R reperinin A\,A2,A'3 tapa ndqtalarini ve E vahid

noqtesini doguran vektorlar olacaqglar. (2) barabarliklarindan

aling;

e e n
6J+Qg2+03~" =(n+a,2+913-06,0)0i+

®)

+(#2]  A2A AT A23 120 + (N3] A32 AA33 —Agzo)An

a\, a2, ab vektorlar cr proyektiv mistavisini doguran tcolcili

vektor fazasinda xotti asili  olmayan vektorlar oldug-
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larindan, a\,a2a3,e vektorlar sistemi R reperina nazaran

yalmz va yalniz onda slagsli vektorlar sistemi olar ki, (2)
matrisinin birinci U¢ stununun cemi onun dérdincl stitununa
barabar olsun. Bu halda (1) matrisinin sttunlarina alagali
sttunlar deyacayik.

Bger R reperindan R reperina (1) kegid matrisinin
sutunlari slagali olmazlarsa, onda bu matrisiil birinci siitununu
lc adadina, ikinci sttununu k2 adadina Gglncl sutununu
adadina vurmagla onlar

A\ + N 12n2 =¢fc
<aZlkx+aZx2+aZzx3=ad (@)
/h1K w*32°2 (838 = "0
(4) tonliklar sisteminin halli kimi tayin eda bilarik. Proyektiv
koordinat sisteminda ndqtanin koordinatlari sabit adadi vuruq
daqiqgliyi il tayin olundugundan.
% au kZav kaB g,
4ax K2z g3

«20

a3s k2aZ3 k3B -.'(\I),

matrisi d@ R reperindan R reperina kegid matrisi olacag. Bu

matrisin stunlari alagalidir.
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(@) tonliklar sistemi haqqinda onu geyd edak ki,
A, ,Az,As nogtalari bir diiz xatt izarinda olmadiglarindan
au 6.2 a3

azi a» @B

*31 *32 *33
olar.

Demali (4) sisteminin yegana halli var. Ham ds

KXP0, kK2P§ vo Kbgp0 olar. Cinki agar masalan k]=0
olarsa, onda E noqtasi A2A2 koordinat diiz xatti (izarinda olar.
Bu iss R'=(a’, A2} A3, E')-in reper olmasi sartina ziddir. Eyni
gavda ils k290 va k3* 0. Belalikls, R reperindan R

reperina (5) kecid matrisinin sttunlari slagslidirlar.

Indi proyektiv mistavide miistavida koordinatlarm

cevrilmasi masalasina kegak.
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Masala 1. Proyektiv mistavids R va R reperlari, R

reperindan R reperina sitinlari alagali olan (1) kegid matrisi
va proyektiv mistavisinin R va R reperlarindsa koordinatlari

uygun olaraq (x,, x2 x3) va (xl,x2, x3) olan ixtiyari X

noqtesi  verilmisdir. x,, X2, xs koordinatlarrm  Xj,X2, Xs

koordinatlari ile ifads etmak talab olunur.

Hall. Tutaq ki, 4,,92 H3,<—.; vektorlari sistemi R

reperina nazaran alagali vektorlar sistemidir. Onda (2)

— —

barabarlikbri ib teyin olunan 41,, a2, a3, e vektorlari R

reperinin tepa ndqtalarini  va vahid ndéqgtasini doguran

vektorlardir. (1) kegid matrisinin sutunlari slagsli oldugundan

— —

aP a2, avvae vektorlari R reperina nazaran alagali vektor-

lar sistemi olar.

Y

Farz edak ki, ;/ vektoru X ndéqtasini doduran har hansi

bir wvektordur.(y,,y2,y3) bu vektorun 4,, 42, 43 bazisinds,

{y\,y2,¥b) ise 9,,92,93 bazisinds koordinatlaridir

Onda
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y =ylalt+y2a2+y3ar
(6)

Y=Y\ «] + V2 «r + "3 «3

(2) va () barabarliklarindan alariq:

>'=71 d+JSa2+ W@ =Y\[ana\+a2\a2+ababl+

/ > > >\ /[ = > >

N=Y21 «12 «1 «22 «2"*~ «32 «3 P" -3 «13 «1 «23 «2 «33 «3

=@|N +i2>2+al3n)°|+@2>] +a22/1 +023/1)a2+
(«31-}’!r + 3282 + «33"3\)«_?? =N «1 +n2 «z +3 <_<L;>
Buradan iss alariq:
+a2)2 +ally3
Y2 =a2WN "Na2r2 M2373 @)

Y b=ab\yY\ + « 3272 + « 33”73

Ov Y2’ ¥3) va (xI,x2, x3) X ndqtasinin A reperinda koor-
dinatlart olduglarmdan els Jlgpo haqigi adadi var Ki,
N =/IxYy2=4x2, y3=JIx3 olar. (y},y2,y3) va (x|, x2 x3)
JT négtesinin R reperinda da koordinatlan olduglarmdan els
No 0 haqgiqi adadi var ki, y\ =Ax\, y2=4xz2, y3=Axs olar.

Uu giymeatlari (s) da nazara alsaq:
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nxj=anNx}+aldix2+a30x3
Ax2 = a2IXxIl +a2Xx2 + a23X x3 (9)
Nx3 —# 31X | + £2A'X2 + # BAX3

Bu barabarliklarin har tarafmi X - 8 bolsek va —=p  isara
n

etsak alariqg.

pxx—d,x, +A21%2+0]3X3

[2x2 = tf2,x, +a2x2 + fl2x3 (10)

pxr ="3X + a3 7+a3x3
(10) dusturlarina proyektiv mistavida koordinatlarin cevril-
masi dusturlart deyilir. Biz x,,x2,va xs koordinatlarmi sabit
vuruq dagiqliyiih tapdig. Bu ise tabiidir, ¢tinki proyektiv reper
négtanin koordinatlarini sabit vuruq daqiqiiyi ila teyin edir.
(10) dusturlarim bir misal Gzarinda nazardan kegirak.

Misal. Proyektiv mistavids ~reperindan R reperina

2 0 P
0 10 1
V- 10 121

kecid matrisi verilmisdir. R reperindan R reperina kegidda

proyektiv koordinatlarin ¢evrilmasi disturlarmi yazm.
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Halll. Gorinddyl kimi verilan kecid matrisinin situn-

lari uygunlasmis deyiller. Birinci sttunun ele k], ikinci k2,

uclinct sutunu els kradadina vuraq ki,

kx+2k2=1
‘k2=1
[- kx+k3=2

sorti 6dansin. Bu sistemdan kx=-1, k2=1ve k3=1 alariq.

Demali, R reperinden R reperina kecid matrisinin sltunlari

alagslidirlar.
-\ 2 o P
0 10 1
1 0 12,

R reperindan R' reperina kecidda ¢evirma dusturlari

pPXX= -XX+ 2x2
<px2 = X 2
pXxXr = Xj + X 3

olar.

indi proyektiv diiz xatt (izarinda proyektiv koordi-
natlarin cevrilmasi masalasine baxaq. Farz edsk ki, d
proyektiv.  duz  xatt  Uzarinds R ={Ax, A2, E) ve
R'=(A1sA:2,,E") reperlari verilir. R reperinin tapa noqtals-

rinin va vahid nogtssinin R reperinda koordinatlari malumdur.
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Az(alz’ a 22

all an g\p~

Ki2\ 022 a20)

(11)

matrisi R reperindan R reperina kegid matrisi adlanir. ©gar
(1) matrisinin birinci iki sutununim elementlari cemi onun
Uclincy sutununa barabar olarsa, onda bu matrisa sltunlari
alagali matris deyacayik.

Masala 2. Proyektiv diiz xattin ixtiyari X ndqtasinin bu
proyektiv diz xatlari R va R reperlarinda koordinatlari uygun

olarag (*,, *2«YO (xx x2)R~dir. ©gar R reperindan R
reperina sutunlari alagsli olan (7) kecid matrisi verilibss, X, ve
x2 koordinatlarmi x\, x2 koordinatlari ile ifada edin.
Halli: ©gar U_Jy aE,‘é vektorlari R reperina nazaran
vektorlar sistemidirss, onda
a, =aua, +az2la2
a2 =al2al+a22a2 (12)
6 —3qg +Gxi2

vektorlari R reperinin tepa ndqtslarini va vahid noqtasini

doguran vektorlar olacaq. (11) kecid matrisinin situnlari sla-
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goli olduglarmdan, an, a2,e vektorlari da R reperina naze-
ran alagsli vektorlar sistemi oiar.

©ger X noqtasini doguran har hansi y vektorunun

c/ é>2va ax a2 bazislarinda koordinatlari uygun olaraq

O'l. ¥2) O'l. y2) olarsa onda

1
->

Y=Y, A+Yra2 ve y="a,+ya (13)

(12) wva (13) minasibatlarindan isa

= =Y\ a,I0|+az1azj +~» dj+ Gz ~2
Y =Y\al+ Y2a2 =Y\ |+ azlazj N d I as)

={any, +any2al+{a2yl +a2y2)a2 =y,a,+ y2a2
alang. Burada isa

N =al\Y\+a\\ (15)
y2=aZy]+azy?
(>p Y2) va (xp xr) e¥n* bir ~ reperinds X ndqtasinin
koordinatlari olduglarmdan /¢ O hagiqi adadi var Ki,

y]1=Xx1, y2=/1x2 olur. Analoji olarag els X ®0 haqiqi adadi

var ki, y\ —Xx\, y2=/1x2. Bu munasibatlari (15) -da nazara
alsaqg.

Nx1=auXx\ +al2xxj
XX2 —2XXxN  a2Xx?2
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olar.

Bu barabarlikbrin har terefini A -3 bélib, p =— isars

etsak.
(16)

disturlarini alariq. (16) dusturlarina proyektiv diz xatt tze-

rinds koordinatlarin cevrilmasi dusturlari deyilir. Proyektiv

mustavids oldugu kimi, burada da jc, ve x2 koordinatlarm tabii

olaraq sabit vuruq daqigliyi il tayin etdik.

816. Proyektiv mustavida diz xattin tanlikbri va diiz xattin
koordinatlari

Biz evklid fszasinda koordinat Gsulu haqinda bahs
etdiyimiz zaman & fiqurunu tayin edan sertler, haqginda
xususi halda @ fiqurunun tanliyi haggmda danismisdiq.

Proyektiv fszada da @ fiqurunun tanliyi anlayisi
analoji gayda ils verilir.

Verilan reperda & fiqurunun tanliyi eb bir tanliya
deyilir ki, @ figurunun har bir négtssinin koordinatlari bu
tonliyi 6dayir, ® fiquruna aid olmayan istanilan ndqtanin
koordinatlari bu tanliyi 6damir.

Proyektiv mistavide da evklid mustavisinda oldugu

kimi fiqur olaraq asasan diiz xatbra baxilir. Biz ds diiz xattin
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muxtalif tanliklarini veracayik. Verilan iki nogtadan kecan diiz
x.Mtin tanliyini ¢ixarag.
Farz edak ki, proyektiv mistavidaki R reperinds d diz

xnttini iki A(a]® a2, a3)R va B(b}, b2, b3)R ndqgtalari koor-

dinatlari ila verilmisdir. d diz xattinin ixtiyari X(xv x2, x3)R
noqtasini gotirak. A, B va X noqtalari bir duz xatt Uzarinda
olduglarmdan 84-ds 3cl teorema asasan

ifioa] b{
X2 a2 b2-o (D
x3 a3 b3

alarig.

Bu ise d dlz xattinin tanliyidir.

A va B mixtalif néqtalar olduglarmdan

rang a2 b2 =2 2
‘a3 b3l
Demali, (1) tenliyi yalniz va yalniz onda &dsnar Ki,
determinatin birinci sttunu, onun ikinci va ¢lincu sutunlarmm
xotti kombinasiyasi olsun.

Yoni ela J1 va /j (ikisi da birdan sifra barabar

olmayan) haqiqi adadlari var ki,
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X, = /U +
x2 = Aa2+ f.ih2 (3)
x3 = Aa3 +jub3
Bu tenliklar proyektiv mistavida diiz xattin parametrik
tonliklari adlanirlar. Onlarm mahiyyati ondan ibaratdir ki, ikisi

de birdan sifra barabar oimayan A va ju adadlsri neca
olurlarsa, olsunlar (3) tanliklarindan alinan x,, x2, x3 adadlari

(1) tanliyini 6dadiyi UclUn koordinatlari (x,, x2, x3) olan ndqte

d diz xatti Uzarindadir.

Tarsina koordinatlari (x,,x2, x3) olan néqte d diz
xatti Uzarindadirsa, onda hamisa els A va // haqiqi adadlari
var ki, Xj, x2, xs koordinatlari (3) tanliklari wvasitasi ils
a{, a2»a3ve ¢, b2 b3 adadlari ile ifda olunurlar.

(1) tanliyinin sol tarafindaki determinati birinci

elementlarina gora agsag.

a2 b2
o AR

\ - o alarq.
a2 h t8 a3 a2 b2
a2 b2 b, a a
isara etsak.
a2 b2 b} a. a2 b2
M,X, +W2X2 +U3X3 =0 4)
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() barabarliyindan alinir ki, wp u2 u3 adadbrindan

hec olmazsa biri sifirdan forgli olmahdir. Demali, ixtiyari

proyektiv reperda diz xatt birdaracali bircins tanlikla verilir.

o

Bimun tarsi ds dogrudur:  —

Teorem 1. Proyektiv mustavida birdaracali bircins (4)
tanliyi ila verilan fiqur proyektiv diz xatdir.

isbati. Farz edak ki, ui ®0. Onda P =(-u2, w, O) v
Q(-u2, 0, w,) noqtebrinin  koordinatlari  (4) tenliyini
odayirlar. P va Q noqtalarindan kegan diiz xattin tanliyini
yazaq:

X n b}
=o voya Mz X, +UXUX2+ WNXDB- o

Axirinci tanliyin har tarafini wi-a bélsaek, onda
ux]+u2x2+u3x3=0tanliyini alarig. Demali, P va Q
nogtabrindan kegcan PQ diiz xattinin tanliyi (4) tenliyi ib 0st-

usta disir. Teorem isbat olundu.

Foarz edak ki, biza iki dlva d2diz xatbri
dx:uxx+ux2+ux3=0 (5)

d2:15 +vX2+uX3=o (6)
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tonliklari ils verilmisler.
Cabr kursunda bircins tanliklar sisteminin asas deter-
minatmin rangi hagginda teoremdan birbasa almir ki,
Teorem 2. (5) ve (s) tanliklari ilo verilmis diz xatlar
yalniz va yalniz onda Ust-Usts dusir ki.
Aul u2 u3dn

ranq =1

v, u 3

olsun. Buradan bels natica ¢ixir:
Natica. (5) va (s ) tonliklari ila verilmis diz xatlar yalniz
va yalmz onda kasisirlar ki,
fux u2 n3\
ranq =2
J
olsun.
Farz edak ki, d diz  xotti R reperinda

uXx+u2x2+ux3=0 tanliyi ila verilmisdir. Onda mp u2, u3
adadlarine d diz xattinin R reperinds koordinatlari deyilir va

bela isara edilir: d(uv u2, u3) va ya d(ul,u2, u3) . Yuxarida

geyd etdiyimiz kimi duz xsttin koordinatlarinm (gl ds eyni za-
manda sifir ola bilmaz. Ham da ki, R reperinda diiz xattin
koordinatlari sabit vuruq dagigliyi ila teyin olunur. Proyektiv

mustavide R = A2, A3, E) reprinda koordinat diz

xatlarinin tanliklari va koordinatlari asagidaki kimi olur.
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AXA2 :x3 =0 AJA2(0, o, 1)
AtA3:X2=0 AA3(0, 1,0)
A2A3:Xj=0 A2A3(l, o, 0)

§17. ikilik prinsipi

Proyektiv mistavida ikilik prinsipi proyektiv handase-
nin rnahiim anlayislarindan biridir.

Noqgte va dtiz xattin garsiligh aid olmalari munasibatini
adstan bels ifads edirik: «Noqts diz xattin Gzarindadir» va ya
«diz xatt nodqteden kecir». Bundan sonra biz bu minasibati
bels ifada edacayik: «Ndqte diiz xatte aiddir» ve ya «diz Xatt
noqtays aiddir».

Tutaq ki, n coxlugu n proyektiv mistevisi Uzarinds
batin diz xatlar coxlugudur. n mistevisinds R reperini

gotirak. Koordinatlari ib verilmis har bir A(a{ a2, a3)Ren
nogtasine R reperinda eyni koordinatlara malik men diz
xattini qgarsl qoysag onda muayyan bir (p-.n—n inikasini
alarig. Gostarak ki, bu inikas biyeksiyadir. (p inikasi
A(ad a2, a3)R nogtesina m(av a2, a3)R diz xattini garsl

goyur. ©gar Ave B noqgtalari n proyektiv mistavisinin

mixtalif ndqtalari iss oniarin koordinatlari mutanasib deyiller.
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Onda onlara qarsl qoyulan m va n diz xstlerinin ds
koordinatlari mitanasib olmadiglarmdan, bu diiz xatbr onlarda
muxtalif diz xatlardirlar. Demali, @ inikasi inyeksiyasidir.
Yani muxtslif négtalere garst muxtalif duz xatlar goyulur. (p
inikasi haw da stryeksiyadir. Cunki, n coxlugunun har bir
duz xatti eyni koordinatlara malik olan ndqtanin obrazi olacag.
Belalikla aldig ki, ¢ inikasi biyeksiyadir, yani qarstligh
birgiymatli uygynlugdur, o> \ri n inikast diz xatler
coxlugundan noqtalar coxluguna biyeksiyadir.

Qeyd etmak lazimdu* ki, (p va (px inikaslari néqgtalar
va diz xatlar arasmda «aid olmag» minasibatini saxlayirlar:
Yani ager Ae d va & =(p(A) issonda D =(p~\d) noqtssi
a duz xattine aid olar, D e a. Hagigatan, A noqtasi
(a,, a2, a3)R koordinatlari ile d diz xoatti (w, u2, u3)R
koordinatlari ib veriloan Aed oldugundan

axux+au2 +awmr=o (1)

olar.

(p inikasmin tarifms gbro a  diz xattinin do koordinatlari
(«!, a2, a3)R va D nogtesininda koordinatiart (m,wz,m3)

olar. Yani a (av a2, a2) vo D (wp u2, u3) olar. (1) barabarliyi

gostarir ki, D ea olur.

126



Bu toklifden istifade edarek asagidaki taklifin

dogrulugunu isbat edsk. Taklif At B, C ndqtslari bir d diiz
xattina aid olarlarsa, onda

a=(p{A), b=<pB)y c =<
diz xatbri da bir D = (p~\d) ndqtasina aid olarlar, basqa s6zls

markazi D nodqtasi olan duz xatlar dastasina aid olarlar.
isbati: Yuxarida geyd etdiyimiza gore Aed oldu-
gundan Dea, Bed oldugundan Deb, Ced oldugundan

DeC olar. Demali, n, b, c duz xatbri markazi D ndoqtasi olan

diiz xatlar dastasina aiddirbr.

Bu taklifden alimr ki, o> inikasinda proyektiv

mustavinin bir diiz xattina aid noqtslari ¢oxlugu bir diz xatlar

dastasina kegir.

Sakil 40.
Tarsina, (p'] inikasinda bir noqtays aid diz xatbr

dastasi bir diiz xatte aid ndqgtalar coxluguna kecar.

indi da proyektiv miistavida ikilik prinsipini ifada edak.
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Ikilik prinsipi (mustavida). ©gar proyektiv miistavida
nogtaler, diiz xatler va onlarin garsiligh aid olmalari hagqginda
har hansi A taklifi dogrudursa, onda bu teklifde «diiz xatlar»
s0zinu «noqtalar» sozu ils, «ndqtabr» sozlni «diz xatiar»
sOzu ile avaz etdikds alinan A* taklifi da dogru olar.

A taklifina A taklifi ila ikili taklif deyilir. Proyektiv
mustavida ikilik prinsipini asaslandirmaq uc¢un , bu mustevide
R reperini goturak va yuxarida oldugu kimi (p ve (pxinikas-
larim quraq. Farz edak ki, proyektiv mistavinin négtslar ve diz
xatlardan ibarat har hansi ® c¢oxlugu uglin nbgts va diz
xattlorin qarstligh aid olmalari haggmda har hansi A taklifi
dogrudur. @ c¢oxlugunun ¢ inikasinda butiin ndqtslarinin ob-

razlarindan ve inikasmda butln diz xatlarini obrazlarmdan

ibarat olan @®* isara edak.

A tonliyina garsi ®* ¢oxluguna daxil olan noqtslar va
diz xstlerin qgarsihigh aid olmalari hagginda A taklifindaki
«noqtalari duz xatlarla, duz xatlari noqgtalarle» avaz etmakdan
alinan A* teklifini garsi qoyaq. Aidliyi ifade edan sozlari iss
dayismadan saxladigimiz uglin ager A taklifi dogru olarsa onda
A* taklifi da dogru olar. Fikrimizi bir negce misal iizarinda

aydinlasdirag.
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Forz edak ki, A taklifi beladir: 1. «iki néqta neca olur
olsunlar, bu ndgtalars aid olan bir diiz xatt vardir».

Onda A* teklifi beb olar. 1. «iki diiz xatt necs olur
olsunlar bu diiz xatlers aid olan ancaq bir néqgts vardir.»

Hagigatoan A taklifi dogrudur. Onunla ikili olan
A* taklifi da dogrudur.

2. Har bir diiz xatte aid olan sonsuz sayda néqgta vardir.

2* Har bir néqgtays aid olan sonsuz sayda diz xatt
vardir.

3. Bir diz xatta aid olmayan an azi U¢ néqte vardir..

3*. Bir ndgtays aid olmayan an azi ¢ diiz xatt vardir.

ikilik prinsipi bir sira teorembrin isbatinda istifads
olunur. Hamginin qgeyd etmak lazimdir ki, yuxanda
qurdugumuz (p va <p} inikaslari proyektiv mistavinin ndqte-
bri va diz xatleri arasmdaki yegana biyektiv inikaslar deyil.
Biz gebcakds ikilik prinsipi lcun yararli olan daha basga
inyektiv inikaslar quracayiq.

indi da colguli proyektiv fazada ikilik prinsipi
haqqinda gisa malumat verak. Proyektiv fazada ikilik prinsipi
beb ifads olunur:

ikilik prinsipi (proyektiv fozada). ©gar proyektiv fazada
noqtalarin, diz xatlerin va mustavibrin qarstligh aid olmalar

liagginda har hansi Btaklifi dogrudursa, onda bu taklifda
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«noqtalar» s6zunl «mustavilar» s6zl ils, «mistavilari» s6zuni
«nogtlar» s6zl ila avez etdikds, galan sozlari iss eyni ils
saxladigda alnan B* taklifi do dogru olar. Misallar gostarak.

1 Duz xatt va ona aid olmayan ndqts tcln onlarin har
ikisina aid olan yegana mistavi vardir.

1. Diiz xatt va ona aid olmayan mustavi Uglin, onlarm
har ikisina aid olan yegana noqta vaidir.

2. Iki négta neca olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir
duz xatt vardir.

2 * 1ki mixtalif miistavi neca olurlarsa olsunlar, onlara
aid olan ancaq bir diiz xatt vardir.

818. Dezarq teoremi

Tarif. Bir proyektiv diiz xatt Gzarinda olmayan (g
néqtedan va bu ndéqtaleri clt-ciit birlasdiren ¢ diz xstdan
ibarat olan handasi fiqura tgtapali deyilir.

Noqtelera Ugtapalinin tapa noqtslari, duz xatlers isa

tctapalinin taraflari deyilir. Topalari A, B va C ndqgtaleri olan

uctepalini ABC ils isars edacayik. .

\c/

130



Proyektiv mistavida iki ABC va ABC uctapslilerini

gotirak. Farz edsk ki, bu (Ggtapalilarin  tepa noqtalari

yazildiglart kimi nizamlanmiglar. Onda A va A, B va B,

C va C tapalarine bu ugtepalilarin uygun tepaleri, AB va
BC voa BC, AC ve AC toroflorine isa onlarin uygdun
taraflari deyacayik.

Teorem 1 (Dezarq teoremi). 9gar iki Uctapalinin uygun
toroflarindan kecan diz xatler bir nogtadan kegilirsa, (bir
négtaya aiddirlarsa), onda bu Uctepalilerin uygdun taraflarinin
kasisma noqtalari ds bir duz xatt Gzarinds olar. (bir duz xatts
aid olar).

isbati. Farz edok ki, ABC va ABC verilon
tictapalilardir. O noqtasi AA, BB va CC diiz xatlarinin har
ucnin kasisdiyi noqtslardir. AB ve A B teraflarinin kasisdiyi
noqgtani P ila, AC va A C taraflarinin kasisdiyi nogtani N ila
BC va BC taraflarinin kasisdiyi nogtani M ils isare edsk
(Sakil 41).
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9gar O noqgtasi AB, BC vea ya CA teraflarinin birins
aid olarsa, onda teoremin hokmunin dogrulugu askardir.
Belaki agoar Oe AB olarsa, onda A e OA, B e OB va
OA = OB = AB oldugundan alanq ki, AB tarafi ila AB tarafi
ilo Gst-usta dusar.

AC ils AC -in kasisdiyi nogta N, BC ilsa BC -in
kasisdiyi nogtsa M olarsa da MN ile AB diz xatti, bir P

noqtesinda kasisar. P ndqtasi iss AB va A B taraflarinin

ortag noqtssidir. ©gar bu ugtspalilarin bir clt uygun taps

noqtaiari, masalen A va A , (st-Usta diiserss yena teoremini

hokmu askardir.
Ciinki, A nogtasi ham AB va A B taraflarinin, ham da AC

va A C taraflarinin ortag ndqtssi olar, yani N va P ndéqtalari

A noqtasi ila Ust-lste dusar (Sakil 42).



Sakil 42.

Onda AM diiz xatti bu Ggtapalilerin uygdun taraflarinin
kasisma noqtalarinin aid oldugu diiz xatt olar.

indi farz edak ki, A va A, B va B', C va C ayri -
ayn noqtalardirlar va O ndqtasi bu Uctapalilardan heg¢ birinin
tarafina aid deyil.

Proyektiv  mustavida R=(A, B, C, 0) reperini
gotirek. Bu reperda A, B, C, O ndqtaleri

n(, 0, 0), 5(0,1, 0), C(0, 0,1) va 0(1, 1, 1)
koordinatlanna  malikdirlar.  OA  diz xattinin  tanliyi
X7- x3=0, OB diiz xattinin tanliyi x}- x3=0.

A noqtesi OA diiz xatti lzarinde oldujundan oniui

koordinatlari A (a, L 1) kimi, B nogtesi OB diz xatti

Uzarinds oldugundan onun koordinatlarim B (I, b, I) kimi,
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C négtasi  OC duz xatti Gzerinda oldugundan onun
kordinatlarim C (1,1 c)kimi gotirmak olar. Cunki goéturda-
yimiz koordinatlar OA, OB, OC diz xatiarinin tanliklarini
Odayirlar.

indi da Rreperinda M, N va P noéqtahrinin
koordinatlarim tapagq.

P noqgtesi AB ve AB diiz xatlerinin kesisma

noqtasidir. AB diiz xattinin tanliyi xs =0 va A B diiz xattinin

tanliyi
X, a 1
X2 1 b=o
1 1
olur.

Buradan da AB':(\-b)xx-(a-\)x2+xbab-\) =0
alarig. xs = 0oldugunu nazara alsaq, onda P ndqtasinin
koordinatlari P (a-1 1-b, 0) kimi olar. Analoji gayda ils
M(0, 1-by c-1) va N(a-1 O, 1-c) alarig. M, N va P

noqgtelari bir diiz xatt Gzarindadir, ¢linki,

a— 0 a-1
1-b 1-b 0 =0
0 C-1 1-C

134



(Determinatin ikinci va tglnci sttunlarmin cami onun

birinci sitununu verir) Teorem isbat olundu.

Qeyd edsk ki, ABC va ABC (gctapslibri proyektiv
fozada muxtalif mustavilar izarinds oldugda da teorem dogru-
dur. Hagigatan proyektiv fezada uygdun olarag ¥ ve £

mistavibrinda yerlasan ABC ve ABC (ctapalilari uygun

topalarindan kegan diiz xatlarin Ondéqtasinda kasdiklarini farz
edek. Onda A, B, A va B néqtalari bir miistavi (zarinds

olarlar.

Sokil 43.

Onda AB va AB dlz xatlari kasisarbr. Onlarm P
kasisma ndqgtasi iss cr ve a mistavilarinin kasisma xatti
Uzerinda olar. Clnki, AB a mdustavisi lzarinds, A B iss cr
mustavisi Uzarindadirbr. Eyni gayda ib AC va AC uygun

torafbrinin, BC va B C uygun taraflarinin kasisma ndqtabri

135



do (+ ve ¢ mistavilarinin kasisma dlz xatti Uzarinda olarlar.

Demali, M, N va P ndqtaleri bir diiz xatt izarinda yerlasirlar.

Proyektiv mustavida Dezarq teoremi ils ikili olan
teorema baxaq: Bu teorem Dezarq teoreminin tors teoremidir.

Qeyd edak ki, uctapalinin ikili fiquru yena lctapali olur.
B fiqura bazan Ugtarafli da deyilir.

Teorem 2. (Dezarq teoreminin tarsi) Iki ugtapalinin
uygun teraflarinin kasisma ndqtalari bir diiz xatte aid olarlarsa,
onda hamin Ugtapalilarin uydun tepalarindan kecan diiz xatlar
bir noqgtada kasisirlar.

Bu teoremin isbati ikilik prinsipina gdrs aydindir.

819. Duz xattin dord ndqgtasinin mirakkab nisbati

Torif. Tutaq ki, d proyektiv diz xattinin ele doérd
A, B, C, D noqtslari verilmisdir ki, A, B, C noqtalari mix-
talif D issa A noqtasi ile Usta-Ustsa dismayan har hansi

noqtadir. d diz xatti Gzarinde RO=(A, B, C) reperinde D

X
nc'gtasinin  koordinatlari  (x,, j@) iss, onda — nisbhatina

A, B, C, D nogtalarinin mirakkab (ikigat ve ya anharmonik)

nisbati deyilir va (AB, CD) kimi isara olunur.
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Qeyd edak ki, D noqgtssi A ils Ust-Usta diismadiyindan
RO= (A, B, C) reperinda  (X,, x2) koordinatlari x2®0
sartini odayir.

Teorem 1. ©gar A, B va C proyektiv diz xattin mux-

telif néqtslari, A har hansi haqiqi adad iss, onda d diz xatti
Uzerinda els yegana X noqtssi var ki, bunéqgte Ucln
(ab,CX)=4.

Isbati: Proyektiv diiz xattin iizarinde RO=(A, B, C)
reperini va bu reperda koordinatlari (A, 1) olan X ndoqtasini
gotirak. Tarife gora (AB, CX)= 4. indi gostarak ki, teoremin
sortini 6dayan X ndqtasi yeganadir. ©gar proyektiv diz xattin
lizerinda (@B, CX)=n sortini  O0dayan  basga  bir
W

X X
X (Xp x2)an6qtesi da olarsa, onda — =¢. Buradan — =—
A X2 X2 |

alinir. Demali, X va X noqtalarinin koordinatlari muatanasib-
dirlar. Bu isa o demakdir ki, X négtasi X noéqtesi ila Ust-Usta
dusar.

Teorem isbat olundu.

Natica. ©ger proyektiv mistavide A, B, C, D va D
nogtalari Gg¢lin (AB, CD) =(aB, CD) sarti d¢danarsa, onda D

ve D noqtalari Ust-Uste dusurlar.
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indi da miirakkab nisbatin veriimis néqtalarin koordi-
natlari vasitasi ila hesablanmasi disturunu verak. Bunun Ugin

asagidaki teoremi isbat edak.
Teorem 2. O©gar proyektiv diz xatt Uzarinds muayyan
bir R reperinda koordinatlari ila verilan
A(al,a2\ B(b{ b2\ C(cl, c2)
noégtaleri muxtslif, D(dx d2) ndqtasi Us A ndqtasi ila Ust-lsts
diismirss, onda

q, A bx dx

(D

n a2 d2 Dbx C2

Isbati. R reperinden RO=[A, B, C) reperina kecid
zamani koordinatlari ¢evrilmasi dusturlarmi yazaq. Aydindir
ki, ixtiyari kxp Q k2P0 haqgiqi adadlari tg¢in A va B
noqtaiarini koordinatlarmi A{kxav kxa2) va B{k2ox k 2b2) kimi

doe yaza bilsrik. kxva k2 adadlarini els sec¢ak ki,

rkvax kZx ¢, n ) o ) )
kecid matrisinin sltunlari alagali

JUh Kh Q)
olsunlar. Yani

kxax+kx= c,

Kla2+ kD2 =c, @)
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Onda 8§7-da koordinatlarin ¢evrilmasinin (16) diisturlari

e kKaxx+ k2ox?2
3
[px2 = &2X, + kX2 @)

kimi olar.

9gar RO=(A, B, C) reperinde D ndqtasinin koordi
natlari (yl9 y2) olarsa, onda (3) disturlarindan alang.

fpdx=axkxy x+bx2y 2

\pd2 = a2y x+bk2y 2 ()
Buradan, yx ve y 2-ni tapag.
Pd: hk7 dx A p™
0d2 bx2 ©d2b. a2 pd2
K= akx bk L0 ak hk, a, b
kx Ly
ax, b~ a2 s, axx bk2 az b2
Mirakkab nisbatin tarifma asasan
d, b,
2d2 b2
ax d, ®)
it,
02 di

Indi isa (2) sistemini kx va k2-ya gora hall etsak, alariq.
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«l

c b2 ] C2

*2 «2 b2

(ab, cd)= az c2 d2 #2 C2 ~2 om
4 a, d 4 a
a. d. e b2 c2

Bununla da (1) disturunu aldig.
Teorem isbat olundu.

Diiz xattin dord ndgtasinin mirakkab nisbati asagidaki
xassalara malikdir.

1) (@b, co)=(ca ab)

{ab,cd)=,* 1 '
2)(AB, CD)*U olarsa, 1

3) (AB, CD)=(BA, DC)
A)(AB,CC)=\, (aB, cB)=0

5) (AB, CD)+(AC, BD)=1
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1), 2) va 3) xassalarini isbat etmak clin proyektiv diiz xatt
Uzerinda ixtiyari reper gotlrub, yuxaridaki ndéqtalarin bu
reperdas A(al, a2), #(&,, b2), C(c,, c2) ve D(dIt d2) koordi-
natlari vasitasi ila onlarin

(AB, CD) (cp AB), (AB,DC), (BA, CD) (BA, DC)
mirakkab nisbatlarini hesablasaq 1), 2), 3) xassslarinin dogru-
lugunu aiariq.
4) xassali murakkab nisbatin tarifindan birbasa alinir.

5) xassasini Ishbat edsk. RO=(A, B, C) reperinds D ndégts-
sinin koordinatlarmi (dPd2) isars edek. A, B va C noqts-

lerinin koordinatlari uygun olarag (I, O, (O, 1) va (1. 1)

oldugundan alariq.

1 o 1 dxl
o':1 d7\ d, -dt

AB, BD
( ) 1 d] 1 o d.

o d 1 1

Demali, (AB, CD) +(AC, BD)= 1
Xassa isbat olundu.
Qeyd etmak lazimdir ki, ager A, B, C, D ndéqtalarini

miayyan ntzamla goturdikda, onlarin murakkab nisbati malum

olarsa, 1) -5) xassalarinin kémayi ila onlarm ixtiyari nizamla
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goturilmis mirakkab nisbatini hesablamaq olur. Farz edsak ki,
(AB, cd)=7*0.
Onda

(nB, DC)=~, (BA,CD)=-/, (BA, DC) =1,
1

J|
Ve s.

(ad, BC)=1-(AB, DC) =1-1i ="1i
n
Indi ise genisbnmis diiz xattin dérd néqtasinin murak-
kab nisbatinin handasi manasini gostaran asadidaki teoremi

ishat edak.

Teorem 3. ©gar A, B, C, D genislanmis diz xattin

maxsusi néqtabri, Pm ise geyri -maxsusi négtesidirsa, onda

(AB, CPj=-(AB, ¢) @)
olar. Burada (AB, C) va (AB, D) diiz xattin U¢ noqtasinin
sada nisbatidirlar.

isbati. Genisbnmis diiz xatds R = (P00, A, B) reperini
goturak. Bu reperds A B noqtslari il
P,.(I, 0), A0, I), B(4 I) olar. C wve D noqtslarinin
koordinatlarini isa (c,, c2) va (dx d2) ib isars edak.

Aydindir ki, c2®0, d2 $0.
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Genislanmis diiz xattini maxsusi M x va M 2 nogtale-

linin tayin eladiyi MM 2 parcasim J1¢ -1 nisbatinda bdélsn

Mndoqtesi ugin MMM =/IMM2 muinasibati 6danir va bels

isara edirlar. 1=(MM 2, M). Bgar M,, M2, M ndqtalarinin

-y
N, AB afin koordinat sisteminda koordinatlari uygun olaraq

X,, X va x olarsa, onda

MM =(x- x,) AB, MM2= (xz2 - x) AB, buna gors

M mr,m ) =7 (8)
X2 - X

§14-da isbat etdiyimiz teorema asasan R =(Pm,A, B)

reperinda koordinatlari ils verilmis

neo,1), 5(1,1), C(c,c2), D(d}d2)

nogtalari A, AB afin reperinda A(0), B(1), C(c), D(d)

. o cX dx
koordinatlanna malikdirlar. Burada ¢ =—, = d_2
Demali,
(AB,C)=1t~-, (AB,D)=-"~ 9
1-C 1-d

indi isa (1) disturundan istifads edsrak (AB, Cli) ve

(AB, CPm) murakkab nisbatbrini hesablayag.
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07\11dX o\

1 1 d2 d2-d 2
(ab, cd)= 2 cX X c2—eX

0 dx 1¢ "~ -9 .

1 1 ¢2 d2—dx
1-C (AB.C)
d (AB, D)’
1-d

(s) dusturu isbat olundu.

0g 11
(AB.CP..) = l1c2 10
7T 001 1ex oo =-(n8, )
10 1c2
@) disturu isbat olundu. Teorem isbat olundu

820. Diiz xatlar dastasinin dord diz xattinin mirakkab

nisbati
Tutag ki, bize proyektiv mistavide iki g va ¢
proyektiv diz xatleri va bu mustavinin hamin diiz xatlars aid
olmayan O noqtasi verilmisdir. g dlz xatti Uzarinda ixtiyari
Mnoqtasi goturak. OM diz xatti ilag duz xattinin kasisma
négtasni M' ila isars edak. 8§13-da dediyimiz kimi M
négtasina Omarkazmndan Mndéqtssinin g diz xatti Gzsrinda

proyeksiyasi deyilir.
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Teorem. 9gar A, B, C, D ndqgtaleri g diz xattinin

nogtaleri  A', B, C, D iss hamin noqtslarin g diz xatti
lizarinda Omarkazindan proyeksiyalaridirsa, onda,
(AB,CD) =(AB',C'D")

Isbati: Proyektiv mistovi izarinda iki
R=(A B, O E) vo R =(a ,B',0>) reperlorini gotirak.
Burada E noqtasi OC diz xattinin O va C ndqtalarindan
fargli har hansi noqgtasidir (Sakil 44).

R reperinda A, B kordinatlarim tayin edak.

Bu reperde OA diiz xattinin tenliyi x2=0oldugundan
ve A nogtesi OA diiz xatti (izarinds oldugudan onun

kordinatlarmi bela go6tirmak olar A (I, 0, a)R. Anoloji olaraq

B noqtasinin koordinatlarini B (I, 0, b),{g0tlirmak olar.



Sakil 44.

O va E néqtelarinin R reperina gora koordinatlari ise

0o (0,0,1) va £(I, L 1) olar. R reperindan R reperina kecid

matrisi
10 0 1
0 10 1 (1)
a b 11

olar.

Bu matrisin situnlarim alagali sakila gatirmak Ugln

birinci sutununu els kx, ikinci sutununu ele k2, G¢lncl situ-

nunu ela Kr adadlarina vurag.

rkx o o 1N
(0] K O 2
KM Kb Kg 1

(bax.87, (5) matrisi)

K}=k2=1, k3=\-a-b qiymsatlarinda kegid matrisi-

nin sdtunlari slagslidir, onda R reperindan R' reperina keg-

dikda cevirma dusturlari
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pxJ=X

px2= X2 @)

px, =ax\ +bx2+@a -a - b)x3
uklinds olar. ©gsr Dnédqgtssi R va R  reperlarinds
DNA>.¥2>°)n va D{y\, y2, y3) .koordinatlari ils verilarss, (3)
cecvirma dusturlarina asasan

VA (4)
PYr =¥

Buradan iss llzL alarig.
Y2 Y2

Koordinat diz xatlari (zarinde ndqtanin proyeksi-
yalarmm koordinatlari haqqinda teorema gérs 813-da D
noégtssinin R3=(a ,B ,C ) reperinds koordinatlari (y\,y2)
olar. D noqtssinin isa R3=(A, B, C)reperinda koordinatlari

(y,, y2) olar. (AB,Cfl')=4 va (/IB, CD)="~ oldugu
Y2 Y1

tcun yuxaridaki R barabarliyindan

(ab,cd)={ab\c'd)
alariqg.

Teorem isbhat olundu.
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Isbat etdiyimiz teoremdan istifade edarak asagidaki
masalani hall edak.

Masala. Proyektiv mistevide R =(A}, A2, A3, E) repe-
rindo koordinatlari ils verilmis P(p\, p2, p3) va Q(gx g2, q3)
ndgtabrindan kegan duz xattin

X, = Ap, Hug®
x2=Ap2+"q2 (4)
Xx3=Xp3+pq3

parametrik tonlikbri verilmisdir. Bu diz xatt {zarinds
parametrlarin (4,, ) giymatbr citina uygun M](A,, /i,) ve
parametrin (52, p2) giymatlar citina uygun M 2(J12, /n2)

nogtaleri Ggun

(PQ, = (5)
siJJ,2

oldugunu isbat edin,

Halli. Farz edak ki, PQ diz xatti A3 ndgtasindan
kecmir. P, £), M> M2 ila P, Q,M{ M2 ndqtabrinin A3
markazindan AXA2 diz xatti Uzarinds proyeksiyalarmi isars
edak. NOqgtanin koordinat duz xatt Gzarindaki proyeksiyasinin
koordinatlari haggmda teorema gora (84) AtA2 koordinat diiz
xatti Gzarindaki R3=[A{ A2, E3) reperinde P, Q, M\, M2
noqtalari
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P\P\,P1), Q'iqi>=<?2). Mi(-VI +rt?1. APr+/1'b)
A2("‘2Pi"*MIY|' NPT ANM24T)

koordinatlanna malikdirlar. (1) disturuna gora

P \P\+M\Y\ WV 1+ M
p2 \p2+px2 p2 XPp2+fig2 M 72

(PQ, M[,M2)
P\ 2P\ A M4\ M
p2 A2p2+fig2

Bundan avval ishat etdiyimiz teorema asasan

(PQ, M\M2)=[PQ, M,M2) oldugundan, (5) barabarliyinin
dogrulugu isbat olundu.

(5) borabarliyi PQ duz xatti A3 tapasindan keganda da
dogrudur. Bu halda PQ Al va A2tspslarinin he¢ olmazsa
birindan ke¢mir. Farz edak ki, PQ diiz A2 tapasindan kegmir.
Onda P\Q,M,,M2 ndéqgtalarini 12 markazindan A{A3

koordinat diiz xatti tzarine proyektlandirmakls, (5) disturunu
alirig. Masals hall olundu.

Yuxarida isbat etdiyimiz teoremin kémayi ila diiz xatler
baglismin dord diiz xattinin mirakkab nisbati anlayismi verak.

Farz edak ki, a,b,c,d proyektiv mustavide markazi O

néqtesinds olan duz xatler dastosinin har hansi dérd diz

xattidir (Sakil 45).
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Sakil 45.

O markazindan ke¢mayan har hansi gdiz xattini
gotirak. Bu diz xattin a, b,c,d duz xatleri ils kasisma
nogtalarini uygun olaraq A, B, C, D ile isara edak. Yuxarida
isbat etdiyimiz teorema géra (AB, CD) mirakkab nisbati
gduz xattinin segilmasindan asili deyil. (AB, CD) adadina
a,b,c,d duz xatlserinin mirakksb nisbati deyilir va @b, cd)
ilo isaro olunur. Takrar edak ki, (ab, cd) g diz xattinin

secilmasindan asih deyil.

Bir duz xatt zearinda olan dord nogtanin miurakkab
nisbatinin xassalarindan (819) istifade edarak dliz xatlar
destasinin dord diz xattinin asagidaki xassslarini asanligla
isbat etmak olar.

1) (ab, cd) ={cd, ab)
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2) 3Mar [ab, cd)* o,
onda (ba,cd)=- 7 ), (ab, dc)=j ~

3) @b, cd)=(ba, dc)
4) (@b, cc)=I, (as, c&)=0,
5) (af, cd)+(ac, bd)=I* ~
<4j2.P M istavinin proyektiv ¢cevirmalari

Tarif. Proyektiv mistavinin har bir diiz xattini yena ds
diiz xatts keciran va bir diz xatt Uzarinda yerlasan doérd
néqtenin murakkab nisbatini dayismayan cevirmasina proyek-
tiv ¢evrilma deyilir.

Basqa soOzls, proyektiv cevirma bir diz xatt (izarinda

yerlasan dérd Mt M2, Mb M4 nogtalerini ela
bl\, M 2, M 3, M\ ndqtalarina cevirir ki, onlar i¢iin

{M,M2, M3M2)=(M;M21 M TM\)

Mistavinin proyektiv ¢evirmasina an sade misal olaraq
eynilik ¢evirmani gostars bilarik. Bu ¢evirmada har bir néqgta
0z-06zlna kecdiyi ucun, diz xatt diz xatte kecir ve diiz xatt
iizarindaki dord noqtanin murakkab nisbati dayismir.

Lemmal. Tutaq Ki, R=(M,, M2, M3,E) e

R =(Mj, M2 M\, E) proyektiv mistavinin iki proyektiv
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reperidir. R reperinds koordinatlari ile verilmis har bir ndgtaye

R reperinda eyni koordinatlara malik olan néqtsni garsl goyan

/ inikasi mistavinin proyektiv ¢evirmasidir.

isbati. Farz edsk ki, /inikasi M (x,,x2, x3) noqtasini

M (x,,x2, x3) . nogtasina kegirir. lisbat edak ki, /inikasi
proyektiv cevirmadir.

ogar X(xt,x2, x3)R, I'(yny2, y3)k, z2{zt,z2, z,)R
nogtalari bir diz xatts aid olarlarsa, onda ¢ néqtanin bir diiz

xatt lzarinda yerlasmasi sartina asasan

X, ylt Zx

X2,y2yz2 =0
X3» Yo» Z3
olar. Bu ise o demakdir ki, onlarin obrazlari olan
*LF 2> *3),> Y'(Y\>Y2' YYO,I z (z,,22, Z3\.
noqtalari da bir diiz xatt tizarindadirlar. indi gostarak ki, /
cevirmasinda dord noqtanin mirakkab nisbatini dayismir.
Yuxarida gostardik ki, /inikasi d diiz xattini yena bir d diz

xattina inikas ebyir.

ogar
Alci\, v2, , 02, C{cx c2,
D(d|, d2, d}R
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nogtaleri d diz xatti Uzsrinda olarlarsa, onda onlarm/
inikasinda obrazlari

A [af a2, 63)w B (6, , C(clt c2, c3)R,

D @F,,d2> Hf
nogtaleri do d duz xattinin Uzarinda olarlar. Buradan, daha

sonra alinir ki, Mx M2, M3 néqtslarinden har hansi biri,

masalan M 3 d diz xatti Uizarinda olmazsa, onda onun obrazi

M\ noéqtesi do d diiz xstti Uzsrinds olmaz. A B, C, D
noéqtelarinin M 3 markszinden M ,M: koordinat diiz xatti
tizarindaki proyeksiyalarini A3, B3,C3, D3 ila isara edak.

85-de ndqgtenin  koordinat diuz  xatti  (zarinds
proyeksiyalarmin koordinatiari haqgqginda, teorema asasan

R3=(1/P M 2,E3) reperinds A3 B3, C3, D3 ndoqtslarinin
koordinatlari
A3@i>a2 ¥s>B3(m, b2 , C3(c),c2 , D3[dvd?2

kimi  olacaqglar
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Sekil 46.
§0-do isbat etdiyimiz teorema asasan
(AB, CD)=(A3B,, C3D3) olar.
§19- da 2 -ci teorema asasan
a\c, o, d
U2 @2 b2d2

a, @, b, c
a, d2 b2 c2 olar.

(ab, cd)=(a3b,, c3d3) 0)
M3 markazinden A ,B\C\D néqtslerinin  M\M\
koordinat diiz xatti Uzarinda proyeksiyalarmi A3>B3,C3, D3
isara etsak, R3=(n/,, M2, E3) reperinda (E3 ilaf ndqtasinin
MM 2 koordinat diz xatti (zarindaki proyeksiyasi isars
olunmusdur). A3, B3,C3, D3 ndqtalari koordinatlari

A\{ax a2)”., B ip], b2)R., C(c,,c2 , D{dx, d 2"
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olar. Anoloji gayda da

a\ ¢\ bxd,

b2 d2
(@b',c d )=(a,b3, c3¥E»)= az @
a\ d\ 1 cl

06, d2 b2 c2

alariq.

(1) va (2) ifadalarini tutusdursaq alariq:

(ab, cd)=(Ab',c'd )
Lemma isbat olundu.
Lemma 2. ©gar fXxva /2 proyektiv cevirmaleri ve g diizxatti
tizerindaki ¢ mixtalif A, B, C ndqtslar G¢ln
/,(A) =f2(A), f,(B)=/2(BX /i(C)=1/2(C)

sorti  Odanarsa, onda ixtiyari Meg noqtasi  Uglin
[,(M)=/2(M) olar.
Isbati.

® )= f2(A)=A, f{B)=f2(B)=B, ft(c)=/2(¢c)=¢"
va [2(M)=M ilo isars edsk. Proyektiv

cevirmanin tarifma gora
(AB\ C'M")=(aB, CM) ve (AB\ C'M*)=(AB, CD)

oldugundan (AB ,Cm )=(aB,CM ) alarig. 819-da, 1-ci
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teorema gore M' va M" noqtelari Ust - (ste dismalidir.

[j(M) =f2(M) . Lemma isbat olundu.

Proyektiv ¢evrilmalar haqginda asas teoremi ishat edak.
Teorem. Farz edsk ki, R=(MVM2 Mb E) wve

R =(m[, M2 Als, E) proyektiv mustavisinin ixtiyari iki

reperidir. Proyektiv mustavisinin R reperini R reperina
keciron ancag ve ancag bir proyektiv cevirma vardir. Bu

cevirmada R reperinda koordinatlari ila verilmis har bir nogta
R reperinda eyni koordinatlara malik olan (mutanasiblik
daqiglikla) noqgtayas kecir.

isbati. 1-ci lemmaya gérsa R reperini R reperina

keciran / proyektiv ¢cevirmasi vardir. Bu ¢evirma R reperinin
A/ (1, 0,0)a A2(0,1,0)A A/(0, 0, )A tepa noqtalerini  ve
E(LL 1) vahid noqgtasini R reperinin
A/, 0, 0)n, A/2(0,1 0)e A/3(0, 0, \)R taps noqtalerine va
£,(1,1,D~ vahid ndqtasine kegirir. isbat edak ki, / teoremin
sortlarini &dayan yegana proyektiv cevirmadii*. ©ksini farz
edok: farz edak ki, R reperini R reperina keciron basqa bir /

proyektiv cevirmasi do var. M,A/, koordinat diz xatti ils

M2E diz xattinin kasisma noqtasini E3 il isars edak.
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f inikasi da M XM 2 diz xeattini M\M\ diiz xattine, M3E diz

xottini M3tE' diiz xettna kecirdiyi ucun, E3 ndgtesini ds
M\M\ va A/3E diiz xatlarinin E3 kasisma ndqtasina kegirar.
*E3-> nobqgtasinin R reperinda koordinatlari
(1,1,0)oldugundan, E3 ndqtssinin  ds R reperinda
koordinatlart  (I,1,0) olar ve 2-ci lemmaya géra / va /
inikaslari MM 2 diz xattinin G¢ muxtalif ndgtasinds Ust-lsts
disdiklarindan M )M 2 diiz xattinin butln négtslarinds Ust-lsts
disacaklar*.
Analoji gayda ile isbat etmak olar ki, / va [/
inikaslart MM 3 va M 2M 3 koordinat diz xatlarinin da bitin

nogtalarinde Ust-Usta diisacaklar.
Indi forz edak ki, M noqtasi proyektiv mistavinin R

reperinin koordinat diiz xatlarinin Uzarinda yerlasmayan har

hansi noqtasidir. M ndgtasinden MXM 2, MXM 3, M 2M 3 diiz
xatbrini uygun olaraqg P, S va Q noqtalarinda kasan har hansi

duz xatt kegirak (sakil 47).
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Sakil 47.

Yuxarida isbat etdiyimiz Kimi

f(P) =f(P), f\S) =f(S) wvo f(Q) =/(Q) olar.
Buradan da 2-ci lemmaya géra / (M)=j{M) oldugunu
alariq.

Demali, / va / inikaslari proyektiv mistavinin bitin
noqtalarinda Ust-Usta dusdrlar, basga soézle / inikasi proyektiv
mastavinin R reperini onun R reperina Kkeciran yegana
proyekiv gevirmadir.

Bu proyektiv ¢cevirma 1-ci lemmaya gora R reperinda
koordinatlari ila verilmis har bir nogtsni R reperinda eyni

koordinatlarla malik olan néqteys kecirir. Teorem isbat olundu.
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Natica. ©ger  proyektiv  maustavinin  proyektiv
vevrilmasinds har hansi bir reperin taps noqtslari ve vahid
1noégtasi invariant néqtabr iss, onda hamin proyektiv cevirma
mustavinin eynilik ¢evirmasidir.

822. Mustavmin proyektiv ¢cevirmalarinm xassalari

Xassa 1. Proyektiv mistavinin cevirmasinda bir diz
xott (izarinda olmayan ¢ ndqte, bir diiz xatt Gzarinda olmayan
Uc négtays inikas olunur.

Isbati. Xassani aksini farz etmak tsulu ils ishat edak.

Farz edak ki, proyektiv mustavinin / proyektiv cevir-
masinda bir diz xatt Gzarinds olmayan U¢ A, B va C noqts-
lari bir g diz xatti Gzarinds yerlasan A> B va C ndqtabrina
kegir.

Farziyyamiza g0rs, / inikasinda mustavinin bitin
néqgtabrinin obrazlarinin g diz xatti (izarinds oldugunu isbat
edak. Hagigaten da, M noOqtasi proyektiv miistavinin C
nogtasindan fargli ixtiyari noqgtasi olarsa, onun M =/(m)
obrazmm g duz xatti lzarinds oldugunu gosterak. MC va
AB diz xatbrinin kasisma noqtasini N ib isars edsk. A, B
va N ndqtabri bir diz xatt Gzarinda yerbsdikbrindan, N

nogtasinin N obrazi da A va B ndqtalarinin obrazlari olan
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A va B noqtabrinin yerlasdiyi g' diz xatti tzarinds olar

C, M, N noqtalari da bir dz xatt Gzarinda yerlasdiklarindan

J¥ndqgtasinin obrazi M -de C va N ndqtalarinin obrazlannm

yerlasdiyi g diz xatti Gzsrinda olar. Belalikls, / inikasi bitiir

proyektiv mustavini g diz xattina inikas edir. Demali,
/inikasi qarsthigh birgiymatli deyil. Bu da /-in proyektiv
cevirma olmasi sertina ziddir.

Xassa isbat olundu.

Xasse2. Mustavinin proyektiv cevirmasinds proyektiv
reper proyektiv repera Kegir.

Xassa 3. Mistavinin proyektiv ¢evirmasinda diiz xatti
yena da diz xatta kegir.

Isbati. Proyektiv miistavide har hansi bir R proyektiv
reperine va onun proyektiv cevirmads obrazi olan R reperina

baxaq. R reperinde alx]+a2x2+awmr =0 tanliyi ils verilan

d duz xatti R reperinda eyni tanlikle tayin olunan fiqura
kecgacak.

8§ 18-da 1- ci teorema gbre isa hamin fiqgur muayyan d
duz xattidir.

Tarif. Proyektiv mustavinin bir diiz xatti Uzarinds
yerlasan azi (¢ mixtalif invariant noqgtasi olan va eynilik

cevirmasindan farqgli proyektiv cevirmaya homologiya deyilir.
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Bir diiz xatts aid olan u¢ mixtalif A, B va C noqtslerii

homologiyamn invariant néqtalari olarlarsa, onda AB diz
\Ittinin  batin noégtalari homologiyamn invariant ndqtslari

olacag. Hagigatan, M ndqtesi AB diiz xattinin har hanst
1oqtasi, M iso onun obrazi olarsa, onda
(AB, CM)=(aB, CM'). s19-doki 1- ci teoremdan c¢ixan
naticaya gore M va M  noqtalari Ust-usta dusiirlar.
llomologiyada néqgtalarinin hamisi invariant olan diz xatta
homologiyamn oxu deyilir.

Homologiyamn sa§idaki xassaleri vardir.

Xassa 4. Homologiyada A ndqtasinin obrazi A ndqte-
sinden fargli A noqtesidirss, onda AA diiz xatti homolo-
giyamn invariantidir.

isbati. AA diiz xatti homologiyamn gOoxundan farqli
diz xstt olacaq. Cinki go oxunun har bir néqgtasinin homo-
logiya obrazi onu 6zl olur. AA diz xattinin go oxu ila kasis-

ma noqtasini C ils isars edak. AC duz xattinin iki A va C
nogtaleri ela bir duz xattin iki A C ndqtalerine kecdiyindan

AC diiz xatti homologiyada invariant olar. AA diiz xatti iso

AC ila Ust -Usta dusen diiz xattidir. Xassa isbat olundu.
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Sakil 48.

Xassa 5. Homologiyada 0z obrazi ils Ust-lUsta dismayan
négtadan ve onun obrazindan kegan butin diz xatlar markazi
homologiyamn invariant néqgtssinds olan bir diz xatisr
dastasina aiddirlar.

Isbati. Tutaq ki, g0 diiz xatti /homologiyasinda A
noqtasi A noqtasina kecir. A noqgtasi A nogtasindan farglidir.

AA diz xatti Gzarindan olmayan B ndqtssi da B ndgtasindan

fargli B noqtasina kegirss, onda AA va BB diiz xatlarinin P

kasisma noqtasi / homologiyasinm invariant nég-tasi olar.
Proyektiv miustavinin ixtiyari M ndg-tesini ve /
homologiyasinda onun M -dan fargli M' obrazi-ni nazardan
kegirak. isbat edak ki, MM diiz xatti P invariant nogtasindan
kegar. Oksini farz edak, (sakil MM duz xatti P

noqtasindan kegmir. Onda MM diiz xatti AA va BB diiz xot-

larini iki Q va R ndqgtabrinds kasar. P, Q va i? noq-te-bri
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Il diz xett Uzerinds deyillar, / homologiyasinm invariant
nttqtesidir. g0 diiz xatti tzarinda els S noqgtasini goturak ki,
/A Q, R va S ndgtaleri Umumi vaziyyatda olsunlar. Onda
&1~0a 2 -ci teoremdan cixan naticays gbra / cevirmasi pro-
yektiv mustavinin eynilik cevirmasi olar, bu iss /-in ho-

mologiya olmasi sartina ziddir. Xassa isbat olundu.

Sakil 49.

Tarif. Homologiyada 0z obrazi ib Ust-Usta diismayan
noqgtadan va onun obrazmdan kegan duz xatbrin kasisma

1oqtasine homologiyamn markazi deyilir.
9gor homologiyamn marksazi oxu (zarinda olarsa beb

homologiyaya parabolik homologiya deyilir.

163



Bgar homologiyamn markszi onun oxu (zsrinds
olmazsa, bels homologiyaya hiperbolik homologiya deyilir.
8, 1 -do ishat edilmis asas teoremdan ¢ixan naticadan ahnir ki,
hiperbolik homologiyamn, onun markazindan basga, homologi-
yanin oxu Uzarinda yerlasmayan invariant néqtasi yoxdur.

Asanligla isbat etmak olar ki, parabolik homologiyamn

onun oxu Uzarinda yerlasmayan invariant néqtasi yoxdur.
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111 FBSIL
PROYEKTIV HONDSSSNIN 8SAS FAKTLARI
§23. Taw dord topali

Torif. Proyektiv diz xatt lzerinds dérd /1, B, C ve D
noqgtsleri veriiirss va (/1B, CD)= -1 satri 6danirss, onda
deyirler ki, A va B ndqtalar ciiti, C va D ndqtaler cltlini
harmonik ayirir. (ve ya A ve B néqtelar ciiti, C va D
noqtalar cutu ila harmonik gosmadirlar).
Proyektiv diiz xatt tizarinds dord néqtanin murakkab nisbatinin
xassalarina goérs (AB, CD)=-1 olmasmdan almir Ki,
(BA, CD)=-1, (AB, DC)=—41 va (CD,AB)=-1 sartlari
de ddanir. Bu isa o demakdir ki, agar A ve B ndqtaler citl, C
va D noqteler citini harmonik ayrirsa, onda, B va A
noqgtalar citi da C va D ndéqtslar cutini, A va B ndqtslar
cutti da, D va C noqtalar cttuni, an nahayat C va D noqtalar
cltlids, A ve B noqtslar cltini harmonik ayirir.

Tarif. Proyektiv mustavida istanilan ¢l bir proyektiv
diz xatt Gzarinda olmayan dérd ndqtedsen ve bu noqtaleri clt-
clt birlsesdiran alti proyektiv diz xatdan ibarst olan fiqura tam

dordtapali deyilir.

165



Hamin noqtalars tam dordtapalinin tspalsri, onlari cut -ciit
birlasdiren alti proyektiv diz xatts iss tam ddérdtspalinin
taraflari deyilir.

50-ci sokilda tepa noqtalsri A, B, C va D olan

ABCD tam dordtapalisi tasvir edilmisdir.

Sakil 50.
AB, BC, CD, AD, BD va AC duz xatlari tam dordtapalinin
toraflaridir. Tam doérdtapalinin ortaq tspsys malik olmayan
toratlorine onun qgarsi terafleri  deyilir. ABCD tam
dordtapslisinde ABvz CD, BC va DA, ACva BD qgarsl
toroflordir. Qarsl taraflorin kasisdiyi noqtalere tam dordtaps-
linin diagonal noqtslari deyilir. Diagonal néqtalsrini ciit-cit
birbsdiran proyektiv diiz xatlars tam ddrdtapalinin diagonallari
deyilir. Sakilds P, Q, R noqgtaleri ABCD tam dordtapalisinin

diagonal nogtaleri, PQ, QR va RP proyektiv diiz xatlari onun

diagonallaridir.
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Lemma. Tam dordtepslinin diaqonal ndqtalari bir
proyektiv duz xatt Uzarinds deyillar.

isbati. ABCD tam dérdtepalisinde P, Q va R
noqtabrinin bir proyektiv diiz xatt tizarinda olmadiglarim isbat
edsk. Bunun ugun (A, B, C, D) reperini gotirsk. Bu reperds
AB koordinat diz xsttinin tenliyi J1(1, Q O) va B(0,1, 0)
ndqgtelarindan kecdiyindan

X, 1 0
X2 o 1 =0 Vaya Xs- o olar.
x3s OO

CD koordinat diiz xattinin tanliyi C(0, 0, I) va D{l 1 1)
noqtslarindan kecdiyindan

X, 0 1
X2 0o 1 o0 Vaya X - X2=o

Xs 11

Buradan da alarig ki, P nogtssinin A, B, C, D
reperinda koordinatlari (I, 1, O) olar.

Eyni qayda ib ~(l, 0, I)ve Q(0, 1 1) olar. Buradan iss
alariqg ki,

110
10 1--1-1.0=--270

0 1 1
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Demsli, R, P, Q noqtaleri bir proyektiv diz xatt
uzarinda deyillar.

indi da proyektiv mistavide tam dérdtapali haqqinda
asagidaki teoremi isbat edak.

Teorem. Tam dordtepalinin har bir diognalindaki
diognal nogtalari, bu diognalin Gglincu diognali amals gatiran

taraflarls kasisma ndqtalarini harmonik olaraq ayirir.

Sakil 51.
isbati. Tutaq ki, ABCD tam dérdtapali, P, Q, Rise

onun diagonal noéqtalaridir. isbat edsk ki, P Q diagonal
Uzerindaki P va Q diogonal ndqtabri, bu diogonal ile R

diogonal nogtasini amals gatiran ADva AC taraflari ils
kasisma noqtalari olan M va N ndqtalarini harmonik olaraq

avirir. Bunun Gclin P, Q, M va N ndégtalarini AC proyektiv
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iz xattine avvalce Bva sonra da D négtasindan
proyektlandirak. Proyeksiyalar haggmda teoremsa gors alang.
(PQ, MN) =(AC,RN) vo
(pa,mn)=(ca,rn)

Mirakksb nisbatin xassalarina gora

Buradan da alariq ki, (PQ, MN) = L

Bu iss o demakdir ki, (PQ, MN)2=\ M wva N
noqtalari tst-tsta dusmadiyindan (PQ, Mbl)¢ 1 olar.

Bu isa demakdir ki, (PQ, MN)=-1

Teorem isbat olundu.
(PQ, MN)=(AC, RN) va (PQ, MN) =- 1 munasibatlarindan
alarig ki, (AC,RN)=-1 Belslikls, biz asagidaki naticoys

gelarik.

Natica 1. Tam dordtspalinin har hansi terafi Uzarinds iki
topa ndqtesi, bu taraf Uzarindaki diognal ndgtasini ve bu taraf
ilo digar iki diognal ndqtasinden kecan diognalla kasisma
noégtasini harmonik olaraq ayirir.

Proyektiv diiz xotlar baglisina aid dérd a, b, c,d diz

xatlari Gcln (ab, cd) - -1 serti 6danarss, onda deyirlar ki, a
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va b proyektiv diz xatleri ¢ ve d proyektiv diiz xatlarini
harmonik olaraq ayirir. Yuxaridaki sakildan gorindiyd Kimi
RM va RN diz xstleri RP va RQ diiz xatlerini harmonik
olaraqg ayirir. Buradall isa asagidaki ikinci naticani alariqg.

Natice 2. Tam dordtapalinin iki qarsi tersfi, bu teraf-
lorin kasisma noqtasindan kecan iki diagonah harmonik olaraq
ayirir.

§24. Proyektiv mustavida qurma masalalari

Proyektiv mistavide qurma masalalari nazariyyasi bir
¢cox cahatdan evklid maustavisinds qurma masalalari
nazariyyasinin analoqudur. Lakin onlar arasinda ciddi farglar
var. Belaki proyektiv mistavide masafe anlayisi tayin
olunmadigina go6ra, burada qurma masalalarinin hallinda
pargardan istifads olunmur. Ancaq xatkesdan istifada olunur.
Farz olunur ki, xatkes vasitasi ila verilmis va ya qurulmus iki
négtadan kecan proyektiv diiz xatti qurmagq olar.

Proyektiv mustavids qurmalarda ssas fiqurlar olaraq
noégta ve duz xatt gotarilir. Evklid mustavisindan fargli olaraq
burada masafa tayin olunmadigindan pargardan istifade
olunmur.

Qurma masalasinin halli prosesinda asas fiqurlarm

muayyan bir M coxlugu geyd olunur.



©gar har hansi bir diz xstt Qc¢oxluguna daxildirss,
buradan ¢ixmir ki, onun har bir négtasi da bu ¢coxluga daxildir.
Yani har bir qurulmus ve ya verilmis diiz xatt Q coxluguna
verilmis va va qurulmus noéqte kimi ayrica bir element kimi
daxil olur.

Osas fiqurlar «qurmanm aksiomlari» adlanall asagidaki
iki sarti 6damalidirlar.

I.  Proyektiv mistevide Umumi vaziyystde olan
qgurulmus néqtabrin he¢ olmazsa bir «dérdliiyl» var.

Il. Qurulmus va ya verilmis ndqtabrin va diiz xatlarin
ncoxlugu har bir qurma masalasi Uglin sonlu ¢oxlugudur. Bu
coxlugun butin elementlarina qgisaca qurulmus fiqur deyilir.
Qurma masalasi hallinde yeni asas fiqurlarin Q coxluguna
alava edilmasi asagidaki iki sartin komayi ils edilir. Bu sartbr
gurmamn postulatlari adlanir.

Ma1. ki qurulmus diz xattin kasisma noqtasi da
qurulmus noqgts hesab olunur.

M 2. iki qurulmus noqtadan kegan diiz xatt da qurulmus
hesab olunur.

Proyektiv mistavida qurma masabsi bels verilir:
Qurulmus fiqurlarm har hansi bir sonlu coxlugu verilir va talab
olunanan asas fiqurlarm xarakterik xassabri sarh edilir. Tabb

olunur ki, qurma postulatlarmm komayi ib asas fiqurlarm eb
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bir sonlu ¢oxlugu tapilsin ki, talsb olunan asas fiqurlar da,
onlarm arasinda olsun.

Tutaq ki, biza har hansi proyektiv diiz xatt Uzarinda g
A, B va C ndoqtalari verilmisdir.

(AB,CD)=-1 sertini 0dayan Dnoqgtasina, bu
néqtebrs dordiinci harmonik négte deyilir.

Asagidakl qurma masalasini hall edsk.

Masala: Proyektiv diz xatt (zarinds ¢ A, BvsC
noqtalari  verilmisdir. Bu noqtalara doérdinct  harmonik
D ndqtasini qurun.

Halli. Analiz els bir PQRE do6rdtapalisi quraq ki, onun
iki diognal nogtasi uydun olarag A va B olsun. Ugiinci
diognal ndqtasini amale gatiren taraflardan biri ile AB&lz
xattinin  kasisma noqtasi C olarsa, onda ugunci diognal
noqtesinin  AB diiz xatti ila kasisma noqtassi talab olunan D
noqgtasi olacaq. Bu analizdan sonra asagidaki qurma Usulunu
aldiq.

Qurma. Tutaq ki, d proyektiv diz xatti Uzsrinds

A, Bva C veribn néqgtabrdir.



Sakil 52.

A noqtesindan d duz xatti ila Ust -Usts dlismayan har
hansi diiz xatt kegirak (sakil 52).

Bu diuz xatt Uzarinds iki P va Q ndqtalarini geyd edak.
Sonra isa BP, BQ ve CP dlz xatlarini qurag. CP va QB diiz
xatlarinin kasisma ndqgtasini R ile isara edsk. Sonra isa
AR diiz xattini c¢akirik. AR diiz xatti ile BP diz xattinin
kasisma noqtasini E ila isars edek. QE diz xatti ile d duz
xattinin kasisma noqtasi D talab olunan ndqts olar.

Isbati. Hagigatan A va B Noqtaleri qurulmus
PQREvam ddrdtapalisinindiognal noégtaleri olarag, C ve D
noqtalari bu tarn dordtspslinin Ggiuncl L diognal ndgtssini
amala gatiran PQ va QE taraflari ile d diz xattini kasisma
nogtaleri oldugundan, tam doérdtapalinin diognal noqtslari

haggmda teorema asasan (AB, CD)=-1 olar.
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Arasdirma. Proyektiv diz xatt Uzerinds doérd nogtanin
mirakkab nisbatinin xassasina géra masalanin yegana halli var.
8 25. Proyektiv diz xatlarin va proyektiv diiz xatt
dastalarinin proyektiv inikaslari

Torif: Tutaq Ki, biza proyektiv mistevids iki d ve d'
proyektiv diiz xatlari va d diz xattinin néqtalari coxlugunun
d' diiz xattinin nogtalari ¢coxluguna / .d -» c/'biyektiv inikasi
verilmisdir. A, B,C, Ded ndqtalarinin bu inikasda obrazlari
A\ B\ C' va D' olduqgda

(AB, CD)=(AB', CD")
Serti 6danarsa onda / inikasina proyektiv inikas deyilir.
Demali, duz xottin diiz xstte proyektiv inikasinda ndqte
cutlarinin harmonik ayrilmasi da saxlamr.

Teorem 1. Tutaq ki, r ={av a2,e) \o
R'=(A', A2,E') uygun olarag d ve d' proyektiv duz
xatlarinda ixtiyari reperlaerdir. Onda d proyektiv diz xattinin
d" proyektiv diz xattina yalinz va yalniz bir proyektiv inikasi
var ki, o R reperini R' reperina kegirdir.

Isbatl. Svvalca d diz xattinin d' diiz xatting R
reperini R’reperina kegiran proyektiv inikasimn varligmi isbat
edak. d diz xatti Gzarindaki R reperina gora koordinatlar

(x,,x2) olan M ndqtasina garsl d' diz xattinin /['repenns
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gbre  koordinatlari  (x,,x2) olan M' ndqgtasini goyan
[ :d ->d"inikasina baxag. Proyektiv koordinatlarm tarifins
gora / inikasi biyektiv inikas olar.

indii gostarak ki, / proyektiv inikasdir, yani dord
ndqtanin mirakkab nisbatini saxlayir.

d duz xatti Gzarinds R reperina gora koordinatlari ile verilmis
ixtiyari dord A(a}, a2\ B(b{,b2), C(c,,c2) va Q{gx g2
noqgtalarini gotirak. Bu noqtsalarin / inikasinda obrazlari d

dlz xatti Uzarinda R' reperina gora koordinatlari uydun olaraq

(0,, a2\ (bx,b2\ (c]lyc2\ (<2, g2\ olan A\B\C\Q"

noqtabri olacaq. Mirakkab koordinatlarala ifadssi hagqinda

teorema gora

a, q

a2
[AB\ Q)= @ P2 2o ca

al u h
i2 92 b2 2

Demali, / proyektiv inikasdir. Bu inikas A}(\, 0O)R
nogtesini  A[(\, 0)/rndqtasina, J2(1, 0)/endqtasini  A2(l, O)R
nogtaesina, E(L 1)? noqgtasini  E'(l, 1)Anoqtasina kegirir.
Demali, “reperi i?'reperina Kkegir. indi isbat edak ki, /

inikasi R reperini “'reperina kegiran d diiz xattinin d'Giz
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xattina yegana proyektiv inikasidir. 9ksini farz edak. Farz edak
ki, basqa bir /': d d’proyektiv inikasi da var ki, o
R reperini R’reperina kegirir. d diz xatti Uzarinda A}, /12, E
noqtalarindan fargli har hansi bir M ed noqtasi goturak.

va f'(M)=M" isara edesk. Onda proyektiv
inikasin terifina gore

(AtA2,EMn) = (A2,EM) = (AjA2,EM")

d' proyektiv diiz xstti Uzsrinde Ax A2, E ndqtabri ils
birlikde mirakkab nisbati a4 =(AXA2EM *)-o barabar olan
nogtanin yeganaliyi haqqinda teorema goérs M ™ ndoqtssi
M'ndqtasi ib 0Ost-lsts disacak, yani /(m) =/'(A/) olar. Bu
ise o demakdir ki, f - f olur. Teorem isbhat olundu.

Bu toremdan alinir ki, d diz xattinin d' <We xattina
sonsuz sayda proyektiv inikasi var.

Tutag Ki, biza proyektiv mistevide iki d va d'
proyektiv diz xatbri ve bu diz xatbr Uzsrinds olmayan O
noqtasi verilib. Har bir M e d ndqtssina garst O markazindan

d' diz xotti Uzarinda Mndqtasinin proyeksiyasi olan M’

noqtasini qoyaq (bax. sakil 53)



Sakil 53.

Proyektiv mustavida ixtiyari iki diz xatt kasisdiyi uglin
gurdugumuz / inikast d diz xattinin noqtalari coxlugunun
d' diuz xattinin noqtslari coxluguna biyeksiya oiacag. Markazi
proyektlandirma haqqinda teorema gore / inikasi dérd
nogtenin mirakkab nisbatini saxladigindan proyektiv inikas
olar. / proyektiv inikasi d proyektiv diz xattinin d'
proyektiv diz xattina perspektiv inikasi deyilir. O néqtasilia
persrektivin markazi deyilir.

Asagidaki teorem perspektivlik alamati adlamr.

Teorew 2. Proyektiv d dlz xattinin d’ diz xasttilie
/ :d -+d" proyektiv inikasmin perspektiv inikas olmasi dgiin
zaruri va kafi sert bu duz xatlerin kasisma ndqtasinin 6zie
kecmasidir.

Isbati. Tutaq ki, P néqtesi d ve d' diiz xatlarinin

kasisma noqtasidir. ©gar / inikasi perspektiv inikas olsa, onda
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P noqgtasinin ixtiyari markaza go6re proyeksiyasi ela 0zt
oldugundan f(p)=p olur.

indi farz edak ki, / :d-» d' proyektiv inikasdir vo
f(p)=p olur. d duz xatti tGzsrinds P noéqgtesindan fargli
ixtiyari iki A ve B noqtabri gotursk. A' =f(A) ve B'=/(B)
isara edak (sekil 54). d wva d' diz xatlari muxtslif
olduglarmdan AA va BB' diiz xatlari da mixtslif olar. Onda
onlar miayyan bir O ndqtesinda kasisarlar ve bu néqta d ve
d' diz xatlarinin hec¢ birina aid olmayacaq. O markazina gors
d diz xattinin <i'dliz xattine perspektiv inikasina baxaq. Bu
inikasda A noqtesi A noqtasina, B noqgtaesi B' noqtesina ve
Pnoqtasi 6ziina kecacakdir.Onda 1-ci teorema gora bu inikas
[ inikasi ib (st-Usts duser. Demali, / inikasi perspektiv

inikasdir. Teorem isbat olundu.

Sakil 54.
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Indi ds asagidaki qurma masalasini hall edak:

Masalal. / :d -> d' proyektiv inikasinda R =(A, B, C)
irperi R = (J1\ B',C") reperina kegir. d diz xattinin ixtiyari
ltfgtasinin obrazmi qurun.

Halli, Analiz. Farz edsk ki, d diz xatti UGzarindaki

A B, C ndqtelarinin d' diz xatti lGzarindaki / inikasmda
obrazlari A', Br, C -dir. ixtiyari A4'duz xattini ¢akak va bu

iz xatt Uzerinde A va A nogtslerinden fargli O ve
O' noqtalerini geyd edak. OB va O'B'diiz xatlarinin kasisma

nogtasini BO ila, OC va O’C diiz xatlarinin kasisma ndqgtasini
Co-ila isars edak. BOCO diiz xatti ilo AA diiz xattinin kasisma
nogtasini 4 ™ are ec’k (sokil 55) O marksazindan fx\d -» do
vo O'markazindan /2 :d0-+ d' perspektiv inikaslarina baxag.
12 0fx inikasi A noqgtasini A noqtaesina, B noqtasini B’
noqtasina va C nogtasini C noqtasina kegirir. 1-ci teorema

gora s 2°/l =/olar.

Buradan bels bir qurma tsulu alinir.
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Sakii 55.
Qurma. d diz xattinin ixtiyari M noqtasinin obrazini
bela qurarig. O nogtasindan OM duz xattini kecirak. OM ils
B{CO diiz xattinin kasisma ndqgtssini MO isarsa edak. MO

nogtasinin d' diz xatti tzarinda O' markazina gora perspektiv
inikasda obrazmi M" isars edak. M’ talab olunan ndqts olar.
Gunki f(M) - /20/j(M) =f2{M0)=M '. Masals hall olundu.
Proyektiv mustavida ikilik prinsipindan istifads edarak diiz xatt
dastalarinin proyektiv inikaslarina bels tarif vers bilarik:

0 markazli proyektiv diiz xatlar dastasiriin O' markazli
proyektiv diiz xatlar dastasina biyektiv inikasinda dord diz
xattin  mirakkab nisbati saxlamlarsa, onda bels inikasa
proyektiv inikas deyilir.

1-Ci teoremda ikili olan asagidaki teorem da dogrudur.



Teorem 3. Tutaq ki, a, b, c O markazli proyektiv diiz
xatlar dastasinin ixtiyari ¢ diz xatti a’, b, ¢' isa markazi O'

noqtasinda olan duz xatiar dastasinin ¢ diz xattidir. Onda O
markazli diz xatler dastasinin, O' markazli diz xatlar

dastasine yegana proyektiv inikasi var ki, a,b, ¢ diz xatleri
uygun olarag o\b\ c diz xatlarina Kkegir.

indi proyektiv miistavide markazleri O ve O’
néqtelarinde olan iki diz xatlar dastalerine va 0O, O
noégtalarindan kegmayan d dlz xattina baxaq. Birinci dastanin
har bir a diiz xattina qarsi ikinci dasteden a ve d diz
xatlarinin kasisma ndqtalarindan kegan diiz xatti qoyaq. Bu cir
garst qoyma birinci diz xatlar dastasinin ikinci diz xatlar
destesina proyektiv inikasi olar.

Cunki bu zaman dord diz xattin mirakkab nisbati
saxlanir. Bela qurulmus proyektiv inikasa markazi O olan diiz
xatlar dastasinin, markaziO' olan duz xatler dastasina
perspektiv inikasi deyilir. 2 -ci teoremdan ila ikilik prinsipina
gora asagidaki teoremin dogrulugu alinir.

Teorem 4. Bir duz xatlsr dastssinin digar diiz xatlar
proyektiv inikasinin perspektiv inikas olmasi Ucilin zaruri ve
kafl sart bu duz xatlar dastalarinin markazlarindan kecan diz

xattin 6zu-6zlna kegmasidir.
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indi isa halli: 1-ci asadanin hallindan ikilik prinsipinin
komayi ile alinan asagidaki masalanin hallini oxucuya
tapsiririqg.

Masale 2. Markazi O olan diz xatlar dastasinin

markazi 6 olan diiz xatlar dastesine / proyektiv inikasinda

a,b,c diiz xatlar dastasiniit a ,b ,c obrazlari verilir. Birinci
diiz xatler dastasinin igtiyari mdiz xattinin bu inikasda
obrazini qurun.

826. Proyektiv diiz xattin proyektiv ¢evrilmalari

Tarif. Proyektiv diiz xattin 6zina proyektiv inikasina
onun proyektiv cevrilmasi deyilir. Proyektiv ¢evirmays misal
olaraq proyektiv diz xattin eynilik cevrilmasini-yani har bir
noqgtasine garsl o noqgtanin 6zunl goyan cevrilmani godstara
bilarik.

Bundan qabagki paragrafda d ve d proyektiv duz
xatlarinin proyektiv inikaslari hagda 1-ci teorem d ve d'diz
xatlorilist-usta disdukda de dogru olar, yani asagidaki teorem
dog@rudur.

Teorem 1. Ogar proyektiv diuz xstde iki R va R
reperlari verilibsa, onda R va R’ reperina kegiran bir va yalilz

bir proyektiv ¢evirma var.
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Tutaq ki, biza / -d->d' proyektiv ¢evirmasi verilib.
Bu cevrilmade d diz xattinindézina kegan ndqtalerina, /
cevrilmasinin invariant (va ya tapanmaz) noqtalari deyilir.

1-Ci teoremdan birbasa alinir ki, invariant ndéqtalari olan
proyektiv ¢evrilmalar var.

Hagigatan, tutaq ki, d proyektiv diiz xattinin Gzarinds
bes ixtiyari A, B, C, B\C' nogtalsri  verilib.  Onda
R={A B, C) reperini R'=(A,B\C') reperina Kkegiran
proyektiv gevirmanin an azi bir invariant ndqtasi (A noqtasi)
var. R={A,B,C) reperini R" =(A B, C') reperina kegiran
proyektiv ¢cevirmanin iss an azi iki invariant noqtasi (A ve B
noqgtelari) var.

indi isbat edak eynilik cevirmasindan fargli proyektiv
cevirmanin an ¢goxu 2 invariant néqtasi ola bilar.

Teorem 2. ©gar diiz xattin proyektiv ¢evirmasinin ii¢
invariant noqtasi varsa, onda O eynilik gevrilmasidir.

isbati. Tutaq ki, / :d -» d proyektiv ¢evrilmasinin iig
A, By Cinvariant néqgtalari var. Hamin ndqtaler ham da
f0:d ->d eynilik cevrilmasinds de tarpsanmaz olarlar.
Proyektiv duz xatti R = (A, B, C) reperini 0zlina keciran yalniz

bir proyektiv c¢evirmasi var (Teorem 1-3 g0rs). Demali,

/ =/0.Teorem isbat olundu.
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Dz xattin proyektiv ¢evrilmasinda ndgtanin obrazinin
qurulmasi masalasina baxaq:

,Masala: d proyektiv diz xattinin f :d -+d proyektiv
cevrilmasinds R =(A, B, C) reperi R'={A\ B\ C") reperina
kecir. d diiz xattinin ixtiyari M ed ndqgtasinin bu ¢evrilmada

obrazini qurmagq talab olunur.

Sakil 56.
Halli. Proyektiv mistavide d duz xatti Uzarinds

olmayan P ndéqtasini va d dlz xattindan farqgli ixtiyari dxdlz

xattini gotirak (sakil 56).
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P markazina nazaran d diz xattinin dx duz xattina
f x-.d—dx perspektiv inikasda A, B, C, M ndéqtsalarinin
Ax> Bx> Cx, M x obrazlarim quraq. Sonra iss bundan gabagki
paragrafm 1-ci masalssinda oldugu kimi (Ax, BxCXx) reperini
(&a\ B',C, ) reperina keciran ;2 \dx-+dx proyektiv inikasda
M, noéqgtasinin M' obrazint qururug. f2'f\ inikasinm
proyektiv inikas oldugu aydindir. Bu inikasda R =(A, B,C)
reperi R' =(Ar, B\ C") reperina kecir. Bu iss o demakdir ki,
f =f2'f\

fW)H)=n . (M)=f1(/,W )=1(M,)=M"

Demali M* talab olunan ndéqtadir. Masala hall olundu.

827. Proyektiv mustavinin xayali ndéqgtalari

Proyektiv miistavida proyektiv koordinat sistemina tarif
verarkan gordik ki, agar proyektiv mistovida R =(AyB, C)
reperi verilibsa onda, mustavinin har bir ndqtasi hamisi birdan
sifir olmayan haqiqi adadlardan ibarat (x,, x2, x3) koordinat-
lara malikdir.

Tarsina, muayyan bir nizamla go6turdlmds, hamisi

birden sifira bearabar olmayan (¢ haqiqi adad, proyektiv

mustavinin miayyan bir néqtasinin koordinatlari olar.
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Bir sira masalalarin halli va izahi uglti proyektiv
muistavide ndqte anlayismi genislondirmak lazim galir: yani
proyektiv mustaviys xayali ndqgtabr adlanan ndqtslar alava
etmali olurug.

Farz edsk proyektiv midstavide har hansi R reperi
secilib. Kompleks adadbr coxlugunu (Tile iara edak. Hamisi
birden sifira arabar olmayan muayyan nizamla gotirilmuis
ixtiyari  (x,, X2, xs)e<Z° kortejini ndqte adlandirmagi

sortlesak. xI9 x2, xs adadlarini hamin négtanin uygun olarag
birinci,  ikinci, clincii  koordinatlari  adlandirag. ki
(x,, x2, x3) va (yIf y2, y3) noqgtalari onda va ancaq onda Ust-
usts distrbr kieb bir Ae(l adadi olsun ki,

yx=Hex,, y2=foc2va y3=/Ix3 sarti 6dansin. Beblikls, har
bir négtanin koordinatlari Nle(I", A ®0 sabit vuruga daqiqlikla
tayin olunur. 9ger M(x,, X2, x3)e (¢3 ndqtasinin bitlin

koordinatlari haqiqi adadbri olarsa va ya He (Cadadina
vurmagla hagiqi adadbra gatirmak olarsa, onda Mndqtasina
haqgigi nogta deyilir. ©ks halda Mndqtasina xayali noqgta
deyilir.

Masalen, P(-1 2, 3), 2(2/, 3/,- 1) noqtebri haqiqi

nogte ve N(i, 2+/, 2- i) noqtslari xayali négtadir.
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Yalniz taps ndqtalari va vahid ndqtasi haqiqi nogtslar
olan reperbra baxacagimizi sartlesek. Buradan da alinir ki, bir
reperdan digar repera kecid matrisinin elementlari haqiqi
adadler olar. R reperindan R'reperine kecgid matrisi

A=Jat) (/,j =12, 3) oisun. Proyektiv mistavinin M
nogtasinin R reperindaki koordinatlari (x,, x2, x3) va R
reperindaki koordinatlarim (x[, x®, x") isare edak. Aydindir
Ki, bir reperdan digar repera kecid disturlarinm amsallari -atj-

lar haqgiqgi adadlar oldugundan hagigi négtaler haqiqi négtalars
kecir. Xayali ndqtaler Ucln isa bunu demak olmaz. Butin
haqgiqgi va xayali nogtalaer ¢coxlugu birlikde kompleks proyektiv
mustavi adlamr.

Koordinatlari gosma kompleks adadlar olan noqtalars -
gosma ndéqtslar deyilir. Massalan, ~(3+/, 5 2i) noqtasi ib
#(3-2/, 5, -2/) noqtaleri gosma-eompleks noqtabrdir.

Demali, xayali noqgts anlayisi reperin secilmasindan
asihi deyil. Kompleks --qosma néqtabr iss ixtiyari repera gora
komleks -qosma olarlar.

Kompleks proyektiv muistavida hagiqi néqtabrs sadacs
noqta, xayali ndqtabr iss 6z adlari ila adlanirlar. Kompleks
proyektiv mustavida, proyektiv mistavids oldugu kimi diiz xatt

dedikds (*,, x2 jc3) koordinatlari
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LXX+ MZ(§.+ wxs = O
tanliyini 6dayan noqtaler coxlugu basa dusurlar. Burada
M, u2i u3hamisi  birdsn sifir olmayan ixtiyari kompleks
adadlardir. Bu adadlar yazildiglari nizam ils kompleks
proyektiv mistavids diiz xattin koordinatlari adlanir. Diz
xattin koordinatlari da sabit J1eC, J1¢ Ovurugu daqiqlikls
tayin olunur.

Bitun koordinatlari hagigi adad olan va ya haqiqi
adadlara gatirile bilan oldugda hamin diz xatt haqiqi diz xatt,
aks halda isa xayli diz xatt adlamr. Bu anlayislar da reperin
secilmasindan asili deyil.

Asagidaki sads faktlarm isbatim oxucuya havals edirik:

1.Har bir hagigi diiz xatt (zarinds sonsuz sayda xayali
noqts var.

2. Har bir xayali diz xatt izarinda yalniz bir haqi
noqts var.

Hagigatan (A, + b)xx+ (a2+ b2)x2+ (ns + b3A)x3=0 diz
xatti (izarinda hagigi néqgta

aje +tax2+ax3=o0 va bxx+bx2+bX3=o

haqiqi diz xatlarinin kasisma ndqtasidir.
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3. Kompleks proyektiv mustavida iki muixtalif négtadan
bir va ancaq bir duz xatt kecir. Kompleks gosma néqgtalardan
isa kegan duz xatt haqiqi duz xatdir.

4. iki muxtalif diz xatt ancaq bir nogtada kasisir.

Tutaqg Ki, biza proyektiv mistevide d haqiqi diz xatti

va onun lzarinds A, B,C, D kimi dord noqte verilmisdir.
Proyektiv mustavida ele R =[av A2, AXe ) reperi secak ki, Ax
va A2noqtalari d diz xattinin Gzarinds olsunlar. Bu repers gors
verilan noqtalar koordinatlari ila

A(alt a2, 0); B(blt b2, 0), C(c.s c2,0), D(dly d2, 0)

kimi olacaglar. Bu dord nogtanin murakkab nisbati isa isbat

etdiyimiz kimi
ax dx
a2 c2
(ab, cd)= b2 d2 (1
aA dd h\ G
a2 d2 p @

olar. ©gar kompleks proyektiv mistavida A[,A2edsartini
O0dayan basga bir R'={av A2, Ar, E) reperini gotirsek onda
(AB, CD) mirakkab nisbatini A, B, C, D ndqtslarinin

jR'reperina goOra koordinatlari ile do hesablasaq eyni naticani

alariqg.
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(AB, CD)=-1 olarsa, onda deyirlar ki, A, B noqtelar citi
C, D noqtalar cutunii harmonik olaraqg ayrir.

Indi isa asagidaki lemmani isbat edak:
Lemma. Tutaq ki, bize kompleks proyeutiv mistavida

d haqigi diz xatti va bu xattin Uzerinds Mx M2 kompleks
gosma ndogqtaleri verilib. Onda bu diz xattin har bir Pe d
haqiqi noqtasi tclin (MMM 2, PQx = -1 sartini édaysn yegana
Qec/ndqgtasi ve (MXM2,PQ2)=i sartini 0dayan yegana
Q2ed hagigi nogtasi var.

isbati. 1= (4, A2, A3, E) reperini els secak ki, Axva
A2 noqtalari d diiz axtti Gzarinda olsunlar va P noqtasi A2 ils
tst -0sta dissln. Bu repers gors
M x(ax+ibx,a2+ib2,0) M 2(ax- ibx,a2- ib2,0\ P(0,1, 0)
olar. Mj-in koordinatlarini axribxa M 2-nin koordinatlarim

a2-ibxbdlssk, M xva M 2 nbqtslari koordinatlari ila

A a2- ib2
P’ M a2
soklinda olar. Kompleks adadlarin gosmalarimn nisbati onlarin
nisbatinin gqosmasina barabar oldugu lc¢in Mx ve M2
nogtalarini koordinatlari ila birlikde bels yaza bilarik:

Mx(, a+ib, 0) M2(\,a-ib, 0),
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d duz xatti Uzarinda P ndqtesindan fargli ixtiyari Q e d ndqtesi
koordinatlari ils Q(%, y, O)kimi olar. ©9gar [M)M 2, PQ j= -1

olarsa, (1) dusturuna gora

1 0 1 0

a+ib 1 a-ib vy y-a+ib
(M,mM2, pqg)= .
1 11 o y-a-ib

a+ib y a-ib

olmagindan —a+ almar. Buradan iss y =oalinir.
y-a-ib

Belslikls, [MxM 2,PQ )=-Isartini yegans 0,(1, a, o)ndqtasi
Odayir. Bu halda teorem isbat olundu.

Analoji olaraq [MsM2,PQ)=I olmagindan is9
y-a +balinir, yani [MxM2,PQ )=i sortini Q2(l,a +b, o)

noégtasi ddayir. Lemma isbat olundu.
828. Proyektiv mustavids ikitartibli xatlar
Tarif. Proyektiv mistavida miayyan bir R reperina
gbra koordinatlari
aux\ + °22x2 +axxl+ 2tF2* x2+ 20nxx3+ 2a2xX%3=0 (@)

tanliyini 6daysn biltin noqtaiar coxluguna ikitertibli xatt

deyilir.
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Burada ferz olunur ki, aj}(/,j =1,2, 3) amsallannin
hamisi birdensifra barabar deyil ve atl=< ,. Onda (1)

tanliyini qisaca bels yaza bilarik.

3

Ji-i Xi=o (2)

indi gostarak ki, ikitartibli xatt anlayisi R reperinin
secilmasindan asili deyil.

Tutag Ki, (2) tanliyi y ikitartibli  xattin
R=(ax A2, A3, b)reperinda tanliyidir. ©gar proyektiv
mistavida basga bir R'=(A[, A9, A3, E”) reperi daverilibsa,
onda R repermndan R' reperina kecid dusturlari

p*t =bi\x\ + bnx2+bixn 1=1 2, 3 )

soklinda olar. Bu disturlari (2) -da nazars alsaq yxatti Gglin

yeni reperda

2X *>;=° (4)

i, j

tanliyi almar. Burada

K&
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(4) tonliyi gostarir ki, y ikitartibli xattinin istanilan repera gors
tanliyinin sakli eyni olur, yalniz tanlikds amsallar (5) ganunu
ila dayisirlar.

(2) tanliyinin sol tarafi Ggolgilii V vektor fazasinda
(6)

kvadratik formasinm ifadasidir. V vektor fazasi proyektiv

mistevini  da doguran fazadir. A{,A2,A3 ndqtalarinin

Yy ) )
doguranlari at,a2,a3eV bazis vektorlari, A[,A'2,A3 nég-

— —

telarinin doguranlari a\, @2, a3eV vektorlari olsun, a[, a2, a3

- = =

vektorlari av az, a bazisina g6re  koordinatlari ila

N b\, b2x bX  a2(pX2 b22, b3 2 a3(b]3 b23, b33* olarsa, onda

T B2 B3
B= bl b2 b3 (7
V~31 32 733y
AT+a2, a3 bazisindan ej, a\ bazisina kecid matrisi olar. (s)

kvadratik formasimn matrisi

au au a\3
A= a2 a2 a3 (8)
\a3l\ a® axJ
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eyni zamanda (1) ikitartibli xattin da matrisi olar. (4) tanliyi ils

verilan ikitartibli xattin matrisi

9)

olarsa, cabr va handasa kurslarindan malum oldugu kimi
A'=B-A-B (10)
olar. Burada 'B ils B matrisinin transponirs olunmus
matrisdir. Yena cabr kursundan malum oldugu kimi
detB * Ooldugu uglin
rangA' = rangA (r)
olur.

Demali (4) tanliyi ila tayin olunan xattin amsallari sifir
ola bilmaz. isbat etdik ki, ikitertibli xatt anlayisi reperin
secilmasindan asili deyil.

Torif. A matrisinin ranqgina (1) tanliyi ile verilan

ikitartibli xattin ranqi deyilir.

Rangl 3-a barabar olan ikitartibli xatlara cirlasmayan,
rangl 3-den kicik olan ikitartibli xatlara cirlasan ikitartibli
xatlar deyilir.

Yuxarida gordik ki, bir reperdan digarina kegdikds

ikitartibli xattin ranqi dayismir. Asagidaki lemmani isbat edak.
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Lemma. Proyektiv mistavida ixtiyari diz xati

cirlasmayan ikitartibli xatti ©n ¢oxu iki ndqtada kasa bilar.

Sakil 57.
isbati. Lemmanin aksini farz etmak dsulu ila isbat

edsk. d duz xatti cirlasmayan y xattini ¢ Mx, M2 ve Ms
noqtalarinda kasir. Proyektiv mistavida ele R = {Ax, A2l A3 E j
reperini el3 segak ki, Ax nogtasi M xils, y&2ndqtasi Mzilalist--
Usta dissun. ~3noqtasini iss ela gotirak ki, M2 noqtesi A3E
duz xatti ila AXA2duz xattinin kasisma noqtasi olsun. Bu repera
gore Mx M2, Mb nogtalari koordinatlari ilo
M,(, 0, 0) M20, 1 0), M3, 1 0)

olacagdir. Nogtalarin koordinatlarini y xattinin

n

1 A °
]

tanliyinda yerina yazsaq, alariq ki,
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Bu ise o demakdir ki, detA =10

Yoni y xatti cirlasandir. Bu iss lemmanm sartina ziddir.

Lemma isbat olundu.

Yuxarida da qeyd etdiyimiz kimi ikitartibli xatt anlayisi
va onun rangl reperin sec¢ilmasindan asiit deyil. Belslikls
asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem: Ixtiyari proyektiv ¢evirmads ikitartibli xattin
ranql dayismir, yani ikitartibli xatt rangi onun rangina barabar
olan ikitartibli xatte Kkegir.

indi isa ikitartibli xatlarin proyektiv tasnifatim verak.

Cabr va handase kurslarindan malumdur ki, ii¢él¢tlu V vektor

— — —

fazasinda els a\, a2, a\ bazisi var ki, y xattinin
X aix.xi-o (2)
=

tanliyinin sol tarafindaki

kvadratik formasi
(12

soklinda olur. Burada e, =1, 1=1, 2, 3
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©gar proyektiv muistavide a[, a2 a[, e =a[+a'2+a[eV
vektorlarmm dogurulugu A[yA2yA3,E' noqtslarindan ibarat
R' =(a;yA2ya;, E") reperini se¢sak, (1) tanliyi
BY\ +eryl +eryl =0 (13)
soklina disar. (e, = +1, i=1, 2,3)
y xattinin r rangmin giymatindan asili olaraq asagidaki hallar
mumkdndr.
I. r- 3. Bu halda vy xottinin tanliyi asagidaki iki
tipdan biri ola bilar.
x\+x\ +x] =0 (14)
jez +x\ - Xj=0 (15)
(14)tanliyiédayan hec bir hagigi ndqteyoxdur. Bu sababdan
de onaikitartibli sifir xatt deyilir. (15)tanliyi ilaverilan xatts
isa ikitartibli oval xatt deyilir.
In. r= 2.Bu halda y xattinin tanliyi asagidaki iki
sokildan birinds ola bilar.

2529 (16)

X -X2=0 (17)
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(16) tanliyi ile verilan ikitartibli xatt X +ix2=0 va X-ix2=0
kimi iki xayali duz xatte parcalanan xatt olur. Bu iki xatt
(o, o, I) haqgigi ndgtada kasisirlar.

(17) tonliyi ib wverilon xatt iss X +x2=0, x-x2=0
kimi iki hagiqgi diz xatta parcalanan xatdir.

I1l. r =1 Bu halda y xattinin tanliyi

X2 =0 (18)

soklinda olur. Bu halda ikitartibli xatt x, =0, x2 =0 kimi iki

ust-usta dlsan xatta parcalanan xatt olur. (14), (15), (16), (17),
(18) soklinds olan tanliklara ikitartibli xattin kanonik tanliklari
deyilir.

Demali, proyektiv mistavide ancaq bes tip ikitartibli

xatt vardir. Onlar1 asagidaki cadvalda versak.

Xattin adi Xattin kanonik Xatti ranql
tanliyi
1. Oval xatt X, +X2 - X3 —o ?
2. Sifir xatt 3
X2 + X2 + X2 —o
3. Iki haqgiqi diz xatt 2
. L X2 -X1 —o
4. 1ki xayali diiz xatt 2
5. iki Gst-Gste diisan diiz xf +xi =o
Xott X2 =0 1
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§29. ikitartibli xatt iis diiz xattin kasismasi
Tutag ki, proyektiv mistavide har hansi R reperina

goras koordinatlari

n
Yja,jxIxj =0 (1)
>1
tonliyini Odayan Y ikitertibli XattTYp?, P2, g2, "\3)
noéqgtalarindan kegan 71
x1=/p] +pa{
X2 =p2+ JiiR (2

x3 =JIp3+/jq2
parametrik tonliklari ila d diiz xatti verilmisdir. d diz xatti ils
/xattinin kasisma ndqtalarinin koordinatlarini tapaq. Bunun
tcln isa x{, x2, x3 dayisanlarinin (=) disturlarindaki ifadalarini

()-da yerina yazaq. Onda asagidaki eimi bir ifads alariq.

AMl + 2AXT + A2lj~ —0 ©)

3 3
Al = iLaijPIPj A< = YjOIijPAj* a2 =IL a.fl,4r 4
i_j:lJ i ilijlJ ] (4)

p. ve J1 parametrlarinin (3) barabarliyini &dayan, ikiside
birden sifra barabar olmayan bir ciit haqigi giymatina y Xxatti

ilo d duz xattinin bir kasisma ndqgtasi uygun gslir. Bu ndqgtsnin
do koordinatlari haqiqi adadlardir ve onlari (2) tanliyindan

tapmaq olur. (A,,jdX) ve (J/12,//2) parametrlarina uygun galan
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A/, vo M2 ndqgtslari onda va ancagq onda muxtalif olurlar Ki,
(A,,/1,) adadler cutu ils (52, j2) adadlar citl mutanasib

olmasinlar.
Ogar y xatti cirlasmayandirsa, onda bu xattin d diz xatti ils
ikidan artiqg ortag noqgtssi ola bilmaz. Buradan c¢ixir ki, (3)
tanliyinda

AP Az
amsallarindan he¢ olmazsa biri sifirdan farglidir. Biz da ancaq
bu hala baxang.

A=AunA22-AR isaro edsk. Asagidaki Uc¢c haldan biri

mumkundur.

a) A>0 (3) tanliyinin 4 va /n parametrlarina gore hec bir
haqiqi halli yoxdur. Hamin tanliyin ancaq bir cut mutanasib
olmayan kompleks koki vardir. Demali, y xatti ila d diz xatti
koordinatlari kompleks qosma adadlar olan iki muxtalif
nogtada kasisirlar.

b) A<0. Bu halda (3) tanliyinin iki cit mutenasib olmayan
haqiqi koki vardir, Demali y xatti ile d diz xatti iki muxtalif
noqtada kasisirlar.

¢) O=0. Bu halda (3) tenliyinin ancaqg bir halli (sabit vurug

daqiqliyi ils) vardir. Demali y xatti ils d diz xatti ancaq bir
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nogtada kasisirlar. Kasisma noqtesi MO olarsa, d diz xattina
M 0 ndqgtesinds y xattina toxunan diz xatt deyilir.

Teorem. Cirlagsmayan ikitartibli xattin har bir nogtasin-
ds ona toxunan ancaq bir diiz xatt vardir.

Isbati. Tutaq ki, y cirlasmayan ikitartibli xatti

r mmYaljX.Xj = 0

tonliyi ile verilib. P[px pr, /A3)e/ noégtesindan va proyektiv
mustavinin ~ P{p\, Pr, P->) noOqtasindan  fargli  ixtiyari

Q k >A:"4b) nogtasindan kegan PQ diz xattinin parametrik

tanliklari
X, =Np}+
X2=Xp2+/ug2
x2=Ap2+/uq3
soklinds olar.

x],x2,x3 dayisanlarinin giymatlarini y xattinin tanliyinda
yerina yazsadg.

A\ LR+ 2ANIIM4-A2h =0

Pey oldugu lcin jPtPj =0 olar.
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PQ diz xattinin y Xattina toxunan olmasi  Ucln

A=4r142 -an olmahlidir. An -0 oldugu tgiin an =0

3

alarig. Basqa sozle, =0.

bl
Tanliyi bels sakilda yazag.

E (a«n)?1 +E(°.21)?2 +Z (6.3a)?3=0

Bu tanlikde Q{qv gq2>A3) ndqtasinin koordinatlarim dayisan

(x,, x2, x3) koordinatlar ila avazlasak,

—_ 0

£/‘,_(“<<Pi)x,+TH[an p )x2+/§(0,3a|( =

2
Bu isa P(p\, p2, p3) nogtasinds y xattina toxunamn tanliyidir.
Alinan tanliyin proyektiv mistavi Uzarinds diz xatt tanliyi
olmasi aydindir. Toxunanm tanliyinin qurulmasmdan gorinir
ki, o yeganadir. Teorem isbat olundu.

830. Ikitartibli xatts nazaran gosma noqtalar.

Polyus va polyar
Torif. Tutag ki, biza proyektiv mustavida har hansi

R reperina nazaran

y-.YJau x,xj =0 (1)
WA
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tenliyi ile y ikitartibli xatti va P{p\, p2>p2) ve Q(q{ q2, 43)

noqtalari verilib. ©gar

TiauPi1qgj=0 w
i.J=1 al

olarsa, P(pxp2 p3) va S<7»  B)ndqtabrina / xattina
119zaran qosma noqtalar deyilir.

Tarifden gorindiyd kimi, ager P ve Q ndqtabri gosma-
dirlarsa, onda Q ve P ndqtalari ds qosmadirlar. y xattina aid

olan har bir ndqgts iss 6z-6zlina qosmadir.
ikitertibli xatte nazaran gosmaliq anlayisinm handasa

mabhiyyatini aydinlasdiraq: ©ger P va Q ndqgtslari y xattina
nazaran qosmadirlarsa va onlardan biri y xatti Uzarindadirss,
(2) berabarliyindan goérinduyd kimi digeri birinci ndqtadan
ikitartibli xatts ¢akibn toxunanin Uzarinds olar. y xattinin
tizarinds olmayan néqtabr tg¢ln asagidaki teorem dogrudur:
Teorem: Cirlasmayan /ikitartibli xattina aid olmayan
P va Q noqgtaleri onda ve ancaq onda y xattine nazaran
gosma olarlar ki, PQ diz xatti / xattini iki ndqteds kassin va

kasisma ndqtabri P va Q ndqtabrini harmonik olaraq ayirsin.
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isbatl. Tutag ki, proyektiv mistavideki R reperins

nazaran P va Q noqtaleri koordinatlari ils P{pv p2yPi),
fib.,q2, (s) seklindadir. PQ diz xattinin parametrik tanliklari

X, =4p, +ftq,
x2=Ap2+juqg2 €))
x3=4dApb+pq,

olar.
Bu tenliklari (1) -de nazars alsaq, alarig.

AnJ2+ 2,A%p + Axp 2 —0 4)

A\ AY.YjP.Pj, AlR='flaldplgqd, A2="Ejaldg,q) (5)
/A /A "H

PQ duz xatti ib y xattinin kasisma ndqtslarini Mx va M2
isara edok. (3) tanliyinde parametrlarin M, ndéqtesina uygun
giymeatleri cutind (A,,//,) va M2 nogtasine uygun qiymatlari
catind (A" p2) ils isara edsk. Bu cltbrin har biri (4) tenliyini
O0dayacek. Q noqgtesi yxatti (Uzarinda olmadigr Ugln
A2 ¢ 0 olar. Buradan da ¢ixir ki, A4=0 ola bilmaz. (4) tanliyini

asagidaki sakib gatirak:



n.
M, va M2 nogtalari y xattinin ndgtaleri oldugundan — vo
n

— adadlari (s) tanliyinin koklari olar. Viyet teoremina gors
K

M M2 202 -

P vo négtaleri qosma olduglarmdan yuxaridaki (2)

munasibatina gora zk =0 alarig. Bu iss

A A M\
20-Ci paragrafdaki hall etdiyimiz masaladan alinir ki,

(PQ, MM 2)=-1. Teorem ishat olundu.

Bundan sonra iss proyektiv handasenin ¢ox muihim
anlayislarmdan biri - verilan ikitartibli xatte nazaran polyus va
polyar anlayislarmi verak.

Foarz edak ki, (1) tenliyi ile veriloan y xatti cirlas-
mayandir. Proyektiv mistavinin har hanst P(p{p2 p3)
nogtasini geyd edak. y xattina nazaren P noéqtasi ile qosma
olan X(x,, x2,x3) noqtalarinin ¢oxlugunu gils isars edak. (2)
minasibatina gdra g coxlugunun har bir X ndqgtasinin

koordinatlari
3

N auP>x) =0 ()
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tanliyini 6dayar. (> ) tanliyini bels sakilds yazag.

Za’\p, XX+ LfIaPl *2+ JLanP, «==°©
\A ) ViH Yy

| xatti cirlasmayan oldugundan x},x2,x3 dayisanlarinin (s)

tonliyindaki amsallarmin  hamisi birdan sifra barabar ola
bilmaz. (Bks halda (1) xattinin matrisinin sttunlari xatti asih
olar)

P noqtasi ile y xattina nazaran gqosma olan buatin ndgtalarin
coxlugu g proyektiv diuz xsttdir. Bu diiz xsttsa P ndqtasinin
polyari deyilir. P ndqgtssine iss g diz xsttinin y xatting
nazaran polyusu deyilir.

Proyektiv mistavinin har hansi ndqtasinin polyari onda
va ancagq onda hamin nogtadan kegir ki, noqts / ikitartibli
xattina aid olsun.

Demali proyektiv mustavinin har bir P noéqgtasina /
cirlasmayan ikitartibli xatta nazaran onun polyari olan diiz xatt
uygundur, tarsina proyektiv mustavinin har bir

U]+ux2+unk2=o
Duz xattina onun polyusu olan néqgts uygundur. Bu ndqtanin

IP\>P1»P3) koordinatlar

3 3 3
Nam,=Xw, "anp,=Au2, ‘jFa’p iu, ©)

/=1 /=1 /=1
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tanlikbrinin komayils taptlir.
Qeyd etdiyimiz kimi sistemin matrisinin determinati
au ax s
a2l a2 a2 "0
a 3\ a 32 a33

Demali sistemin yegana halli var.

Belslikla, proyektiv mdistavinin har bir cirlasmayan
/ikitartibli xatti; bu mistavinin noqtalari coxlugu ile onun diz
xatlari ¢oxlugu arasinda qarsihgl  birgiymatli uygunluq
yaradir. Bu uygunlugu polyaritet deyilir.

(2) borabarliyinde ajJ amsallart i va j indekslarina

gora simmetrikdir, yani
a'lj Tajp *=1>2A 4 =
Buna g0ra da (2) va (9) minasibatlarini nazara aldigda
asagidaki teoremi aliriq.
Teorem. Proyektiv mistavide veribn y cirlasmayan
ikitartibli xatta nazaran P noqgtasi Q ndgtasinin polyari
uzarindadirss, onda Q noqtesi do P nodqtasinin polyar

Uizarinda olar.

Bu teoremdan birbasa olaraq asagidaki naticeni aliriq:

Tutaq ki, bize n proyektiv miistavisi verilib. n' il bu

mdistavinin diz xatleri coxlugunu isare edak. y-.n-"Tc'
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inikasi har bir noéqtaya gprst onun polyarini goyan inikas -
polyarrefetdir. Bu inikasda aan dix xattinin noéqgtalari
i//(A) = a sartini »6deyan A ndqgtesindan kecan diz xatlar
dastasina inikas edar*. Bu zaman isbat etmak olar ki, a diiz xatti
tzarindaki dérd noqts, A markazli diz xstler dastssinin els
dord diiz xattina kegar ki, onlarin mirakkab nisbatbri eynidir.

831. Oval xatlara aid bazi konstruktiv teoremlar

Proyektiv mistavide kanonik tanliyi xf +x2 -x] =0
soklinda olan ikitertibli xatta oval xatt demisdik.

Taorif. Proyektiv mdstavide y oval xatti Uzarinds
olmayan P ndqtssindan kecan har bir diz xatt y xattini iki
haqgiqi koordinatli nogtada kasarss, onda P ndqtssina y oval
xattinin daxili noqtasi deyilir.

9gar P noqtasi y oval xatti Uzarinda deyilsa va onun
daxili noqgtesi de deyilsa, onda ona y xattina nazaran Xxarici
noqta deyilir.

Verdiyimiz tarifdan gorinir ki, oval xatta toxunan diz
xattin toxunma noqtesindan fargli butin noéqtabri  xarici

ndéqtabrdir.
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Lemma. Proyektiv mistavinin M(T{ m2, m3) noqtasi

X\ +x2 ~x3=0 (1) tanliyi ib veribn y oval xattina nazaran
onda ve ancag onda daxili néqgta olar ki, mf +m\-m| <o
olsun.

Isbati. Tutag ki, M(mv m2,m3) néqtesi /xattina
nezaran daxili négtadir. Onda m[ +m\ - T] * 0 olar. ©ger
m\ +m]-m] >0olarsa, onda M va N(- m2,mv0)
nogtelarindan kegcan MN diz xattinin 'y oval xattini haqiqi

koordinath noqtalards kasmadiyini gdstarak. MN diz xatti ile
yoval xattini kasisma noqtabrini tapmaq Gc¢in MN diz

xattinin parametrik tanliklarini yazag.

X, = - jum2
X2 = NT24-InT1] (2)
X3 = /113

Xz2,X,,X3 dayismabrinin (2)-daki giymatbrini (I)-de
nazars alsag.
AT+ 2ATAjJu+ AZin =0 €))
tanliyinin amsallari ii¢ln
A,=m]+m\-m] >0, -

Ar=m\V' (“W2)tmi'm2-~-@®
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va J12=m] +m2>0 alarig. Bu iss o demakdir Ki,
A= AtisA2 >0 olur. Yoani N1, (i parametrlarinin (3) tanliyini
O0dayan haqiqi giymatlari yoxdur. Bu iss M -in daxili ndqgte
olmasi sartina ziddir. Demali, mz2+m2-m] <O0.

Toarsina, forz edsk Ki, /2,y xattina nazaran daxili
nogtadir, yani M ndqtasindan kecan ixtiyari £ diiz xatti y oval
xattini iki haqiqgi koordinatli négtads kasir. | diz xatti Gzarinda
ixtiyari n2,«s) noqtssini gotirak, bela ki, nb- o Sarti
odansin. Onda 3) tanliyinin amsallari ugin
An=m\ +m\- m] <0, A2=n] +n\ >0. Buradan cixir ki,
A=A\ A2 —AR <0. Yoni "duz xatti y oval xattini haqiqi
koordinatli iki noqtada kasir. Lemma isbat olundu.

Lemmadan birbasa alinir ki, N(n],n2,n3) noqtasi y

oval xattinin xarici nogtasi ancaq ve ancaq onda olur Ki,

K2 +n\ -n\ >o olsun.

indi gosterak ki, y oval xattinin har bir xarici nég-

tasindan y xattina toxunan iki diz xatt kegir.
Haqigatan farz edak ki, x2 +x\ - x2 =0 tanliyi verilan
y oval xatti va onun A(an, a2, a3)xarici noqtssi verilib. A

noégtesinin y Xxattine nazaran polyarmi d ile isare edak. Gos-

210



tarek ki, d diz xatti y oval xattini iki mixtslif haqiqi négtads
kasir. A négtesinden y xattini iki mixtslif M, va M2
noéqtelarinda kasan duz xatt kegirak. Bu diiz xatt izarinds ela
B{b\, b2, b2) noqtssi goturak ki, A va B nodqtalar cuti M xva
M 2 néqgtslar ctu ile harmonik gosma olsunlar. Yuxarida isbat
etdiyimiz kimi Bed olar. A va Bndqtalarindan kecan diiz
xatti ila y Xattinin kasisma noqtalari Uglin qurdugumuz

An/2 +2AuAju+A2In2 =0
tonliyi G¢cln sarta géra A = Au *A2- A\2 <0 olmalidir.
Au =a] +a\ - a\ <0, A2=0
olmasindan alinar ki, A2 =Db] +b\ - b] <O olur. Bu o
demakdir ki, B ndqtssi y oval xattinin daxili noqgtasidir.
Demsli, B noqtesindan kegan d duz xatti y xattini iki
mixtslif 2, va D2ndqtelarinda kasar. Bu ndqtalerdan y

xattina ¢akilan toxunan isa, toxunanm tanliyindan gériunduyi

kimi A(a{ a2, a3) noqtssindan kegar. (sakil 60)



A noégtesindan y xattine Ucglincli toxunan diiz Xattin
olmasi mumkin deyil. Cinki hamin duz xatti ils y xattinin
toxunma noqtasi yena Andqgtasinin d polyari (zarinds
olmahdir. d duz xatti ila y xattinin U¢ ortag noqtssi ola bilmaz.

Oval xatta aid konstruktiv teoremlardan birincisi olan
Steyner teoremini va onun tarsinin isbatim verak.

| Teorem 1. (Steyner). Tutag ki, iki muxtslif O, ve
o 2markazli duz xatt dastalari va bu dastalardan birincinin
ikinciya perspektiv olmayan proyektiv / inikasi verilib.

Onda bu inikasda wuygun diz xatlarin kasisma
noégtelarinin y c¢oxlugu, O, va 02 noqtalarindan kegan oval
xatt amala gatirir.

Isbati. o Jo 2 diiz xattini m ila onun proobrazmi isa n

ila isare edak (Sakil 61).



T=/(«)./ inikasi G¢ muxtalif diz xatt va onlarin obrazlari

ilo tamamils tayin olundugundan, onu birinci dastaya daxil olan

n, m, Adiz xatlari ve onlarm m, w', JT obrazlari ils tayin edak.
| perspektiv inikas olmadigindan n, m va diz xatlari cit

cut muxtalif olarlar. Bu sababdan da
O, =nMm, 02=mNMW va o3=allw" ndqtalari bir diiz xatt
tizarinda deyillar (sakil 61) E = noégtasi iss m, m\ n
diiz xatlarinden he¢ birinin Uzarinda deyilloar. Bu sababdan

0,,02,03, E noqtalari proyektiv mistavida bir R reperi

toskil edirlar.
/ inikasinda uygun duz xattlarin kasisma ndqtslarinin

y ¢oxlugunun R reperina 11azaran tanliyini ¢ixarag.
o ,0 20 3 Uctapalinin taraflari Uzarinda olmayan ixtiyari
X(xf, x2, x3) noqgtasini gotirak. Bir bagliya aid olan dérd diiz

xattin murakkab nisbatinin tarifina gors

(mn, NOX)=(0D], E,X,) (3)
(m'm, X 02X)=(04, E2X2) (4)
m’ proyektiv diz xatti Uzarindski R]= (02,03, Et)
reperina gére X, noqtssi koordinatlari ilsa X, (x2, x,) olacag.

Bu sababdan da
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(020 ,,£,7) =-A (5)
X3

Eyni gayda ils n duz  xatti Uzarinda
~2 =1Q>0\" E2)reperina géra X 2 noqtasi koordinatlari ils

X 2(x®, X,) olar. Yens alariqg ki,

(oao,,£2f\2)=|xi ®

Buradan da alariq ki,

(mn, AOKX) =— va (m'm, JI'02X )=~ (7)
X3 X,

X ey va proyektiv ¢cevirmanin terifina goérs

(mn, N0XX)--(T'm, JTTO2X)

bu sebebdan ds 2 == alariq. Axirinci barabarliyi isa bels
X3 X

yaza bilarik:
X, *X2 - X3 =0 (s)

9gar X <€y olarsaonda (mn, AOK)dp(T'T, JT 0 X))
X2 X3 A .
Buradan da — ®— , va ya X ndqtasiiiin koordinatlan

X3 X,

(s) tanliyini 6damir.
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Bgar X noqtasi 02X 20 2 lgtapalinin teraflari tGzarinda

olsa, onda onun koordinatlari (s) tenliyini yalniz o ndéqts

Ox, 0 2, 0 3noqtalarindan biri ils Ust-iistsa disdikds 0Odayar.
Belaiikla, (s) tanliyi y coxlugunun tanliyidir. Diger tarafdan

(s) tonliyi oval xatt tenliyidir.

Teorem isbhat olundu.

0,(LO O va 020, 4 O) nogtalsrindan /xattina ¢akilan toxu-
nanlarm tanliklari x2 =0 ve xx=0 olar. Buradan da asagidaki

naticani alariq.

Natica. ©gar [ 1-ci teoremdaki inikasdirsa, onda

f{0\02) va / 1(0 ,02) diz xatleri / xattina O2va o ,ndQ-

talarinda ¢akilan toxunanlar olacaglar. indi da Steyner teore-

minin tars teoremini isbat edak. [

Teorem 2. y oval xatti Gzerinde iki O, ve 02
nogtalarini gotirak. O, ve 02 noqtalari ila Ust -Uista dismayan
har bir M ey noqgtasi ucin O,Mdiiz xattina garsi 02M diiz
xattini, O, ndqtasindan y xattina ¢akilan toxunana garsi 02M
diiz xattini va an nahayat 0X2 diz xattine gqarsi 02
noqgtasindan ¢akilan toxunani qarsi gqoyan O markazi <3
noqgtasinda olan diiz xatt baglhisinm, markazi 02 néqtasinda
olan diiz xatt baglisina / inikasi, markszi O, ndqtesindo olan
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diz xatt baghsinin markazi 02 ndéqgtesinde olan diz xatt
baglisina perspektiv olmayan proyektiv inikasidir.

isbati. Proyektiv mustavide R =(0,,02, 03, E) reperi-
ni goturak. Burada 03 noqgtesi y xattina O, va 02 ndqgtalarin-
dan ¢akilan toxunanlarin kasisma noqtasi E iss y xatti izarinda
O, va 02 noqgtabrindan fargli ixtiyari ndgtadir.

Tutag Ki, y xattinin qurdugunuz reperds tanliyi

3
rarXjXj =Oolur. Qjey va 02ey oldugu icin au =a2=0

J
|

olacag. x2=0 va x{=0 y xattina (9, va 02 ndéqgtslarinds
¢cokilan toxunanlar olduglari G¢iin aB3=0 ve aZ=0alarq.

(Bax toxunanm tanliyina)
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Belalikla y oval xattinin qurdugumuz reperda tanliyi
2anxx2+ a3xx3=0
soklinds olar. E(L1,1, I) néqgtesi do y xattinin zarinda oldugu

tciin ~ 2an + a3=_0alariq, bunu dayuxarida nazars alsaq

pr 3 =0 tanliyi alinar ki, bu dayuxarida yazdigimiz (8)
tonliyi ila eynidir.

0,03, 0f02,0\E  duz xatlerini  uygun olaraq
020x 0203 02 duz xstbrine inikas elayan markazi O,
noégtesinda olan diz xatlar baglisinin markazi 02 ndqgtesinds
olan duz xatler baglisina /'proyektiv inikasa baxaq. Steyner

teoremina gora bu inikasda uygun duz xatlarin kasisma
néqtabrinin ¢oxlugu (8) tanliyi ils tayin olunan xatt olar. Biz
da eyni tanliyi y oval xatti tgun aldiq.

Teorem isbat olundu.

Torif. Tutaq ki, proyektiv mistavida Umumi vaziyystds
olanva miayyan nizam ilo goéturulmis  alt

A{, A2, A3 A4, A5 A6 noqtabri verilib. Bu noqgtslardan va alti
AA2, A2A3, A3A4, A4A5, AsA6, ABGA, diz xatbrindan amab

galen fiqura altitepali deyilir vo A{A2A3A4ASA6 kimi isars
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olunur. Verilan noqtalere  altitapalinin  tspa  noqtaleri,

AjAj, A2A3, A3A4, AdAs, AsA6 ve ABGAX duz xatlarina

altitopalinin teroflari deyilir. AXA2 va A4A5, A2A3va ADBAG,

A3A4vs ABA]taraflari altitapalinin qarsi teraflari deyilir.

63-cli  sokldas iki AxJI2A3A4ABA6 ve BxB2B3B4B5B6
altitapalileri tasvir olunmusdur. ikinci altitapalide BxB2we
B4B5, B2B2 vo BSB6, B3B4 va B6B{ taraflari garsi taraflardir.

Teorem 3. (Paskal teoremi) ikitartibli oval xattin
daxilina ¢akilmis altitapalinin qarsi taraflarinin  kasisma
noqtalarinin U¢l ds bir diiz xatt izarindadir.

isbatl. 0XABCO2M altitepalisinin tsps noqtalari y

ikitartibli xattinin Gzarindadir.



isbat edak ki,
0 - 0OtAC\CO02, N'=ABf]0M s Af- BCIMN MO,

Sokil 64.

noqtalari bir diiz xatt tzsrindadir (Sakil 64).
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Tutag ki, / markszi O, ndqgtasinds olan duz xatler
baglisinin markazi 0 2olan diz xatlar baglisina Steyner teore-
minin tars teoremindaki kimi y oval xattinin amala gatirdiyi
proyektiv inikasdir. BC diz xattini dx ils, BAdiiz xattini
d2ile isare edak. dx diiz xattini d2 duz xattin asagidaki kimi
(pinikasini quraq: agar X x€dx va X2e d2 noqtasi lgun els
X ey nogtesi varsa ki, OXxC\O2X2=X olur, onda
(p(X{ = X 2gabul edak. / inikasinin qurulma gaydasma goéra
f(O0xXX x)= 02X 2 olmasindan almir ki, (p:dx->d2 inikasi
proyektiv inikasdir. dxMd2=B va (p(B)- B olmasindan isa
alinir ki, (p perspektiv inikasdir. $u perspektiv inikasin
markazi iss O = 0 XA C 02 noqgtesidir. N'=<p(N) olmasindan
isa alinir ki, N', O va N ndoqtsalari bir diiz xatt Gzarindadir.

Teorem isbat olundu.

Teorem 4. (Paskal teoreminin torsi). ©gar altitapalinin
gars! taraflarinin kasisma noqtalarinin har Ggl bir diz xatts aid
olarlarsa, onda bu altitapalinin tapa ndqtabrinin hamisi eyni bir
ikitartibli oval xattin Uzarindadir.

Isbati. Tutaq ki, 0 {ABCO02M verilon altitopalidir. Bu
altitapalinin garsi teraflarinin kasisma ndqtslarini

0 =0,ANCO02 N'=ABC]02M va n =bcomox
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isaro edsk. Markazi O, olan duz xatler baghsinm markazi 02
olan dlz xatlar baglisina els bir / proyektiv inikasina baxaq Ki,
/(o0,a)=02a, f(o,B)=02B, /(O,C) =02
olsun. Steyner teoremina gora / inikasmda uygdun diiz xatlarin
kasisma ndoqtalari coxlugu vy ikitartibli oval xatti amala gatirir.
0,,02, AxBxC noqgtaleri bu oval xattin Gzarindadirlar.

Gostarak ki, M ndqtasi da bu oval xattin iizarinds olar.

Diiz xatlar baglisinm / proyektiv inikasi dx=BC va
d2 =BA diz xatleri arasinda (p\dx-»d2 proyektiv inikasi
amale gatirar. Bu inikasda B =<p(8) oldugundan o bir O
markazli perspektiv inikas olar. Teoremin sartina gora
O, N, N' noqtalari bir diz xatt U(zsrinds olduglarmdan
N'= g(n ) olar. Bu iss o demakdir ki, 02N'= f(OXN) olur. Bu
sababdan da M =OXNC\02N' noqgtesi y oval xattinin

iizarinda olar. Teorem isbat olundu.]
832. Proyektiv néqteyi - nazardan Afin handasasi
Har seydan avval Afin fazasinm tarifmi bir daha oxu-
cuya xatirladag.
Taorif. Tutaq ki, biza haqiqi adadlsr meydam (zarinda
n-6leult VvV vektor fazasi va elementlarini noqgts

adlandiracagimiz boh olmayan E c¢oxlugu verilib. E X E ¢ox-



lugunun V c¢oxluguna inikas elaysn els bir :EXE -» V

inikasi var ki, o asagidaki iki sarti 6dayir:
1) Ixtiyari A g E noqgtesi va E)ev vektoru dcin els

yegana X e E noégtasi var ki, c(A, X)=p
2) ixtiyari A, B, C e E noqtalari iiciin
a(A, B)+a(B, C) = (A, C) (Ucbucaq aksiomu).
Onda E coxluguna V vektor fazasi lizarinda n-6l¢uli

Afin fozasi deyilir vo Anila isara edilir. A,B e E ndqtaleri

tciin <t(A B) vektorunu iss AB kimi isara edacayik.

1-6lculi Afin fezasim Afm duz xatti ve ya sadaca diiz
xatt, 2- Olculd Afin fazasmi iss Afin mistavisi va ya sadaca

mustavi adlandiracagiq.

P2 proyektiv mustavisinda har hansi d0 proyektiv diiz
xattini geyd edesk. P2\ d0 c¢oxlugunun néqgtslarini latin
alifbasimn bas harflari ils, dO c¢oxlugunun ndqtalarini ise
A0, BO,... va s. isars edarik.

Gostarak ki, A2=P2\d0 ¢oxlugunda tabii sekilde Afin

mustavisi strukturunu vermak olar.
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P2 proyektiv mistavisini doguran ucolculi vektor
fozasim Vila, dO proyektiv duz xattini doguran iki6lgilu

vektor fazasmi1 WO ils isara edak.

V fazasmda I\ altfazasina daxil olmayan har hansi e0

vektorunu geyd edsk. A2 coxlugunun har bir M ndégtasi Uclin

-y
bu néqgteni doguran ele bir me V\WO vektoru segak Kki,

—

m—e0e WO olsun. m vektoruna M ndqtasinin normallas-

—

dirilmis dogurani deyacayik. V fazasi lgln é]QeZe Wq olmagq
sorti ila ex e2, e0 bazis vektorlarini secek. M ndéqtasinin har

hansi m' doguran vektorunu goturak. m' €WO olar.

— —

m' =aex+J3é2+ye0
olsun. m'¢. WO oldugundan y ¢ O olar.

1 * B
m =—m =iel+—e2 +e0

y y y

~* (00 B .
olarsa, onda m-eQ=—e,+—e2e WO alarigq.
r r

Demali talasb olunan m vektorunu secdik. Bu veklor

M noqtasinin normallasdiriimis doguranidir.
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Farz edsk ki, m\ vektoru M ndqgtesinin basga bir

normallasdiriimis doguran vektorudur. Onda els A hagiqi adadi

var ki, w, =dm olar. mx- e0Oe WO olmasindan alinar Kki,
v Fe»

mx-m - \%Leo - m-e0
)

vo ya (A-1)me WO almir. m<£WO olmasindan alimr ki,

-y -

A-1 =0 A=1olur. Yani m, =m aldig. Daha sonra onu da

-y -
geyd edak ki, agar m, ne V\WO vektorlari uygdun olaraq

M, N g A2 ndqtslarinin normallasdirilmis doguran vektorlari

- = (-> >\
olarsaonda n-m- n-eo - m-e0 e W0 alrg. M, N e A2
Y K )

noqtalari ugin cr(M,N)=n-m, burada m va n vektorlari

geyd etdiyimiz kimi M va N noqtalarinin normallasdiriimis

doguranlardir. MN =nrﬁ isara edak.
Gostarak ki, qurdugumuz £ inikast Afin fezasimn

tarifindaki sartlari ddayir:

1) M e A2 noqtesi va ae WO vektoru dcin els bir

X e A2 noqtasi secak ki, M X =a olsun. Bunun iicin X
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nogtesi olaraq doguran vektoru Xx =m+a olan ndqteni

—

gotirak. Burada m M  nogtssinin  normallasdiriimis

doguranidir.

-y

Gostarak ki, x normallasdiriimis dogurandir.

- S | IS
X-en=m+a-e, = m-eQ +ae W0
J
-y — —y —> —> -4 -4
MX =x-m- m+a-m- a

X noqtesi yeganadir. ©gar basqa bir X'ndqgtasi lgun

MX =a olarsa vo X' ndqgtasinin normallasdiriimis dogurani

—y —y —a

x'-dirss MX =MX" olmasindan x'-m -x-m alarig. Buradan

-y -y

iss X' = x alinir. Yani X' noqtasiX noqtssi ile Ust-lsts disdr.

Birinci satrin 6dandiyi isbat olundu.

2) Tutag ki, M,N, P &/2ixtiyari néqtaler voe m, n, p
bu nogtalarin normallasdiriimis doguran vektorlaridir. Onda
MN+ NP =n-m+p-n =p~m~ MP
ikinci sertin dogruluju da isbat olundu. Demali, A2
coxlugu WOikiélclli vektor fazasi Uzarinds ikidlcill Afin

fazasidir, basga s6zls Afin mdistavisidir. ©gar A2 Afin
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mustavisindan genislanmis miistaviya kegmak istasak onda Ar -

yoa d0 diz xattini alava etmak lazimdir, yani A2=A2U d0.
Burada dQ genislanmis Afm mistavisinin geyri -max-

susi duz xatti olur, A2-nin riéqteleri ise maxsusi ndqtabr

olurlar. d0 diiz xattinin noqtalari da geyri -maxsusi noqtabr

olurlar.

Proyektiv mustavinin d0 geyri - maxsusi diiz xattindan
forgli digar diiz xatlerini a, b, ¢ va s. ils isars edak.

A0 noqgtasi a diz xattinin qgeyri - maxsusi noqtasi
olarsa s\ coxluguna Afm diz xatti deyarik ve onu a ils
isaro edarik. a =a\ {Aq}.

\  nogtasina a diiz xattina uydun geyri maxsusi néqgta

deyacayik.

Lemma 1. ©gar M va N ndqtebri i diz xattinin

-

uzarinda olarlarsa, onda MN vektoru £ diz xattina uygun

LOgeyri - maxsusi négtanin dogurani olar.

: = -
Isbati. Tutaq ki, £ duz xattini doguran altfazadir. m ve
-y

n vektorlari M va N ndéqtabrini doguran normallasdiriimis

vektorlardir. Yuxarida isbat etdiyimiz kimi MQN =E- ;1e WO
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olar. Digar tarafdean MN =n-meW olar. Bu sababdan ds

M_>N e WqlTW olur. Bu iss o demakdir ki, MN vektoru LO

noqtasinin doguranidir. Lemma isbat olundu.

Taorif: ©gar iki Afin diz xattina uygun olan geyri -
maxsusi ndqtalar Gst-lste dusirsa, bels duz xatlara paralel diiz
xatlar deyilir.

Basqga sozla agar all b=0 olarsa, onda a ve bdiz

xatlari paralel olurlar va tersina (sakil 65)

Sakil 65.
Belslikla burda verdiyimiz paralellik anlayisi adi Afin

fazalarindaki paralellik anlayisi ila tamamila Ust-Osta dusir.
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Belaki, clit - clt paralel olan a{, a2,...,an xatlarinin hamisina
eyni bir geyri - maxsusi négte uygun galir.

Isbat etdiyimiz lemmadan birbasa alinir ki, AB va CD

diz xatleri onda ve ancaq onda paralel olurlar ki, AB va CD
vektorlari kolleniar olsunlar.

Lemma 2. ©gar AB |CD va AC | BD olarsa, onda

AB =CD,AC = BD,AB+ AC =AD.

Isbati. Lemmanin sartindan alimr ki, els Ava (nhaqiqi

adadlari var ki, AB =ACD,AC =juBD.

Ucbucaq gaydasina gora

AB+ BD = AD, AC+ CD =AD.
Buradan almir ki, ACD+ BD =juBD+ CD.

CD wve BD vektorlari kolleniar olmadiglarmdan bu

barabarlikdan A=y = 1almir, yani
AB =CD,AC =BD.

AB+ BD = AD va BD =AC olmasindan iss AB+ AC =AD

alinir. Lemma isbat olundu.
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Tutaq ki, P2mistavisinde A”,BOe dOolmaq sarti ila har hansi
Rg=(Aq,B0,C9%E) reperi secilib, (sakil66) onda bu reper A2
miustavisinda muayyan bir R* =(C,E" E2) reperi tayin edar.

Burada £, = AOE IBOC, E2=BOE 'ACC. RG@ reperina RO

reperina uygun Afin reperi deyacayik.

Sakil 66.

A2 afin  mustavisinda har hansi M ndéqgtasini goturak. Bu
négtenin #O0reperinda koordinatlarini  (x,,m2,13) va R&

reperinds koordinatlarint (x,y) isara edsak.

Gostarak ki, X = m—va y = -
X3
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ovvala M SA2 \BM <£dooldugimdan x3(p0 olar. Demali

A2mustavisinin batin noqtalari ugtin yuxaridaki

barabarliklarin manasi var.

c,e,m, ilo uydun olarag C,E,M ndqtalarinin normallas-

el

dirtlmis doguranlarini isara edsak. 1-ci lemmaya goro e{=CE2

Vo Ez =CE] vektorlari AQVQ BO ndqtalerinin doguranlari

> > >* > »
olurlar. 2-ci lemmaya gora iss CE=C£,+ CE2=el+ . Bu

barabarlikdan alinir ki, e-c =ei+£2,vaya e =e\+ e2+c.

Belalikla e,,ez2,c,e  vektorlari ~ AOreperina gore
uygunlasmis vektorlar sistemidirler. Afm koordinat sisteminin
tarifma gors

CM =xe\+ye2.

—

Buradan iss m- ¢ =xel1+y e2, m -x;a\ye 2+\'C.

m vektoru M nogtasini dogurdugu Ucilin, bu ndégtanin

AOreperinds koordinatlari  (x,y,I) olar. Demali (xI5x2,x3)

koordinatlari ila (x,_y,l) koordinatlari mitanasib olarlar. Bu iss
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X
0 dernakdir ki, m = Ax, x2=Ay, x3=A-+1l. Buradan da x =—3
X

X
va y = — alinir.
x3

833. Proyektiv mustavinin proyektiv ¢evrilmalar qrupu va
onun altgruplan

Analitik handasa va cabr kursundan bilirik ki,
mustavinin butun biyektiv gevrilmalari ¢oxlugu cevirmalarin
kompozisiyasi amalina nazaran qrup amala gatirir. Praktikada
is9 an ¢ox istifade olunan bu qrup 6zu yox, onun miixtalif
altgruplan olur.

Tutaq ki, biza har hansi P2 proyektiv mustavisi verilib.
Onun bitlin proyektiv cevrilmalari ¢oxlugunu H isara edak.
Gostarak ki, H c¢oxlugu P2 midstavisinin bitin biyektiv
cevrilmalari grupunun alt qrupunu amala gatirir. Hagigatan

agar fxe Hva f2eH olarsa, yani fx va f2 dérd néqgtenin
mirakkab nisbatini saxlayarsa, onda /J °/2e H olar. ikinci
forz edak feH, gostarak ki, [/ -1g4d olur. AB,C
noqgtalerinin bir proyektiv diiz xott Gzarinds oldugunu farz
edok. Onda A =f~I(A), B =/~](8), C =/""(c) noqtaleri da
proyektiv cevrilmalarin xassasina goéra bir proyektiv diiz xatt

Uzarinda olar. Bu zaman / _1 ham ds dord noqgtanin murakkab
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nisbatini saxlayar. Buradan da alimr ki, proyektiv ¢evrilmalarin
H coxlugu P2 mustavisinin bitin cevriimalar grupunda altqrup

amala gatirir. Proyektiv handass isa proyektiv mistavinin bu

grupa nazeran invariant galan xasalarini dyranir.

indi isa proyektiv mistavids geyd olunmus d0 diiz xatti
verildikds A2=P2/d0 ¢oxlugunda qurdugumuz afin fazasina
baxag. H qrupunun els elementlerina ayirag ki, onla* P2
mustavisinin  d0 duz xattini 0zlna kegirir. Bela proyektiv

cevrilmalar ¢oxlugunu Ho ils isara edak. Ho ¢oxluguna daxil

olan bitln proyektiv cevrilmalar A2 ¢oxlugunun 6zina kegirar.
Demali Ho coxlugu H qrupunda A2¢oxlugunu saxlayan
cevrilmaalr goxlugu kimi altqrup amals gatirar.

Tutag ki, /e d 0 ixtiyari proyektiv cevirmadir.
AN=(NN-C,E) iss AQBOedO sortini ddayan har hansi
proyektiv reperdir. f cevirmasi d0 diz xottini 0zlns
kecirdiyinden va bu xattin tanliyi x3=0 oldugundan onun
analitik ifadasi bels olar.

pxA= cux}+ cnx2+ c1jc3

px2- c2Ix, + c2x2+ c2X3 @
PXs = +C33X%
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yC

i2
Cunki, cg =c2=0, cB DO, . ®0 olar. A, afin mustavisi
By G

tcliin x3®0 va x3P0 olmadigindan alinir ki, (1) tenliklarinin

har hansi xj-a bolsak alariq:
x'=aux0+any +al3

y'=aZx +azy +a3

Burada p sabit hagigi adad oldugundan ai = 3;3, ij =12,
c

ag o 8
Vo Jo U,

21 a22

7
X x x2 ) 1 (
~L, ¥Y=--> X=/I{y = px2

X= ,
X3 X3

(2) cevirma dusturlart  iss A2 Afin  mistavisinin
R0O={a2B0,C,e) reperina uygun =(C, £,, E2) reperinda
Afin ¢evirmalarinin dusturlaridir. (Bax bundan avvalki parag-

rafa)

Novbati  marhalsdes  HO altqrupunun ele  bir
H] altgrupunun quracagig ki, hamin altgrup maustavinin
oxsarligq cevirmalarinin amals gatirdiyi qrupa izomorf olar. Bu
grupun invariantlarm @yranan handasanin isa evklid handasasi
oldugu malumdur. Basga sozls proyektiv ndgteyi-nazsrdan
evklid handasasina baxariq.
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d0 diiz xatti Gzarinda iki /, va /2 kompleks -gosma ndqtalar
gotirak. Bu ndqteleri dovri noqgtaler adlandiracagiq. d0 diz
xattini onun Uzarinda qgeyd olunmus 7, va /2 noqtslari ils
birlikda dx ils isara edarik. indi proyektiv mistavinin proyektiv
cevirmalarinin ele H, coxluguna baxaq ki, ixtiyari f e H,
uclin asagidaki sart 6dsnir: ya /, =/(/,) va 1>=Ah) ya da
ki, /,=1(/2) va 12=1/(/,). Gosterak ki, Htcoxlugu # 0-da
altqrup amals gatirir. Hagigaten V/ e Hf proyektiv ¢evirmasi
ucin f(d0)=dO0 oldugundan /'e HO olar. Demali d,c4A 0
olur. Sonra ixtiyari fvf2e H, Ugln fxof2e H, olur. / e Hx
iso e Hxolur. Demali H,, HO-ds altqrupdur. Digar

torafdan har bir f e Hxc¢evirmasi A2mustavisinin miayyan bir
/ afm cevirmasini amala gatirir. Bu ¢evirmalarin 371313

getirdiyi Hi qrupu iss A2afin mustavisinin afm cevirmalar
grupunun bir altqrupudur.

Somakl marhalads H( -ya daxil olan c¢evirmalarin
analitik ifadasini yazmaga calisariqg. Bunun t¢iin A2=A2Ud0
mustavisinda els bir proyektiv reper sec¢ak ki, bu reperda /, ve

/2néqtaleri koordinatlari ile /,(I, ©O) va /2(l,-/, O) olsunlar.
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Bels reperlari R, ib isars edsk va isbat edak ki, beb reperbr
var va sonsuz saydadirlar. (A"BO,C,E) reperinin £0tspasi
olaraq d, diiz xattinin ixtiyari noqtasini, C topasi olaraq A:
mustavisinda d, diz xatti lzarinda olmayan ixtiyari ndgtasini
goturak. AOtapasi olaraq d, diz xattinin els nogtesini va E
vahid noqtasi olaraq d, Uzsrinds olmayan eb ndqte goturak ki,
asagidaki sartlsr 6dansin:

(/¥2,80N0)=-1, (/,h,BOE})=i (3)
olsun. Burada ile CE va dO diz xatlarinin kasisma

noqtalari isara olunmusdur (Bax sakil 67). Bundan qabagki
paragrafdaki 1-ci lemmaya gére Ave E ndqtalarinin segilmasi
hamisa mumkundir.

Belo secibn reperin tsleb olunan reper oldugunu
gostarak: secdiyimiz reperds dovri noqtabrin koordinatlarmi
uygun olaraq /,(1, 6+W, 0) va 12(\,a-bi, 0) kimi isars
edak. Koordinat duz xatti Gzarinda noéqgtanin koordinatlari

hagginda teorema  asasan =(noB0,E3) koordinat

sisteminda /,,/2, AQ, BO, E3 ndqtabrinin koordinatlan uygun

olarag beb olarlar:
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SakU 67.

/,(4 a+bi), /2(I, a-bi\ A0 O),50(0, ), E3( 1)
Mirakkab nisbatin hesablanmasi hagqginda teorema gors

1 0 1 1
a+bi 1 a-bl 0 a-bi

v 1 L 0 a-+bi
1 0 1 1
a+bi 1 a-bi 0 - @:
1 1 1 0 1l-a-bi
a+bi 0 a-bi 1
(3) sertlarina gore S g e Lore
q+6/ La-bi

oldugunu gsbul etsek onda a =0, b =1lalarig. Demsali, /, va

/2 noqtalari koordinatlari ils /, (I, i, 0) va 12(1, - i, 0) olur.
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Demali qurdugumuz reper R, reperidir. A0 va C noqtslarinin

secilmasi zamani yol verdiyimiz sarbastlik iss, bele reperlarin

sonsuz sayda oldugunu gostarir.

Bundan sonra farz edarik ki. gotirduyimuz reperlar R,
reperlaridir. A2 mistavisinda isa goturdiyimiiz har bir Rj
reperina uygun Rf =(C, EP E2) afm reperina Dekart reperi
deyacayik (sakil 67).

Belalikls, har bir / e H, proyektiv cevirmasinin RO
reperinda analitik ifadasi ils onun R, reperinds da analitik
ifadasi olacaq:

K, =c,*, +cX2+clX3

px2 = c2IX) +c2X 2 + c2X3 4)
px3 = +¢c3X3
cH cpl
-32 33 Gﬁ

(C ila kompleks adadlar ¢coxlugu isara olunub). Lakin
| € H, proyektiv cevirmalari uc¢iin c,. amsallari daha basqa

sortlari 0demalidirlar. /  ¢evirmasi dovri noqtalari  dovri

noqtalara inikas eladiyindan asagidaki iki hal mumkandar:

1) /(/,)=1, I(Nblr olarsa® /(/,) =11 (4)

dusturlarmdan alarig ki, p - cu +cJ4, pi =c2+c2A
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Buradaniss ¢, ,,. G; =-C-,
Asanligla yoxlamaq olar ki, bu sartlar 6dananda
[(/2)-12alinar.
b) ikinci hala baxaq: /(/,)=12, I(/2)=1lv
/(/j)=12 barabarliyindan va (4) dusturlarindan alariq
ki, cu=—2, c,2=c2l. Bu sertlar 6dandikds iss /(/2)=1N
barabarliyi deo ddanir. Asagidakl kimi yeni isaralamalar gabul
edak:
Q\=a,c2A=b, c3=Cj cB—c2.
Onda (4) dusturlar
pc, =a'x, - a¥x2+c¢,x3
pX2=1Db' + w'x2+c2x3 (5)
px3 = + /3343

Burada ¢evirmanin matrisinin determinati

a -sb'
b' sa' c) = (@2+ba)s-cm * 0, 6 iss +1~9
0 0 cB

barabar olar. a) halmda s =1, b) halinda iss s =-1 olur.

Yenidan A2 afin mustavisina gayidaq. bu mustavi har
bir / e H, cevrilmasi duz xattini 0zuna kegirdiyindan A2

coxlugunun batiin ndqgtsleri Ggtin x3®P0 olur. Buradan isa
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alimr ki, x'3®0 olur. (5) tanliklarinin sag taraflorini c3X3- s,

sol tarafbrini isa pxy-a bolib

' ' ' c2
%px3=c3&<3} a=i , bzi, C, :_x' c2=—
33 N33 Cc33 C33
X=—, y="—%<7, ><=ér, 5‘=§,
X X X

isara etsak, alariq.

X'—ax - shy +cl

(6)

Y = bx + say + Cj
a = kcosq?, b =ks\n<p olmaq sorti ib, yalli
Ke (O, +00). (pe - 7t\ parametrbrini daxil etsak alariqg.

x'= k(xcoscp - sysing)+cx
y'=k(xsin (p+sy Q05(p) + c2

(7) tanliklari isa evklid mistavisinin oxsarliq ¢evrilmasindaki
tonlikbri ib  eyni sakildadirbr. Bu sababdan evklid
mustavisinin oxsarliqg ¢evrilmalari grupu ib H, qruplarn izo-
morf olarlar. Onda A2 mdstavisinin H, grupuna nazaran inva-

riant olan xassealari ele evklid handasasinin xassaleri ib eyni

olacag.
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IV FOSIL
TOSVIR USULLARI

834. Mustavilarin afin inikaslari

Bu paraqrafda E3fszasmda (Ucélgulii evklid fazasi)

mustavilarin afin inikaslarmdan bahs edacayik. Afm inikaslari
analitik handasa kursunda Oyrandiyimiz afin gevrilmalari

anlayisinin idmumilasmasidir.

Taorif 1. Tutaq ki, bize E3 fezasinda iki cr va 0 musta-
vileri verilib. / :cr-> 9 iss cr mdastavisinin < mistavisina
ela garsihigh birgiymeatli inikasdir ki, 0 a mustavisinin bir diz

xatt Uzarinda vyerlasan ixtiyari ¢ M\, M 2, M b ndéqtasini

crmustavisinin els G¢

M,=/(m,) M r=/{mr\ wm3=/(m3)
noqgtasina kegirir ki, Mx, M= M 3 noqtslari bir diiz xatt lzs-
rindadirlar va onlarin (M,M2, M3) sada nisbati M I, M 2, Mb
nogtalsrinin (M\M 1, M3) sads nisbatina barabar olur. Onda
/ inikasina <7 mistavisinin a miistavisine afm inikasi
deyilir.

Demsli / :cr-> cr inikasi onda afm inikasi olar ki, bir

duz xatt iizerinds olmayan M1,Mr,M3 ecr ndqtslari Gcln



(MxMr, M3)=(/(m,)/(m2}/(m3))

olur.

Toarif 2. Eb fozasmda cr mistavisini cr mustavising
inikas elayan / :< -» cr inikasi Ocln ele kK > 0 haqiqi adadi
varsa ki, ixtiyari A, Bea noqtaleri  va  onlarin
A=/[n\ B- /(B) obrazlar lciin AB =kAB sarti 6danir,
onda / -8 oxsarliq inikasi deyilir.

Asanligla isbat etmak olar ki, oxsarlig inikasi afin
inikasidir.

Tarif 3. E3 fazasmda mustavinin 6zuna afin inikasina

onun afin cevrilmasi deyilir. Belslikla afin c¢evrilmasi afin
inikasinm xususi hali olur.

Bildiyimiz kimi mustavids ona paralel, kolleniar

— — - —

olmayan iki ex e2 vektorlari va bir O ndqtasi O ex e2 afm
koordinat sistemi amala gatirir. Analitik handasadan bizs
malum olan afm reperinin tarifini bir daha xatirlayagq.

Tarif 4. Mdastavinin  bir diz xatt (zsrinda olmayan,
nizamlanmis ¢ A, B, C noqtalarina afm reperi deyilir va
R =(A, B, C) ils isara olunur.

A, B, C ndqtalarina reperin tapa noqtalari deyilir. A
négtesine ham da reperin baslangic noqtasi deyilir. 9gar
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AB = AC =1ve ZBAC =— olarsa, onda R=(A, B, C) afm
reperina ortonormallasdiriimis reper deyilir. Foarz edak Ki, biza

mistavida Oef{, e2alT koordinat sistemi verilib.

0f£, =e,, OE2=¢e2 olarsa, bu koordinat sistemina uygun
R=(0, £2) afm reperini alarig. Tarsina, agar biza

R = (O, £2) afm reperi verilibsa, onda

e, = OEX, e2 = OE2go6tiurmakls O e,, e2 afin koordinat sistemi

alarig. Mdustavinin ixtiyari M ndéqgtesinin O ex, e2 koordinat
sistemindaki (x, y)  koordinatlanna, onun ham do
R = (0O, E{ E2) reperina nozaran koordinatlan da deyilir.

Asagidaki teoremi isbat edsk.

Teorem 1. Tutaq ki, bizs tcolculu afin fazasinda iki
cr va < mistavileri va bu mistavilar izarinda uygdun olaraq
R=1[a B,c) va R=(A, B, C) reperlari verilib. Onda R
reperinin tapa noqtalerini R reperinin uydun tapa nogtalarina
keciran cr mustavisinin cr mustavisina bir va yalniz bir afin

inikasi var. Bu zaman M et7 noqtssi eb bir M e <7 ndqtasins
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kecir ki, J¥ndqtasinin R reperina nazaran koordinatlari, M
néqgtesinin R reperma nazaran koordinatlanna barabar olur.
Isbati. Gostarak ki, elo bir g :a —a afm inikasi var
ki, o R reperini R reperina kegirir. R reperini gérs koordi-
natlan (x,y) olan M e a ndéqgtssina garsl, R reperina gora
koordinatlan (x,y) olan M ea noqtasini qoyan g :cr-> cr
inikasma baxaq. R reperina gora A ndoqtssinin koordinatlan
(G 0), B nogtssinin koordinatlan (I, O) va C ndqtasinin
koordinatlan (O, I) olar. Eyni zamanda R reperina géra A
nogtasinin  koordinatlan (O, O), B ndéqgtesinin koordinatlan
(L 0) va C nogtasinin koordinatlan (0, I)  olar. Demali,
g{A)= A, g(s)=B va g(c)=c olur. g inikasimn garsiligh

birgiymatli oldugu aydmdir. Onun afm inikasi oldugunu

gostarak.

Tutag ki, Mi. Mi, M noqgtaleri a mdstavisinin R
reperins nazaran koordinatlan uygun olaraq
xp 7)), (x2y2), (X, y) olan, bir diz xatta aid g
ndgtesidir. onda bu ndgtalarin g inikasinda obrazlan olan

Mx-g{M1) M2-g[M1\ M =g[M" ndqtalarinin

R reperina nazaran  koordinatlan da uygun olaraq
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xp yxX (x2,y2), (x,y) olar. ©8ger M néqtasi M\Mi
parcasmi J1=(M\M2,M ) nisbatinds bdlarsa, onda malum
disturlara géra

X, + Ax2 y- yr+J1y2
1+0 1+ 1

olar.
M néqtesi de M XM 2 parcasim eyni J1 nishatinda bélur. Yani
g inikasi U¢ nodqtanin sada nisbatini saxlayir. Demali g inikasi

afin inikasidir.

indi da gostarak ki, g inikasi R reperini R reperina kegiran
yegana afm inikasidir. 9ksini farz edsk; farz edsk ki, basqa bir
gjicr-~cr afin inikasi da var ki, g,(")=A, gi(#)=B wvs
gl(c)=c olur. xtiyari MecT noqtesi gétirek. M

néqtesindean AB va AC diz xatlarini uygun olaraq P N

noqgtalarinda kasan har hansi diiz xatt kegirak.
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Afin inikasin tarifma goéra [aB, g[p*j={AB, p) vs
(AB,g,(p))=[aB,p) olmasindan alinar Ki,

[AB, & (/*))= (AB, g(p)). Buradan iss g{(p)= g(p) alinar. Eyni
gaydaile g{(N)= g(Analmar.
Daha sonra

(r(p)r.("Un)=(pr>")

Vo
(A(A0> g{M))-(PN, M)
olmasmdan isa (g (n Vg, {m))= (g(p)g(Tv),g{M)) alinar.

9j(p)=9(?), 9gxN)=g(N) olmasindan iss g,(M)=g(M)
alariq. Teorem isbat olundu. Bu teoremin kémayi ila asanligla
isbat olunur ki, afm inikasinda diiz xatt -diz xatts, paralel diz
xatlar -paralel duz xatlars, yarimmiustavi -yarimmiustaviys,
parca -parcaya, sua -suaya, bucag-bucaga, reper ise repers
kegir.

Torif: ©gar a maustavisin crmistavisina inikas elayan
elo bir /:<7 -»crafm inikasi varsa ki, Faa fiqurunu
Fccrfiquruna Kkegirir, onda F vs Ffiqurlarina afin -

ekvivalent fiqurlar deyilir.
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isbat etdiyimiz teoremdan alinir ki, uygun olarag a va
< mistavilari Uzarinda yerlagan ixtiyari iki Ucbucag afin-
ekvivalent fiqurlaridir.

Teorem 2. Uygun olaraq a ve cr mistavilari Uzarilida
yerbsan iki ABC D va ABCD doérdbucaglilari onda va ancaq
onda afm -ekvivalent olarlar ki,

(AC, E)=(aC,e\(BD,E)=(BD,e) sertbri ddansin.
Burada E ib AC va BD diiz xatlarinin, E ib ACvs BD
diz xatbrinin kasisma négtalari isars olunmusdur.

Isbati. Forz edsk ABCD va ABC.D dordbucaglilari
afin -ekvivalentdirlar. Yani eb bir /:<71-><T afm inikasi var
ki, f(A)=Af(B)=B,/(c)=C,/(5)=0olur. Bu o
demakdir ki, / inikasi AC duz xattini AC diz xattina, BD

diiz xattini iss BD diz xattina inikas edar.
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Onda / AC va BD diiz xatlarinin E kasisma noqgtasini AC
va BD diiz xatlsrinin E kasisma ndqtasina kecirdar, yarii
/(E)=E olar.

/  afin inikasi oldugundan AC,E =(JIC, E) va
(bD,e)=(BD, E) olur.

Tarsina, indi farz edsk ki, ABCD va ABCD
dérdbucaghlar Ggin (aC,e)=(AC, E) \®B(BD,E}=(BD, £)
sortldari oOdanir. isbat edek ki, ABCD va ABCD dord-
bucaglilari afin-ekvivalentdirlar. R =(A,B,C) va R =(A,B,C)

reperlarina baxag. Birinci teorema gora R reperini R reperina

keciran / afin inikasi
f(A) =A f(c)=C, (N1 C,e)=(AC, E)

minasibatlarindan ahinar ki, f\E) =£olur. Demali, BE diz
xatti BE duz xettine inikas cder. (BD,E)=(BD, E)

barabarliyindan alinar ki, f(D)=D olur. Yani ABCD va

ABCD dordbucaglilari afin ekvivalentdirloer. Teorem isbat

olundu.
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835. Paralel proyektlandirma. Paralel proyektlandirmada
mustavi fiqurlarm tasviri

Ucolculi evklid fazasinda har hansi a mistavisi va bu

-y
niustaviys paralel olmayan p vektoru goturak.

Sekil 70.

Fazanin har hansi A ndqtasini goturak. duz

xatti ile crmistavisinin kasisma noqtasini \ ils isare edak. Bu

AV
néqtayas p vektoru istiqgamatinda paralel proyektlandirmads

<jmistavisi Ozarinds A ndqtasinin proyeksiyasi adlamr. ©ger

Yy

(jmustavisi va E) vektoru gabaqcadan verilmisse orida A$

noqtasina qisaca A noqtasinin paralel proyeksiyasi deyilir.

9ger p vektoru a maustavisine perpendikulyar olarsa, onda

AO négtesina A ndégtasinin ortogonal proyeksiyasi adlanir.
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Farz edak fazada har hansi F fiquru verilib. Bu flqgurun
bitin nogtalarinin paralel proyeksiyalarindan ibarat olan FO

fiquruna (sakil 70 ) F fiqurunun paralel proyeksiyasi deyilir.

-

9gar p vektoru a mistevisine perpendikulyar olarsa, onda
FO fiquruna F fiqurunun ortogonal proyeksiyasi deyilir.
Bu paraqrafda bundan sonra paralel proyeksiya avazina sadaca
proyeksiya deyacayik.

indi isa paralel proyeksiyalamanin bir sira xassalarini
gostarak. Bu xassalarin isbati isa demak olar ki, aydindir.

Xassa 1° Duz xattin proyeksiyasi duz xatdir (bax
sokil71).

Xasso 2°. Paralel diz xatlerin proyeksiyalari ya paralel-

dirler, ya da ki, Ust-lste dlsurlar.
Xassa 3°. A noqtasinin proyeksiyasi Ag, B ndqgtasinin
proyeksiyasi BQOolarsa, onda AB parcasmm proyeksiyasi

AdBgpargasi olar.
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Sakil 71.
Xassa 4. Paralel proyeksiyalamada bir diiz xatt (izarinds
olan U¢ ndqtanin sada nisbati saxlanilir; xtsusi halda parcanm
orta nogtasinin proyeksiyasi onun proyeksiyasimn oi*ta

noqtasidir (bax sakil 72).

Sokil 72.
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Xassa 5. Paralel parcalarm proyeksiyalari ya paralel-
dirler, ya da ki, bir diiz xatts aid olurlar.

Xassa 6. Paralel parcalarm va ya bir diz xatt lzarinds
olan parcalarm proyeksiyalari onlarin 6zleri ils miutanasib
olurlar.

Bu xassalardan sonra mustavi fiqurlarm tasviri anlayisini vera

bilarik. Har hansi a miustavisi ve bu miustaviya paralel

olmayan p vektorunu gotirak. crmustavisini tasvir mistavisi

—

va p vektorunun istigamatini proyektbndirma istigamati

adlandiraq. ixtiyari F fiqurunun p istigamatinda rmistavisi
tzarindaki proyeksiyasi FO olarsa, F-a orginal, ¥0-a ise

orginalm proyeksiyasi deyilir. FO ila oxsar olan istanibn fiqura

Yy

F fiqurunun E) istigamatinds paralel proyeksiyalamada a
muistavisi Uzarindaki tasviri deyilir. Fiqurlarm tasvirbrinin
qurulmasi paralel proyektlandirmanin va afin inikaslarinm
xassalarina asaslanir. Bundan sonra ferz edsk ki, mistavi
fiqurlarin yerbsdiyi mustavi va tasvir mustavisi ebdir ki, biri-
biri ib kasisirbr ve he¢ biri proyektbndirms istigamatina
paralel deyil.

Teorem. Farz edak ki, F va F flqurlan uygdun olaraq
kasisan crve a mustavibri Uzerindadirlar. Ffiqura onda ve
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ancaq onda F fiqurunun tasviri olar ki, F ve F afin
ekvivalent fiqurlar olsun.

Isbati. Tutaq ki, F fiquru o tesvir mistavisi iizerinda
r mistavisi Uzarindaki F fiqurunun tasviridir. F fiqurunun

cj mustavisi Uzarindaki FO proyeksiyasina baxaq. Paralel
proyektlandirma afin inikasi oldugundan F va FO fiquruna

oxsar oldugundan onlar da afin-ekvivalent olarlar. Belalikla F

figur FO fiquru ils, FO fiquru iss F fiquru ib afm-

ekvivalentdir. Buradan cixir ki, F ib F afin-ekvivalent

fiqurlardir.

Sakil 73.
indi tarsina: farz edsk ki, <rmistavisi Uzarindaki F

fiquru, cr  mustavisi  Gzarindaki  F  fiquru ib  afm-
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ekvivalentdirlar. isbat edsk ki, F finuruna ¥ fiqurunun tasvirii

kimi baxmagq olar.

Forz edak f \a —xT afin inikasi F fiqurunu
F fiquruna keciran afin inikasidir, /(f) =F . crmdistavisi
izerinds els bir R=(A,B,C) reperi gotirek ki, A va B
nogtaleri cr va cr maustavilarinin kasisma xatti Uzarinda

olsunlar (sakil 73). Bu reperin / inikasindaki  obrazmi
R =(A,B,C) isara edak.
cr mistavisi Uzarinda eds bir CO ndqtasi gotirak ki,

AABC~AABCO olsun.

Yy —

g=CCo vektoru istigamatinda / :cr->cr v paralel
proyektlandirmasi  ~=(v4,i?,C)  reperini =(n,5,C0)
reperina kegirar. reperini R reperina Kkegiran oxsarliqg

cevirmasi / 2:<r-» cr olsun. Aydmdir ki, / 2«f x: (T-> cr inikasi
R={A,B,C) reperini J1=(0A4C) reperina kegiran afm
inikasi olar. Bir reperi digarina kegiran afin inikasinin yegana-

liyi haggmda teorema @asasen / =/2e<f olar. BelslikLa

F-f2'f\(p) °lar- olsun. FO ¥ figurunun g
vektoru istiqgamatinda paralel proyektlandirmads obrazi olar.

F ise F0 fiquruna oxsardir, cunki /2(F0)=F olur va
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/ 2oxsarliq ¢evirmasidir. Demali F fiquru F fiqurunun tasviri

olar. Teorem isbat olundu.
Bu teoremdan istifada edarak bazi ¢oxbucaglilarm qurulmasi
gaydasim gostarak:

Ucbucagin tasviri: Afin inikaslarmda reperin obrazi
haqqinda  teorems  asasan cr mastavisi  Uzarinda
R =(a, B, c) reperini cr mustavisi Uzarinds R = (A, B, C)
reperina kegiran yalniz bir afin inikasi var. Buradan da ¢ixir ki,
ixtiyari iki ABC va ABC (gbucaglarnn afin ekvivalent
fiqurlardir. Belalikla aldiq.

¢ miustavisi Uzarinda olan ixtiyari ABC lcbucagmin
tosviri olaraq, a midstavisi ila kasisan a mustavisi lUzarindaki
ixtiyari ugbucag ABC icbucagim gotirmak olar.

Dordbucaglinm tasviri: Ucgbucaglardan fargli olaraq
tasvir mustavisindaki ixtiyari dordbucaqh verilan
dordbucaglinm tasviri ola bilmir. cr tasvir mustevisindaki
dioganallarin kasisma ndqgtssi E olan ABCD doérdbucaqgli, a
ilo kasisan cr mustavisi Uzarindaki, diognallarmm kasisma
nogtasi E olan AB CD ddrdbucaglisinm tasviri olmasi tglin

(AC,e)=(AC,E) va BD,e)={BD, E)

sartlari 6danilmalidir (bax 833 , teorem 2).
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Demali ABCD dérdbucaglisinin tasvirini qurmaq

tgun tasvir mustavisinda A, B, C noqtalarinin tasviri olaraq
bir duz xatt Uzerinda olmayan ixtiyari A, B, C ndqtalerini
goturdrik. Sonra AC parcasi Uzerinds els E noqtasi
gotararuk ki, (AC, E)=(nC, e) sorti 6dansin. Bundan sonra
BE siasi dzerinds ela bir D noqtssi goturarik ki,

(BD, E) ={b D, e) seorti 6danir. Alinan ABCD dd6rdbucaqlisi
AB CD dordbucaglismm tasviri olar.

Trapesiyanm tasviri. AB CD trapesiyasinda [aC,e)
va [B D, e) nisbatleri bu trapesiyanm oturacaglarmm nisbatls-
rine barabar olur. Buradan da cixir ki, a mustavisi Uzarindaki
ABCD trapesiyasimn o ils kasisan o mustavisi Uzarindaki

tasviri olarag oturacaqlarinin nisbati ABCD trapesiyasinm
oturacaglarmm nisbatina barabar olan ixtiyari ABCD tra-
pesiyasini gotiirmak olar.

Paralelogramm tasviri: Paralelogramin dioganallari
kasisma noqtesinda yari bolunduylndan, ixtiyari iki parale-
logram afin- ekvivalent fiqur olur. Demali, tesvir mistavisinda
paralelogramm tasviri olaraq ixtiyari paralelogrami goétirmak
olar. Xususi halda kvadratin ve dizbucaglinm tasviri olaraq

ixtiyari paralelogrami gotirmak olar.
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Taraflarinin sayr ddrdan c¢ox olan ¢oxbucaghlarin
tasviri. Taraflarinin sayr dérdan cox olan ixtiyari ¢oxbucaqli-
nin tesvirini qurmag Ug¢ln onunla yanasi duran ixtiyari (g
topasinin tasviri olaraq bir diuz xatt Gzarinds olmayan ixtiyari
U¢ noqte goturalir. galan tapalerin tasviri isa dordbucaglilarin

afin- ekvivalentliyi hagqinda teorema asasan qurmagla tapilir.
Tutaq ki, ABCDE ¢oxbucaglisimn tasvirini qurmaq
lazimdir. Bir diz xatt Uzarinds olmayan ixtiyari A, B, C

nogtaleri goturirik. AC parcasi Uzerinde AC va BD diog-

nallarmin kasisma ndqtesi olan Mndéqtesi geyd olunur. AC

parcasi  Uzerinds iss els M noqtesi  tapihir  Ki,
(AC, M)=(a C, m ) olsun. Sonra iss BM slasI Uzarinda els
D noqtesi qurulur ki, (BD, M)=(8D, m) olur. Sonraki

marhalads BD va CE diognallarmm N kasisma ndqtasi

geyd olunur. CN silasi tGzarinds ela E ndqtasi goturulur ki,
(CE, N)= (CE, n)
sorti 6dansin. Alinan ABCDE c¢oxbucagliss ABCDE ¢oxbu-

C2ighsinin  tasviri olar. bu gayda ils ixtiyari ¢oxbucaglmm

tosvirini qurmagq olar (bax sakil74).
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Sakil 74.
GCevranin tasviri. Cevranin tasviri asagidaki taklifs

asasan qurulur.
Toklif. ixtiyari afin inikasinda ellips (xisusi halda

cevra) ellipsa kegir.

isbati. Tutaqg ki, biza c mastavisi Uzarinda

2 2
R =[a, B, ¢) ortonormal reperinda =1 tonliyi ila y

ellipisi verilib. / :<r-> < afin inikasmda R reperinin obrazi

olan R = (A, B, C) afin reperinds ds y ellipsinin obrazi olan

y xatti da koordinatlan eyni tanliyi 6dayan ndqtalardan ibarat

oiar. ] >0 olduundan ikitertibli xatbrin Umumi
a b2
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nazariyyasindan alinir ki, y xatti da ellips olar. Taklif isbat

olundu.

Bu teklifdan alinir ki, ellipsin xtsusi halda g¢evranin
tasviri ellips olur. ¢evranin tasvirinda g¢evranin qgarsiligh per-
pendikulyar diametrlari ellipsin garsiligh gosma olan
diametrlarina kegir.

836. Polke-Svars teoremi va ¢oxuzliilarin tasviri

ovvalce asagidaki lemmani isbat edak.

Lemma. Tutaq ki, crl mustavisi Uzarinda yerlasan
AIB]CiDI dordbucaqglisi <r miustavisi (zarinds yerlasan
ABCD ddrdbucaqhsi ils afm-ekvivalentdir. Onda els bir cr0
mustavisi var ki, bu mistaviya <) mustavisini perpendikulyar
olan vektor istigamatinda paralel proyeksiyalamada A]BICIDI
dérdbucaglismin proyeksiyasi ABCD doérdbucaqglisina oxsar
olacaqdir.

Isbati: (7 mistavisinin cj\ mistavisini f zr-> crx afin
inikasinda ABCD dordbucaglisinin A*Bfi*D* ddrdbucaglisma

inikas etdiyini farz edsk.
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g mastavisi Ozarinds har hanst y c¢evrasi gotirak. /
inikasmda y cevrasinin obrazi yx=f(y) ellipsina baxaq. ©gar
~j-da c¢evra olarsa onda afin inikaslarmm xassesine gors /
oxsarlq inikasi olar ve C,40 ~ ABCD olar. Bu zaman er0
mustavisi olaraq ela crj mustavisinin 6zini, AOBOCODO olaraq
AIBIC]DI-i g6tirmak olar.

indi yy fiqurunun OXEx va OxXFx yarimoxlari miixtalif
olan ellips oldugu hala baxaq. 6, ERB Fx noqtalarinin
proobrazlarim O, EO, F ib isare edsk. OIE] vo Oxx gqosma
diametrbr oldugda, o e va OF y cevrasinin perpendikulyar

radiuslari olar. F{ nogtssindan cr, muistavisina eb bir FXQ
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perpendikulyari galdirag ki, OX0=0XXolsun. Ox Ex va FO

noqtalarindan cr0 mistavisini kecirak. crj mustavisinin FXXQ
vektoru istigamatinde <10 mustavisina paralel proyeksiya-
lanmasina baxag. Bu inikasi /0 isara edak. /O inikasl
(0,£,F) reperini (pxExFO0) reperina keciror. AOEF va
AOjU'jFj duzbucagh barabaryanl tgbucaqglar olduglarmdan
oxsar olarlar. Bu sababdan da / 0/ inikasi oxsarliq inikasi

olar. Demali AMXCDX doérdbucaglismin ¢ miustavisina

perpendikulyar olan F,FO vektoru istigamatinds <10
Inlstavisina paralel proyeksiyalamada obrazi olan A0BOCODO

dordbucaghsi ABCD -ys oxsar olar. Lemma isbat olundu.
Teorem. (Polke-Svars) cr mustavisinin (zarinda olan

ABCD ddérdbucaglisimn miayyan nizam ile gotirilmus taps
noqtelarini  fazada ixtiyari R* ={a* ,B*,C*9D*) reperins
barabar olan reperin tasviri kimi goturila bilsr.

Isbati:A*C* parcasi tizarinda ela N* nogtasi gotiirak.
(a*C*,N*)=(AC,E) ve B'D* parcas! Uzarinds els bir M*
noqtesi goturak ki, (8*D*,M*)= (BD,E) sarti 6dansin. Burada

E ABCD dordbucaglisinm AC va BD diagonallarinm
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kasisma noqgtasidir. N*M* dliz xattina perpendikulyar olan
mustavisini keciran R* reperinin mustavisina ortoqonal
proyeksiyasini (AXB fixD") isare edak. N* va M* ndqtalerinin
pro-yeksiyasini eyni bir Fj noqtasi olar. Dérdbucaglilarin afiri-
ekvivalentliyi haggmda teorema géra
(¢, E)=(@C",M")=(AC,E)
va
(B,4, eX=(b'd\ n")={bd,e)
olmasindan ABCD va AMMCXOX doérdbucaglilarmin afii-

ekvivalentliyi alinar. Isbat etdiyimiz lemmaya géra ela bir 00

mustevisi var ki, N*M™* vektoru istigamatinda paralel
proyeksiyalamada AX)XC)XDX ddrdbucaglisinm bu mistavisi

uzarindski AOBOCODO proyeksiyasi ABCD-ya oxsar olax.

A\At, A0 nogtalari N*M* diz xattina pralel olan eyni bir diiz

xatt Uzerinds olduglarmdan AO ndéqgtesi N*M* vektom

istigamatinda paralel proyeksiyalamada cr0 mustavisi tizerinda
A* ndqtasinin proyeksiyasi olar. Eyni qayda ile OBO noqtasi

B* ndqtasinin, CO ndqtesi C* ndégtssinin ve DO nogtasi D*
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ndqtasinin proyeksiyasi olar. Belalikla AOBOCODO

doérdbucaglist R* reperinin proyeksiyasi olar (Sakil 76).

Sakil 76.
indi d¢o6lculi fazanin cr0 miistavisini cr miistavisina

keciron har hansi  harakestine baxaq. Bu harakatds
R*=(A\B\ C\ D*) reperinin obrazini R =(A,B, C, 2)) isars
edesk. Bu zaman £ mdustavisi Uzarindes  AOBOCODO
dérdbucaglisinin AOBOCODO obrazi R* reperina barabar olan

R reperinin proyeksiyasi olar.
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AgqBqCODO0 = ABC0OD0~ ABCD oldugundan teorem

isbat olundu.
Bu teoremdan istifade edarak bir sira coxizlilarin
mustavida tasvir gaydalarini gostarak.

Tetraedrin tesviri. Tutaq ki, biza fezada har hansi
ABCD tetraedri verilib. Polke-Svars teoremina goéra tapalari
misyysn nizam ile gotdrilmias har bir doérdbucagl

reperinin tasviri olur. R reperi iss ABCD

tetraedrinin topalarinin  muayyan nizam ile verilmasidir.

Belslikls diaqgonallari ils verilan har bir ABCD ddrdbucaglisi
ABCD tetraedrinin tasviri olur.

Paralelepipedin tasviri. Paralelepipedin bitiun dzlari

paralelogram oldugundan tasvirlari da paralelogram olar.

Tutaq ki, biza ABCDA B C D paralelogram-orijinalin
tasvirini qurmag lazimdir. Bunun Ggtin avvalca tapa noqtalari
A, B, D, A olan tetraedrin tasviri olaraq ixtiyari ABDA’
dordbucaglisim <r maustavisi Uzarinds qururug. Soma isa
hamin dérdbucaqlmin diagonallari da nazara alinmagla orda

olan dcbucaglarm (zarinda paralelogram qurmagla veribn

paralelepipedin tasvirini almis oluruq (Sakil 77).
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Sakil 77 .
Prizmanm  tesviri. Tutag ki, biza har hansi

oturacaglarmin taraflarinin sayr 4-dan c¢ox olan har hansi n-
bucagli prizmanin tasvirini qurmag lazimdir. Prizmamn Gzlari
iki coxbucaqglidan va paralelogramlardan ibarat olur. Prizmamn
oturacaglarinm tasvirini n-bucaglilarin tasviri kimi qurmag
lazim galir. Qalan qurmaiar iss paralelepipedin tasvirinin
qurulmasma analoji olaraq edilir (Sakil 77).

Piramidanin tasviri. Piramida oturacagi c¢oxbucagli,
yan Uzlari ise ortagtapali iicbucaqlar olan ¢coxuzlidur.

Piramidanm tasvirini qurmaqg Uc¢lin avvalca onun
oturacagindan (¢ yanasl tepa ve bir de piramidanin taps
nogtasini  gotlirmakla alinan tetraedrin  tasviri ixtiyari
diagonallari ila goéturidlmis dérdbucaglim goétirirak. Sonra ise

oturacagm c¢oxbucaghlarm tasvirini qurmaq gaydasi ils tesviri
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qurulur. Tapa noqgtalari piramidanm tapa ndqtasinin tasviri olan
noqta ils birlasdirilir. Belslikla piramidanm tasviri almir (Sakil

78).
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