
Z.Q. Sadıxov, G.A. Xudaverdiyeva

HƏNDƏSİ QURMALARDAN 
VƏ PROYEKTİV 

HƏNDƏSƏDƏN M ÜHAZİRƏLƏR
(DƏRS VƏSAİTİ)



AZƏRBAYCAN RESPUBLİKASITƏHSIL NAZİRLİYİ 
AZƏRBAYCAN DÖVLƏT PEDAQOJİ UNİVERSİTETİ

Z.Q.Sadıxov, G.A.Xudaverdiyeva

Həndəsi qurmalardan və proyektiv 
həndəsədən mühazirələr

(Dərs vəsaiti)

Azdrbaycan Respublikası Təhsil Nazir- 
liyinin 08.01.2010-cu il tarixli 10 saylı 
əmrinə əsasən çap olıınur.

BAKI -  2010



Elmi redaktoru: dos. Y.R.Baxşəliyev

Rəyçilər: dos. M.A.Nəcəfov

dos. H.D.Fəttayev 

dos. N.Y.ƏIiyev

Zahirəli Qafar oğlu Sadıxov 
Güləndam Abdulla qızı Xudaverdiyeva 
Həndəsi qurmalardan və proyektiv həndəsədən 
mühazirələr
Dərs vəsaiti. Bakı 2010. 270 səh

A D P  U
Əp̂ slı kit^bxana



On söz

Bu dərs vəsaiti müəlliflərin uzun illər ərzində 

Л/ərbaycan Dövlət Pedaqoji Universitetinin Riyaziyyat 

fakültəsində, “Riyaziyyat”, “Riyaziyyat və informatika”, 

informatika” ixtisasları üzrə bakalavr pilləsində təhsil alan 

bləbələrə “Həndəsə” kursundan oxuduqları mühazirələrin 

motnləri əsasmda hazırlanmışdır. Müəyyən mənada 

X.Paşayevin və M. Nəcəfovun “Analitik həndəsədən 

mühazirələr” kitabımn davamıdır.

Dörd fəsildən ibarət olan kitabın birinci fəsli həndəsi 

qurmalar nəzəriyyəsindən bəhs edir. Burada qurma 

məsələlərinin nəzəri əsasları izah olunub, qurma məsələlərinin 

həllinin müxtəlif üsulları haqqında məlumat verilib. Kitabda 

bəhs olunan digər mövzular kimi bu mövzuları da bilmək orta 

nıəktəb müəllimlərinə çox vacibdir. Kitabın ikinci fəsli 

proyektiv həndəsənin sadə anlayışlarından bəhs edir. Burada 

proyektiv həndəsənin Veyl aksiomları, proyektiv koordinat 

sistemi, proyektiv çevirmələr, onların invariantları 

lıomologiyalar və s. şərh olunub.

Üçüncü fəsil isə proyektiv həndəsənin əsas faktlarma 

lıəsr olunub. Proyektiv həndəsə xətti cəbr ilə həndəsənin 

müştərək sahəsi olduğundan gəiəcək müəllimləri cəbri
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metodların həndəsədə necə böyük rol oynadığım bir daha 

anladır.

Kitabın dördüncü fəsli isə afm həndəsəsinə əsaslanaraq 

müstəvi fıqurlarm və çoxüzlülərin təsviri üsullarma həsr 

olunub.

Kitabdan bakalavr və magistr pilləsində təhsil alan 

tələbələr, aspirantlar, orta və ali məktəb müəüimbri istifadə 

edə bilərlər.



I FƏSİL 

MÜSTƏVİDƏ HƏNDƏSİ QURMALAR

§1. Xətkeş və pərgar vasitəsilə qurma məsələləri. Qurmanın

postulatlars

qu məsələləridir. Bu məsələlərdə əvvəlcədən verilmiş 

liqurlara görə müəyyən şərtləri ödəyən fıquru qurmaq tələbi 

qoyulur. Qurma zamanı əwəlcədən şərtləndirilmiş qurma alət- 

lərindən istifadə oiunur. Qurma alətlərinə misal olaraq xətkeşi, 

transportiri, pərgan, tərəfləri paralel olan ikitərəfli xətkeşi və s. ^  

göstərmək olar. Məktəb həndəsə kursunda isə ancaq xətkeş və 

pərgarm köməyi ib  həll edilən qumıa məsələlərinə baxılır. Biz 

müstəvi üzərində pərgar və xətkeşin köməyi ilə həll olunaıı 

qurma məsələlərinin müxtəlif həll üsullarından bəhs edəcəyik.

Fərz olunur ki, qurma aləti kimi nəzərdə tutulan xətke- 

şin üzərində bölgülər yoxdur. Onun vasitəsilə verilmiş və ya 

qurülmuş iki müxtəlif nöqtədən keçən düz xətt qurulur. Xətkeş

mərkəzi verilmiş və ya qurulmuş nöqtə olan, radiusu verilmiş 

və ya qurulmuş parçaya bərabər olan çevrəni qurmaq üçündı

Məktəb həndəsə kursunun əsas bölmələrindən biri də
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Fəzada hər hansı bir müstəvini qeyd edək və onu əsas 

müstəvi adlandıraq. Fərz edəcəyik ki, baxılan bütün fıqurlar bu 

müstəvinin üzərində yerləşirlər. Əsas müstəvinin nöqtə, düz 

xətt və çevrələri qurma məsələlərində xüsusi rola malikdirlər. 

Bu fıqurlara əsas fıqurlar deyəcəyik. Əsas fıqurlardan başqa, 

əsas müstəvi üzərində parça, şüa, bucaq, yarımmüstəvi, 

çoxbucaqlı, çevrə qövslərinə də baxılır. Qeyd edək ki, bu 

fıqurlardan hər biri müəyyən nöqtələrin, düz xətlərin və 

çevrələrin verilməsi ilə təyin olunurlar. Məsələn, AB parçası А 

və В nöqtələri və AB düz xətti ilə təyin olunur. Şüa isə 

başlanğıcı olan nöqtə, aid olduğu düz xətt və həmin düz xətt 

üzərindəki bir nöqtə ilə təyin olunur.

Beləliklə, hər bir qurma məsələsini verilən əsas 

fıqurlara görə başqa əsas fıqurlarm qurulması tələbi kimi də 

başa düşmək olar. Bütün həndəsə kursunda olduğu kimi 

nöqtələri latm əlifbasmın böyük hərfləri А, В, С ,... ilə işarə 

edəcəyik. Düz xətləri isə latın əlifbasınm kiçik hərfləri 

a,b,c , i ş a r ə  edəcəyik. Parçaları onların uc nöqtələrini 

göstərən iki hərf ilə, AB, CD, XY, ... və ya latm əlifbasmın 

kiçik hərfi ilə a,b,c... kimi işarə edəcəyik. Bu parçaların 

uzunluğunu isə a,b,c  kimi işarə edəcəyik. Bu halda a,b,c  

həqiqi ədədləri ifadə edir. Bucaqları Z B O A , Z A kimi və ya
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vııııan əlifbasının bir kiçik hərfı ilə kimi işarə edəcəyik.

I iıı bucaqlarm dərəcə ölçülərini isə kimi işarə

cdəcəyik. Ən nəhayət çevrələri ( M kimi işarə 

edəcəyik. Burada birinci yerdə çevrənin mərkəzini bildirən 

uöqtə, ikinci yerdə isə çevrənin AB və ya r ilə işarə olunmuş 

radiusu yazılır. Bəzən qısaca olaraq çevrəni yunan hərfləri

o ) , y və s. ilə işarə edəcəyik.

Qurma məsələsinin qoyuluşunda və həlli prosesində, 

osas flqurlardan ibarət olan müəyyən bir Q çoxluğu qeyd 

olunur. Bu çoxluğun hər bir elementinə qurulmuş fıqur  deyilir. 

П çoxiuğuna daxil olan düz xətt və ya çevrə bir obyekt kimi 

başa düşülür. Yəni əgər у  çevrəsi qurulmuş fıqurdursa, 

buradan çıxmır ki, onun hər bir nöqtəsi də qurulmuş fıqurdur. 

1 Iətta ү çevrəsinin mərkəzi də qurulmuş fıqur hesab olunmaya 

bilər. Əgər qurulmuş çevrənin və ya düz xəttin hər hansı bir 

nöqtəsi qurulmuş fıqurdursa, bu Q çoxluğunun ayrıca bir 

clementi sayılır. Belə nöqtələr məsələnin qoyuluşunda verilərsə 

və ya həll prosesində alınarsa ayrıca qeyd olunmalıdıriar.

Tərif vermədən daxil etdiyimiz qurulmuş əsas fiqur 

;mlayışı aşağıdakı iki şərti ödəməüdir. Həmin şərtlərə qurmanın 

aksiomları da deyilir.
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I. Qurma məsələlərinin şərtində verilən nöqtələr, düz 

xətlər və çevrələr Q çoxluğuna daxildirlər, yəni qurulmuş 

fıqurlardırlar. Əsas fıqurların П çoxluğu sonlu çoxluqdur.

II. Heç olmazsa bir qurulmuş düz xətt var.

Нзг bir qurulmuş düz xətt və qurulmuş çevrə üzərində 

heç olmazsa iki qurulmuş nöqtə var.

Daha sonra fərz edirik ki, elə əməliyyatlar var ki, bu 

əməliyyatlar Q qurulmuş əsas fiqurlar çoxluğuna yeni 

qurulmuş əsas fıqurlar əlavə etməyə imkan verir. Belə 

əməliyyatlara qurmamn addımları deyilir. Qurmamn 

postulatları adlanan aşağıdakı əməliyyatlar artıq «icra 

olunmuş» qurma addımları hesab olunurlar.

П 1. Qurulmuş iki nöqtədən keçən düz xəttin qurulması.

n^.M ərkəzi qurulmuş nöqtədə olan və radiusu uc 

nöqtələri qurulmuş parçaya bərabər olan çevrənin qurulması.

ПЗ.Рага1е1 olmayan iki qurulmuş düz xəttin kəsişmə 

nöqtəsinin qurulması.

n 4 .Ə g ər qurulmuş çevrə ilə qurulmuş düz xətt 

kəsişirlərsə, onların kəsişmə nöqtələrinin qurulması.

n 5 .Ə g ər iki qurulmuş çevrə kəsişirlərsə, onların

kəsişmə nöqtələrinin qurulması.

İndi isə pərgar və xətkeşlə həll olunan qurma 

məsəbsinin qoyuluşunun ümumi şəklini göstərək: Qurulmuş



.ısas fiqurların F],F2,...,Fk (к e N )  sonlu çoxluğu verilir və

nxtarılan, hələ qurulmamış Ф əsas fıqurunu xarakterizə edən 

xassələri göstərilir. П 1 -П 5  postulatlarmdan istifadə edərək, 

Ф əsas fıqurunda daxil olduğu əsas fıqurlardan ibarət sonlu 

çoxluğu qurmaq tələb olun

M əsəiəl. Verilmiş düz xətt üzərində olmayan һәг hansı 

bir nöqtəni qurun.

Həlli: II aksioma görə verilən düz xətt üzərində ən azı 

iki A və В qurulmuş nöqtələri var. (А, AB) və (B, BA) 

çevrələrinin kəsişmə nöqtələrini M və N ilə işarə edək. П5 

postulatına görə M və N nöqtələri qurulmuş nöqtələrdir. M və 

N nöqtələri verilən a düz xətti üzərində ola bilməzlər. Çünki 

AB=AM+BM=2AB alarıq. Bu isə A və В nöqtələrinin müxtəlif 

olması şərtinə ziddir.

f  Məsələ 2. Verilən çevrənin mərkəzini qurun.

HəIIi: Tutaq ki, со verilən çevrədir. II aksioma görə bu 

çevrə üzərində qurulmuş iki A və В nöqtələri vardır. Məktəb
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həndəsə kursundan AB parçasmın m orta perpendikulyarımn 

qurulması məlumdur. m düz xətti ilə со çevrəsinin kəsişmə 

nöqtələrini С və D ilə işarə edək. П 4 postulatına görə bu 

nöqtələr qurulmuş nöqtəiərdir. Deməli CD parçası da qurulmuş 

fiqurdur. CD parçasının О orta nöqtəsi çevrənin mərkəzi 

olacaqdır. Çünki vətərin ortasından ona perpendikulyar olan 

diiz xətt çevrənin mərkəzindən keçir. ^

С

Şəkil 2. 

§2. Üç tərəfınə görə üçbucağm qurulması

Müstəvi üzərində düz xətlə çevrənin qarşılıqlı vəziyyəti 

haqqında məktəb həndəsə kursundan bildiyimiz aşağıdakı 

teoremi bir daha xatırlayaq:

Teorem 1. Tutaq ki, bizə müstəvi üzərində a düz xətti 

və (o ,r )  çevrəsi verilmişdir. Əgər О nöqtəsindən a düz



xəttinə qədər olan d  məsafəsi üçün d < r şərti ödənərsə, onda 

düz xətlə çevrənin iki müxtəlif ortaq nöqtəsi olar. d -  r şərti 

ödənərsə düz xətlə çevrənin bir ortaq nöqtəsi olar (düz xətt 

çevrəyə toxunar), d > r şərti ödənərsə düz xətlə çevrənin ortaq 

nöqtəsi yoxdur.

Çevrəyə toxunan düz xətt çevrənin toxunma nöqtəsinə 

çəkilmiş radiusuna perpendikulyardır. İndi müstəvi üzərində iki 

çevrənin qarşılıqlı vəziyyətinə baxaq. İki çevrənin iki müxtəlif 

ortaq nöqtəsi olarsa, onda deyirlər ki, həmin çevrələr kəsişirlər. 

İki çevrənin yalnız bir M ortaq nöqtəbri olarsa, onda deyirlər 

ki, həmin çevrələr M nöqtəsində toxunurlar. M nöqtəsinə 

toxunma nöqtəsi deyilir. Toxunma nöqtəsi çevrələrin mərkəz- 

lərindən keçən düz xəttin üzərində yerləşir. Çevrələrin həmin 

nöqtədən keçən ortaq toxunanları var.

(Şəkil 3. a) xaricdən; b) daxildən toxunurlar)

Şəkil 3. 
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Teorem 2. Tutaq ki, bizə mərkəzləri üst-üstə düşməyən 

iki (ОрГ,) və (02,r2) çevrələri verilmişdir. d - 0 {0 2, r} >r2. 

Əgər r, -  r2 < d  < r, + r2 olarsa çevrələr kəsişirlər, d  = r, + r2 

olarsa çevrələr xaricdən toxunurlar, d  - r x~ r2 olarsa, çevrələr 

daxildən toxunurlar d <rx- r 2 və ya d > rx +r2 olarsa,

çevrələr kəsişmirbr.
—> —>

tsbatı: О i j  düzbucaqlı koordinat sistemini elə seçək

—>

ki, koordinät başlanğıcı O, nöqtəsi ilə üst-üstə düşsün. i

—̂
vahid vektoru isə 0 X0 2 vektoru ilə eyni istiqamətdə olsun 

(Şəkil 4).

Bu koordinat sistemində 

O, nöqtəsinin koordinatları (0,

0), 0 2 nöqtəsinin koordinatları 

(d,0) olacaq. Çevrələrin bu 

koordinat sistemində tənlikləri

uyğun olaraq Şəkil 4.

(Pt>rı)'- X2 +y2 ~r\
(02,r2) : ( x - d ) 2 + y 2 = r'

( 1)

olacaqdır.
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{о I > rı) və (0 2,r2) çevrələri yalmz və yalnız onda ortaq 

ııflqtələrə malik olacaqlar ki, (1) tənliklər sisteminin həqiqi 

lı.)lli olsun. Kəsişmə nöqtələrinin sayı isə (1) tənliklər sistemin 

lı.tqiqi həllərinin sayına bərabər olacaqdır.

(1) tənliklər sistemində birinci tənlikdən ikincini çıxsaq

alarıq.

x + y  = r{ 

2xd -  d 2 = r.

Bu tənliklər sistemindən

2 2 - r .
(2)

Гј - г ]  + d ‘
~ ъ Г У г } -

r r 2 _ r 2 + d 2 \  

2d
almar.

İkinci tənliyin sağ tərəfmi vuruqlarına ayıraq:

У
r2 +d 2 Y

2d
r ; - r 22 +d

2d

Elementar çevirmələrdən sonra

y  = ± ~  J fa  + r2 + d j r t + r2 - d j r , - r 2 + d j r 2- r t +d)  (3)
2d

alanq.

r, + r2 + d  > 0 və rx -  r2 + d > 0 (r, > r2 olduğundan) 

olduğu üçün aşağıdakı üç haldan biri mümkündür.

1) r, +r2 - d  > 0 və r2 - r x+d > 0 (3) tənliyinin sağ 

torəfındəki kökaltı ifadə müsbət olduğundan (2) tənliklər
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sisteminin iki müxtəlif həqiqi həlli var. Deməii, çevrəbrin iki 

müxtəlif kəsişmə nöqtəbri var; başqa sözlə çevrələr kəsişərbr.

2) rx +r2 - d  -  0 və ya r2 -  rx + d  = 0 şərtiərindən biri 

ödənərsə, у  -- 0 olar. (2) tənliklər sisteminin yalnız bir həqiqi

həlli var: 5 +A  о
2d  ,

. Bu halda çevrəbrin bir ortaq

nöqtəbri olar, başqa sözb toxunarlar. r, + r2 -  d  = 0 olarsa 

toxunma xaricdən, r2 -  rx + d  = 0 olarsa toxunma daxildən 

olar.

3) Əgər (3) tənliyinin sağ tərəfındəki kökaltı ifadə də 

rx+r2 - d  və r2 -  rx + d  vuruqlarmdan biri mənfi, biri müsbət 

olarsa, onda d > rx + r2, d <rx- r 2 olar. Bu halda (2) tənliklər 

sisteminin həqiqi həlli yoxdur. Deməli, çevrəbrin ortaq 

nöqtələri də yoxdur. Qeyd edək ki, rx + r2 -  d  < 0 və 

r2 -  rx + d < 0 ola bilməz. Çünki bu halda

rx + r2 -  d  + r2 -  rx + d < 0 almır. Bu isə ola bilməz. 

Çünki, r2 > 0 . Teorem isbat olundu.

Nəticə: Tutaq ki, bizə ( o x,rx) və (0 2,r2) çevrələri 

verilmişdir. B eb ki, Ox e (02,r2). Əgər 2r2 >rx şərti ödənərsə 

çevrəbr kəsişərlər, əgər 2r2 -  rx şərti ödənərsə çevrəbr 

daxildən toxunurlar, əgər 2r2 < rx şərti ödənərsə çevrələrin
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oıtuq nöqtələri olmaz. 2-ci teoremin köməyi ilə aşağıdakı 

(|urnıa məsələsinin həllinin olub-olmaması sualına cavab

verocəyik.

Məsələ. Tərəfləri a, b və с parçaları olan üçbucağı

qıırun.

НәШ: Bu məsələnin orta məktəb həndəsə kursundan 

ıımlum olan həllini təkrar edək. Hər hansı düz xətt götürüb. 

oııun üzərində AB -  с parçasım ayıraq. Sonra isə iki (A,b) və 

çevrələrini quraq. С nöqtəsi həmin çevrələrin kəsişmə 

ııöqtələrindən biri olsurı. Onda ABC üçbucağı tələb olunaıı 

üçbucaq olar. İndi isə belə bir sual meydana çıxır: istənilərı 

t/, b və с parçaları üçün ABC üçbucağmı qurmaq mümkün- 

dürmü? Ümumiİiyi pozmadan fərz edək ki, c > a , c > b .  Göstə- 

гәк ki, bu halda ABC üçbucağım yalmz və yalnız onda qurmaq 

ınümkün olar ki,

с <a + b (4)

olsun. Həqiqətən, əgər ABC üçbucağı qurulmuşsa. onda üçbu- 

caq bərabərsizliyinə əsasən AB < АС + ВС olar. Buradan da 

(4) bərabərsizliyi almır.

Tərsinə fərz edək ki, a, b və с parçaları üçün 

c > a , c > b  və с <a + b bərabərsizlikləri ödənir. Göstərək ki,
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məsələnin şərtini ödəyən ABC üçbucağmı qurmaq olar. Qur- 

maya görə AB  = с , buna görə AB < a + b . Digər tərəfdən əgər 

a > b  olarsa onda c > a , c > b  bərabərsizliklərindən с > a - b  

və ya AB > a - b  almar. Beləliklə, 2-ci teoremə görə (А ,b) və 

(в,а) çevrələri iki С və C' nöqtələrində kəsişərlər. 

AB > a - b  bərabərsizliyindən almır ki, А, В və С nöqtələri bir 

düz xətt üzərində deyilbr. Beləliklə biz tərəfləri AB, BC və AC 

olan, tələb olunan ABC üçbucağınm varhğını isbat etdik və 

qurduq. Bu məsələnin həllindən aşağıdakı mühüm nəticə almır: 

Əgər a ,b  ,c  parçaları üçün c > a , c > b  və c < a  + b 

bərabərsizlikləri ödənərsə onda tərəfləri verilən parçalara 

bərabər olan üçbucaq vardır. Xüsusi halda, tərəfləri verilən 

parçaya bərabər olan bərabərtərəfli üçbucaq vardır.

§3. Elementar qurmalar. Qurma məsələbrinin 

һәШ sxemi

I  _Qurmaməsələsini həll etmək - П 1 -П 5  postulatlarında 

göstəribn ən sadə qurmaları müəyyən bir ardıcıllıqla yerinə ye- 

tirməkb təbb olunan fıquru qurmaq deməkdir. Lakin məsələni 

bu qədər «xırda» hissəbrə bölməkb, həll etmək heç də əlverişli 

deyil. Bu səbəbdən də qurma m əsəbbrinin həlli zamanı bir
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qədər başqa cür hərəkət edirlər. Belə ki, əgər hər hansı bir 

qurma m əsəbsi həll olunubsa, sonradan bu məsələnin həllindən 

lam şəkildə başqa qurma məsələlərinin həllində istifadə etmək 

olar. Bir sıra sadə qurma məsələiəri var ki, onların həlli orta 

məktəb həndəsə kursunda məlumdur. Bu m əsələbr daha 

ınürəkkəb məsələlərin həlli zamanı qarşıya çıxdıqda, biz о 

məsələləri həll olunmuş hesab edərək, onların həllindən hazır 

şəkildə istifadə edə bilərik. Bu məsələlərə elementar qurma 

məsələhri deyəcəyik. Elementar qurma məsələlərinin siyahısı 

şərtidir. Adətən elementar qumıalar olaraq aşağıdakı məsələbri 

nəzərdə tuturla

Qurma /erilən şüa üzərində onun başlanğıcmdan 

başlayaraq veribn parçaya bərabər parça ayırmaq.

Qurma 2. Təpəsi verilən şüanın başlanğıcmda olan ve­

ribn  yarımmüstəvi üzərində, veribn bucağa bərabər bucaa 

ayırmaq.

Qurma 4. İki tərəfınə və onlar arasındakı bucağa görə

rə üçbucaq qurmaq.

Qurma 6. Açıq bucaqdan kiçik olan bucağm tənböb- 

niııi qurmaq.

üçbucaq qurmaq.

Qurma 5. Tərəfmə və bu tərəfə bitişik iki bucağına gö -

Qurma 3. Üç tərəfınə görə üçbucaq qurmaq.
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Qurma 7. Verilən parçanın orta perpendikulyarmı 

qurmaq.

Qurma 8. Verilən parçamn orta nöqtəsini qurmaq.

Qurma 9. Verilən nöqtədən keçən və verilən düz xəttə 

perpendikulyar olan düz xətti qurmaq.

Qurma 10. Verilən düz xətt üzərində olmayan nöqtə- 

dən həmin düz xətlə paralel düz xətti qurmaq.

Qurma 11. Hipetonuzuna və һәг hansı iti bucağına görə 

düzbucaqlı üçbucaq qurmaq.

Qurma 12. Hipetonuzuna və katetinə görə düzbucaqiı 

üçbucaq qurmaq.

Qurma 13. Çevrənin üzərində olan nöqtədən ona 

toxunan düz xətti qurmaq.

Qurma 14. V eribn parçanı veribn nisbətdə bölmək.

Bundan sonra bu m əsəbbrin  həllindən heç bir izahat 

vermədən istifadə edəcəəyik.

İndi də qurma məsələlərinin həllinin hansı sxem üzrə 

aparılması məsələsi üzərində dayanaq.

Qurma məsələsinin həlli dedikdə, П 1 -  П 5 postulatla- 

rında göstərilən әп sadə qurmaların hər hansı sonlu ardıcıllığmı 

tapmaq başa düşülür ki, həmin ən sadə qurmalar yerinə yetiril- 

dikdən sonra tələb olunan fıqur qurulmuş hesab olunur və ya 

məsəbnin şərtləri daxilində tələb olunan fıqurun olmadığı isbat
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olunur. Sonrası məsələnin həlbrinin sayı, məsələnin həllinin 

• 'lnuısı üçün verilənlərin hansı şərtləri ödəməsi suallarına cavab 

* ıməkdən ibarət olur. Bütün bu suallara cavab vermək üçün 

.|iırma məsəblərinin həlli zamanı müəyyən bir sxemə riavət 

■iıııək lazım gəlir. Həmin sxemi müxtəlif qaydalarla seçmək 

nljır. Ənənəvi olaraq ən çox istifadə olunan sxem aşağıdakı 

kimi olur: analiz, qumıa, isbat və araşdırma. Bunlar qurma 

ınəsələlərinin həllinin mərhələbri adlamrlar. J
/  Analiz və ya həllin axtarışı mərhələsi qurma məsə- 

bsinin həlli üsulunu tapmaq üçün, verilən fıqurlarla axtarılan 

liqurlar arasındakı əlaqələri müəyyən etməkdən ibarətdir.

Analiz mərhələsində fərz olunur ki, qurma məsəbsi həll 

olunub. Axtarılan və tələb olunan fıqurların təsvir olunduğu 

Vertyoj «gözəyarı» olaraq çəkilir. Sonra isə axtarılan fiqur ilə 

ınəsələnin verilənləri arasmda əlaqəbr öyrənilir. Bu əlaqəbr о 

səviyyədə tapılmalıdır ki, axtarılan fıquru qurmaq üçün lazım 

olan әп sadə qurmaların ardıcıllığını tamamib müəyyən etmək 

miimkün olsun. Əgər təbb olunan fiquru qurmaq üçün lazım 

olan elementar qurmalarm ardıcıllığı məlumdursa, onda analiz 

ınərhəbsinə ehtiyac qalmır.

[_ Qurma mərhələsi məsəbni həll etmək üçün lazım olan

qurmaların (ən sadə və elementar) ardıcıllığım göstərməkdən

ibarətdir. p u  zaman pərgar və xətkeşin köməyi ib , göstərilən
%

19



ardıcıllıqla, qurmaları yerinə yetirməklə faktiki olaraq tələb

olan fiqurun çertyoju çəkilir.
)

/^ jsbat mərhəbsində qurma mərhələsində qurulmuş 

fıqurun məsələdəki bütün şərtləri ödədiyi göstərilirj Bir sıra 

hallarda qurulan fıqurun məsəbdə qoyuian şərtləri ödəməsi 

qırnna mərhəbsində artıq aşkar görünür. Bıı halda isbata eh- 

tiyac qalmır.

raşdırma mərhəbsində aşağıdakı iki suala cavab

verilir:

a) məsələnin şərtindəki verilən fıqurlar hansı şərti 

ödədikdə məsələnin, həlli var?

b) Verilənlərin müxtəlif mümkün hallarında məsələnin 

neçə həlli var?

Yuxarı ieyilənləri əyani şəkildə göstərmək üçün bir 

qurma məsəbsini həll edək.

Analiz: Fərz edək ki, tələb olunan ABC üçbucağını 

qurmuşuq. AB tərəfi A M X və B M 2 medianları AB  = c, 

A M X = m{, B M 2 -  m2 şərtlərini ödəyir. Burada с, m\ və mi 

parçaları məsələnin şərtində veribn parçalardır. Məsələnin həlli 

ABC üçbucağınm А, В və С təpə nöqtələrinin qurulmasına

Məsələ. Bir tərəfmə və qalan iki tərəfmə çəkibn me- 

dianlara görə üçbucaq qurun.

Həlli:
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ı\>!irilir. A və В nöqtələrinin qurulması AB parçasının uc nöq- 

I >l.)ii kimi, heç bir çətinlik törətmir.

Şəkil 5. Şəkil 6.

С nöqtəsi A M 2 və B M X düz xətlərinin kəsişmə nöqtə-

sidir. Deməli M x və M 2 nöqtələri qurularsa, onda С nöqtəsi də 

(|urulmuş olar, M, və M 2 nöqtələri isə uyğun olaraq AP və BP 

$(iaları üzərindədirlər və A M X = m{, BM 2 = m2 olduğundan P 

nöqtəsi qurularsa M, və M 2 nöqtələri də qurular.

2 2АР = - m,, BP = ~ m 2 olduğundan, üç tərəfınə görə ABP üç-

bucağını qurmaq olar. Beləliklə aşağıdakı qurma ardıcıllığmı 

alarıq.

Qurma: 1) A B - c  parçasını qururuq (1-ci elementar

qurma)

2 -  -  2 -

2) г\ - ~ т \  və г 2 -  - m ı  parçalanm qururuq (14-cü

elementar qurma)
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3) ( а ,Һ )  və {в , г 2 ) çevrələrinin kəsişmə nöqtələrindən 

biri P nöqtəsini qeyd edək (П5 postulatı).

4) AP şüası üzərində A M X =m\  parçasmı və BP şüası 

üzərində B M 2 = m 2 parçasını ayıraq (1-ci elementar qurma).

5) С = A M X П BM 2 qurulur ( ПЗ postulatı).

ABC tələb olunan üçbucaqdır.

İsbatı: AP parçasımn N x orta nöqtəsini və BP parça- 

sının N 2 orta nöqtələrini quraq. M 2M XN 2N X dördbucaqlısmm 

dioqonalları kəsişmə nöqtəsində yarı bölündüklərindən о para- 

leloqramdır. Deməli M 2M, =A r,7V2 və M 2M X || N xN 2 şərtləri 

ödənir. N xN 2 ABP üçbucağının orta xətti olduğundan

AB
N xN 2\\AB və N xN 2 = —— olur. Buradan M XM 2 \\AB və 

АВ
M XM 2 = -у -  alarıq. Deməli M XM 2 parçası ABC üçbucağınııı

orta xəttidir. Buradan da çıxır ki, A M X və B M 2 parçaları ABC 

üçbucağınm medianlarıdır. ABC -n in  tələb olunan üçbucaq ol- 

duğu isbat olundu.

Araşdırma: 1) və 2) qurma addımları həmişə yerinə 

yetiribndir. Qurmanm 3) addımı isə yalnız və yalnız

2 1 j 2 / %
- \ т х - m 2\ < c < - ( m ] +m2)
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■» hi ödəndikdə yerinə yetiriləndir. 4) addımı da həmişə yerinə 

• tiriləndir.

Göstərək ki, iik dörd addımı yerinə yetirdikdən sonra 

• Iiıımanın 5) addımı da həmişə yerinə yetiribndir. Həqiqətən, 

»c.)! A M 2 və A M X düz xətləri paralel olarlarsa A M 2M XB 

tUWdbucaqlısı paraleloqram olar. Onda M 2M X = AB  olar. Bu

AB
г..> isbat etdiyimiz M 2M X = —  münasibətinə ziddir. Deməli

1Д/ , və B M X düz xətləri kəsişməlidirlər. Əgər A M 2 və B M X 

düz xətləri AB  düz xəttinə nəzərən M 2M X parçasmm yerləş- 

modiyi digər yarımmüstəvidə kəsişərbrsə onda M 2M X > AB

AB
olar. Bu da M ,M ,  = —  münasibətinə ziddir. Deməli

2

mosnlənin yalmz və yalnız

ödəndikdə həlli var və bu həll yeganədir (Bərabərlik 

tbqiqliklə)

Qurma məsələlərinin həlli üçün əsasən üç usul vardır: 

К .>sişmə üsuiu, çevirməbr üsulu və cəbri üsul. Bu paraqrafda 

Lısişmə üsulu ib  qurma məsələbrinin həllindən bəhs edəcəyik.

2

2
3

m, -  m

§4. Qurma məsələlərinin kəsişmə üsuSu ilə həlli
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Bu üsulun mahiyyəti aşağıdakından ibarətdir. Qurma 

məsələsinin həlli a ] və a 2 şərtlərini ödəyən X  nöqtəsinin qu- 

rıılmasına gətirilir. a { şərtini ödəyən müstəvi nöqtələri çoxlu- 

ğunu Fx ilə a 2 şərtini ödəyən nöqtələr^oxluğunu F2 ilə işarə 

edək. Onda aydmdır ki, X  e F{ f | F2 olacaq.

X  nöqtəsinin qurulması üçün F, və F2 çoxluqlarınm

xətkeş və pərgarın köməyi ilə qurula bibn olması zəruridir.
/

Ç'urma məsələlərinin kəsişmə üsulu ilə həlli zamanı aşağıda sa- 

dalayacağımız çoxluqlara tez-tez müraciət olunur.

1) Müstəvinin A və В nöqtələrindən eyni məsafədə yer- 

ləşən bütün nöqtələrin çoxluğu AB parçasınm orta perpendi- 

kulyarıdır.

2) Verilən düz xəttdən verilən məsafədə olan nöqtələ- 

rin çoxluğu, həmin düz xəttə paralel olan və ondan verilən mə- 

safədə yerləşən iki düz xəttdən ibarətdir.

3) İki paralel düz xəttin hər birindən eyni məsafədə yer- 

ləşən nöqtələrin çoxluğu verilən düz xətbrin simmetriya oxu- 

clur.

4) İki kəsişən düz xəttin hər birindən eyni məsafədə 

yerləşən nöqtələrin çoxluğu verilən düz xətbrin əmələ gətirdiyi 

bucaqların tənbölənlərini üzərində saxlayan və qarşılıqlı per- 

pendikulyar olan iki düz xətdən ibarətdir.

24



5) Müstəvinin AB parçasının düz bucaq altında görün-

• l()yü bütün nöqtələrinin çoxluğu, diametri AB parçası olan 

v vrənin A v ə B  nöqtələrindən fərqli nöqtələri çoxluğudur.

6) Müstəvinin AB parçasımn <р(<рФ\80°) bucağı altın- 

H,ı göründüyü nöqtələrinin çoxluğu ortaq A və В uc nöqtələrinə 

mıılik olan və AB düz xəttinə nəzərən simmetrik olan iki 

<|/Wsdən ibarətdir.

7) Verilən çevrənin cp {(p *180°) bucağı altında görün- 

ılüyü müstəvi nöqtələrinin çoxluğu, həmin çevrə ilə konsentrik 

olan, radiusu verilmiş çevrənin radiusuııdan böyük olan 

çcvrədir.

8) (0 ,0 A )  çevrəsinin A nöqtəsindən çəkilən bütün və- 

lorbrini eyni Я (Я > 0)nisbətində bölən bütün nöqtələr çox- 

lıığu, mərkəzi ОA diiz xətti üzərində olan, bir çevrədir. (A nöq- 

ı.ısi bu çevrəyə daxil deyil). Əgər xüsusi halda Я = 1 olarsa OA 

p.ırçası həmin çevrənin diametri olacaqdır.

İsbatı: Düzbucaqlı koordinat sistemini elə seçək ki, 

koordinat başlanğıcı (O, QA) çevrəsinin О mərkəzi ilə üst-üstə

• lO.'jsün (Şəkil 7). A nöqtəsinin koordinatları A ( - r , О) olsun, 

r OA. AB verilən çevrənin A nöqtəsindən çəkilən hər hansı

vDtordir. M nöqtəsi isə bu vətərin A M  = Я • MB şərtini ödəyən 

ııttqtəsidir. В nöqtəsinin koordinatlarım £(*,,>>,) ilə, M



nöqtəsinin koordinatlarını isə М (х ,у )  ilə işarə edək. Parçanı 

verilən nisbətdə bölən nöqtənin koordinatları diisturuna görə

У -
' X B

f ^
‘Л  1

0 t  j  X

Şəkil 7.

r + Лх,
У

Яу}
(1)

1 + Я 1 + я  

Я > 0 olduğundan Я Ф 0, 1 + Я ф О və (1) düsturla 

rmdan alarıq.

1 + Яx --------
1 я

X +
1 + я У1

1 + я
я У (2)

В{хх, у х) nöqtəsi verilən çevrənin üzərində olduğundan

x, + у 2 = r 2 olacaq. Buradan



ч

/
х +

1+ Л
г

(4)

Deməli М nöqtəsi mərkəzi
1 + Л )

г
 , 0 nöqtəsiııdə və

I n li t ıs u  ya bərabər olan çevrənin üzərindədir. Beləlikb,

Mint olundu ki, verilən çevrənin A nöqtəsindən çəkilən bütüın

vrrilən çevrənin A nöqtəsindən fərqli bütün nöqtəbrindəjı 

ıbnrntdir. A nöqtəsinin koordinatları da (4) tənliyini ödəyir. 

< 1 olarsa (4) tənliyi

nlnrıq. Bu isə diametri OA olan çevrənin tənliyidir. İsbatt 

oluııdu.

9) Müstəvinin verilmiş A v ə B  nöqtələrindən məsafəb- 

• ıııiıı kvadratları fərqi veribn sabit ədədə bərabər olan nöqtələr 

«• lıı£u, AB düz xəttinə perpendikulyar olan düz xətdir.

İsbatı: О i j  düzbucaqlı koordinat sistemini eb  seçək 

I I. koordinat başlanğıcı A nöqtəsi ib  üst-üstə düşsün. i vek-

v Mlnrbrini Л (Л > 0)nisbətində böbn nöqtəbr (4) tənliyi iiə

(5)
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torunım istiqaməti AB  vektorunun istiqaməti ilə üst-üstə düş- 

sün.

Şəkil 8.

Verilən sabit ədədi a  ilə, AB məsafəsini isə a ib  işarə 

edək. Seçilmiş koordinat sistemində A(0, 0) və B(a, 0) olacaq.

М (х ,у )  nöqtəsi üçün A M 2 -  B M 2 = a  şərti ödənərsə 

onda A M 2 = ( x -  0)2 + (y -  0)2, B M 2 = (x -  a f  + (y -  0)2 olar. 

Yəni x 2 + y 2 -  ((jc -  a f  + y 2 )=  a  . Buradan

2a x - a 2 = a  və

alarıq. (6) tənliyi isə О i j  koordinat sistemində Ox oxuna 

perpendikulyar olan düz xəttin tənliyidir. İsbat olundu.
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10) Müstəvinin verilmiş A və В nöqtələrindən məsafə- 

I и ı .münin sabit a~ ədədinə bərabər olan nöqtəbrinin çox- 

i'iciı ?.a2 > A B 2 şərti ödəndikdə diametrlərindən biri AB par- 

S •» -I olun çevrə, 2 a 1 -  A B 2 = 0 şərti ödəndikdə AB parçasının 

"ii ı nöqtəsindən ibarət bir elementli çoxluq, 2a 2 -  AB 2 < 0  

hi tkbndikdə isə boş çoxluqdur.

Isbatı: AB = a işarə edək. О i j  düzbucaqlı koordinat 

" I-mini elə seçək ki, koordinat başlanğıcı A nöqtəsi ilə üst-üs-

I ' < lü.şsün, i vektorunun istiqaməti isə AB  vektorunun istiqa- 

'II »lindo olsun.

'-r

J -

Щ A
Л L В  * -

Bu koordinat 

•I'll* ınində A(0, 0) və 

//(</, 0) olacaq. Fərz 

• I »К ki, 7V(x,_y) nöqtəsi

iMlıı A N 2 + B N 2 = a 2 

Ч <ıiı ödənir.

Ми münasibəti koordinatlarda yazsaq, alarıq:

x 2 + y 2 + (x -  a)2 + y 2 = a 2 

Bııradan 2 x2 -  2ax + a 2 +2y 2 = a 2 alınar. 

Borabərliyin hər iki tərəfini 2-yə bölsək,

Şəkil 9.
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х 2 - а х  + ~— + у 2 = а 2 vəya

(7)

olar.

Göründüyü kimi 2a 2 > a 2 və ya 2a 2 > A B 2 şərti ödə-

AB parçasında orta nöqtəsində, olan çevrənin tənliyıdir.

Əgər 2a 2 = a 2 = A B 2 şərti ödənərsə (7) tənliyi

(  a V  
x  + y 2 = 0

l  2 j

şəklinə düşər ki, bu tənliyi də yalnız bir nöqtənin, AB parçası- 

ıım orta nöqtəsinin koordinatları ödəyər.

2a 2 < a 2 olarsa (7) tənliyini koordinatları həqiqi ədəd- 

lər olan heç bir nöqtənin koordinatları ödəməz.

İsbat olundu.

11) Müstəvinin verilmiş A və В nöqtələrindən məsa- 

fələrinin nisbəti sabit Л ( Л ф \) ədədinə bərabər olan nöqtələ-

rinin çoxluğu mərkəzi AB düz xətti üzərində olan çevrədir. 

(Appolini çevrəsi)

rıərsə, (7) tənliyi mərkəzi nöqtəsində başqa sözlə desək
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İsbatı: AB = а işarə edək. В i j  düzbucaqh koordinat 

и ıinnini elə seçək ki, koordinat başlanğıcı В nöqtəsi ilə üst- 

п ı.ı ıliişsün.

/ vektorunun istiqaməti isə BA vektorunun istiqa- 

m.)!mdə olsun (Şəkil 10). Bu koordinat sistemində A(a, 0) və 

//(().0) olacaq. Fərz edək ki, M (x ,y )  nöqtəsi elədir ki, 

M/ AMB şərti ödənir.

Bu bərabərliyi koordinatlarda yazsaq alarıq:

V(x -  aY + у 2 = л Ј х 2 + y 2l  

Bu bərabərliyin hər tərəfini kvadrata yüksəldib, oxşar 

lı.ulbri islah etsək alanq:

(l -  Л2 )x2 + (l -  Л2 )y2 -  2ax + a 2 = 0 

Л ф 1 olduğundan aldığımız bərabərliyin hər tərəfini 

I Л’ ф 0 ifedəsinə bölsək:
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2 2 2ах ах + у  — +    = 0 və уа
1 -Я 2 1 - Л 2 Ј

х —
\

Buradan da

/

V

I - Л 2

а
х ------

+ У
а' а

(ı -  я2 )2 1 - л 2

2 -12

1 - Г
+ У

а" Л

tənliyi alınır ki, bu da mərkəzi С
1 -Я 2

(8)

nöqtəsində,

radiusu isə r =
яЯ

lı- я 2
olan çevrənin tənliyidir. С nöqtəsinin

AB düz xətti üzərində olması aydındır. (Ordinatı 0-a 

bərabərdir). Bu çevrəyə Appoloni çevrəsi deyilir. Kəsişmə üsu- 

lu ilə həll olunan qurma məsələlərinə bəzi misallar göstərək.

Məsələ 1. Verilən a və b paralel düz xətlərinə toxu- 

nan, verilmiş M nöqtəsindən keçən çevrəni qurun.

Həlli:

Analiz. Fərz edək məsələ həll olunub və tələb olunan 

со çevrəsi qurulub. ^yçevrəsinin mərkəzini О ilə işarə edək. 

Əgər 0  nöqtəsini qura bilsək onda (O, OM) çevrəsi tələb 

olunan со çevrəsi olacaq. Beləliklə, məsələnin həlli tələb olu­

nan çevrənin О mərkəzini qurmağa gətirilir.
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О nöqtəsi isə aşağıdakı  ____________  jx

ıl I ş.ııti ödəyir:

1) О nöqtəsi ö уә ö 

I»nı ıılel düz xətiərindən eyni 

in >safədədir.

Şəkil 11, a

2) Əgər a və b paralel düz xətləri arasındakı məsafəni 

./ ilə işarə etsək, onda OM = — olar. a və b paralel düz xət- 

I и I ndon eyni məsafədə yerbşən bütün nöqtəlrin çoxluğu həmiıı 

ıl(l/ xətlərin simmetriya oxudur. M nöqtəsindən isə — mə-

(  d \.ıl.xb yerləşən bütün nöqtələrin çoxluğu M 9— çevrəsidir.
V

huradan da aşağıdakı qurma üsulu alınır.

Q urm a. 1) Veribn a və b düz xətbrinin hər hansı AB

• »ı lıu| perpendikulyarını çəkək.

2) AB düz xəttinin a və b paralel düz xətləri arasmda 

i|iılan AB parçasının m orta perpendikulyarını çəkək. 

f т П Л В  nöqtəsi AB parçasmm orta nöqtəsidir.

3) (M , A C ) çevrəsini çəkək. m düz xətti ib  (М ,АС)

• rvusin in  kəsişmə nöqtələrindən birini О ib  işarə edək.

4) (O, ОМ)  çevrəsini çəkək.
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Bu çevrə tələb olunan çevrədir.

İsbatı: Qurmaya görə (O, O M ) çevrəsi M nöqtəisndən

keçir. ОМ  = AC = —AB = - d  olduğundan (ö , O M ) çevrəsi

һ ә т  a , һ ә т  də b düz xəttinə toxunur.

A raşdırm a: Aydındır ki, məsələnin ancaq onda həlli 

olar ki, m düz xətti iiə (О, ОМ)  çevrəsinin ortaq nöqtəsi 

olsun. Həllərin sayı həmin ortaq nöqtələrin sayına bərabərdir. 

Üç hal mümkündür.

1) M nöqtəsi a və b paralel düz xətlərinin arasmda 

yerləşir. Bu halda m düz xətti ilə M nöqtəsi arasındakı məsafə 

p ( m ,M ) < A C  olar. Deməli m düz xətti ilə (O, ОМ)  

çevrəsininiki ortaq nöqtəsi olacaq уэ məsələnin iki həlli var. 

(Şəkil 11, b)

с 

&

Şəkil 11, b

2) M nöqtəsi a və b düz xətlərinin birinin üzərindədir. 

Bu halda р (т ,М )=  AC.  Deməli (М ,АС)  çevrəsi m düzxət- 

tinə toxunur. Məsələnin yeganə həlli var.
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3) М nöqtəsi а və b paralel düz xətlərinin arasındakı 

- İ M’iıı xaricindədir. Bu halda AC  olduğundan m

flu 1 )ili ilə (M , A C ) çevrəsi kəsişmir. Deməli məsələnin həlli

. • tndur.

Məsələ 2. Xaricinə çəkilmiş çevrənin R radiusuna,

I <p{) bucağına və mb mediamna görə ABC üçbucağını 

tjtının.

Həlli:

Aııaiiz: Fərz edək ki, tələb olunan ABC üçbucağmı qur-

ımrt,uq. (Şəkil 12)

Л

Л = ç,  BD = mh. Üçbucağm

* ıın inn çəkilmiş R radiuslu çevrəni 

hi ilə işarə edək. co = (0 ,R \B C  

I «I .»11 (п çevrəsinin ВАС qövsünün 

iNİIvnri ııöqtəsindən cp bucağı altın- 

-lıi gM nür. Şəkil 12.

Л
Başqa sözlə, ixtiyari A e u B A C  üçün BAC = (p

• • Iıit ııi|dır.

/»r ( 'A nöqtəsi isə (В,ть) çevrəsinin üzərində olacaq. Digər 

' 'U»libn, D nöqtəsi CA vətəri Я = 1 nisbətində bölür. Yuxarıda
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8>ci çoxluğun xassəsinə görə D nöqtəsi diametrlərindən biri 

ОС parçası olan çevrənin üzərində olacaq. Buradan aşağıdakı 

qurma üsulu alınır.

Qurma: 1) co =  ( ö , r )  çevrəsini çəkək.

2) İxtıyari В e со və Ax e со nöqtələri götürüb elə

Л
< BAXC quraq ki, BAXC = cp olsun və C g ö ) şərti ödənsin. В 

və С nöqtələri axtarılan üçbucağın iki təpə nöqtəsi olsun.

3) Diametri ОС parçası olan cox çevrəsini quraq.

4) co2 = (В , BD) çevrəsini quraq.

5) D e сох П co2 nöqtəsini qeyd edək.

6) CD şüası ilə со çevrəsinin kəsişmə nöqtəsini A ilə 

işarə edək. AABC tələb olunan üçbucaqdır.

A
Isbatı: Eyni qövsə söykəndikləri üçün A = BAXC =<p 

olar. İsbat etdiyimiz kimi С eco nöqtəsindən çəkilən vətərləri 

Я = 1 nisbətində bölən bütün nöqtəbr diametri ОС olan çevrə- 

nin üzərindədir və tərsinə. Deməli CD=DA olur. Deməli 

BD = mb. ABC üçbucağınm В təpəsindən çəkilən medianıdır. 

Qurmaya görə isə AABC -nin xaricinə çəkilmiş çevrənin 

radiusu R-э bərabərdir.
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Araşdırma: Məsələnin həlli olması üçün qurmanm 5)-- 

• I nddıımndakı co} və co2 çevrələrinin kəsişən olması iiçün həm

Çevrələrin qarşılıqlı vəziyyəti haqqında teoremə görə 

I t c o r e m 2 )  cox və co2 çevrələrinin yalnız

• ılılııqda ortaq nöqtələri olur. Deməli (*) şərti ödəndikdə 

mi •. >hnin yeganə həlli olur, ödənmədikdə məsələnin həlli 

VOMİur.

§5, Qurma məsələlərinm çevirmələr üsulu iiə həlli

Qurrna məsələlərinin həllində çox vaxt müstəvinin 

m ()\blif həndəsi çevirmələrindən istifadə olunur. Belə çevir- 

"I >1 >ı /> misal olaraq müstəvinin hərəkətinin müxtəlif növləri 

■ 'i in iimmetriyam, paralel köçürməni, dönməni və s. göstərmək

S  I

V 1 )

(ВуШь). Bu iki çevrənin mərkəzləri arasmdakı məsafəni

I hi kosinuslar teoreminə görə

4 V 4
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olar. Eyni zamanda hərəkət çevirməsindən fərqli olan oxşar 

çevirmədən, oxşar çevirmənin xüsusi hah olan homotetiyadan, 

inversiya çevirməsindən də istifadə olunur.

Əvvəlcə simmetriya üsulunun köməyi ilə bir məsələnin 

həlli üzərində dayanaq.

Məsələ 1. İki y x və y 2 çevrələri, a düz xətti və ABC 

bərabəryanlı üçbucağı verilmişdir (AC=BC). ABC üçbucağınm 

oxşar elə MNR üçbucağını qurun ki, M  e  / , , N  e y2 və R tə- 

pəsindən keçən hündürlük a düz xətti ilə üst-üstə düşsün.

Həlii:

Analiz. Tələb olunan MNR üçbucağmm qurulduğunu 

fərz edək.

M  e y x, N  e y 2 MNR bərabəryanlı üçbucağınm

hündürlüyü a düz xətti üzərindədir. a düz xəttinə nəzərən Ox 

simmetriyasına baxaq. Bu simmetriyada M nöqtəsi ilə N 

nöqtəsi də simmetrik olacaq. y x çevrəsi ilə a düz xəttinə 

nəzərən simmetrik olan yz çevrəsini quraq.
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Şəkil 13.

N nöqtəsi M  e y x nöqtəsi ilə simmetrik olduğundan,

Л
• y s olar. Buradan isə Лге ^ 2 П / 3 alarıq. (p = ВАС işarə

Л
• <1 'K NMR = (p olduğundan aşağıdakı qurmalar almar.

Q urm a: 1) a düz xəttinə nəzərən y{ çevrəsi ilə

unııiMclrik olan у г çevrəsini quraq.

2) у 2 və /з  çevrələrinin kəsişmə nöqtələrindən birini N

• I»iyııro cdok. N  e y2 П уъ.

*) a düz xəttinə nəzərən N nöqtəsi ilə simmetrik olan 

I I ıııtqtosini quraq.
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4) MN şüasından başlayaraq verilən <p = ZBAC  

bucağma bərabər olan ZNMR  ayıraq.

5) R = а П MR olsun.

6) AMNR -i quraq. AMNR tələb olunan iiçbucaqdır.

İsbatı: AABC və AMNR bərabəryanlı iiçbucaqdırlar.

Oturacağa bitişik bucaqları bərabər olduğundaıı 

AMNR ~ M B C  olar.

Araşdırma: Məsələnin həllinin varlığı Sçevrələrinin

qarşılıqlı vəziyyətindən asılıdır.

I hal. Əgər у 2 və y 3 çevrələri kəsişməzlərsə onda 

məsələnin həlli yoxdur.

II hal. Əgər у 2 və y 3 çevrələri toxunurlarsa onda 

bərabərlik dəqiqliklə məsələnin yalnız bir həlli var.

III hal. Əgər у 2 və y 3 çevrələri iki nöqtədə kəsişirlərsə 

bərabərlik dəqiqliklə məsələnin iki həlli vardır.

IV hal. Əgər у 2 və у ъ çevrələri üst-üstə düşərlərsə 

məsələnin sonsuz sayda həlli var.

İndi də paralel köçürmə metodu ib  həll olunan bir 

qurma məsələsini nəzərdən keçirək.

Məsələ 2. İki qarşı tərəfinə və üç bucağına görə qabarıq 

dördbucaqlı qurun:

Həili:
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Analiz. Tələb olunan ABCD dördbucaqlısınm qurul- 

• lııp.anu fərz edək (Şəkil 14). AD = a, ВС = b dördbucaqlının

• I ıbn tərəfləri və ZA = (p, Z B  = ц/, Z D  = 8  dördbucaqlınm 

••rilon bucaqlarıdırlar. 

i'bsolənin şərtindən aydmdır ki,

0 ip < 180°,0 < S  <180°

olmalıdırlar. BC tərəfini BA 

vektoru qədər paralel köçürək və 

ımun obrazmı AE ilə işarə edək.

ЛВСЕ fıquru paraleloqram olduğundan Şakil 14.

ПАЕ = 180° -  В = 180° -  у/ , AEC  = у  olar.AED üçbucağmda 

ıso üç element: AD = a, AE  = BC = b tərəfləri və onlar

urasındakı EAD = A -  BAE = <p -  (l 80° -  4/ )  = q> + 4/  - 180° 

bııcağı məlumdur. Onda aşağıdakı qurmalar alınır.

Q urm a: 1) hər hansı düz xətt üzərində AD  = a parçası

ayıraq.

2) AD şüasından başlayaraq ölçüsü (p + y / -  180°-уэ

borabər olan MAD bucağını ayıraq.

3) AM şüası üzərində AE=b parçasım ayıraq.

4) DA şüasmdan başlayaraq M nöqtəsinin yerləşdiyi 

yarımmüstəvidə < SDA = ö  bucağını ayıraq.
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5) ЕА şüasından başlayaraq D nöqtəsinin yerləşmədiyi 

yarımmüstəvidə < AEK = ц/ bucağını ayıraq.

6) C = EKC\DS

7) С nöqtəsindən başlayaraq EA şüası ilə eyni 

istiqamətli olan CP şüasını quraq.

8) CP şüası üzərində CB = b parçasmı ayıraq.

Aldığımız ABCD dördbucaqlısı tələb olunandır.

İsbatı: ABCE fıquru paraleloqram olduğundan BC = b

şərti ödənər. (Qurmaya görə isə AD = a)

АВС = АЕС = ч/ . B A E  = 180 0 -  ц/

A = B AE  =  180° - y /  + <p + f  - 180° =<p

Qurmaya görə isə AD = а .

Deməli ABCD təiəb olunan dördbucaqlıdır.

Araşdırma: Qabarıq dördbucaqlının bucaqları cəmi 

360°-yə bərabərdir. Deməli (p + y/ + ö <  360° olsa məsələnin 

yeganə həlli var. Əks halda məsələnin həlli yoxdur.

İndi də dönmə üsulu ilə qurma məsələlərinin həllini 

nəzərdən keçirək. Öncə onu qeyd edək ki, bu üsul ilə məsələ 

həll edərkən dönmə çevirməsində nöqtənin, düz xəttin və çev- 

rənin obrazını qurmağı bacarmalıyıq.
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I ərz edək ki, müstəvinin О nöqtəsi ətrafında verilən ф 

• ■ I ıpdər dönmə çevirməsi verilib. Bu çevirmədə veribn M 

мп |i . mm və a düz xəttinin obrazım qurmaq lazımdır. (Şəkil

И>

Ogər M nöqtəsi О nöqtəsi ilə üst-üstə düşərsə, onun 

|Инп/ј ( In onun özü olacaq. Fərz edirik ki, M nöqtəsi О nöqtəsi 

ıl II I (Istə düşmür. (O, OM) çevrəsini quraq. OM şüasından 

I • lnvnraq veribn (p bucağını ayıraq. Bucağm ikinci tərəfınin 

•, и  ib  kəsişdiyi M '  nöqtəsi bu dönmədə M nöqtəsinin 

"bin, I olacaq.

<ı düz xəttinin dönmədə obrazmı qurmaq üçün О

• и * * 11. 111 cJ г> n a düz xəttinə OA perpendikulyarı çəkilir. A nöq-

• пип () nöqtəsi ətrafında cp bucağı qədər dönmədə Ä  obrazı 

i m i  ıılııı A' nöqtəsindən O Ä  düz xəttinə çəkibn a' perpen-

Şəkil 15.
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dikulyar düz xətt a düz xəttinin О nöqtəsi ətrafında (p bucağı 

qədər dönmədə obrazı olacaq.

(C ,r) çevrəsinin О nöqtəsi ətrafında (p bucağı qədər 

dönmədə obrazmı qurmaq üçün С nöqtəsinin bu dönmədə C ' 

obrazı qurulur. (C',r ) çevrəsi (C ,r )çevrəsinin obrazı olacaq.

Məsələ 3. A nöqtəsi və bu nöqtədən keçməyən iki a 

və b dtiz xətləri verilmişdir. Təpələrindən biri A nöqtəsi ilə 

üst-üstə düşən, digər iki təpəsi a və Ъ düz xətbrinin üzərində 

yeriəşən bərabərtərəfli üçbucaq qurun:

Həlli:

Analiz. Fərz edək ki. təbb  olunan ABC üçbucağmı 

qurmuşuq. В e b ,  С g а . b diiz xəttinin A nöqtəsi ətrafmda

(p = 60° li bucaq qədər dönməsin- 

də В nöqtəsinin obrazı, b düz 

xəttinin obrazı olan b' düz xətti 

ib  a düz xəttinin kəsişməsi olan 

С nöqtəsi olacaqdır. Əgər С nöq- 

təsini qursaq, В nöqtəsini də asan- 

lıqla qura bibrik.

ŞəkiS 16.

Qurm a: 1) b düz xəttinin A nöqtəsi ətrafmda (p = 60° 

bucaq qədər dönməsindən alınan b' obrazmı quraq.
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') (' а{ЛЬ'

') (Л, АС) çevrəsi ib  b düz xəttinin kəsişmə nöqtəsini 

M >! • I и .) edok.

I) I >рп nöqtəbri А, В və С nöqtələri olan üçbucaq tə- 

* ıılımıin (Içbucaqdır.

Iıbiitı: Birbaşa qurmalarda aiımr.

Xı a.şdırma. b düz xəttini A nöqtəsi ətrafı ətrafında 

! <•!)" olmaqla, iki müxtəlif, bucaq qədərdöndərməklə onun 

I н ,ı .|ıl' b' və b” obrazlarım alarıq. Məsələnin həllərinin 

и I v.) bn düz xətbri ilə a düz xəttinin kəsişməsindən

4İmi.......qb b rin  sayma bərabər olar. Aşağıdakı hallar ola bilər.

| |) а və b düz xətləri arasındakı bucaq 60° və 120°- 

I «м I "|lı olduqda b' və b" düz xətbri ib  a düz xəttinin iki kə- 

-|«и . nOqiosi alınar. Deməü məsələnin yalnız iki həlli olar.

I») а və b düz xətləri arasmdakı bucaq 60° və ya 120°

I. M..I и oMuqda b' və b" düz xətbrindən biri a düz xəttini kə- 

ИИ I isə ya ona paralel olacaq, ya da onunla üst-üstə

•i' • I Иirinci halda məsəbnin yalmz bir həlli olur.

I < >ч ■.hi çevirmənin tətbiqi ib  qurma məsəblərinin

Ini  lnr.iKj. Bu üsulun mahiyyəti aşağıdakmdan ibarətdir:

м. v »l. - иxlarılan fıqur ib  oxşar olan fıqur qurulur; sonra bu 

•!»)■ "in Utııuyi ib  axtarılan fıqur qurulur.
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Adətən bu üsul ilə qurma məsələləri həll edilərkən axta- 

rılan fıqura homotetik olan fıqur qurulur. Bu səbəbdən də 

müəyyən nöqtələrin homotetiyada obrazlarım qurmaq zəruri 

meydana çıxır. Daha doğrusu, hələ orta məktəbdən məlum olan 

aşağıdakı məsələ tipində məsələləri tez-tez həl! etmək lazım 

gəlir.

Məsələ. Mərkəzi О nöqtəsində olan homotetiyada hər 

hansı A nöqtəsi və onun Ä  obrazı verilir. Verilən В nöqtəsinin 

B' obrazım qurmaq tələb olunur.

НәШ: Əvvəlcə В nöqtəsinin OA düz xətti üzərində ol- 

mayan hala baxaq. О mərkəzli homotetiyada AB düz xətti ona 

paralel olan m' düz xəttinə keçəcək. B' nöqtəsi m'  düz xətti 

ilə OB düz xəttinin kəsişmə nöqtəsi olacaq (Şəkil 17 a).

Şəkil 17.

Əgər В nöqtəsi OA düz xətti üzərində olarsa, əvvəlco 

OA düz xətti üzərində olmayan hər hansı N nöqtəsinin N ' ob 

razını yuxarıdakı qayda ilə qururuq. Sonra isə N nöqtəsi v.>
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|ııim N' obrazından istifadə edib B' nöqtəsini qururuq (Şəkil

I / b ) .

Yuxarıdakı məsələdən istifadə edərək, hər hansı h düz 

* тш ш də veribn homotetiyada obrazmı qura biiərik. Bunun 

llS'tn İMinin düz xəttin üzərindəki ixtiyari bir nöqtənin obrazım 

|и hi ııq. Sonra isə həmin nöqtədən verilən düz xəttə paralel 

lilg >ıi keçiririk (Şəkil 18 a).

Şəkil 18.

() mərkəzli iki A və Ä  nöqtəsi ib  veribn homoteti- 

ı " 11 h,ıı hansı со çevrəsinin obrazım qurmaq üçün, bu çev- 

• мни II mərkəzinin və hər hansı С nöqtəsinin obrazım qurrnaq 

I 111\ »ldir (Şəkil 18 b).

IMosolə 4. Perimetrinə və iki bucağına görə üçbucaq

•Itııuıı,

ll.ılli: Əvvəlcə məsələnin qoyuluşunu bir qədər dəqiq- 

I 1п »1 bizdən eb  bir ABC üçbucağı qurmaq təbb olunur ki,
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л л

о üçbucaq A-q>b В = у/ və АВ+ВС+АС=р şərtlərini ödəsin. 

Burada <р, у/ və р  qabaqcadan verilmiş fıqurlardır.

Analiz. Fərz edək ki, məsələ həll olunub və tələb olu­

nan ABC üçbucağı qurulub. Bu üçbucaq ZA  = ç, Z B  = y/ və 

AB  + ВС  + AC  = p  şərtini ödəyir (Şəkil 19, a)

Bucaqlarmdan biri <p-ə, digəri isə y/ -yə bərabər olan 

üçbucaqlarm hamısı ABC üçbucağı ilə oxşar olacaq. Oxşaı 

üçbucaqlarımn tərəflərinin nisbəti isə onlarm perimetrlərinin 

nisbətinə bərabərdir. Homotetiyadan istifadə edərək, tələb 

olunan üçbucağı aşağıdakı kimi qura bilərik:

Şəkil 19.
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Qurm a. 1) Z A - ( p , Z B X =у/ şərtini ödəyən һәг hansı 

</■,( , (lçhucağım quraq.

2) ABXCX üçbucağımn perimetrini p x ilə işarə edək. 

I //, yünsı üzərində ADX = p x və AD  = p  parçalarını ayıraq.

3) A mərkəzli və Dx nöqtəsini D nöqtəsinə keçirən 

1 *мн)1с-(iyada Bx nöqtəsinin В obrazını və C, nöqtəsinin С 

Hİ'tn/mı quraq.

Alınan ABC üçbucağı tələb olunandır.

İsbatı: ABXCX və ABC  üçbucaqları homotetikdirlər.

Им lıoınotetiyanı h ilə, onun əmsalını isə m ilə işarə edək. 

/ ' lı( /) ,) ,#  = h(Bx), С = h(Cx) olduğundan AD  = m • ADX

л л
iıı A = cp,В = у/ olması da aydmdır. AB = m- ABX,

H nı-ACx, BC  = m- BCX olduğundan

AB + AC  + ВС = m • ABX + m • ACX + m • BXCX = 

m(ABx + AC X + BXCX)= m- p x =m- ADX = AD  = p

I )eməli ABC tələb olunan üçbucaqdır.

Araşdırm a. Əgər p  + y/<  180° olarsa məsələnin һәШ

v<H v.) ycganədir. Əgər cp + y/> 180° olarsa məsələnin həlli

* ımlıır.
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§6. İnversiya. Qurma məsələlərinin inversiya 

üsulu iiə həlli

Tutaq ki, bizə miistəvi üzərində (ö ,r )  çevrəsi verilib. 

Müstəvinin О nöqtəsindən fərqli bütün nöqtələri çoxluğunu E0 

ilə işarə edək. Hər bir M  e  E0 nöqtəsiııə OM şüası üzərində

yerləşən və OM OM'  = r 2 şərtini ödəyən M ' nöqtəsini qarşı 

qoyaq. E0 çoxluğunun bu cür çevrilməsinə (0 ,r )  çevrəsinft 

nəzərən inversiya və ya sadəcə inversiya deyilir. (Şəkil 20.)

(0 ,r)  çevrəsinə inversiya çevrəsi, О nöqtəsinə inversi-

yanın mərkəzi, r 2-na isə inversiyanın dərəcəsi deyilir. İnversi- 

yanm tərifındən görünür ki, əgər inversiya zamanı M  nöqtəsi 

Ы'  nöqtəsinə inikas olunursa, onda M '  nöqtəsi də M  nöqtə- 

sinə ınikas olunur. Inversiya çevrəsi üzərində olan nöqtələr iso

50



Hit «IliiııUİırlar, yəni öz-özünə inikas olunurlar. Verilən inver- 

I ıu'U}tənin obrazmın qurulmasına baxaq.

M.ısələ. İnversiya İO,r) çevrəsi ilə verilmişdir. Verilən 

W и* Mji.ısinin bu inversiyada M ’- obrazını qurun.

IIr>lli: Əgər M  nöqtəsi (0,r)  çevrəi üzərindədirsə 

ııiiıl I • >ıtıın obrazı elə özü olacaqdır. Əgər M  nöqtəsi (ı0 , r ) 

>̂ *' >ч| \nricində olarsa (Şəkil 21) onda OM şüası çəkək. Sonra 

lı ımrtrbrindən biri OM parçası olan со çevrəsini quraq. со

 .....   ' 1л (о, г) çevrəsinin kəsişmə nöqtələri P və Q olsun.

OM Ifi/ xətti ilə PQ düz xəttinin kəsişmə nöqtəsi olan M '  

•и 11 - I M ııöqtəsinin obrazı olacaqdır. Bunu isbat edək. MP 

* -• H n  (lii/. xətbri (0 ,r )  çevrəsinə toxunan olduqlarmdan 

IWSt \ .1 OM'P bucaqlan diiz bucaq olacaqlar. Buradan alinir 

! . \> '/’Д/' ~ AOMP (bir iti bucaqlan bərabər olan düzbucaqlı 

1Ц I и к Il.tt kimi). Deməli

OM OP л , /( Г Л \ Л  / П О 2  2 ...  --------  v ə  у а  О М  . о м  -  О Р  = г
ОР ом

• )\\м М nöqtəsi (О,г) çevrəsinin daxili nöqtəsi olarsa, 

»>■ -ıtihl.ıkı qurmanı tərsinə icra etməklə M '  nöqtəsini qura 

/  tMİHllk

I )üz xntt və çevra kimi əsas qurma fiqurlannm inversi- 

H- I > "I'l.i/larim lapmaq üçün bizə inversiya çevirməsinin ana-
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litik ifadəsi lazım olacaq. О i j  düzbucaqlı koordinat sistemini 

elə seçək ki, koordinat başlanğıcı inversiya çevrəsinin mərkəzi 

ilə üst-üstə düşsün.

Fərz edək ki, M(x,y) nöqtəsi Е0 çoxluğunun ixtiyari 

nöqtəsidir. M'(x',yr) isə onun obrazıdır. İnversiya çevirməsi- 

nin tərifindən görünür ki,

<Ш' = Л - Ш ,  Л >0 və О М 'О М  = r2 

Bu bərabərlikdən alınır ki,

х' = Ах,у ’ = Лу (1)

Skalyar hasilin tərifındən alınır ki,

xx' + yy' = r 2 (2)

x' və y' dəyişənlərinin (1) münasibətlərindəki qiymət- 

lərini (2) də yerinə yazsaq л[х2 + у 2) = r 2 almır. M  nöqtəsi О

г2
rtöqtəsindən fərqli olduğundan Л = —   alarıq. Л -nm bu

x + y

qiymətini (l)-də yerinə yazsaq alarıq:

= = У (3)
X  + у  x + y

Əgər M'(x’,y') nöqtəsi М{х,у) nöqtəsinin obrazı isə 

onda inversiyanm tərifmə görə М(х,у) nöqtəsi də M'(x',y') 

nöqtəsinin obrazıdır. Onda (3) düsturlarından alarıq:
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lndi isə inversiyada düz xəttin obrazı haqqında aşağıda- 

' I irorcmi isbat edək.

Teorem 1. О inversiya mərkəzindən keçən düz xətt (O

 Ii.ısini çıxmaq şərti ilə) iversiya zamanı özünə, inversiya

m ırkozindən keçməyən düz xətt isə inversiya mərkəzindən 

1ч v>n çevrəyə inikas olunur.

İsbatı: Inversiya çevirməsində inversiya mərkəzindən 

I I’von düz xəttin О nöqtəsindən fərqli nöqtələri bu düz xətt üzə- 

uıub olan nöqtələrə inikas olunduğundan teoremin birinci his- 

1 »sinin isbatı aydmdır. İndi fərz edək ki, düz xətt inversiya 

ımrkəzindən keçmir. Koordinat sistemini yuxarıdakı qayda ilə 

m’VSək, həmin düz xəttin tənliyini Ax + By + 1 = 0 tənliyində x 

\.ı у  dəyişənləri əvəzinə onların (3) ifadəsindəki qiymətlərini 

yuzsaq

x '2 + y ' 2 + A r 2x ' + Br2y ' = 0 (5)

^ı-vrə tənliyi alınar. (5) tənliyində sərbəst hədd sıfır olduğun- 

ılıııı, onun koordinat başlanğıcından keçən çevrənin tənliyi ol- 

dıığu analitik həndəsə kursundan məlumdur.

I eorem isbat olundu.



Nəticə: İnversiyada, О inversiya mərkəzındən

keçrnəyən d  düz xətti (C, r) çevrəsinə inikas olunursa, onda 

C'C düz xəttiilə d  düz xətti qarşılıqlı perpendikulyardırlar.

İsbatı: (C, r) çevrəsinin (5) tənliyindən onun mərkəzi-

Ar2 Пг2Л
nin koordinatlarmı tapa bilərik. С

Br
2

Onda

— >( A r : 
О С -------

l  2

Br 2 Л
vektoru d  düz xəttinin п(Л,В)  normal

vektoru ilə kollienardır. Deməli ОС düz xətti d  düz xəttinə 

perpendikulyardır. Nəticə isbat olundu.

a) b)

Şəkil 22,

Bu nəticədən istifadə edərək, inversiya çevirməsində d  

düz xəttinin obrazını asanlıqla qurmaq olar. Əgər d  düz xətti 

О inversiya mərkəzindən keçirsə onda onun obrazı elə özü 

olacaqdır. Əgər d  diiz xətti О inversiya mərkəzindən keçmir-
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onun obrazını aşağıdakı kimi qurmaq olar. О nöqtəsindən 

./ düz xəttinə ОН perpendikulyarmı endirək. H nöqtəsinin 

(ü ,r) çevrəsinə nəzərən inversiyada H'  obrazmı quraq. Dia- 

metrlərdən biri OH'  olan со d  diiz xəttinin obrazı olacaq. 

(tfəkil 2 2 , a) halında d  düz xətti у inversiya çevrəsini kəsmir, 

I») halmda kəsir.

Teorem 2. (<9,r)çevrəsinə nəzərən inversiyada О mər- 

Lozindən keçən çevrə (O nöqtəsini çıxmaq şərti ilə) inversiya 

ıııorkəzindən keçməyən d  düz xəttinə inikas olunur. О in- 

vcrsiya mərkəzindən keçməyən çevrə isə, О mərkəzindən keç- 

məyən çevrəyə inikas olunur. О rıöqtəsi həmin çevrələrin mər- 

k.ızbrini birləşdirəndüz xəttin üzərində olur. 

fsbatı: Tutaqki,

x 2 + у 2 +Ax + By + c = 0  (6 )

haşlanğıcı О inversiya mərkəzində olan О i j  koordinat siste- 

ıııində hər hansi со çevrəsinin tənliyidir. Bıı tənlikdə x və у də~ 

yişənlərinin yerinə onların (4) bərabərliklərindəki ifadələrini 

yazsaq, onda со çevrəsinin co' obrazınm tənliyini alarıq.



Buradan isə

C(x ' 2 + y ' 2) + A r 2x' + Br2y'  + r* = 0  (7)

tənliyi alınar. Əgər со çevrəsi koordinat başlanğıcından keçər- 

sə, onda onun О nöqtəsindən fərqli olan bütün nöqtələri üçün 

C=0 olduğundan, bu çevrə Л г2х' + Br2y '  + r* = 0  düz xəttinə 

inikas olunar. Əgər со çevrəsi koordinat başlanğıcından keç- 

mirsə onda onun co' obrazınm tənliyi (7) tənliyi olacaqdır. (7) 

tənliyi isə çevrənin tənliyidir. (6 ) və (7) tənlikbrindən со və

co' çevrələrinin uyğun olaraq r A və
{ A r 2 В г2Л

2C 2 С /

mərkəzlərini tapa bilərik. Bu nöqtələr və ö (0 ,0) nöqtəsi 

B x -  Ay = 0 tənliyi ilə verilən düz xəttin üzərindədirbı. 

Teorem isbat olundu.

Teorem 3. Tutaq ki, bizə cox və co2 kimi iki fıqur veril 

mişdir. B eb ki, cox ya düz xətt, ya da ki, çevrədir. co2 -isə çev- 

rədir. Əgər cox və co2 hər hansı M nöqtəsində (M nöqtəsi О in 

versiya mərkəzindən fərqli nöqtədir) bir-birinə toxunarlars;ı,
t t

onda onların cox və co2 obrazları da M nöqtəsinin obrazı olan 

M ' nöqtəsində bir-birinə toxunarlar.



İsbatı: co{ və co2 fıqurlarmın һәг ikisi inversiya mərkə-

 Һи keçmir. Deməli, əgər onlar toxunurlarsa, onlarm obraz-

İMiiııııı da bir ortaq nöqtəsi olar. бУ, və co2 fıqurlannın obrazla- 

fıuın ortaq nöqtəsi onlann toxunma nöqtəsinin obrazı olacaq.
/ I

I' 'iıın ııöqtə inversiya mərkəzi olabilməz. Deməli və co2 

I |iıı lıırı da toxunarlar. Teorem isbat olundu.

Isbat etdiyimiz üç teorem inversiyanın vasitəsi ib  qur-

 •.....   həllində mühüm rol oynayır.

Məsələ. İki çevrə və bu çevrələr üzərində olmayan nöq- 

» I lilmişdir. Verilmiş nöqtədən keçən və verilmiş çevrəbrə 

I ■ nıı.ııı çevrəni qurun.

Holli:

Analiz. Fərz edək ki, veribn A nöqtəsindən keçən, veri- 

İ4*m п), vo (o2 çevrəbrinə toxunan у  çevrəsini qurmuşuq. 

ıV’l'l 23). Mərkəzi A nöqtəsində olan ixtiyari сг çevrəsini 

s I ’!• о çevrəsinə nəzərən inversiya çevirməsinə baxaq. A 

•иь11 » ıı mvcrsiya mərkəzi olduğundan, onun obrazı olmayacaq.

• • vı.winin obrazi inversiya rnərkəzindən keçməyən у ' düz
t

ц он Dİııcaq. <dx çevrəsinin obrazı cox çevrəsi və co2

I I
mm obrazı co2 çevrəsi olar. y ' düz xətti həm cox həmdə
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əsasən aşağıdakı qurmaları apamıaq olar.

Şəkil 23.

Qurma: 1) Mərkəzi A nöqtəsində olan ixtiyari cj 

çevrəsini quraq.
f

2 ) g  çevrəsinə nəzərən inversiyada cox çevrəsinin a>x 

obrazını quraq.

3) <7 çevrəsinə nəzərən iııversiyada co2 çevrəsinin

t
(д2 obrazım quraq.

t t

4) cox və со2 çevrələrinin elə ortaq y ' toxunanını 

çəkək ki, о A nöqtəsindən keçəməsin.
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i'l и I tic 1 ( у  toxunam A nöqtəsindən keçmədiyi üçün onun obrazı

1.1 olacaq). у  tələb olunan çevrə olar.

İsbatı: у  çevrəsinin cox və co2 çevrələrinə toxunan 

t Uıi|>u 3-cü teoremdən alınır. y ' düz xətti inversiya mərkə- 

ml.in keçmədiyi üçün onun у  obrazı inversiya mərkəzi A-dan 

l • ı, лсок.

A raşdırm a: Əgər cox və co2 çevrələrinin biri digərinin
f t

I iMİində yeriəşirsə və toxunmurlarsa onda və co2 çevrə- 

I и I də toxunmurlar və biri digərinin daxili oblastında yerləşir. 

Ilıı lıalda məsələnin həlli yoxdur. Əgər &>, və co2 çevrələri bir- 

l'inno daxildən toxunurlarsa bu halda A nöqtəsi çevrələrin ха­

ми oblastmdadırsa məsələnin sonsıız sayda həlli var. A nöqtəsi 

Vi'vrələrin cox və co2 çevrəsinin xaricindədirsə və ya kə- 

i /irlərsə, A nöqtəsi həmin çevrələrin xaricindədirsə, bu halda

masələnin həllərinin sayı co] və co2 çevrələrinin kəsişmə 

ııOqtələrinin sayına bərabərdir.

§7. Q urm a məsələlərinin cəbri üsulla həlli

Tutaq ki, hər hansı e vahid parçası seçilib. Seçilmiş 

ftlçti vahidi ilə uzunluqları uyğun olaraq ədədlərinə
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bərabər olan a,b,...,l parçaları verilir. Elə x parçası qurmaq 

t.ələb olunr ki, onun x uzunluğu verilən ədədləri ilə

x = f(a ,b , . . . , l )  ( 1 )

diisturu ilə ifadə olunsun. Aydındır ki, parçamn uzunluğunu 

bildirən a,b,...,l ədədləri həmişə müsbət ədədlər olur. Belə 

çıxır ki, ( 1 ) düsturu ilə hesablanan x ədədi də x parçasınm 

uzunluğu olduğundan müsbət ədəd olmalıdır. B eb bir sual 

meydan çıxır: ( 1 ) düsturu ilə təyin olunan x ədədi ölçü vahidi- 

nin seçilməsindən asılı olmayaraq, həmişə eyni bır parçanm 

uzunluğunu ifadə edirmi?

Tutaq ki, bizə f(a,b, . . . , l )  ifadəsi verilib. İxtiyari 

müsbət a,b,...,l və t ədədiəri üçün f(a ,b , . . . , l )  və 

f( ta, tb, . . . , tl) ifadələrinin mənası varsa və bu ifadələr üçün

f { ta , tb , . . . , t l )= t f (a ,b , . . j )  (2 )

şərti ödənərsə, onda f(a ,b , . . . , l )  ifadəsinə bir dərəcəli bircins 

ifadə deyilir.

Teorem. a,b,...,l ədədləri veribn a,b,...,l parçalarının 

uzunluqları olduqda ( 1 ) düsturu ib  təyin olunan x ədədinin 

ölçü vahidin seçilməsindən asılı olmayaraq həmişə eyni par- 

çanın uzunluğunu ifadə etməsi üçün zəruri və kafı şərt 

/ ( a , 6 ,...,/) ifadəsinin birdərəcəli bircins ifadə olmasıdır.
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İsbatı: Əvvəlcə şərtin zəruriliyini göstərək. Tutaq ki, e

• и. и .ılıidi seçildikdə parçalarınm uzunluqları uyğun
f

• ■i'iınq ədədlərinə bərabər, e parçası ölçü vahidi se-

sllılikılə parçalarınm uzunluqları a \b \ . . . , l '  ədədlə-

 loı abər olmuşdur. Onda elə t müsbət ədədi var ki,

a' = ta, b' = tb, ...J' — tl (3)

Buna görə də

x' = f(a ' ,b ' , . . . , r )  = f ( ta ,  tb,

Əgər x = f(a,b, . . . , l )  və x ’ = f (a ' ,b ' , . . . , r )  ədədləri

in bir x parçasının müxtəlif ölçü vahidləri ilə uzunluğunu 

lliul.t edirlərsə, onda x' = tx olmalıdır. Buradan isə 

I (hıjb,...,tl) = tf(a,b,...,l) alarıq. Yəni f(a,b , . . . , l )  ifadəsi 

i'inl.ırəcəli bircins ifadədir.

Tərsinə fərz edək ki, f (a ,b , . . . , l ) ifadəsi birdərəcəli bir- 

■ lııs ifadədir, yəni (2) bərabərliyi ödənir. Əgər a,b, .. .J  par­

tial ının uzunluqları e vahidparçası seçildikdə a\b' ,. .. ,l '  

••bdləri olarsa onda (3) bərabərlikləri ödənər. Onda

x' = f ( c f , b \ = f(ta,tb, .. . , tl) = tf(a,b,...,l) = tx 

Deməli, x'  və л: ədədləri eyni bir parçanm uzunluğunu 

llmla edirlər. Teorem isbat olundu.
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Orta məktəb həndəsə kursundan aşağıdakı sadə düstur- 

larla verilən parçaların qurulmasını bilirik.

I. x = a + b

II. x = a - b  a > b

III. p və q ədədləri natural ədədlər olduqda x = ^  a
q

ab
IV. x  = —- (dördüncü mütənasib parçamn qurulması)

с

V. x = Jab

VI. X = ' ja2 + b2

VII. x — Ja 2 - b 2 a >  b

Bu düsturlarda a, b, с ədədləri seçilmiş ölçü vahidi ilə 

verilən a,b, с parçalarmm uzunluqlarmı göstərir.

I-VII düsturlarımn sağ tərəflərindəki ifadələr birdərəcəli 

bircins ifadələr olduqlarmdan, yuxarıda isbat etdiymiz teoremə 

görə onlar ölçü vahidinin seçilməsindən asılı olmayaraq 

bərabəriik dəqiqliyi ilə bir x parçasım təyin edirlər.

1) və 2 ) düsturları ilə verilmiş parçalarm qurulması 

aydındır.

3) düsturu ilə verilmiş parçanı qurmaq iiçün isə bu

düsturu x = - a şəklində yazaq.
Ч



p natural ədəd olduğundan, pa = a + a +... + a uzunluq-
4------- V '

p

• In parçanı qurmaq heç bir çətinlik törətmir. Sonra isə Fales teo- 

м ıııindən istifadə edərək pa  uzunluqda parçanı q bərabər his- 

ı.ıy.ı bölmək lazımdır, (Şəkil 24)

Şəkil 24. Şəkil 25.

Şəkil 26.

25-ci\şəkildə x = düsturu ilə verilən parçanm, 26-cı 
с

...ıkildə isə x = jab düsturu ilə verilən parçamn qurulması 

l.tsvir edilmişdir.
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VI-VII düsturlarla verilmiş parçalarm qurulması Pifaqor 

teoreminə əsaslanır.

I-VII düsturları ilə verilən parçalarm qurulmasmdan 

istifadə edərək, daha mürəkkəb düsturlarla verilmiş parçalırı 

qurmaq olar. Bir misal göstərək.

Misal 1. a,b, .c,d parçaları verilmişdir. Uzuniuğu

a 3 + b 3
x =

c 2 +

düsturu ilə təyin olunan x parçasım qurun.

HəIIi: 1) Əvvəlcə jc, = jcd  düsturu ilə təyin olunan 

parçanı qururuq.

2 ) x2 = yjx^d düsturu ilə təyin olunan parçanı qururuq.

x, = \.!cd3

j л  2  1 л  I

3) * 3  ~лјС + X 2 ~ \ c düsturu ilə təyin

olunan parçanı qururuq.

,ч а -а  b 'b  ,
4) x4 =  və x5 = -----  parçalarım qururuq.

X ,  X ıкз
. 2

■> л5
aх л = -у— —=====, Хс =

с1 -\-\fcd7, i c 2 +^jcd3

_4 _ , я + 6  я + 6  ö 6
5) Ən nəhayət, x = —---------= ------ —  = —  + -

с +ylcd x, x, X
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а • а а Ъ-Ъ Ъa a b 'b  b ахл Ьх* ..
 + ---------- --  —-  + —-  munasıbətındən ıstı-

х3 *з *з

ах Ьх
I и 1.1 edərək — -  və —-  düsturları ilə təyin olunan parçaları

X ,  X ,

iurriııqdan sonra x parçasını qururuq.

Bir sıra hallarda f (a ,b , . . . , l) birdərəcəli bircins ifadə

lııuıdıqda x = f(a,b, . . . , l )  düsturu ilə təyin olunan x  parçasını 

• Iimnaq tələb olunur. Bu halda eyni a,b,....c parçaları üçün va-

mllxtəlif x parçaları təyin olunur. Buna görə x parçasını təyin 

- inıok üçün a,b, .. .J  parçalarından əlavə daha bir e vahid 

ptııçasım vermək tələb olunur. Bu halda x parçasınm uzunluğu

lllstııru ilə ifadə olunur. Burada a,b,...,l ədədləri uyğun olaraq 

vrrilmiş afb, .. .J  parçalarınm uzunluqlarmı, e isə ixtiyari

ı-çilmiş e ölçü vahidinin uzunluğudur. Bu halda (4) bərabər- 

lıyinin sağ tərəfmdəki ifadə a , b , e  dəyişənlərindən asılı 

bııdərəcəli bircins ifadədir. Bəzi misallara baxaq.

Misal 2. a və b parçaları və e vahid parçası 

vcrilmişdir.

intl parçanın seçilməsindən asılı olaraq f(a,b, . . . , l )  ifadəsi ilə
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a) х = a b , Ъ) у  = а düsturları ilə verilən parçaları 

qurmaq tələb olunur.

Həlli: a) x  = ab düsturu ib  veribn parçam qurmaq

üçün (4) düsturunun köməyi ib  ifadəni belə çevirək:

a b ab
x  = e    —

е е  e

Uzunluğu beb ifadə olunan parçanın qurulmasım

bilirik.

г— a
b) у  = лја , у  = елј = ^ае

'i е

Uzunluğu bu düstur ib  ifadə olunan parçanm da qurul- 

masını bilirik.

Misal 3. Ölçü vahidi veribn e parçası olduqda uzunlu- 

ğu л /3  + у 5 -э bərabər olan parçanı qurun.

Həlli: Elə x parçasını qurmaq tələb olunur ki, onuıı 

uzunluğu x = e 3 + \j5 və ya v 3 + \j5 düsturu ilə ifadə olu­

nur. Bunun üçün əvvəlcə uzunluğu у  = 'j(3e)e olan у  parçası- 

m, sonra isə uzunluğu z = \j{5e)e diisturu ib  ifadə olunan z 

parçasını qururuq. Sonra isə uzunluğu и = \!ez düsturu ib  ifa-

do olunan и parçasmı, ən nəhayət isə uzunluğu x = лј у 2 + u 2 

düsturu ib  ifadə olunan x parçasmı qururuq.
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Qurma məsələlərinin həllinin cəbri üsulu aşağidakı 

i'iııısipə əsaslanır: məsələ elə qoyulur ki, verilən və axtarılan fı- 

i'iılar parçalardaıı ibarət olur. Müxtəlif həndəsə teoremlərinin 

v 1 digər riyazi qanunauyğunluqlarm köməyi Пә axtarılan par- 

ılıııın uzunluqlarmı verilən parçalann uzunluqları ilə ifadə 

• l.m düsturlar tapılır. Sonra isə axtanlan parçalar qurulur.

Məsələ 1. ABC üçbucağı verilib. Mərkəzləri А, В və С 

n'W|tolərində olan elə üç çevrə qurun ki, onlar bir-birinə 

1 hi ıcdən toxunsunlar.

Həlli:

Analiz. Fərz edək ki,

I >bb olunan (л ,x), (#,>■) və 

( ( z) çevrələrini qurmuşuq.

I .Mob olunan parçalar bu çev- 

labrin radiuslarma bərabər 

wy  və z parçaiarı, verilən 

parçalar isə ABC üçbucağınm Şəkil 27.

brofləridirlər. AB=c, BC=a, AC=b .

§ 2  dəki 2 -ci teoremə əsasən

x + у  = c 

i x  + z = b 

у  + z = а

alarıq.
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Bu tənliklər sistemini həll etsək;

_ c + b ~ a  a + c - b  a + b - cx _    s y -  # z  =  ——  alarıq.

Qurma: 1) Uzunluğu x = C--~ . ü düsturu ilə təyin 

olunan x parçasım qururuq.

2) Uzunluğu у  = ----  düsturu ilə təyin olunan у

parçasını qururuq.

3) Uzunluğu z = a + 2  °  düsturu ilə təyin olunan z

parçasım qururuq.

4) (A , x \  (В,у)  və (C,z) çevrələrini qururuq.

Qurulan çevrələr tələb oiunana çevrələrdirlər.

İsbatı: Qurulan çevrələrin bir-biri ilə xaricdən toxun- 

duqları §2 -dəki 2 -ci teoremdən birbaşa almır.

Araşdırma: Əgər c + b - a >  0, a + c ~ b > 0  və

a + b - c >  0 şərtlərinin hər hansı biri ödənməzsə, məsələnin 

həlli yoxdur. Həmin şərtlərin һәг üçü ödənərsə, məsələnin 

yeganə həlli var.

Məsələ 2. Verilən (0 , r ) çevrəsinin daxilinə düzgün 

onbucaqlı çəkin.
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Həlli: Tutaq ki, verilən (0,r)  çevrəsinin daxilinə

• lll/.gün onbucaqlı çəkmişik. AB parçası isə həmin

• •ubucaqlının tərəfıdir (Şəkil 28).

Ilt = x  işarə edək. Deməli, АО = r verilən parça, л; isə

lutanlan parçadır.

«)ДВ üçbucağmm В təpəsindən BM tənbölənini çəkək.
Д

\IOB bərabəryanlı üçbucaq olduğundan və 0  = 36l>

•Iduğundan, А = 72°, В = 72° olar. BM tənbölən olduğundan,

Л

IBM = 36° olar. Buradan isə MB = x  olduğu alinar.

MHO = 36° və О = 36° olduğundan isə ABMO -nun bərabər-

nılı olduğu alınır. MO = д: olur.

Bebliklə, AABM  -  M O B . Bu səbəbdən də

В _ АО  -  -  = — alınır. Bu tənasübdən isə
AM AB r - x  x

x ' + xr -  r 2 = 0  kvadrat tənliyini alarıq. Bu tənliyi həll etsək

r \r2 2 _ Г \r2 2— К  ҺГ , X-) — д| V V
1 2  V 4 2 2  V  4

,v, < 0  oiduğundan о məsələnin şərtini ödəmir. Məsələnin həlli 

<>l;m parçanın uzunluğu ancaq x x > 0  o lab ibr.



х, = ——-— r düsturu ilə təyin olunan x parçası düzgün

onbucaqlınm tərəfi olar. Deməli, veribn r parçasma görə 

düzgün onbucaqlının tərəfı və tələb olunan onbucaqlı qurular. 

Qurma aydındır.

İsbat aydındır.

Araşdırma. Bərabərlik dəqiqliyi ilə məsələnin yeganə 

həlli var.

§8. Qurma məsələsinin pərgar və xətkeş vasitəsilə 

həlliııin müınkünlüyü əlaməti. Pərgar və xətkeşta həll 

olunmayan klassik qurma məsələləri

Həndəsi qurmalar nəzəriyyəsində verilən fıqurlara görə 

bu və ya digər həndəsi fıqurun qurula bibn olub-olmaması 

məsələsi çox vacib problemdir. Əlbəttə bu sualm onda mənası 

var ki, tələb olunan fıqur ümumiyyətb mövcud olsun. Mövcud 

olmayan fıqurun qurulması məsəbsinin mənası yoxdur.

Belə bir məsələyə baxaq: düz xəttin üzərində üç M, N 

və P nöqtələri verilmişdir. tərəfbri MN, NP və MP olan üçbu- 

caq qurmaq tələb olunur.

Bu məsələ həll olunan deyil, çünki belə bir üçbucaq

yoxdur.

Başqa bir məsələyə baxaq: iki a və b düz xətbri və 

bunlarm üzərində olmayan A nöqtəsi verilib. A nöqtəsindən eb
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• и 11 0/. xətt keçirin ki, a və b düz xətlərinin ondan ayırdığı 

I * I», i I /; -уэ ЬэгаЬэг olsun.

Baxmayaraq ki, beb bir p  parçası mövcud ola bibr, la- 

I hi bu məsələni ümumiyyətb pərgar və xətkeşvasitəsilə həll

   mümkün deyil.

Tutaq ki, müəyyən ölçü vahidi seçildikdən sonra x par- 

•, нити uzunluğu a,b, . ..J  parçalarının uzunluqları ilə

x = f(a ,b, . . . , l )  ( 1 )

tıı .iııru ilə ifadə olunur. B eb sual meydanı çıxır: Uzunluğu (1) 

In inru ib  verilmiş parçam hansı hallarda pərgar və xətkeş va- 

•ıı.vıilə qurmaq olar? Bu suala aşağıdakı teorem br cavab verir. 

Teorem 1. Əgər х parçasının uzunluğu verilən parçala-

• mi u/,unluqları ib  sonlu sayda hesab əməlbri (toplama, çıxma, 

ıııma və bölmə) və kvadrat kökalma əməli vasitəsi ib  ifadə 

'lııııa bilirsə, ondax parçasmı pərgar və xətkeş vasitəsi ib  

Iiıımaq olar.

İsbatı: Teoremin hökmü demək olar ki, aşkardır. B eb 

I г 7 -ci paraqrafdakı I-VII düsturlarmm köməyi ib  uzunluqları 

I l ilmiş parçaların qurulma qaydası hələ orta məktəb həndəsə 

I ııı sundan məlumdur.

Teorem 2. Ə^ər x parçasım verilən parçalardan istifa-

• I.) porgar və xətkeşlə qurmaq mümkündürsə, onda x parçası-
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nm uzunluğunu veribn parçaların uzunluqları ilə sonlu sayda 

hesab əməlləri və kvadrat kökalma əməli vasitəsi ilə ifadə 

etmək olar.

(Bu teoremin isbatını oxucu V.T.Bazılev və K.İ. Dunı- 

çevin Həndəsə (II hissə) kitabından tapa bilər).

İndi isə pərgar və xətkeşlə həll edilə bilinməyən klassik 

qurma məsələlərini nəzərdən keçirək.

1 . Bucağm triyeksiyası məsələsi: a  bucağı verilmiş-

dir. <p = —a  şərtini ödəyən (p bucağım qurun. (Verilmiş buca-

ğın üç bərabər hissəyə bölünməsi).

Sonsuz sayda bucaqlar mövcuddur ki, bu məsələ həll 

oluna bilir. Məsələn, а  = 90° olduqda cp = 30° li bucağı pərgar 

və xətkeşlə asanlıqlı qurulur. Eyni qayda ilə bucağın tənbö-

л  1 . .
lənini qurmaqla a  = — , n = 1,2,3,... olduqda şərtım

ödəyən (p bucağını qurmaq çətinlik törətmir. Lakin sonsuz say­

da bucaqlar mövcuddur ki, onlar üçün yuxarıda qoyulan т ә -  

sələni pərgar və xətkeş vasitəsilə həll etmək olmaz.

Tutaq ki, AO  veribn bucaq, AOx axtarılan bucaqdır. 

e isə vahid parçadır (Şəkil 29).
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Şəkil 29.

Hipetonuzları OA = 0 ]Al = 2 olan düzbucaqlı О А В və 

( \А {ВХ üçbucaqlarım quraq. Fərz edək ki, OB = a və 

()lBl = x . Əgər x parçasını a parçasmdan istifadə edərək pər- 

f,;ır və xətkeşlə qurmaq olarsa, onda bucağın triyeksiyası mə- 

•;.)ləsi də pərgar və xətkeşlə vasitəsilə həll olunar və tərsinə. 

Triqonometriya kursundan məlumdur ki, 

cos 3(p — 4 cos3 <p -  3 cos (p

О В а О, В, х
cos а  -  —  = —, cos ер = — — = -

ОА 2 О,А, 2

Bu qiymətləri və cos a  = 3cos3(p münasibətini yuxan-

da nəzərə alsaq

x 3 - Ъ х - а  =j 0  ( 1 )

lonliyini alanq.
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Əgər а  = 60° olarsa, onda a = 1 olar. Bunu (1) tənli- 

yində nəzərə alsaq

х 3 - З х - \  = 0 (2)

olar.

Cəbr kursunda isbat olunur ki, əgər üç dorəcəli çoxhədli 

rasional ədədlər meydanı üzərində gətirilən deyilsə, (ikidərəcəli 

və birdərəcəli çoxhədlilərin hasili şəklində göstərib bilinmirsə) 

onda onun kökbrindən heç birini həmin çoxhədlinin əmsalları 

(əmsallar istənibn rasional ədədlər olduqda) ilə hesab əməlləri 

və kvadrat kökalma əməli vasitəsilə ib  ifadə etmək olmaz. 

Deməli yuxarıdakı х parçasını da a  = 60° olduqda uzunluğu 

vahidə bərabər olan parçaların köməyi ilə qurmaq olmaz.

İsbat etmək olar ki, p sadə ədəddirsə a parçasmm

1 Г Пuzunluğu a = —  olduqda uyğun bucağm a  = arccos —
2  p  I, 2  p )

triyeksiyası məsslənin pərgar və xstkeşm köməyi i!ə həll etmok 

olmaz.

2. Kubun ikiləşməsi məsələsi: Həcmi veribn kubun 

həcmindən iki dəfə böyük olan kubun tilini qurun.

Fərz edək ki, a veribn kubun tili, x  iso axtarılan ku­

bun tilidir. M əsəbnin şərtinə görə

X3 = 2 a 3
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Veribn kubun tilini vahid parça olaraq qəbul etsək, 

' ' 2 = 0 təııliyini alarıq. Bu tənliyin kökünü də sonlu sayda

I и sab əməlbri və kvadrat kökalma əməli vasitəsi ib  rasionral 

"Ullərlə ifadə etmək olmaz. Deməli, kubun ikibşməsi məsələ- 

liıti pərgar və xətkeş vasitəsilə həll etmək olmaz.

3. Çevrənin düzləndirilrnəsi məsələsi. Uzunluğu veri-

1.41 çevrənin uzuniuğuna bərabər olan parça qurun. Əgər həmin

• rvrənin radiusunu vahid parça qəbul etsək, onda məsələnin 

Inlli e vahid parçası verildikdə uzunluğu x = 2n  olan x 

l»iiıçasının qurulmasma gətirilir.

Cəbr kursundan məlumdur ki, R həqiqi ədədlər çoxlu- 

p.ıı, cəbri və transendent ədədlərdən ibarət iki sinfə bölünür.

• )msalları rasional ədədlər olan çoxhədlinin kökü olan həqiqi 

ulndlərə cəbri, qalan həqiqi ədədbrə isə transendent ədədlər

• lı-yilir. Нәг bir m (m e Z , n e  N )  rasional ədədi m x - n  çox-
n

lı.xllisinin kökü olur. Deməli, bütün rasional ədədlər cəbri 

.нЫ brdirlər.

Yuxarıda qeyd etdiyimiz teorembrə əsasən uzunluqlara 

ı.ıın ədədlərb ifadə olunan parçalarm köməyi ib  yalnız о par- 

ı.üları pərgar və xətkeşb qurmaq olar ki, onların uzunluqlarmı 

veribn parçalarm uzunluqları ilə kvadrat kökalma və hesab
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əməllərini sonlu sayda yerinə yetirməklə almaq olsun. Başqa 

sözlə, onların uzunluqları hökmən cəbri ədəd olmalıdır.

Lakin 1882-ci ildə Lindemani tərəfindən isbat olunmuş- 

dur ki, тс ədədi transendent ədəddir. Deməli, uzunluğu лг-уә 

bərabər olan parçanı pərgar və xətkeş vasitəsi ilə qurmaq 

olmaz.

4. Dairənin kvadraturası məsələsi. Sahəsi verilən 

dairənin sahəsinə bərabər olan kvadrat qurun.

Əgər r verilən dairənin radiusudursa, onda axtarılan 

kvadratın jc tərəfı üçün x 2 =7rr2 şərti ödənməlidir. y  = n r

olarsa, onda x = J y r  olar. Deməli, uzunluğu у  = n r  olan par-

çanı qurmaq tələb olunur. r = 1 olarsa uzunluğu п  -yə bərabər 

olan parçanm pərgar və xətkeşin köməyi ilə qurula bilən o- 

lmamasını yuxarıda qeyd etmişik.

Deməli, dairənin kvadraturası məsələsi də pərgar və 

xətkeşlə həll olunmur.
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II Ғ Ә S İ L 

PROYEKTİV FƏZA 

§9. Mərkəzi proyektləndirmə

Proyektiv həndəsə XIX əsrin birinci yarısmda Fransada 

. ıiiinmışdır. Bu elmin yaranması fransız riyaziyyatçısı Pon- 

м Ifiıin (1788-1867) adı ilə bağlıdır.

£ 3Evklid fəzasında iki сг və n  müstəvilərini və bıı

• ııiHtəvilərdən heç birinin üzərində olmayan О nöqtəsini gö- 

ннлк. к  müstəvisinin ixtiyari M  nöqtəsinə <т müstəvisinin eiə 

t I nöqtəsini qarşı qoyaq ki, M '  = ОМ  П <J. М'  nöqtəsinə 

\l ııöqtəsinin О mərkəzindən proyeksiyası deyilir.

Bu qayda ilə n  müstəvisinin 

lı.ıı bir nöqtəsinə о  müstəvisinin 

HllUyyən bir nöqtəsini qarşı qoy- 

ııiiiqla n  və cr müstəvilərinin nöq- 

I »bri arasında müəyyən uyğunluq 

Bİıirıq.

Şəkil 30.

Bu uyğunluğa n  müstəvisinin сғ müstəvisinə О mərkə- 

/iııdən mərkəzi proyektləndirilməsi deyilir.
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л  müstəvisi üzərində yerbşən Ф fıqurunun bütün nöq- 

tələrinin О mərkəzindən proyeksiyaları çoxluğuna Ф fıqu- 

runun proyeksiyası deyilir və Ф' ib  işarə olunur.

Proyeksiya mərkəzini və cr müstəvisinin vəziyyətini 

dəyişməklə eyni Ф fıqurunun müxtəlif Ф 'proyeksiyalarını 

alarıq. Mərkəzi proyektləndirmədə fıqurun bir çox xassəbri 

təhrif  olunur: parçanm uzunluğu və bucağın qiyməti dəyişir;

paralel düz xətbrin proyeksiyaları kəsişən düz xətbr, parale- 

loqramın proyeksiyası ixtiyari düzbucaqlı ola bilir.

Şəkil 31. Şəkil 32.

Bundan başqa mərkəzi proyektbndirmədə В e n  nöq- 

təsi üçün OB\\(jolarsa i?nöqtəsinin crmüstəvisi iizərində pro- 

yeksiyası yoxdur (Şəkil 31). parçasının В nöqtəsindən 

fərqli nöqtəbri çoxluğu h' şüasına keçəcək. Mərkəzi proyekt-

78



I 'iıdirmədə çevrəniıı proyeksiyası olaraq ellips, parabola və ya 

iiipcrbola almaq olar və s.

Lakin mərkəzi proyektləndirmədə Ф fıqurunun bir sıra 

r.sobri saxlanılır. Bu xassəbrə həndəsi fiqurun proyektiv 

».гssələri deyilir. Belə xassəbrə misal olaraq bir düz xətt 

н/.M İndə yerbşən nöqtələrin bir düz xətt üzərində yerləşən 

nılqtələrə keçməsini, ikitərtibli düz xətt üzərində yerləşən 

ınlqtəbrin, yenə də ikitərtibli xətt üzərində yerbşən nöqtələrə 

I « vməsini göstərmək olar.

Lakin qeyd etmək lazımdır ki, üç nöqtədən birinin digər 

il isi arasmda olması xassəsi, (şəkil 3), parçaların uzunluğu, 

İMicaqlarm ölçüsü kimi metrik xassələr də proyektiv xassəbr 

'lryilbr. Paralellik də proyektiv xassə deyil.

§10. Proyektiv həndəsənin yaranması 

Proyektiv həndəsə elminin yaranmasında qeyri -məx- 

ıısi (sonsuz uzaqlaşmış) həndəsi elementbr anlayışının daxil 

■ dilməsi mühüm rol oynamışdır.

n  müstəvisinin a  müstəvisinə Onöqtəsindən /  pro- 

\cktbndirilməsinə baxaq. Əgər <j  və ^m üstəvibri paralel 

ularlarsa, onda /  л  müstəvisinin a  müstəvisinə qarşılıqlı bir- 

qiymətli inikası olacaq.

Lakin 7г müstəvisi ib  а  müstəvisi paralel olmazlarsa, 

onda /  inikasi qarşılıqlı birqiymətli inikas olmaz. Р е л -nöq-
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təsi üçün OP II <j  olarsa, onda onun cr müstəvisi üzərində 

obrazi yoxdur (Şəkil 33).

Digər tərəfdən Q! ест nöqtəsi üçün 

OQ' II я  olarsa, onda Q’ nöqtəsinin

n  müstəvisi üzərində proobrazı 

yoxdur, yəni /  inikasında 

Q' nöqtəsi n  müstəvisi üzərində 

yerləşən heç bir nöqtənin obrazı 

deyil.

Şəkii 33.

Mərkəzi proyektləndirməni qarşılıqlı birqiymətli 

inikasa çevirmək üçün belə edirlər: Еъ fəzasında hər bir düz

xəttə xəyalən bir sonsuz uzaqlaşmış nöqtə əlavə olunur, bu 

nöqtəyə qeyri -  məxsusi nöqtə deyilir. Paralel düz xətlərə əlavə 

olunan (qeri - məxsusi) nöqtələr eyni hesab olunur, paralel 

olmayan düz xətlərə əlavə olunan qeyri -məxsusi nöqtələr isə 

müxtəlif hesab olunurlar.

Еъ fəzasınm adi nöqtələrini məxsusi nöqtələr adlandıra-

cağıq. Qeyri -məxsusi nöqtə əlavə olunmuş düz xəttə genişlən- 

miş düz xətt deyəcəyik.

Əgər genişlənmiş düz xətt hər hansı müstəvi üzərində 

yerləşirsə, hesab edəcəyik ki, onun qeyri -məxsusi nöqtəsi də
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Ii-imm müstəvidə yerləşir. Bu halda həmin müstəviyə geniş- 

bıımiş müstəvi deyəcəyik. Daha sonra şərtləşək ki, müstəvinin 

htltün qeyri -məxsusi nöqtələri bir düz xətt əmələ gətirir. 

I bmin düz xəttə qeri -məxsusi düz xətt deycəyik.

Deməli, genişbnmiş müstəvi adi müstəviyə qeyri -  

məxsusi düz xətti əlavə etm əkb alınır.

Analoji olaraq, E3 fəzasında qeyri -  məxsusi nöqtələrin

bir qeyri -məxsusi müstəvi ərnələ gətirdiyini şərtbşərək, Ег

Ibzasına qeyri -  məxsusi müstəvini əlavə etməklə, genişbnmiş 

£ 3 fəzasını alarıq.

Bu şərtbşm əbrdən bir sıra maraqlı nəticəbr alınır. 

( )nlardan bəzibrini qeyd edək.

a) Genişbnmiş müstəvi üzərində yerbşən ixtiyari iki 

diix xəttin ortaq nöqtəsi (məxsusi və ya qeyri - məxsusi) vardır.

Bu hökm bizim şərtləşmələrdən birbaşa alımr.

b) Genişbnmiş müstəvi üzərində yerləşməyən geniş- 

bnmiş düz xəttin həmin miistəvi ilə ortaq nöqtəsi (məxsusi və 

ya qeyri - məxsusi) vardır.

İsbatı. Tutaq ki, n  genişbnmiş müstəvi, a genişbnmiş 

düz xətdir. Əgər a düz xətti n  müstəvisinə paralel deyilsə, 

oııda onlar ortaq məxsusi nöqtəyə maldikdirbr. Bu nöqtə 

genişbnmiş müstəvi ilə genişlənmiş düz xəttin ortaq nöqtəsi 

olar.
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Əgər a düz xətti n  miistəvisinə paraleldirsə, onda я  

müstəvisi üzərində heç olmazsa, bir dənə b düz xətti var ki, bu 

düz xətt a düz xəttinə paralel olar. a və һ düz xətləri paralel 

olduqlarmdan, genişlənmiş a və b düz xətlərinin qeyri -  

məxsusi nöqtələri eynidir. b genişlənmiş düz xəttinin qeyri -  

məxsusi nöqtəsi isə я  müstəvisinə aiddir. Deməli, a 

genişlənmiş düz xətti ib  я  genişlənmiş müstəvinin bir qeyri- 

məxsusi ortaq nöqtəsi vardır.

Analoji olaraq, isbat etmək olar ki,

с) İxtiyari iki genişlənmiş müstəvinin ortaq genişlənmiş 

düz xətti (məxsusi və ya qeyri - məxsusi) vardır.

Beləliklə, E3 Evklid fəzasını qeyri-məxsusi nöqtələrlə

genişləndirdikdə, mərkəzi proyektləndirmə ixtiyari iki л  və <т 

müstəvisi arasmda qarşılıqlı birqiymətli uyğunluğa çevrilir. Bu 

uyğunluqda məxsusi nöqtələr qeyri-məxsusi nöqtələrə və 

tərsinə keçə bilərbr.

Bu səbəbdən də, məxsusi nöqtələrb, qeyri -məxsusi 

nöqtələrin heç bir fərqli proyektiv xassəbri yoxdur.

Proyektiv həndəsədə məxsusi və qeyri -  məxsusi nöq» 

təb r arasında heç bir fərq olmadığından, onlar eyni hüquqiu 

hesab edilirbr.

Qeyd etmək lazımdır ki, eyni qayda ib  A3 -ölçülü afln 

fəzasını da genişbnmiş afın fəzasına çevirmək olar.
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Biz proyektiv həndəsənin Veyl aksiomatikasmm 

I -iinyi ilə xətti cəbrin üsulları ilə öyrənəcəyik. Çünki Veyl ak-

 ları vektor cəbrinin anlayışlarından istifadə edilməklə

tind.ı olunurİar.

Iı.ülü V vektor fəzası verilir. F 'ilə fəzan ın  VI  vektorlan

«»4 İuğunu işarə edək. Нәг hansı boş olmayan ^çoxluğu üçün 

f.ıtğıdakı iki şərti (aksiomu) ödəyən /  : V -»  Pinikası varsa, 

• tıuia P çoxiuğuna V vektor fəzasının doğurduğu л -ölçülü 

pıoyektiv fəza deyilir.

I. /  : V ’ -> P süryektivdir, yəni P çoxluğunun һәг bir

ılöqtəsi müəyyən bir x e V vektorunun obrazıdır.
—> —>  —> —>

II. İxtiyari x , y  g K'vektorları üçün f ( x )  = f ( y )  bəra-

— —>

lorliyi yalnız və yalmz x  və ^vektorları kolleniar olduqda 

doğrudur.

P çoxluğunun elementlərinə proyektiv fəzanın nöq- 

ı.>lori deyilir və latın əlifbasının baş hərfləri A, B, 

vo s. işarə edilir.

§11. Proyektiv fəzanın Veyl aksiomları.

Tutaq ki, bizə hər hansı К  meydam üzərində (я + l)
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Əgər f ( x )  = X  olarsa, deyəcəyik ki, x  vektoru X

nöqtəsini doğurur. II aksiomdan alınır ki, V vektor fəzasının P 

proyektiv fəzasmın eyni bir nöqtəsini doğuran bütün vektorları 

çoxluğu, sıfır vektoru istisna olmaqla, birölçülü altfəzadır. 

Kolleniar olmayan vektorlar isə müxtəlif nöqtələri doğururlar.

Bu səbəbdən də Ä^meydanı sıfır xarakteristikalı mey- 

dan (sonsuz sayda elementi olan meydan) olduqda, P 

proyektiv fəzası da sonsuz sayda nöqtəyə malikdir. К  meydam 

sonlu meydan olduqda isə P proyektiv fəzada da sonlu sayda 

nöqtə olar.

Şərtləşək ki, bundan sonra biz yalmz R həqiqi ədədlər 

meydanı üzərində olan V vektor fəzalarm doğruluğu proyektiv 

fəzalara baxacağıq.

Tutaq ki, P üçölçülü proyektiv fəzadır. Onda 

P fəzasını doğuran V vektor fəzası dördölçülü olacaq.

Dördölçülü V vektor fəzanın üçölçülü L3 alt vektor 

fəzasmm doğruluğu bütün nöqtələr çoxluğuna P fəzasında 

proyektiv müstəvi, L2 alt ikiölçülü fəzasmm doğurduğu 

nöqtələr çoxluğu isə proyektiv düz xətt adlamr. Lx birölçülü 

altfəzasının doğurduğu çoxluğun isə nöqtə olduğunu demişdik. 

L2 və L3 alt vektor fəzalarında cüt -cüt kolleniar olmayan 

sonsuz sayda vektorlar olduğundan, proyektiv düz xətt və
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I м oyektiv müstəvi üzərində sonsuz sayda nöqtə vardır.

Üçölçülü proyektiv fəzada bir proyektiv düz xətt üzə- 

liıulə olmayan üç nöqtənin, bir proyektiv müstəvi üzərində

• ılıııayan dörd nöqtənin varlığını göstərmək olar.

Doğrudan da, P üçölçülü proyektiv fəzanı doğuran

• UVrdölçülü V vektor fəzasında, onun bazisi olan dörd
• —► —> —>

./. b, c, d  vektorları vardır. Bu vektorların doğruluğu dörd 

I, В, С və D nöqtələri bir proyektiv müstəvi üzərində

• lcyillər. Bundan başqa onlardan istəniiən üç dənəsi bir pro- 

\ rktiv düz xətt üzərində ola bilməzlər.

Bunu isbat edək. Əksini fərz edək. A, B, və С nöq-

ı.ıləri bir proyektiv düz xəttə aiddirlər. Onda bu nöqtələri do-
—> —>  —>

ftııran a, b9 və с vektorları ikiölçülü L2 vektor fəzasına

—у —> —>

dııxildirlər. Bu isə a, b, və с vektorlarının xətti asılı 

olmadıqlanna ziddir.

Isbat edəcəyimiz aşağıdakı xassələr üçölçülü proyektiv fə- 

/ımın, proyektiv müstəvinin və proyektiv düz xəttin təriflndən 

ıdıtur.

Xassə 1. İstənilən iki A və В nöqtələrindən yalnız və 

ynlnız bir proyektiv düz xətt keçir.
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İsbaü. Fərz edək ki, a və b vektorları A və
—> —>

В nöqtələrini doğururlar. Onda ö v ə  b vektorları kolleniar ola
—>  —> —> 

bilməzlər. Deməli, j v ə  b vektorlarmın doğruluğu Ц я , b)

—> —>

vektor fəzası ikiölçülü vektor altfəzasıdır, L (a , 6) altfəzası 

miiəyyən bir t  proyektiv düz xəttini doğurıır. A və 

£  nöqtələrininin һәг ikisi t  proyektiv düz xəttinin üzərində 

olacaq.

İndi göstərək ki, A və В nöqtələrindən keçən yeganə 

proyektiv düz xətdir. Əgər i '  A və В nöqtələrindən keçən 

başqa bir düz xətt, £ 2  isə bu düz xətti doğuran altfəza olarsa,

onda a & L2 və b e L2 olar. Onda I ( a ,  &) və L2 altfəzaları

üst-üstə düşəcəklər. Deməli. ^və £ d ü z  xətləri də üst -üstə 

düşəcəklər.

Xassə isbat olundu.

Analoji olaraq aşağıdakı xassəni də isbat etmək olar. 

Xassa 2. Üçölçülü proyektiv fəzada bir proyektiv düz 

xətt üzərində olmayan üç nöqtədən yalnız və yalmz bir pro­

yektiv müstəvi keçir.

Xassə 3. Əgər iki A və 5m üxtəlif nöqtələri n  

proyektiv müstəvisinə aiddirsə, onda bu nöqtələrdən keçən 

AB düz xətti də тс müstəvisinə aiddir.
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İsbatı. Fərz edək ki, n  proyektiv müstəvisinin doğuranı

!< ii'.t'Hçülü vektor fəzasıdır, A və В nöqtələrinin doğuranları
% - >

I - * ./ və b vektorlarıdır.
—У —>

L(a, b ) ikiölçülü vektor fəzası AB düz xəttinin doğu-

—> —> —> —►
«ни olacaq. a e W ,  b e W  olduğundan L(a, b) a  W olar.

I чһк| ki, M nöqtəsi AB düz xəttinin ixtiyari nöqtəsi, 

< ' < ktoru isə M nöqtəsinin doğuranıdır.

w f n olur.

Xassə isbat olundu.

Xassə 4. Bir proyektiv miistəvi üzərində yerləşən iki 

I - и n cktiv düz xətt kəsişir.

İsbatı. Fərz edək ki, a və b düz xətləri a  müstəvisi 

■ i ıriııdə yerləşən ixtiyari iki proyektiv düz xətdirlər. L2, t 2 və

ч \cktor fəzaları uyğun olaraq bu proyektiv düz xətləri və a  

• Mii’.ı.ıvisini doğuran altfəzalardırlar. a a  a  və b a c r  olduğu 

IHln L2 clW  və L2 czW olar. I 2və £ 2 fəzaları W üçölçülü 

• I lor fəzasmm müxtəlif ikiölçülü vektor altfəzaları 

"MiK|larından, cəbrdən məlum olan teoremə əsasən Z,2və t 2 

1 • ılnrınm birölçülü ortaq altfəzaları vardır. Həmin birölçülü

m e W  olar. Buradan çıxır ki,
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altfəzanın doğurduğu nöqtə isə övə b proyektiv düz xətlərinin 

ortaq nöqtəsi olar. Xassə isbat olundu.

XassəS. Üçölçülü proyektiv fəzada ixtiyari proyektiv 

müstəvi ilə, onun üzərində yerləşməyən proyektiv düz xəttin 

yalnız və yalnız bir ortaq nöqtəsi vardır.

Xassə 6. Üçölçülü proyektiv fəzada ixtiyari iki müx- 

təlif proyektiv müstəvinin, onların ortaq nöqtələrindən ibarət 

olan yalnız və yalnız bir ortaq düz xətti vardır.

5-ci və 6 -cı xassələrin isbatı oxucuya tapşırılır.

§12. Proyektiv müstəvi və proyektiv düz xətt üzərində 

proyektiv koordinat sistemi

Tərif 1. Tutaq ki, n(n>  2) ölçülü proyektiv fəzada

Вх, B2,...,Bk (Ä:>3)kimi ATnöqtə verilrnişdir. Əgər bu 

nöqtəbrin istənilən 3-ü bir proyektiv düz xətt üzərində 

yerləşmirsə, onda deyirlər ki, Bl, B 2,...,Bk nöqtələri ümumi 

vəziyyətdədirlər.

Tərif 2. о  proyektiv müstəvisində ümumi vəziyyətdə 

olan, nizamlanmış A]A2,A3,E  nöqtələri sisteminə proyektiv

reper və ya proyektiv müstəvidə proyektiv koordinat sistemi 

deyilir, R = ( A {, A2, A3 E) ilə işarə edilir.



А1,А2,А3, nöqtələrinə reperin təpə nöqtələri, £nöq-

III.) reperin vahid nöqtəsi, AlA2, A2A3, AXA3 düz xətlərinə isə 

I •»'»ıclinat düz xətləri deyilir.

Əgər reperin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini
—)  —у —^ —> —> —> —► —►

• 1оДпгап ax,a2 a3 və e vektorları ax,-fa2 + a3 — e şərtini ödə-

m.ıklə seçiliblərsə, onda av a2 a3, e vektorları sisteminə 

H (Лх, А 2, А 3 E) reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi

• I f y i l i r .

Göstərək ki, verilmiş reperə nəzərən əlaqəli vektorlar
—> —^ —>■ —>

ıiıtcmi həmişə vardır. b{,b2 b3, e vektorları uyğun olaraq

I, /l2,A3, və E  nöqtələrini doğuran vektorlar olsunlar.

/, \ 2, A3, nöqtələri bir proyektiv düz xətt üzərində olmadıq-

—>  - >

lnflııdan, 6 , , 6 2 və 6 3 vektorları bir ikiölçülü vektor fəzaya aid 

olıt bilməzlər.
—̂  - >  —>

Deməli, 6 ,,6 2 b3 vektorları komplonar olmadıqlarm-

tlnıı, onları <j proyektiv müstəvisini doğuran üçölçülü vektor 

ı,»/,anın bazis vektorları kimi qəbul edə bilərik. Onda heç 

"Imazsa biri sıfırdan fərqli olan Л], Л2, Л3 həqiqi ədədləri var

kt,
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в — A] bx + Л̂  b2 + Л̂  b3 (2 )

—V —У —У —> —^  —>

ц  = Я,6 15 а2 =Л2Ь2, а3 = Л3Ь3 vektorları da А} A2iA3, nöq-

tələrini doğururlar.

Beləliklə, biz A]A2,A3, E  nöqtələrini doğuran və (1)

şərtini ödəyən a},a2 a3,e vektorlar sistemini aldıq.

Əgər Л sıfırdan fərqli һәг hansı həqiqi ədəd olarsa, (1) 

bərabərliyinin һәг tərəfini Л -ya vurmaqla

\  я, + Лј a2+ Л3 a3 = Л e

bərabərliyini alarıq. Ла{,Ла2 Ла3, Л г vektorları sistemi də R

reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi olar. Buradan çıxır 

ki, verilmiş reperə nəzərən sonsuz sayda əlaqəli vektorlar 

sistemi vardır.
—> —> —> —> —> —> —>

Teorem 1. Əgər av a2 a3, e və a[,a2 a'3,e '  vektorlar

sisteminin hər biri R = (Al t A2, Ax E ) reperinə nəzərən əlaqəli

vektorlar sistemi isə onda elə Л ф  0 həqiqi ədədi var ki,

ax = Лах, a2 = Ла2, а3 =Ла3, = (3)

olur.

90



İsbaü. a\ və ax vektorları eyni bir A} nöqtəsini doğur-

—^ * 4

(lııqlarından elə bir Я, Ф 0 həqiqi ədədi var ki, ax =Л1а1 . 

Analoji olaraq elə Л2 Ф О, Я3 Ф О, Я4 ^  О həqiqi ədədləri var

-> -* ->■ 
kı, ct2 —  Л2 a2ш, cı3 — cı3> e — Я4 @ ,

й ] ,й 2 а'з, e vektorları 7? reperinə nəzərən əlaqəli vek-

lorlar sistemi olduqlarından <2 ı+ ,a 2 + ö 3 = e  bərabərliyindən

—> —> —> —►

Я, ax + Л̂  a2 + Л3 аъ =Л4 е bərabərliyini alarıq. Axırıncı bəra-

bərliyin һәг tərəfini Л4- ə bölsək

Л /L “*■ Я, -* -* ...
3 а | + "? 'а 2 + 3 а3 = e (4)/Ц /ı̂

iilarıq.

—► —> —>

öj,ö 2 öf3 vektorları proyektiv müstəvini doğuran üçöi- 

VÜİÜ vektor fəzanın bazis vektorları olduqlarmdan,

-4
с vektorunun bu bazis vektorların üzrə ayrılışı yeganədir. 

( )nda (4) və (1) bərabərliklərindən alarıq ki,

İL  = 1, İ 1  = 1, A  = İJ 
я 4 л4 я 4

Я, = Я2 = Я3 = Я4 alimr. Bununla da (3) bərabərliklərinin doğ- 

ıııluğu isbat olundu.
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İndi də, proyektiv müstəvi üzərində verilmiş proyektiv 

koordinat sistemində nöqtənin koordinatı anlayışını verək.

Fərz edək ki, X  nöqtəsi proyektiv müstəvinin ixtiyari 

nöqtəsidir. Bu müstəvi üzərində R = (Л,, Ä2, A3, E)  proyektiv

—>

reperi verilmişdir. X  nöqtəsini doğuran ixtiyari x  vektoruna 

və R reperinə nəzərən nəzərən əlaqəli ax, a 2,a3, e  vektorlar

sisteminə baxaq. a l9 a2,a2 vektorlarını cr müstəvisini doğuran

- >

üçölçülü V vektor fəzasının bazis vektorları qəbul edək. x 

vektorunun bu bazisə üzrə ayrılışını yazaq.

x =x]a[+x2a2+x3a3 (5)

Мйэууэп nizamla götürülmüş x,, x2 ,x 3 ədədlərinə X  

nöqtəsinin R reperində proyektiv koordinatları deyilir, 

X ( x , , x 2, x , )  və ya X ( x n x2, x3)R kimi işarə edilir. Xj-ə X

nöqtəsinin birinci, x 2 -yə ikinci, x3ə isə üçüncü proyektiv koor-

—У

dinatı deyilir. x ф 0  olduğundan jc, , x2 və хз koordinatlarınm

üçü də birdən sıfra bərabər ola bilməz.

Qeyd etmək lazımdır ki, X  nöqtəsinin koordinatları bu
—>

nöqtəni doğuran x vektorunun seçilməşindən və R reperinə
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ıu/огәп əlaqəli a2,a3, e vektorlarınm seçilməsindən

rtılıdır. Bu asılılığm xarakterini aydınlaşdıraq. Tutaq ki,
• ► ->

(i?, a3, e vektorları R reperinə nəzərən başqa əlaqəli

' ktorlar sistemidir. x isə X  nöqtəsini doğuran başqa bir

< ktordur. x və x vektorları eyni bir nöqtəni doğurduq-

lıırından olduqlarmdan elə ju * 0  həqiqi ədədi var ki, x =jux  

'ilııı . Bundan qabaq isbat etdiyimiz teoremə görə elə Л ф 0

lıaqiqi ədədi var ki, a, = Ла}, a2 = Ла2, a3 = Ла3 

\ ııöqtəsinin yeni seçilmiş əlaqəli vektorlar sisteminə nəzərən 

(vj, xj, ЛС3 ,) olsun. Onda

—> —> —> —>

x = x l al + x2 a2 + x3 a3

Yııxarıda deyilənləri bu bərabərlikdə nəzərə alsaq

nlıırıq:

- >  ->  - »  ->

/дс = x ^ ö , + x2 Яя2 + х3 Я а3

Bu bərabərliyin һәг tərəfmi ju ədədinə bölsək

-» я  • Л • я  . ■*
x = — x, fl, + — x2 a2 + — x3 a3 (6 )

p  Ц JU

Bu bərabərliyi (5) bərabərliyi tutuşduraq.



А > А А • X _
х, = — х,, х2 = — х2, х3 = — х3, — ^ 0

м м И ' м

alarıq.

Beləliklə, alırıq ki, proyektiv müstəvidə verilmiş 

proyektiv reperə nəzərən müstəvinin hər bir nöqtəsinin 

koordinatları sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin edilir.

Yəni əgər (Хј,х2 , х 3) ədədləri (x ,,x 2, x3) ədədlərinin 

üçü də birdən sıfır deyil) hər hansı bir nöqtənin 

R = (A19 A2, A3, E)  reperində koordinatlandırsa, onda ixtiyari

A0 ədədi üçün (Aqxv Â x2İ AqX3)nizamlı ədədləri də həmin 

noqtənin R = (А]у A2, A3, E)  reperinə nəzərən koordinatları 

dır.

R = (Ax, A2, A3, E ) reperinin təpə nöqtələrinin və va­

hid nöqtəsinin bu reperə nəzərərı koordinatları 

4 (1 , 0, 0), Л2(0,1, 0), A3(0, 0,1), E(  1,1,1) olar.

Teorem 2. Əgər a  proyektiv müstəvisində X  e  а  

nöqtəsinin R reperinə nəzərən koordinatları (x l5 x2, x3)

—> —У —> —У
olarsa, я , , а2, а3, £ vektorları R reperinə nəzərən ədaqəli

vektorlar sistemidirsə, onda у  -  x, ö, + x2 a2 + x 3 a3 vketoru 

da X  nöqtəsini doğurur.
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İsbatı. Əgər (x19 x2, x3) ədədləri X  ecr  nöqtəsinin R 

ıcperində koordinatlarıdırsa, onda R reperinə nəzərən əlaqəli
> —у —У —> —У —У —У —У

<ın a2,a3, e  vektorlar sistemi var ki, x =xlal+x2a2+x3a3 

vektoru X  nöqtəsini doğurur. 1-ci teoremə əsasən elə А Ф О

hoqiqi ədədi var ki, a } = Лах, a2 = Ла2, a3 = Ла3 , e = Ле . 

( )nda

у  = x t a} + x 2 a2 + Xj a} = x xA a x + x 2Aa2 + x 3A a3 =

- A x= A\ x, ax + x 2 a2 + x3 a3

Denıəli, у  = Л х .  Bu isə о deməkdir ki, у  vektoru da 

X  nöqtəsini doğurur. Teorem isbat olundu.

Teorem 3. Proyektiv müstəvidə R reperində koordinat- 

ları ilə verilmiş

X ( x , , x 2, x 3), Ү(У„У 2 ,У3\  Z ( z , , z 2, z 3)

ııöqtələrinin bir düz xətt üzərində olması üçün zəruri və kafı 

şərt

(*)
*1  У\ zı 
* 2 y 2 z 2

x3 y 3 z3
= 0  olmasıdır.
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İsbatı: Tutaq ki, ax, a 2,a3, e  vektorları R reperinə 

nəzərən əlaqəli vektorlar sistemidir.

Onda 2-ci teoremə əsasən х =xxax+x2a2+x3a3,

- >  - »  - >  - »  - >  - >  - >  

jy z =z 1üf1+ z 2 a 2 + z 3 ür3 vektorları uyğun

—» -*>

olaraq А", Г və Z nöqtələrini doğururlar. Üç x, у  və z 

vektorlarınm komplanar olması üçün onlarm xətti asılı olmaları 

zəruri və kafı şərtdir. Üç vektorun komplanarlığı şərti isə məhz 

(*) bərabərliyinin ödənməsidir. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdən aşağıdakı nəticə çıxır.

Nəticə. Proyektiv müstəvidə R = (Ax, A2, A3, E ) repe-

rində koordinatları ilə verilmiş X ( x x, x 2, jc3) nöqtəsinin AXA2 

koordinat düz xətti üzərində olması üçün zəruri və kafi şərt 

* 3  = 0 olması, Ax A3 koordinat düz xətti üzərində olması üçün

zəruri kafı şərt x2 = 0olması, A2A3 koordinat düz xətti üzə- 

rində olması üçün zəruri və kafı şərt лг, = 0  olmasıdır.

İndi də proyektiv müstəvidə koordinat sisteminin təri- 

finə analoji olaraq proyektiv düz xətt üzərində koordinat 

sisteminə tərif verək.

Tərif 3. Proyektiv düz xəttin müəyyən nizamla götürül- 

müş üç müxtəlif Ax, A2, E  nöqtələri sisteminə proyektiv düz
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oil üzərində proyektiv reper deyilir və R = ( A Xi A2, E) ilo 

ışarə edilir. A}, Л2 nöqtələrinə reperin nöqtələri, E nöqtəsinə 

iso vahid nöqtə deyilir.

A]t A2, E  nöqtələrini doğuran я ,, a2, e vektorlari

► —>
п{ \-а2 =e şərtini ödədikdə onlara R reperinə nəzorən əlaqəli 

vektorlar sistemi deyilir. Proyektiv müstəvidə olduğu kimi, 

r;hat etmək olur ki, Äreperinə nəzərən əlaqəli sistemi sonsuz

suydadır. Əgər , a2, e və a\, a2, e vektorlari R reperinə

ııozərən iki əlaqəli vektorlar sistemi iso elo Я Ф 0 hoqiqi ododi

—» - >  —»  —> —»

varki, ax = Яя,, а2 = Х а 2, e' = Xe  olur.

Üzərində R = ( A }, A 2, E)  reperi verilmiş I  diiz

ч ottinin hər hansı X  nöqtəsini götürək.
— У

X  ııöqtəsini doğuran hər hansı x  vektorunu vo

/vreperinə nəzərən əlaqəli a{, a 2, e vektorlar sistemini qeyd 

edok. t  düz xəttini doğuran L ikiölçülü fəzanın bazis
— У — У

vektorlari uyğun olaraq я , , а2 vektorlarını qəbul edək.

► —У —У

х vektorunun а х və а2 bazis vektorlari üzrə ayrılışmı

► —У —У
х = Xj ах + х 2 а2 . yazaq. Onda nizamla götürülmüş x x, x2
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ədədlərinə X  nöqtəsinin koordinatiarı deyilir və X ( x l9 x 2) ilə 

işarə olunur. Proyektiv müstəvidə olduğu kimi, proyektiv düz 

xətt üzərində də nöqtənin proyektiv koordinatları sabit vuruq 

dəqiqliyi ilə təyin olunur.

R = (Aj, A2, Б)  reperində təpə nöqtələrin və vahid 

nöqtənin koordinatları >4, АО), Л2(0, 1) və £(1,1) olur.

§13. Proyektiv müstəvidə verilmiş reperin koordinat diiz 

xətləri üzərində əmələ gətirdiyi reperlər

cr proyektiv müstəvisində R = (A1>A2, E)  proyektiv 

reperinə və A3 nöqtəsindən fərqli ixtiyari X  nöqtəsinə baxaq. 

AxA2 koordinat düz xətti ilə A3X  düz xəttinin kəsişmə nöq- 

təsini X 3 ilə işarə edək.

(Şəkil 34.)

X 3 nöqtəsinə A3

mərkəzindən X  nöqtəsi- 

nin AxA2 düz xətti üzərin-

də proyeksiyası deyilir.

А] A2 düz xəttinin nöqtələ-

rinin А}А2 üzərindəki 

proyeksiyalar о nöqtələrin 

özlərilə üst-üstə düşür. Şəkil 34.
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Е  nöqtəsinin А3 mərkəzindən А}А2 koordinat düz 

ч otti üzərində proyeksiyasmı E3 ilə işarə edək. Reperin tərifınə 

KÖrə £ 3nöqtəsi A} və A2 nöqtələri ilə üst-üstə düşə bilməz. 

Iluna görə də Al t A2, E 3 nöqtələri AXA2 düz xətti üzərində 

I eper эшэ1э gətirir. Onu R3 ilə işarə edək: R3 = (^ ,, A2, E3)

Analoji qayda ilə R2 =(Av A3, E 2) və 

A', = (A2, А3, E j ) reperlərini də təyin etmək olar.

Deməli, proyektiv müstəvi üzərində verilmiş 

r =(a „ a 2, a 3 e ) reperi AlA2, A1A3, A2A3 koordinat düz

xotti üzərində uyğun olaraq R3 = {Аи A2, E3),

lt2 ~{Av A3, E 2), R{ = (Л2, A3, Ex) reperlorini əmələ gətirir.

İndi isə X  nöqtəsinin R reperindəki koordinatları ilə 

oııun koordinat düz xətləri üzərindəki proyeksiyalarının koordi- 

ııalları arasındakı əlaqəni göstərən teoremi isbat edək.

Teorem. Proyektiv müstəvidə R = (A1, A 2, A 3 E)

rcperi verilərsə, bu reperə nəzərən (x,, x2, x3) koordinatlarına 

malik olan və A3 nöqtəsindən fərqli olan X  nöqtəsinin A3 

morkəzindən AjA2 koordinat düz xətti üzərindəki X 3 proyek- 

• iyası R3 ={Ax, A2, E3) reperində (x ,,x 2)) koordinatlarma ma- 

likdir.
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İsbatı. Əgər X 3 nöqtəsinin R reperindəki koordinatları 

(У\, у 2 , у ъ) olarsa, X 3 e  Ax A2 olduğundan .Уз^О olar. 

Х 3( у \ , у 2, 0) olar. X,  X 3 və A 3 nöqtəbri bir düz xətt 

tizərində olduqlarmdan A2A3 koordinat düz xəttindəki X x 

proyeksiyasi

Xj У\ 0

0 = 0  və ya
x, У\

x 2 У2
1

У 2x3 0

olar.

Axırıncı bərabərlik onu göstərir ki, x, və x2 ədədbri y x 

və у 2 ədədləri ib  mütənasibdirbr. Yəni R reperində X 3 nöq- 

təsinin koordinatları X 3(xx, x2, 0) olar.

Analoji qayda ilə E, E3, A3 nöqtəbri bir düz xətt 

üzərində olduqlarmdan, alırıq ki, R reperində E3( 1, 1, 0) olur.

ax, a2, a3, e vektorlari 7?reperinə nəzərən əlaqəli

vektorlar sistemi olsun.

Bu bərabərlikbrin birincisi göstərir ki, R reperinə 

nəzərən E3( 1, 1, 0) və X 3(xx, x 2, 0) olduğundan

flfj + a2 = e3

- > —> - >  

x3 = x]ax + x1a2
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< ktorları uyğun olaraq E3 və X 3 nöqtələrini doğururlar.

» —У  —У

./,. a2, еъ vektorlari AXA2 koordinat düz xətti üzərindəki

l\ , = (Ax, A2, E3) reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemidir.

Ikiııci bərabərlik göstərir ki, X 3 nöqtəsi R3 reperinə nəzərən

(\ ,, x2) koordinatlanna malikdir. Teorem isbat olundu.

Analoji olaraq isbat etmək olar ki, X [x lt x2, x3)R

nöqtəsinin A2 mərkəzindən (əgər A2 ilə üst-üstə düşmürsə)

■1 , 4  koordinat düz xəttindəki X 2 proyeksiyasi

R, ={A{, A3, E2) reperinə nəzərən (x, , x3) koordinatlanna A}

morkəzindən ( Ax ib  üst-üstə düşmürsə) R{ =(A2, A 3, Ex) repe-

liııdə (x2 , x 3) koordinatlanna malikdir.

§14. Proyektiv diiz xəttin, proyektiv müstəvinin və 

proyektiv fəzanın modelləri

и -ölçülü «> lproyek tiv  fəzanı, elementbri nöqtələr 

ııdlanan boş olmayan e b  Pçoxluğu kimi təyin etdik ki, bu 

çoxluq {n +1) - ölçülü V vektor fəzasınm sıfırdan fərqli 

vektorlari çoxluğunun P çoxluğuna kolleniar vektorlari eyni 

l»ir nöqtəyə, kolleniar olmayan vektorlari isə müxtəlif nöqtəbrə 

keçirən syurektiv inikas vasitəsilə alınıb.
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Bu zaman P çoxluğunun elementbrinin təbiəti haqqin- 

da heç nə deyilmir. / : V -> P  inikası üzərinə də süryektivlik- 

dən başqa heç bir təbb  qoyulmur.

Əgər elementbri müəyyən olan P çoxluğu və müəyyən 

n ölçülü proyektiv fəzanın aksiomlarmı ödəyən /  :V' —> P 

inikası tapılarsa, onda deyəcəyik ki, verilmiş aksiomlar 

sisteminin interperetasiyası qurulmuşdur. P çoxluğunun özüııə 

n ölçülü proyektiv fəzanın modeli deyilir.

Təbii olaraq Л2 -ölçülü P proyektiv fəzasınm modeli 

olaraq ( я + 1) - ölçülü V vektor fəzasımn bütiin birölçülü altfə-

zaları çoxluğunu götiirmək olar. Hər bir x e Ҝ vektoruna qarşı 

onun V fəzasında doğurduğu birölçülü altfəzanı qoyan /  

inikası Veylin 1-ci və 2-ci aksiomlannı ödəyər.

Həndəsədə proyektiv fəzamn aşağıdakı modellərinə 

daha çox müraciət olunur.

Tutaq ki, A3~ V vektor fəzası üzərində üçölçülü afın

fəzasıdır. Bu fəzada qeyd olunmuş О nöqtəsindən keçən bütün 

düz xətlər çoxluğunu P2 ib  işarə edək. P2 çoxluğuna mərkəzi

О nöqtəsində olan düz xətbr bağlısı da deyilir. Hər bir
-* , —»
a e V  vektoruna О nöqtəsindən keçən və yönəldici vektoru a
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olan I О, a j  düz xətti qarşı qoyan f : V ' - * P 2 inikasma 

luıxaq.

Aydmdır ki, /  inikası proyektiv fəzamn hər iki

nksiomunu ödəyir. Deməli, P2 üçölçülü vektor fəzası üzərində

ıkiölçülü proyektiv fəzanm, yəni proyektiv müstəviııin mo-de- 

I id ir.

Bu modeldə proyektiv müstəvinin nöqtələri oiaraq mar­

ls ozi О nöqtəsində olan düz xətlər bağlısının düz xətləri, düz 

xntləri olaraq həmin bağlınm О mərkəzindən keçən və bir 

müstəvi üzərində yerləşən düz xətləri çoxluğu götürülür.

Analoji olaraq üçölçülü proyektiv fəzamn modelini 

i|urmaq olar. Dördölçülü V vektor fəzası üzərində .44 -dördöl-

Viilü afın fəzasına baxaq. Bu çoxluğunun P3 ilə işarə edək. Нәг

bir a E V vektoruna О nöqtəsindən keçən və istiqamətverici

 ^ 1

vektoru a olan düz xətti qarşı qoyan / : V - ^ P 3 inikası

proyektiv fəzanın aksiomlarının һәг ikisini ödəyir. Buna görə 

do ?з üçölçülü proyektiv fəzanın modelidir. Bu fəzada

proyektiv nöqtələr olaraq О nöqtəsindən keçən düz xətbr, 

proyektiv düz xətlər olaraq О nöqtəsindən keçən və bir müs- 

tovi üzərində yerləşən düz xətlər çoxluğu götürülür. Proyektiv 

ınüstəvi olaraq О nöqtəsindən keçən və istiqamətləndirici
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vektorlari üçölçülü fəzaya aid olan bütün düz xətlər çoxluğu 

götürülür.

Indi də proyektiv müstəvinin genişlənmiş müstəviyə və 

proyektiv düz xəttin isə genişlənmiş düz xəttə əsaslanan 

modellərini nəzərdən keçirək.

Üçölçülü V vektor fəzası üzərində genişlənmiş üçöl- 

çülü Afın və ya Evklid fəzasmda hər hansı bir genişlənmiş n  

müstəvisini götürək. Fərz edək ki, О nöqtəsi genişlənmiş fə- 

zanın n  genişlənmiş müstəvisinə aid olmayan hər hansı məx- 

susi nöqtəsidir. Aşağıdakı kimi təyin olunmuş / : V ->P3

inikasına baxaq:
—>

Hər bir a e V  vektoruna 

О nöqtəsindən yönəldici vek­

toru a olan I О, a ] düz xət-

tinin n  müstəvisi ilə kəsiş-mə 

nöqtəsi olan A -nı qarşı qoyaq. Şəkil 35.

О nöqtəsindən keçən hər bir düz xətt n  müstəvısini 

məxsusi və ya qeyri-məxsusi nöqtədə kəsir. Beləlikb /  inikası

V fəzasının һәг bir sıfırdan fərqli vektoruna n  genişlənmiş 

müstəvisinin müəyyən bir nöqtəsini qarşı qoyaq. 35-cı şəkildə
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a vektoruna məxsusi A nöqtəsinin, b vektoruna isə qeyri 

məxsusi nöqtəsinin qarşı qoyulduğu göstərilib.

Genişiənmiş müstəvinin məxsusi və qeyri -məxsusi 

ııöqtəbrini eyni bir adla, proyektiv nöqtə adı ilə adlandırmağı 

şərləşək.

/ : V —> n  inikası proyektiv fəzanm aksiomlarımn hər 

ikisiııi ödəyir.

Analoji qayda da proyektiv düz xəttin genişlənmiş düz 

xDtt modelinə baxaq. İkiölçülü V vektor fəzası üzərində
—У

ikiölçülü afın fəzasında genişbnmiş d  düz xəttini götürək. О
—У

nöqtəsi afın fəzasmın d  düz xəttinə aid olmayan hər hansı 

nöqtəsi olsun (şəkil 36).
—У

V çoxluğunu d 

}»enişbnmiş düz xəttinə 

mikas etdirən aşağıdakı 

/ : V' -> d  inkasma

baxaq: Şəkii 36.
—У

Нэг bir a g V vektoruna О nöqtəsindən keçən və yö-
—У —

nnldici vektoru a olan düz xətlə d  düz xəttinin A kəsişmə 

ııöqtəsini qarşı qoyaq. О nöqtəsindən keçən d  düz xəttinin 

məxsusi və ya qeyri -  məxsusi nöqtədə kəsməsindən asılı
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olaraq V çoxluğuna daxil olan vekiorlara məxsusi və ya qeyri 

-  məxsusi nöqtə qarşı qoyular. / : V' -»  d  inkasi bir ölçülii 

proyektiv fəza üçün Veyl aksiomlarmin һәг iksini ödəyir. 

Beləliklə, d  genişlənmiş düz xətt proyektiv düz xəttin modeli 

kimi qəbul oluna bilər. Biz bundan sonra məhz bu modeli 

proyektiv düz xətt kimi qəbul edəcəyik.

Gələcəkdə aşağıdakı teoremdən istifadə edəcəyik. 

Teorem. Genişlənmiş d  düz xətti üzərində 

, B, E )  reperi götürülüb. Ак nöqtəsi bu düz xəttin

qeyri -məxsusi nöqtəsidir. Əgər d  düz xəttinin M  məxsusi 

nöqtəsinin RK reperində koordinatları x,, x2 olarsa onda həmin

nöqtənin d  düz xətti üzərində B, BE  afın koordinat 

x ,

sıstemində koordinat —  olar.
x2

—У

İsbatı. Xatırladaq ki, düz xətt üzərində O, e afm

koordinat sistenıində M  nöqtəsinin koordinatı OM = x e  

şərtini ödəyən x ədədinə deyilir.

Genişbnmiş müstəvinin d  düz xətti üzərində olmayan

hər hansı Q nöqtəsini götürək. BE, О В və ОЕ vektorlari 

RM =(AK, В , E ) reperinin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini
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doğuran vektorlar olar. OE = BE+QB  olduğu iiçün

BE, OB, OE vektorlari Rm=(Ax ,B .  E ) reperinə nəzərən 

■>laqəli vektorlar sistemi olar.

Q.

Şəkil 37.

Hər hansi M e d  məxsusi nöqtəsinin В, BE  koordinat

sistemində koordinati BM = x - BE şərtini ödəyən x ədədi 

olacaq. d  genişlənmiş düz xətt modelində digər tərəfdən,

ОМ = OB+ BM  = x BE olduğundan M  nöqtəsinin Rm 

reperində koordinatları (x, l) olar.

Əgər teoremin şərtinə görə ədədlər cütü də M  

ııöqtəsinin R<a=(Aa>,B ,  E)  reperində koordinatlarıdırsa,

-  = x olar. Bununla da teorem isbat olundu.
* 2

İndi isə aşağıaakı iki məsələyə baxaq:



Məsələ 1. Proyektiv düz xəttin R = (A19 A2, E) reperi- 

пә nəzərən koordinatları ilə verilmiş М (хх, x 2) nöqtəsini qu­

run.

Həlli. Fərz edək ki, d  genişbnmiş düz xətt üzərində 

R = (Ax, A2, E)  reperi elədir ki, onun təpə nöqtələri və vahid

nöqtəsi məxsusi nöqtələrdirlər. İxtiyari О g d  nöqtəsi götürək.

OE düz xətti üzərində

— ——>  —> 

ixtiyari OE = e vektorunu
—►

qeyd edək. e vektorunu 

OAjVƏ OA2 düz istiqamətin-

—► —>

də iki ax və a2 vektorlari

iizrə ayıraq. Şəkil 38.
 У   У   ► —> --> --► ,  ү

e -  я, + a2. я , , a2, e vektorlari sistemi R = [A,, A2,E)  

reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi olacaq. Sonra

 ̂ f —> —У

OM = x, fli + x 2 a 2 vektorunu qururuq.

OM  düz xətti ilə d  düz xəttinin M  kəsişmə nöqtəsi 

tələb olunan nöqtə olar.

Xüsusi halda R reperinin təpə nöqtələrindən və valıid 

nöqtəsinin üçündən biri qeyri məxsusi nöqtədə ola bilər. Bu 

halda da məsələ eyni qayda ib  həll olunur.

108



Masələ 2. Proyektiv müstəvisinin л  genişlənmiş 

ınüstəvi nıodelində R ~ ( ä v A2, A3, E ) reperində kordinatları

ilə verilmiş Ы(х]у x2, x3)  nöqtəsini qurun.

НәШ. Bu məsəlani həll etmək üçün bundan qabaqkı 1- 

ci məsəbnin həllindən və §13 teoremdən istifadə edəcəyik. 

l-'ərz edək ki bizə R = (ä v A2, A3, К) reperi verilib. Biz

Av Л2, A3, E nöqtələrinin hələlik məxsusi nöqtələr olduğunu 

Ibrz edirik.

Bu nöqtəbrin biri və ya ikisi qeyri -  məxsusi nöqtə ola 

t)ibr. Genişbnmiş müstəvi adi afın müstəvisinə sonsuz 

uzaqlaşmış dtiz xətti əlavə etməklə alınır (şəkil 39).

Proyektiv reperin isə bir düz xəttə aid olan üç nöqtəsi 

olu bilməz). §13- də isbat etdiyimiz teoremə əsasən E 3 nöqtəsi

/I, mərkəzindən E nöqtəsinin AXA2 koordinat düz xətti

ü/,r>rində proyeksiya olarsa, R3 — {Ах , A2, A3) reperində M
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nöqtəsinin A3 mərkəzindən M 3 proyeksiyanm koordinatları 

(xp x2) olar. AxA2 koordinat düz xətti üzərində 

R3 = (4 , A2, E3) reperində koordinatları (xx x2) oİan 

M 3 nöqtəsini qururuq. Sonra analoji qaydada A 3A 3 koor­

dinat düz xəttindəki R2 = (Ax, A2, E2) reperində koordinatları 

( x x3) olan M 2 nöqtəsini qururuq. A3M 3 və A2M 2 diiz 

xətlərinin kəsişmə nöqtəsi tələb olunan nöqtə olar: 

M  = A3M 3Ç)A2M 2.

Xüsusi halda R = (A^, Вад, A 3, E) reperində də pro­

yektiv koordinatları ilə verilmiş istənilən nöqtəni eyni qayda ilə 

qurmaq olar.

§15. Proyektiv müstəvidə və proyektiv düz xətdə nöqtənin 

koordinatlarının çevrilməsi

Fərz edək ki, <т proyektiv müstəvisində iki

R = (А,, Аз, A 3, Б) və R'= ( a ',  A 2, A 3, E ) reperləri verilib

və R reperinin təpə nöqtələrinin və vahid nöqtəsinin R 

reperinə nəzərən koordinatları məlumdur:

A | ( ö n ,  ^ 2 Р  Ö 3 l ) t f ’ ^ 2 ( ^ 12’ a 22> ^ 32  )/^ ’ ^ з ( Д 13’ 0 2 3 ’ Д Зз)/?  VƏ

E (д10, a20, a30)R .
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с  =
*11 an а\з ı̂o
a2\ a 22 ü23 a2Q
a3 1 а32 ü33 a3Q

(1)

matrisinə R reperindən R reperinə keçid matrisi deyilir. Əgər 

a ,, a2 a3, e vektorlar sistemi R reperinə nəzərən əlaqəli 

vektorlar sistemi olarsa, onda

я, = an a\ + a2l ai + a3] a 3 ,
-* -> -* 

a2 = a]2 a\ + a22 аг + азх аз ,
-*

a3 — öj3 a I + cı23 a 2 + # 3 3  я 3 , 

ex =a]0 a\ + a2Q aı + a30 аз ,

(2)

vektorlari R reperinin А \ , А 2,А'3 təpə nöqtələrini və E vahid

nöqtəsini doğuran vektorlar olacaqlar. (2 ) bərabərliklərindən 

alırıq;

—> —► —> —>  ^
öJ + g 2 + ö3~^ = (лп + a,2 + я 13 - ö , 0)öi +

+  ( # 2 j  ^ 2 ^  ^ ” ^ 2 3  — ^ 2 0  +  ( ^ з ј  ^ 3 2  ^ ^ 3 3  — ^ з о ) ^ ^

(3)

a\, а 2 , аъ vektorlar ст proyektiv müstəvisini doğuran üçölçülü 

vektor fəzasında xətti asılı olmayan vektorlar olduq-
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larından, а\,а2аз,е vektorlar sistemi R reperinə nəzərən

yalmz və yalnız onda əlaqəli vektorlar sistemi olar ki, (2 ) 

matrisinin birinci üç sütununun cəmi onun dördüncü sütununa 

ЬэгаЬэг olsun. Bu halda (1) matrisinin sütunlarına əlaqəli 

sütunlar deyəcəyik.

Əgər R reperindən R reperinə (1) keçid matrisinin 

sütunları əlaqəli olmazlarsa, onda bu matrisiıı birinci sütununu 

/c, ədədinə, ikinci sütununu k2 ədədinə üçüncü sütununu 

ədədinə vurmaqla onlar

d ]\к\ + ^ 12^2 = öf,c
<а2]кх+а22к2+а23к3 = а20 (4)

/hlK  ■*" *32̂ 2 ■*" Ö33̂ 3 = 3̂0

(4) tənliklər sisteminin həlli kimi təyin edə bilərik. Proyektiv 

koordinat sistemində nöqtənin koordinatları sabit ədədi vuruq 

dəqiqliyi ilə təyin olunduğundan.

% au k2av k3a]3 öıo
4,a2 1 к 2 ^ 2 2 к3а2з « 2 0

аз\ k2a23 k3a33 *30 ,

matrisi də R reperindən R reperinə keçid matrisi olacaq. Bu 

matrisin sütunları əlaqəlidir.
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(4) tənliklər sistemi haqqında onu qeyd edək k:i, 

A ,,A 2 ,A 3 nöqtələri bir düz xətt üzərində olmadıqlarından

au ö , 2 a,з

a2 i а 22 @23

*31  *3 2  *3 3

olar.

Deməli (4) sisteminin yeganə həlli var. Həm də 

кхФ 0, к2 Ф§ və къ ф 0 olar. Çünki əgər məsələn k] = 0

olarsa, onda E nöqtəsi Ä2Ä2 koordinat düz xətti üzərində olar.

Bu isə R'= ( a ’, A 2j А’з, E')-in reper olması şərtinə ziddir. Eyııi

qavda ilə k2 ф 0 və k3 *  0 . Beləliklə, R reperindən R

reperinə (5) keçid matrisinin sütunları əlaqəlidirlər.

İndi proyektiv müstəvidə müstəvidə koordinatlarm 

çevrilməsi məsələsinə keçək.
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Məsələ 1. Proyektiv müstəvidə R və R reperləri, R 

reperindən R reperinə sütıınları əlaqəli olan ( 1 ) keçid matrisi 

və proyektiv müstəvisinin R və R reperlərində koordinatları 

uyğun olaraq (x,, x2 x3) və (xl, x2, x3) olan ixtiyari X

nöqtəsi verilmişdir. x,, x2, x3 koordinatlarım x j,x 2, x3

koordinatları ilə ifadə etmək tələb olunur.
—>

НәШ. Tutaq ki, я , ,я 2 я3,<? vektorlari sistemi R

reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemidir. Onda (2)
—> —> - >  - >

bərabərlikbri ib  təyin olunan я,, a2, a3, e vektorlari R 

reperinin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini doğuran

vektorlardır. ( 1 ) keçid matrisinin sütunları əlaqəli olduğundan
—> —> —> —>

a]9 a2, аъ və e vektorlari R reperinə nəzərən əlaqəli vektor­

lar sistemi olar.
—У

Fərz edək ki, у  vektoru X  nöqtəsini doğuran hər hansı

bir vektordur. (y,, y 2, y 3) bu vektorun я ,, я2, я 3 bazisində,

{y\ , у 2 , Уъ) isə я ,,я2, я3 bazisində koordinatlarıdır 

Onda
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у  = у 1а1 + у 2а2 + у 3аг
_  (6)

У = У \  « ]  +  -V2 « г  +  ^ З  « 3  

(2 ) və (6 ) bərabərliklərindən alarıq:

>'=7! «1 + JŞ а2+Уъ «3 =У\[ап а\ + а2\а2 + аЪ\аЪ J +
/  -> -> -> \  /  —> -> ->

^  -У2 I «12  «1  «2 2  «2"*~  «3 2  « 3  Р "  -^3 «13  «1  «2 3  « 2  « 3 3  « 3

= (а |Л  +й'|2>'2 + а 13л)°| + (а 2|>’| + а 22Л + 0 2зЛ)а 2 +
( г . \  —> - >  - »  —>

«31-У! + «32^2 + «33^3 )«3 = У\ «1 + ̂ 2  « 2  + Хз «3

Buradan isə alarıq:

+ a 12J 2 +а13У3

У2 = а 2\У\ "^«2 2 ^ 2  ^«23^3 (^)

У ъ = а Ъ\У\  + « 3 2 ^2  +  « 33 ^3

Ov У2 ’ Уз) və (xı, х2, х3) X  nöqtəsinin Я reperində koor- 

dinatları olduqlarmdan elə Лф 0  həqiqi ədədi var ki,

У\ =Лх1У y 2 = Ях2, у 3 = Лх3 olar. (у}, у 2, у 3) və (х|, х2 х3)

ЛГ nöqtəsinin R reperində də koordinatlan olduqlarmdan elə 

Л ф  0 həqiqi ədədi var ki, y\ = Ax\, y 2 = Ях2 , y 3 = Ax3 olar. 

Uu qiymətləri (8 ) də nəzərə alsaq:
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лх  j = а и Лх} + а ]2Л x 2 + я!3Дх 3

Ax 2 = a 2lX x l + a 22X x 2 + a 23X x3 (9)

Лх3 — #31Лх I + £z32A'x2 + #33Ах3

Bu bərabərliklərin hər tərəfmi X - ə bölsək və —г = p  işarə
Л

etsək alarıq.

pxx — öfj ,x, + я12х2 +Ö]3X3

/?x2 = tf2,x, + a22x2 + fl23x3 (10)

рхг = ^3jX| + я32х 7 + a 33x3

( 1 0 ) düsturlarına proyektiv müstəvidə koordinatların çevril- 

məsi düsturları deyilir. Biz x ,,x 2,və x3 koordinatlarmı sabit 

vuruq dəqiqliyiih tapdıq. Bu isə təbiidir, çtinki proyektiv reper 

nöqtənin koordinatlarını sabit vuruq dəqiqiiyi ilə təyin edir.

( 1.0 ) düsturlarım bir misal üzərində nəzərdən keçirək.

Misal. Proyektiv müstəvidə ^reperindən R reperinə

2  0  P  

0  1 0  1

v- 1 0  1 2 J

keçid matrisi verilmişdir. R reperindən R reperinə keçiddə 

proyektiv koordinatların çevrilməsi düsturlarmı yazm.
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НәШ. Göründüyü kimi verilən keçid matrisinin sütun- 

ları uyğunlaşmış deyillər. Birinci sütunun elə k], ikinci k2,

üçüncü sütunu elə кг ədədinə vuraq ki,

kx + 2k2 = 1 

‘ k2 =1 

[ -  kx +k3 =2

şərti ödənsin. Bu sistemdən kx = -1, k2 = 1 və k3 = 1 alarıq.

Deməli, R reperindən R reperinə keçid matrisinin sütunları 

əlaqəlidirlər.

' - \  2 0  P  
0  1 0  1 

, 1 0  1 2 ,

R reperindən R' reperinə keçiddə çevirmə düsturları

p x x =  - x x +  2 x 2 

< p x 2 =  x 2

р х г =  X j  +  x 3

olar.

İndi proyektiv düz xətt üzərində proyektiv koordi- 

natların çevrilməsi məsələsinə baxaq. Fərz edək ki, d  

proyektiv düz xətt üzərində R =  {Ax , A2, E)  və

R'=(A 1sA 2 , ,E ')  reperləri verilir. R reperinin təpə nöqtələ- 

rinin və vahid nöqtəsinin R reperində koordinatları məlumdur.
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A2(a12’ a 22

a \\ an a\o ^
Kü 2\ ü 22 a 20 J

matrisi R reperindən R reperinə keçid matrisi adlanır. Əgər

( 1 1 ) matrisinin birinci iki sütununım elementləri cəmi onun 

üçüncü sütununa bərabər olarsa, onda bu matrisə sütunları 

əlaqəli matris deyəcəyik.

Məsələ 2. Proyektiv düz xəttin ixtiyari X  nöqtəsinin bu 

proyektiv düz xətləri R və R reperlərində koordinatları uyğun 

olaraq (*,, *2)«ҮӘ (xx, x2)R'~dır. Əgər R reperindən R 

reperinə sütunları əlaqəli olan (7) keçid matrisi verilibsə, x, və 

x2 koordinatlarmı x\, x 2 koordinatları ilə ifadə edin.

—У —> —>

Həlli: Əgər üj , a2, e vektorlari R reperinə nəzərən 

vektorlar sistemidirsə, onda

a, = a u a, + a2la2

a2 = a l2al + a22a2 ( 1 2 )

6 — <3jq + G2q ü2

vektorlari R reperinin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini 

doğuran vektorlar olacaq. ( 1 1 ) keçid matrisinin sütunları əla-

(11)

118



qoli olduqlarmdan, ал , а2,е  vektorlari da R reperinə nəzə- 

ran əlaqəli vektorlar sistemi oıar.
—>

Əgər X  nöqtəsini doğuran hər hansı у  vektorunun

- >  - >

с/,, a2 və ax, a2 bazislərində koordinatları uyğun olaraq

O'!. У2) O'!. у 2) olarsa onda

- >  - »  - >  . "Г
У = У ,^  + Уг а2 və y = ^ a ,  + ;y2 a 2 (13)

( 1 2 ) və (13) münasibətlərindən isə

У =У\а1 + У2 a2 =У\ öfj + С?22 ^ 2
V / (14)

a,ıO| + a 2ı a 2 j  + ^ 2

= {аиУ, + any 2)al+{a2ty l + a22y2)a2 = y,a,+ y2a2 

alanq. Burada isə

У\ = а\\У\+а\гУ\ (15)
у 2 = а 2]у ]+а22у 2

(>p У2 ) və (xp хг) еУп* bir ^  reperində X  nöqtəsinin

koordinatları olduqlarmdan Л ф О həqiqi ədədi var ki,

y ] = Xx1, y 2 =Лх2 olur. Analoji olaraq elə X Ф 0 həqiqi ədədi

var ki, y\ — Xx\, y 2 =Лх2. Bu münasibətləri (15) -də nəzərə 

alsaq.

Лх1 = auXx\ + al2Xxj 

Xx2 — cı2XXx^ a22X x2
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olar.

Bu bərabərlikbrin hər tərəfıni Я -э bölüb, р  = —  işarə

düsturlarını alarıq. (16) düsturlarına proyektiv düz xətt üzə- 

rində koordinatların çevrilməsi düsturları deyilir. Proyektiv 

müstəvidə olduğu kimi, burada da jc, və x 2 koordinatlarm təbii 

olaraq sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin etdik.

§16. Proyektiv müstəvidə düz xəttin tənlikbri və düz xəttin

Biz evklid fəzasında koordinat üsulu haqında bəhs 

etdiyımiz zaman Ф fıqurunu təyin edən şərtlər, haqqında 

xüsusi halda Ф fıqurunun tənliyi haqqmda danışmışdıq.

Proyektiv fəzada da Ф fiqurunun tənliyi anlayışı 

analoji qayda ilə verilir.

Verilən reperdə Ф fiqurunun tənliyi e b  bir tənliyə 

deyilir ki, Ф fiqurunun hər bir nöqtəsinin koordinatları bu 

tənliyi ödəyir, Ф fiquruna aid olmayan istənilən nöqtənin 

koordinatları bu tənliyi ödəmir.

Proyektiv müstəvidə də evklid müstəvisində olduğu 

kimi fıqur olaraq əsasən düz xətbrə baxılır. Biz də düz xəttin

etsək.

(16)

koordinatları
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müxtəlif tənliklərini verəcəyik. Verilən iki nöqtədən keçən düz 

x.Mtin tənliyini çıxaraq.

Fərz edək kı, proyektiv müstəvidəki R reperində d  düz 

xnttini iki A(a]9 a 2, a3)R və B(b}, b2, b3)R nöqtələri koor-

dinatları ilə verilmişdir. d  düz xəttinin ixtiyari X ( x v  x2, x3)R 

ııöqtəsini götürək. А, В və X  nöqtələri bir düz xətt üzərində 

olduqlarmdan §4-də 3cü teoremə əsasən

jfj a] b{ 
x 2 a2 b2 

x3 a3 b3

= 0 (1)

alarıq.

Bu isə d  düz xəttinin tənliyidir. 

A və В müxtəlif nöqtələr olduqlarmdan

ranq a2 b2

\ а з Ь 3 J

= 2 (2)

Deməli, (1) tənliyi yalnız və yalnız onda ödənər ki, 

determinatın birinci sütunu, onun ikinci və üçüncü sütunlarmm 

xətti kombinasiyası olsun.

Yəni elə Л və /j (ikisi də birdən sıfra bərabər 

olmayan) həqiqi ədədləri var ki,
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х, = /Ц  +

х2 = Äa2 + f.ıb2 (3)

x3 = Äa3 + jub3

Bu tənliklər proyektiv müstəvidə düz xəttin parametrik 

tənlikləri adlanırlar. Onlarm mahiyyəti ondan ibarətdir ki, ikisi 

də birdən sıfra bərabər oimayan Я və ju ədədləri necə 

olurlarsa, olsunlar (3) tənliklərindən alınan x,, x 2, x 3 ədədləri 

( 1 ) tənliyini ödədiyi üçün koordinatları (x,, x2, x3) olan nöqtə

d  düz xətti üzərindədir.

Tərsinə koordinatları (x ,,x 2, x3) olan nöqtə d  düz 

xətti üzərindədirsə, onda həmişə elə Я və // həqiqi ədədləri 

var ki, Xj, x2, x3 koordinatları (3) tənlikləri vasitəsi ilə 

a {, a2> a3 və 6 ,, b2i b3 ədədləri ilə ifdə olunurlar.

( 1 ) tənliyinin sol tərəfındəki determinatı birinci sütun 

elementlərinə görə açsaq.

n n h
-  0  alarıq.

a2 b2
+ X, b\ *1 +  X->

a\ b\

a2 Һ
I

t>3 аз
5 a2 b2

a2 b2 

a2 b2

b, a, 
b} a .

а, Й, 
a2 b2

м,х, +w2 x2 +u3x3 = 0

işarə etsək.

(4)
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(2 ) bərabərliyindən alınır ki, wp u2, u3 ədədbrindən

heç olmazsa biri sıfırdan fərqli olmalıdır. Deməli, ixtiyari 

proyektiv reperdə düz xətt birdərəcəli bircins tənliklə verilir. 

Bımun tərsi də doğrudur: ——"*

Teorem 1. Proyektiv müstəvidə birdərəcəli bircins (4) 

tənliyi ilə verilən fıqur proyektiv düz xətdir.

İsbatı. Fərz edək ki, ui Ф 0 . Onda P = ( - и2, w,, О) və 

Q (- u2, 0, w,) nöqtəbrinin koordinatları (4) tənliyini 

ödəyirlər. P və Q nöqtələrindən keçən düz xəttin tənliyini 

yazaq:

Xı 1Л Ы'}

= 0  və ya и,2 x, + uxu2x2 + щиъх ъ -  0

Axırıncı tənliyin hər tərəfıni щ -ə bölsək, onda 

u]x ] +u2x 2 + u3x3 = 0tənliyini alarıq. Deməli, P və Q 

nöqtəbrindən keçən PQ düz xəttinin tənliyi (4) tənliyi ib  üst- 

üstə düşür. Teorem isbat olundu.

Fərz edək ki, bizə iki d l və d2 düz xətbri

d x : uxx x + u2x 2 + u3x3 = 0 (5)

d 2 : ЦДС, + v 2x 2 + u3x3 = 0  (6 )
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tənlikləri ilə verilmişlər.

Cəbr kursunda bircins tənliklər sisteminin əsas deter- 

minatmın ranqı haqqında teoremdən birbaşa almır ki,

Teorem 2. (5) və (6 ) tənlikləri ilə verilmiş düz xətlər 

yalnız və yalnız onda üst-üstə düşür ki.

ranq
 ̂u] u2 u3 ^

v ü ,  u 3  J

= 1

olsun. Buradan belə nəticə çıxır:

Nəticə. (5) və (6 ) tənlikləri ilə verilmiş düz xətlər yalnız 

və yalmz onda kəsişirlər kı,

ranq

olsun.

f u x u2 и3 \̂

D, j
= 2

Fərz edək ki, d düz xətti R reperində 

uxxx + u2x 2 + u3x3 = 0 tənliyi ilə verilmişdir. Onda мр u2, u3

ədədlərinə d  düz xəttinin R reperində koordinatları deyilir və 

belə işarə edilir: d(uv u2, u3) və ya d(ul, u 2, u3) . Yuxarıda

qeyd etdiyimiz kimi düz xəttin koordinatlarınm üçü də eyni za- 

manda sıfır ola bilməz. Həm də ki, R reperində düz xəttin 

koordinatları sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin olunur. Proyektiv 

müstəvidə R = A2, A3, E)  reprində koordinat düz

xətlərinin tənlikləri və koordinatları aşağıdakı kimi olur.
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АхА2 :х 3 = 0  А]А2(0, о, l)

AtA3 :Х2 =0 А А 3(о, 1, о)

А2А3 : Xj = 0 A2A3(l, о, о)

§17. İkilik prinsipi

Proyektiv müstəvidə ikilik prinsipi proyektiv həndəsə- 

nin rnühiim anlayışlarından biridir.

Nöqtə və dtiz xəttin qarşılıqlı aid olmaları münasibətini 

adətən belə ifadə edirik: «Nöqtə düz xəttin üzərindədir» və ya 

«düz xətt nöqtədən keçir». Bundan sonra biz bu münasibəti 

belə ifadə edəcəyik: «Nöqtə düz xəttə aiddir» və ya «düz xətt 

ııöqtəyə aiddir».

Tutaq ki, n  çoxluğu п  proyektiv müstəvisi üzərində 

bütün düz xətlər çoxluğudur. n  müstəvisində R reperini 

götürək. Koordinatları ib  verilmiş hər bir A(a{, a2, a3)R е л

nöqtəsinə R reperində eyni koordinatlara malik m e n  düz 

xəttini qarşı qoysaq onda müəyyən bir (p-.n —> n  inikasını 

alarıq. Göstərək ki, bu inikas biyeksiyadır. (p inikası 

A(aXi a2, a3)R nöqtəsinə m(av a2, a3)R düz xəttini qarşı

qoyur. Əgər A və В nöqtələri n  proyektiv müstəvisinin 

müxtəlif nöqtələri isə oniarın koordinatları mütənasib deyillər.
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Onda onlara qarşı qoyulan m və n düz xətlərinin də 

koordinatları mütənasib olmadıqlarmdan, bu düz xətbr onlarda 

müxtəlif düz xətlərdirlər. Deməli, cp inikası inyeksiyasıdır. 

Yəni müxtəlif nöqtələrə qarşı müxtəlif düz xətlər qoyulur. (p

inikası һәш də süryeksiyadır. Çünki, n  çoxluğunun hər bir 

düz xətti eyni koordinatlara malik olan nöqtənin obrazı olacaq. 

Beləliklə aldıq ki, ç  inikası biyeksiyadır, yəni qarşılıqlı

birqiymətli uyğynluqdur, q>~' \r i  п  inikası düz xətlər 

çoxluğundan nöqtələr çoxluğuna biyeksiyadır.

Qeyd etmək lazımdıı* ki, (p və (p~x inikasları nöqtələr 

və düz xətlər arasmda «aid olmaq» münasibətini saxlayırlar: 

Yəni əgər A e  d  və ä  =(p(A) isə onda D =(p~\d)  nöqtəsi

a düz xəttinə aid olar, D e a . Həqiqətən, A nöqtəsi

(a,, a2, a3)R koordinatları ilə d  düz xətti (w,, u2, u3)R

koordinatları ib  verilən A e d  olduğundan

axux +a2u2 +аъиг = 0  ( 1 )
olar.

(p inikasmın tərifmə görə a düz xəttinin də koordinatları 

(«!, a2, a3)R və D nöqtəsinində koordinatiarı (m,,w2 ,m3) 

olar. Yəni a (av a2, а2) və D (wp u2, u3) olar. (1) bərabərliyi 

göstərir ki, D e a  olur.
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Bu təklifdən istifadə edərək aşağıdakı təklifin 

doğruluğunu isbat edək. Təklif At В , С nöqtələri bir d  düz

xəttinə aid olarlarsa, onda

a = (p{A), b = <p(B)y c = <p(C)

düz xətbri də bir D  = (p~\d) nöqtəsinə aid olarlar, başqa sözlə 

mərkəzi D nöqtəsi olan düz xətlər dəstəsinə aid olarlar.

İsbatı: Yuxarıda qeyd etdiyimizə görə A e d  oldu- 

ğundan D e a ,  B e d  olduğundan D e b ,  С e d  olduğundan

D e C  olar. Deməli, л, b, с düz xətbri mərkəzi D nöqtəsi olan

düz xətlər dəstəsinə aiddirbr.

Bu təklifdən alımr ki, q> inikasında proyektiv

müstəvinin bir düz xəttinə aid nöqtələri çoxluğu bir düz xətlər 

dəstəsinə keçir.

Şəkil 40.

Tərsinə, (p'] inikasında bir nöqtəyə aid düz xətbr 

dəstəsi bir düz xəttə aid nöqtələr çoxluğuna keçər.

İndi də proyektiv müstəvidə ikilik prinsipini ifadə edək.
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İkilik prinsipi (müstəvidə). Əgər proyektiv müstəvidə 

nöqtələr, düz xətlər və onların qarşılıqlı aid olmaları haqqında 

hər hansı A təklifı doğrudursa, onda bu təklifdə «düz xətlər» 

sözünü «nöqtələr» sözü ilə, «nöqtəbr» sözünü «düz xətiər» 

sözü ilə əvəz etdikdə alınan A* təklifı də doğru olar.

Ä  təklifinə A  təklifı ilə ikili təklif deyilir. Proyektiv 

müstəvidə ikilik prinsipini əsaslandırmaq üçün , bu müstəvidə 

R reperini götürək və yuxarıda olduğu kimi (p və (p~x inikas- 

larım quraq. Fərz edək ki, proyektiv müstəvinin nöqtələr və düz 

xətlərdən ibarət hər hansı Ф çoxluğu üçün nöqtə və düz 

xəttlərin qarşılıqlı aid olmaları haqqmda hər hansı A  təklifı 

doğrudur. Ф çoxluğunun ç  inikasında bütün nöqtələrinin ob-

razlarından və inikasmda bütün düz xətlərini obrazlarmdan 

ibarət olan Ф* işarə edək.

A tənliyinə qarşı Ф* çoxluğuna daxil olan nöqtələr və 

düz xətlərin qarşılıqlı aid olmaları haqqında A təklifındəki 

«nöqtələri düz xətlərlə, düz xətləri nöqtələrlə» əvəz etməkdən 

alınan A* təklifıni qarşı qoyaq. Aidliyi ifadə edən sözləri isə 

dəy’ışmədən saxladığımız üçün əgər A təklifi doğru olarsa onda 

A* təklifı də doğru olar. Fikrimizi bir neçə misal iizərində 

aydınlaşdıraq.
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Fərz edək ki, A təklifi belədir: 1. «İki nöqtə necə olur 

olsunlar, bu nöqtələrə aid olan bir düz xətt vardır».

Onda A* təklifı beb  olar. 1 . «İki düz xətt necə olur 

olsunlar bu düz xətlərə aid olan ancaq bir nöqtə vardır.»

Həqiqətən A təklifı doğrudur. Onunla ikili olan 

A* təklifi də doğrudur.

2 . Hər bir düz xəttə aid olan sonsuz sayda nöqtə vardır.

2 *. Hər bir nöqtəyə aid olan sonsuz sayda düz xətt

vardır.

3. Bir düz xəttə aid olmayan ən azı üç nöqtə vardır..

3*. Bir nöqtəyə aid olmayan ən azı üç düz xətt vardır. 

İkilik prinsipi bir sıra teorembrin isbatında istifadə

olunur. Həmçinin qeyd etmək lazımdır ki, yuxanda 

qurduğumuz (p və <p~} inikaslari proyektiv müstəvinin nöqtə- 

bri və düz xətləri arasmdakı yeganə biyektiv inikaslar deyil. 

Biz gəbcəkdə ikilik prinsipi üçün yararlı olan daha başqa 

iııyektiv inikaslar quracayıq.

İndi də üçölçülü proyektiv fəzada ikilik prinsipi 

haqqında qısa məlumat verək. Proyektiv fəzada ikilik prinsipi 

beb ifadə olunur:

İkilik prinsipi (proyektiv fəzada). Əgər proyektiv fəzada 

nöqtələrin, düz xətlərin və müstəvibrin qarşılıqlı aid olmaları 

lıaqqında hər hansı Btəklifı doğrudursa, onda bu təklifdə
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«nöqtələr» sözünü «müstəvilər» sözü ilə, «müstəviləri» sözünü 

«nöqtlər» sözü ilə əvəz etdikdə, qalan sözləri isə eyni ilə 

saxladıqda alnan B* təklifı də doğru olar. Misallar göstərək.

1. Düz xətt və ona aid olmayan nöqtə üçün onların hər

ikisinə aid olan yeganə müstəvi vardır.
* .

1 . Düz xətt və ona aid olmayan müstəvi üçün, onlarm 

һәг ikisinə aid olan yeganə nöqtə vaıdır.

2 . İki nöqtə necə olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir 

düz xətt vardır.

2 *. İki müxtəlif müstəvi necə olurlarsa olsunlar, onlara 

aid olan ancaq bir düz xətt vardır.

§18. Dezarq teoremi

Tərif. Bir proyektiv düz xətt üzərində olmayan üç 

nöqtədən və bu nöqtələri cüt-cüt birləşdirən üç düz xətdən 

ibarət olan həndəsi fıqura üçtəpəli deyilir.

Nöqtələrə üçtəpəlinin təpə nöqtələri, düz xətlərə isə 

üçtəpəlinin tərəfləri deyilir. Təpələri А, В və С nöqtələri olan 

üçtəpəlini ABC ilə işarə edəcəyik. .

\ c/
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Proyektiv müstəvidə iki ABC və A В С üçtəpəlilərini 

götürək. Fərz edək ki, bu üçtəpəlilərin təpə nöqtələri 

yazıldıqları kimi nizamlanmışlar. Onda A və А , В və В , 

С və С təpələrinə bu üçtəpəlilərin uyğun təpələri, AB və 

ВС və В С ,  AC və A C  tərəflərinə isə onların uyğun 

tərəfləri deyəcəyik.

Teorem 1. (Dezarq teoremi). Əgər iki üçtəpəlinin uyğun 

tərəflərindən keçən düz xətlər bir nöqtədən keçilirsə, (bir 

nöqtəyə aiddirlərsə), onda bu üçtəpəlilərin uyğun tərəflərinin 

kəsişmə nöqtələri də bir düz xətt üzərində olar. (bir düz xəttə 

aid o la r).

İsbatı. Fərz edək ki, ABC və A B C  verilən 

üçtəpəlilərdir. О nöqtəsi A Ä , BB və CC düz xətlərinin hər 

üçnün kəsişdiyi nöqtələrdir. AB  və А В tərəflərinin kəsişdiyi 

nöqtəni P ilə, AC və А С tərəflərinin kəsişdiyi nöqtəni N ilə 

BC və В С  tərəflərinin kəsişdiyi nöqtəni M ilə işarə edək 

(Şəkil 41).
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Əgər О nöqtəsi А В , ВС və уа С А tərəflərinin birinə 

aid olarsa, onda teoremin hökmünün doğruluğu aşkardır. 

Beləki əgər О e AB olarsa, onda Ä  e OA, В e  OB və

О A = OB = AB  olduğundan alanq ki, A В tərəfi ilə A В tərəfı 

ilə üst-üstə düşər.

AC  ilə A C  -in kəsişdiyi nöqtə N, BC ilə В С -in 

kəsişdiyi nöqtə M  olarsa da MN  ilə AB  düz xətti, bir P 

nöqtəsində kəsişər. P nöqtəsi isə AB  və А В tərəflərinin 

ortaq nöqtəsidir. Əgər bu üçtəpəlilərin bir cüt uyğun təpə 

nöqtəİəri, məsələn A və Ä , üst-üstə düşərsə уепә teoremini 

hökmü aşkardır.

Çiinki, A nöqtəsi həm AB və А В tərəflərinin, həm də AC  

və А С tərəflərinin ortaq nöqtəsi olar, yəni N  və P ııöqtələri 

A nöqtəsi ilə üst-üstə düşər (Şəkil 42).



Şəkil 42.

Onda AM düz xətti bu üçtəpəlilərin uyğun tərəflərinin 

kəsişmə nöqtələrinin aid olduğu düz xətt olar.

İndi fərz edək ki, A və А , В və B', С və С ayrı -  

ауп nöqtələrdirlər və О nöqtəsi bu üçtəpəlilərdən heç birinin 

tərəfınə aid deyil.

Proyektiv müstəvidə R = (A, В, C, O) reperini 

götürək. Bu reperdə А, В, С, О nöqtələri

л(1, 0, 0), 5(0,1, 0), C(0, 0,1) və 0(1, 1, 1) 

koordinatlanna malikdirlər. OA düz xəttinin tənliyi 

x7, -  x3 = 0, О В diiz xəttinin tənliyi x} -  x3 = 0.

Ä  nöqtəsi ОA düz xətti üzərində olduğundan onıuı 

koordinatları A (a, 1, l) kimi, В nöqtəsi OB düz xətti 

üzərində olduğundan onun koordinatlarım В (l, b, l) kimi,
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С nöqtəsi ОС düz xətti üzərində olduğundan onun

kordinatlarım С (l, 1, с) kimi götürmək olar. Çünki götürdü-

yümüz koordinatlar О A , OB , ОС düz xətiərinin tənliklərini 

ödəyirlər.

İndi də R reperində M, N  və P nöqtəhrinin

koordinatlarım tapaq.

P nöqtəsi AB və ÄB  düz xətlərinin kəsişmə

nöqtəsidir. AB düz xəttinin tənliyi x3 = 0 və А В düz xəttinin 

tənliyi

x, а 1

x2 1 b
1 1

= 0

olur.

Buradan da Ä B ' : ( \ -Ь )х х- ( а - \ ) х 2 +хъ(а Ь - \ )  = 0

alarıq. x3 = 0 olduğunu nəzərə alsaq, onda P nöqtəsinin

koordinatları P ( a - 1, 1 - b ,  0) kimi olar. Analoji qayda ilə

M ( 0, 1 - b y c - 1) və N ( a - 1, 0, 1 - с )  alarıq. M , N  və P

nöqtələri bir düz xətt üzərindədir, çünki,

а — 1 0  а - 1

1 - b  1 - b  0

0  с - 1  1 - с
= 0
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(Determinatın ikinci və üçüncü sütunlarmın cəmi onun 

birinci sütununu verir) Teorem isbat olundu.

Qeyd edək ki, ABC və A B C  üçtəpəlibri proyektiv 

fəzada müxtəlif müstəvilər üzərində olduqda da teorem doğru-

dur. Həqiqətən proyektiv fəzada uyğun olaraq <j  və <j  

müstəvibrində yerləşən ABC və A B C  üçtəpəliləri uyğun 

təpələrindən keçən düz xətlərin Onöqtəsində kəsdiklərini fərz 

edək. Onda A, B, Ä  və В nöqtələri bir müstəvi üzərində 

olarlar.

Şəkil 43.

Onda AB  və А В düz xətləri kəsişərbr. Onlarm P 

kəsişmə nöqtəsi isə сг və a  müstəvilərinin kəsişmə xətti 

üzərində olar. Çünki, AB a  müstəvisi üzərində, А В isə сг 

müstəvisi üzərindədirbr. Eyni qayda ib  AC və A C  uyğun 

tərəfbrinin, BC və В С uyğun tərəflərinin kəsişmə nöqtəbri
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də (7  və g  müstəvilərinin kəsişmə düz xətti üzərində olarlar. 

Deməli, M , N  və P nöqtələri bir düz xətt üzərində yerləşirlər.

Proyektiv müstəvidə Dezarq teoremi ilə ikili olan 

teoremə baxaq: Bu teorem Dezarq teoreminin tərs teoremidir.

Qeyd edək ki, üçtəpəlinin ikili fıquru yenə üçtəpəli olur. 

Bıı fıqura bəzən üçtərəfli də deyilir.

Teorem 2. (Dezarq teoreminin tərsi) Iki üçtəpəlinin 

uyğun tərəflərinin kəsişmə nöqtələri bir düz xəttə aid olarlarsa, 

onda həmin üçtəpəlilərin uyğun təpələrindən keçən düz xətlər 

bir nöqtədə kəsişirlər.

Bu teoremin isbatı ikilik prinsipinə görə aydındır.

§19. Düz xəttin dörd nöqtəsinin mürəkkəb nisbəti 

Tərif. Tutaq ki, d proyektiv düz xəttinin elə dörd 

А, В, С, D nöqtələri verilmişdir ki, А, В, С nöqtələri müx- 

təlif D  isə A nöqtəsi ilə üstə-üstə düşməyən hər hansı 

nöqtədir. d  düz xətti üzərində R0 = (A, B, C) reperində D

«X
nc'qtəsinin koordinatları (x,, jc2) isə, onda —  nisbətinə

А, В, С, D nöqtələrinin mürəkkəb (ikiqat və ya anharmonik) 

nisbəti deyilir və (AB, CD) kimi işarə olunur.
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Qeyd edək ki, D nöqtəsi A ilə üst-üstə düşmədiyindən 

R0 = (А, В , C) reperində (x,, x2) koordinatları x2 Ф 0 

şərtini ödəyir.

Teorem 1. Əgər А, В və С proyektiv düz xəttin müx- 

təlif nöqtələri, Я hər hansı həqiqi ədəd isə, onda d  düz xətti 

üzərində elə yeganə X  nöqtəsi var ki, bu nöqtə üçün

(a b , C X ) = Я .

İsbatı: Proyektiv düz xəttin üzərində R0 = (A, B, C) 

reperini və bu reperdə koordinatları (A, l) olan X  nöqtəsini 

götürək. Tərifə görə (.AB , CX)=  Я . İndi göstərək ki, teoremin 

şərtini ödəyən X  nöqtəsi yeganədir. Əgər proyektiv düz xəttin 

üzərində (а В, СХ )=Л  şərtini ödəyən başqa bir

x x yi/
X  (Xp х2)я nöqtəsi də olarsa, onda —  = Я. Buradan —  = —

^ x2 x2 I

alinir. Deməli, X  və X  nöqtələrinin koordinatları mütənasib- 

dirlər. Bu isə о deməkdir ki, X  nöqtəsi X  nöqtəsi ilə üst-üstə 

düşür.

Teorem isbat olundu.

Nəticə. Əgər proyektiv müstəvidə А, В, С, D və D 

nöqtələri üçün (AB, CD) = (ä B , C D ) şərti ödənərsə, onda D 

və D nöqtələri üst-üstə düşürlər.
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İndi də mürəkkəb nisbətin veriimiş nöqtələrin koordi- 

natları vasitəsi ilə hesablanması düsturunu verək. Bunun üçün 

aşağıdakı teoremi isbat edək.

Teorem 2. Əgər proyektiv düz xətt üzərində müəyyən 

bir R reperində koordinatları ilə verilən

A(a], a 2\  B(b{, b2\  C(cl, c2) 

nöqtələri müxtəlif, D(dx, d2) nöqtəsi üə A nöqtəsi ilə üst-üstə 

diişmürsə, onda

zamanı koordinatları çevrilməsi düsturlarmı yazaq. Aydındır 

ki, ixtiyari k x ф О, к2 Ф 0 həqiqi ədədləri üçün A və В 

nöqtəiərini koordinatlarmı A{kxav kxa2) və B{k2bx, k 2b2) kimi 

də yaza bilərik. kx və k2 ədədlərini elə seçək ki,

я, c\ bx dx

(1)
_  ^  a 2 d 2 Ъх C 2

İsbatı. R reperindən R0 = [A, B, C) reperinə keçid

rkxax k2bx c, л

ЈҸҺ КҺ C2)
keçid matrisinin sütunları əlaqəli

olsunlar. Yəni

kxax + k2bx = c, 

k}a2 + k2b2 = c.
(2)
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Onda §7-də koordinatların çevrilməsinin (16) diisturları

(3)
kxaxxx + k2bxx2l / * ı

[px2 = &,<2 2x, + k2b2x2 

kimi olar.

Əgər R0 =(A, B, C) reperində D nöqtəsinin koordi

natlari (yl9 y 2) olarsa, onda (3) düsturlarından alanq.

f pdx =axkxy x +bxk2y 2 
\ p d 2 = a2kxy x + b2k2y 2

Buradan, y x və y 2 -ni tapaq.

Ух =

(4)

Pd1

p d 2

һ к 7I i.

b2k2 P
dx

d 2
А
b2

axkx bxk2
kx *1

a2k , b ^ a2 6 ,

р^\ 
kxa2 pd2 P

> У 2 a,k, h k , a, b1 1  ı Z L 1 1

a2kx b7k2 JLa 2 b2

Mürəkkəb nisbətin tərifmə əsasən

d, b.1 1
2 d 2 b2
ax d.

it.
1 1

1 ö2 dı

(5)

İndi isə (2 ) sistemini kx və k2 -yə görə həll etsək, alarıq.
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«1

C2 b2
-

c2

a ,

,  /V2 —

й2 * 2 « 2 b2

Bu qiymətləri (5) -də  verinə yazsaq

(a b , c d )=

й\ с, 4  ^
a 2 c2 d2

a.
4

d л

a, с , b, d ,

# 2 c2 ^ 2  0^2

a, d, *1 Cl
(%2 b2 c2

Bununla da ( 1 ) düsturunu aldıq.

Teorem isbat olundu.

Düz xəttin dörd nöqtəsinin mürəkkəb nisbəti aşağıdakı 

xassələrə malikdir.

1 ) (a b , с о ) = ( с д  a b )

{a b , c d )= , • 1 , ,

2) (AB, CD)*Ü  olarsa, 1 ’ '

3) (AB, CD) = (BA, DC)

A ) (A B ,C C )= \ ,  (а в , с в )= 0 

5) (AB, CD)+(AC, BD)= 1
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1), 2) və 3) xassələrini isbat etmək üçün proyektiv düz xətt 

üzərində ixtiyari reper götürüb, yuxarıdakı nöqtələrin bu 

reperdə A(al, a2), #(&,, b2), C(c,, c2) və D(dlt d2) koordi- 

natları vasitəsi ilə onların 

(AB, CD) ( с д  АВ), (AB, DC), (BA, CD) (BA, DC) 

mürəkkəb nisbətlərini hesablasaq 1), 2), 3) xassələrinin doğru- 

luğunu aiarıq.

4) xassəli mürəkkəb nisbətin tərifindən birbaşa alınır.

5) xassəsini ısbat edək. R0 = (A, B, C) reperində D nöqtə-

sinın koordinatlarmı (d]9 d2) işarə edək. А, В və С nöqtə- 

lərinin koordinatları uyğun olaraq (l, О), (0, l) və (1. 1) 

olduğundan alarıq.

(AB, BD)

1 0  

1 o '

1 d ]

0  d ,

1 d x I

1 d 7\ d,  - d t
1 0  

1 1

d.

Deməli, (АВ, CD) + (AC, BD)= 1.

Xassə isbat olundu.

Qeyd etmək lazımdır ki, əgər А, В, С , D nöqtələrini 

müəyyən ntzamla götürdükdə, onların mürəkkəb nisbəti məlum 

olarsa, 1) -5) xassələrinin köməyi ilə onlarm ixtiyari nizamla
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götürülmüş mürəkkəb nisbətini hesablamaq olur. Fərz edək ki,

(AB, c d )  = 7 * 0 .

Onda

(лв,  DC) = ~ ,  (B A ,C D )  = - , (ВА, DC) = tj, 
ıj r/

və s.
(a d , ВС) = 1-(АВ, DC) = ı - i  = ^ ı i

11 ıj

İndi isə genişbnmiş düz xəttin dörd nöqtəsinin mürək- 

kəb nisbətinin həndəsi mənasını göstərən aşağıdakı teoremi 

isbat edək.

Teorem 3. Əgər А, В, С, D genişlənmiş düz xəttin 

məxsusi nöqtəbri, Рда isə qeyri -məxsusi nöqtəsidirsə, onda

(АВ, C P j = - ( A B ,  с )  (7)

olar. Burada (AB , С) və (AB, D)  düz xəttin üç nöqtəsinin 

sadə nisbətidirlər.

İsbatı. Genişbnmiş düz xətdə R = (P00, A, B) reperini 

götürək. Bu reperdə А, В nöqtələri ilə

P„(l, o), A(0, l), в(  1, l) olar. С və D nöqtələrinin 

koordinatlarını isə (c,, c2) və (d x, d 2) ib  işarə edək.

Aydındır ki, c2 Ф 0, d 2 Ф 0 .
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Genişlənmiş düz xəttini məxsusi M x və M 2 nöqtələ- 

linin təyin elədiyi M XM 2 parçasım Л ф -1  nisbətində bölən

Mnöqtəsi üçün M XM  = Л М М 2 münasibəti ödənir və belə 

işarə edirlər. Л = (М ХМ 2, М ) .  Əgər M ,, M 2, М  nöqtələrinin

—У

Л, АВ  afın koordinat sistemində koordinatları uyğun olaraq 

x,, x və x olarsa, onda

M XM  = (x -  x ,) А В , M M 2 = (х2 -  х) АВ,  buna görə

(M| м г, м ) = ^  (8)
х 2 -  X

§ 14-də isbat etdiyimiz teoremə əsasən R = (Pm ,A ,  B) 

reperində koordinatları ilə verilmiş

Л(0,1), 5(1,1), C (c„c2), D(d} d 2)

nöqtələri A, AB  afın reperində A(0), B( 1), С (с), D(d)

cx d x
koordinatlanna malikdirlər. Burada с = — , d  = —

d 2

Deməli,

(.А В ,С )  = т ^ - , (AB ,D )  = - ^ ~  (9)
1 - с  1 - d

İndi isə (1) düsturundan istifadə edərək (.A B , C ü)  və  

(AB, CPm) mürəkkəb nisbətbrini hesablayaq.
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(a b , c d )=

1 - с  (AB.C)  
d  (AB, D ) ’

1 -d
(6 ) düsturu isbat olundu.

0 *1 1 dx c\
1 C2 1 d2 cx(d2 -dx) c2 — cx
0 dx 1 c,

10“1

1

1 1 c2 d2 — dx

(AB,CP„) =

0 Cj
1 c2

1 1
1 0

0 1 
1 0

1 cx
1 c2

c ,  -  С-
= - ( л в ,  с )

(7) düsturu isbat olundu. Teorem isbat olundu 

§20. Diiz xətlər dəstəsinin dörd düz xəttinin mürəkkəb

nisbəti

Tutaq ki, bizə proyektiv müstəvidə iki g  və g  

proyektiv düz xətləri və bu müstəvinin həmin düz xətlərə aid 

olmayan О nöqtəsi verilmişdir. g  düz xətti üzərində ixtiyari

M nöqtəsi götürək. OM düz xətti iləg  düz xəttinin kəsişmə 

nöqtəsni M'  ilə işarə edək. §13-də dediyimiz kimi M  

nöqtəsinə Omərkəzmndən Mnöqtəsinin g  düz xətti üzərində 

proyeksiyası deyilir.
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Teorem. Əgər А, В , С, D nöqtələri g düz xəttinin 

nöqtələri A', В , С , D isə həmin nöqtələrin g  düz xətti 

üzərində Omərkəzindən proyeksiyalarıdırsa, onda, 

(AB,CD) = (ÄB',C'D')

İsbatı: Proyektiv müstəvi üzərində iki

R = (A, B, O, E)  və R =(ä , B ' , 0 >e ) reperlərini götürək.

Burada E nöqtəsi ОС düz xəttinin О və С nöqtələrindən 

fərqli hər hansı nöqtəsidir (Şəkil 44).

R reperində А , В kordinatlarım təyin edək.

Bu reperdə ОA düz xəttinin tənliyi x 2 = 0 olduğundan

və Ä  nöqtəsi OA düz xətti üzərində olduğudan onun 

kordinatlarmı belə götürmək olar A (l, 0, a)R. Anoloji olaraq

В nöqtəsinin koordinatlarını В (l, 0, b),{ götürmək olar.



Şəkil 44.

О və E nöqtələrinin R reperinə görə koordinatları isə 

0 (0 , 0 , 1 ) və £(l, 1, l) olar. R reperindən R reperinə keçid

matrisi

1 0  0 1 

0  1 0  1 

a b 1 1

(1)

olar.

Bu matrisin sütunlarım əlaqəli şəkilə gətirmək üçün 

birinci sütununu elə kx, ikinci sütununu elə к2, üçüncü sütu- 

nunu elə кг ədədlərinə vuraq.

r kx 0  0  1 ^

к

км к,Ь к, 1

О 1

з

(2)О

\ к \

(Ьах.§7, (5) matrisi)

к} = к2 = 1, к3 = \ - а - Ь  qiymətlərində keçid matrisi­

nin sütunları əlaqəlidir, onda R reperindən R' reperinə keç- 

dikdə çevirmə düsturları
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px J = X,

px2 = x2 (3)

px, = ax\ +bx2 + (1 - a -  b)x3

uklində olar. Əgər D nöqtəsi R və R reperlərində

1)(У\ > .У2> °)л və D{y\, у 2 , y 3) . koordinatları ilə verilərsə, (3)

çcvirmə düsturlarına əsasən

т=У\ (4)
РУг = Уг 

у  у
Buradan isə —1- = —~ alarıq.

У 2 У 2

Koordinat düz xətləri üzərində nöqtənin proyeksi- 

yalarmm koordinatları haqqında teoremə görə §13-də D 

ııöqtəsinin R3 =(ä , B , C ) reperində koordinatları (y \ , y 2) 

olar. D nöqtəsinin isə R3 = (A, B, C)reperində koordinatları

(y„ y 2) olar. ( Ä В , C f l ' ) = 4  və (ЛВ, CD) = ^ ~  olduğu
У 2 У1

у, у.
üçün yuxarıdakı —  = —  bərabərliyindən

(a  b , c d )={ä b \ c 'd )

alarıq.

Teorem isbat olundu.
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İsbat etdiyimiz teoremdən istifadə edərək aşağıdakı 

məsələni həll edək.

Məsələ. Proyektiv müstəvidə R = (A}, A2, A3, E)  repe- 

rindo koordinatları ilə verilmiş P(p\, p 2, p 3) və Q(gx, q2, q3)

nöqtəbrindən keçən duz xəttin

x, = Яр, +juq^
x 2 =Äp2+ ^ q 2 (4)
x3 =Xp3 +pq3

parametrik tənlikbri verilmişdir. Bu düz xətt üzərində 

parametrlərin (Я,, ) qiymətbr cütünə uyğun M ] (Я,, / i , ) və

parametrin (Я2, p 2) qiymətlər cütünə uyğun М 2(Л2, /л2) 

nöqtələri üçün

(PQ, = (5)
si]/J,2

olduğunu isbat edin,

HəIIi. Fərz edək ki, PQ düz xətti A3 nöqtəsindən

keçmir. P , £)', M\> M 2 ilə P, Q , M {, M 2 nöqtəbrinin A3 

mərkəzindən АХА2 düz xətti üzərində proyeksiyalarmı işarə 

edək. Nöqtənin koordinat düz xətt üzərindəki proyeksiyasının 

koordinatları haqqmda teoremə görə (§Д) AtA2 koordinat düz

xətti üzərindəki R3 = [A{, A2, E3) reperində P , Q ,  M\, M 2 

nöqtələri
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P \ P \ , P ı ) ,  Q ' i q ı><?2). M i ( - V ı  + r t ? ı .  А Р г + Л ' Ь )

^ 2  (^“2 P i "̂* M l У I ' ^ l P l  ^  М 2 Я 7 )  

koordinatlanna malikdirlər. ( 1 ) düsturuna görə

(P Q  , М [ , М 2)-.

P\ \Р \+И\Ч\  
р 2 \ p 2 + p xq2

Ч\ V ı + M  
p 2 X2p 2 +f i2q2 М] ̂ 2 

М2 ЛР\ ^ 2Р\ ^  Mı4\ 
р 2 A2p 2 +f i2q2 

Bundan əvvəl isbat etdiyimiz teoremə əsasən

(PQ, M \ M 2) = [P Q , M ,M 2) olduğundan, (5) bərabərliyinin

doğruluğu isbat olundu.

(5) borabərliyi PQ düz xətti A3 təpəsindən keçəndə də

doğrudur. Bu halda PQ Al və A2 təpələrinin heç olmazsa

birindən keçmir. Fərz edək ki, PQ düz A2 təpəsindən keçmır.

Onda P \ Q , M , , M 2 nöqtələrini Л2 mərkəzindən A{A3

koordinat düz xətti üzərinə proyektləndirməklə, (5) düsturunu 

alırıq. Məsələ həll olundu.

Yuxarıda isbat etdiyimiz teoremin köməyi ilə düz xətlər 

bağlısmın dörd düz xəttinin mürəkkəb nisbəti anlayışmı verək.

Fərz edək ki, a,b,c,d  proyektiv müstəvidə mərkəzi О 

nöqtəsində olan düz xətlər dəstosinin һәг hansı dörd düz 

xəttidir (Şəkil 45).
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Şəkil 45.

О mərkəzindən keçməyən hər hansı gd ü z  xəttini 

götürək. Bu düz xəttin a, b, c, d  düz xətləri ilə kəsişmə 

nöqtələrini uyğun olaraq А, В , С, D ilə işarə edək. Yuxarıda 

isbat etdiyimiz teoremə görə (AB, CD) mürəkkəb nisbəti 

g düz  xəttinin seçilməsindən asılı deyil. (AB , CD) ədədinə 

a,b,c,d  düz xətlərinin mürəkkəb nisbəti deyilir və (<ab, cd)  

ilə işarə olunur. Təkrar edək ki, (ab, cd) g  düz xəttinin

seçilməsindən asılı deyil.

Bir düz xətt üzərində olan dörd nöqtənin mürəkkəb 

nisbətinin xassələrindən (§19) istifadə edərək düz xətlər 

dəstəsinin dörd düz xəttinin aşağıdakı xassələrini asanlıqla 

isbat etmək olar.

1 ) (ab, cd) = {cd, ab)
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2 ) Э^эг [ab, cd )*  0 ,

onda (ba ,cd)  = - ^ ) , (ab, dc) = j ^

3) (<ab, cd)=(ba , dc)

4) (ab, cc)= l, (a6 , c&)=0,

5) (a£, cd)+(ac , bd) = l^ ^

<4j2.P M üstəvinin proyektiv çevirmələri 

Tərif. Proyektiv müstəvinin һәг bir düz xəttini yenə də 

düz xəttə keçirən və bir düz xətt üzərində yerləşən dörd 

nöqtənin mürəkkəb nisbətini dəyişməyən çevirməsinə proyek­

tiv çevrilmə deyilir.

Başqa sözlə, proyektiv çevirmə bir düz xətt üzərində 

yerləşən dörd M ]t M 2, М ъ M 4 nöqtələrini elə

Ы \ , M 2, M 3, М \  nöqtələrinə çevirir ki, onlar üçün

{ м , м 2, м 3м 4 ) = ( м ; м 21 м гм \ )

Müstəvinin proyektiv çevirməsinə ən sadə misal olaraq 

eynilik çevirməni göstərə bilərik. Bu çevirmədə hər bir nöqtə 

öz-özünə keçdiyi üçün, düz xətt düz xəttə keçir və düz xətt 

iizərindəki dörd nöqtənin mürəkkəb nisbəti dəyişmir.

Lem m al. Tutaq ki, R = (М,, M 2, M 3, E)  və

R = (Mj', M 2 M \ , E ) proyektiv müstəvinin iki proyektiv
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reperidir. R reperində koordinatları ilə verilmiş һәг bir nöqtəyə 

R reperinda eyni koordinatlara malik olan nöqtəni qarşı qoyan 

/  inikası müstəvinin proyektiv çevirməsidir.

İsbatı. Fərz edək ki, /in ik a s ı М (х ,,х2, x3) nöqtəsini

M  (x,, x2, x3) . nöqtəsinə keçirir. İsbat edək ki, /in ik a s ı

proyektiv çevirmədir.

Əgər X ( x t, x 2, x 3)R, Г(уи у 2, у 3)к, Z{zt, z 2, z , )R

nöqtələri bir düz xəttə aid olarlarsa, onda üç nöqtənin bir diiz 

xətt üzərində yerləşməsi şərtinə əsasən

x,, y lt Zx

x2, у  2 у Z 2 = О 

X3 » Уъ-» Z3

olar. Bu isə о deməkdir ki, onların obrazları olan

*'{*ı.*2> *з)„-> Ү '(У\>У2’ У}),Г  z (z,,z2, Z3\ .  

nöqtələri də bir düz xətt üzərindədirlər. İndi göstərək ki, /  

çevirməsində dörd nöqtənin mürəkkəb nisbətini dəyişmir. 

Yuxarıda göstərdik ki, /in ik a s ı d  düz xəttini yenə bir d  düz 

xəttinə inikas ebyir.

Əgər

A(ci\, ü2, )/f> , ö2, C{cxt с2,

D(d |, d 2, d })R
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nöqtələri d düz xətti üzərində olarlarsa, onda onlarm /  

inikasında obrazları

A [a{, a2, ö3)w В (ö,, , C ( c lt c2, c3)/?. ,

Z) (öf,, c/2 > )/г

nöqtələri də d  düz xəttinin üzərində olarlar. Buradan, daha 

sonra alınır ki, M x, M 2, M 3 nöqtələrindən hər hansı biri, 

məsələn M 3 d  düz xətti üzərində olmazsa, onda onun obrazı 

M \  nöqtəsi də d  düz xətti üzərində olmaz. А, В, С, D 

nöqtələrinin M 3 mərkəzindən M ,M 2 koordinat düz xətti 

üzərindəki proyeksiyalarını A3, B3, C3, D3 ilə işarə edək.

§5-də nöqtənin koordinat düz xətti üzərində 

proyeksiyalarmın koordinatiarı haqqında, teoremə əsasən 

R3 = (Л /Р M 2, E3) reperində A3, B3, C3, D3 nöqtələrinin

koordinatları

A3 (aı > a 2 )/̂ з > B3 (г»1, b2 , C3 (c), c2 , D3 [dv d 2

kimi olacaqlar
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Şəkil 46.

§2 0 -də isbat etdiyimiz 

(AB, CD)=(A3B„ C3D 3) olar.

§ 19- da 2 -ci teoremə əsasən

(a b , c d )= (a 3b „ c 3d 3)

teoremə əsasən

a\ c, 6 , d,

ü2 C2 b2 d 2
a, б/, ь, c,
a, d 2 b2 c2

О)

olar.

M 3 mərkəzindən Ä , B \ C \ D  nöqtələrinin M\M\  

koordinat düz xətti üzərində proyeksiyalarmı A3> B3,C3, D3 

işarə etsək, R3 = (л /,, M 2, E3) reperində ( E 3 i lə £  nöqtəsinin 

M XM 2 koordinat düz xətti üzərindəki proyeksiyası işarə 

olunmuşdur). A3, B3,C3, D3 nöqtələri koordinatları

A\{ax, a2)^., В ip], b2)R. , C(c,, c2 , D{dx, d 2)̂ .
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olar. Anoloji qayda da

a\ c\ bx d,

a2 C2 b2 d 2

a\ d\ b 1 cı
ö, d 2 b2 c2

(a b ' , c d )= ( a , b 3, c 3£»;)=

alariq.

( 1 ) və (2 ) ifadələrini tutuşdursaq alariq:

(a b , c d )=(Ab ' , c 'd  )

Lemma isbat olundu.

Lemma 2. Əgər f x və / 2 proyektiv çevirmələri və g düzxətti 

üzərindəki üç müxtəlif А, В, С nöqtələr üçün

/ , (A )  = f 2(A), f ,(B) = / 2(BX /İ(C ) = / 2 (C) 

şərti ödənərsə, onda ixtiyari M e g  nöqtəsi üçüıı 

/ ,(M )  = / 2 (M ) olar.

Isbatı.

ф ) = f 2(Ä )=Ä , f { B ) = f 2(B)=B,  f t( c )= / 2( c ) = c ' ,
və / 2(М) = М  ilə işarə edək. Proyektiv

çevirmənin tərifmə görə

( Ä B \  C 'M ')= ( a B, CM)  və (Ä B \  C'M*)=(AB, CD)

olduğundan (А В  , C  m  )= (a  В , С M  ) alariq. §19-də, 1-ci
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teoremə görə M'  və M" nöqtələri üst -  üstə düşməlidir. 

/ j(M ) = f 2(M)  . Lemma isbat olundu.

Proyektiv çevrilmələr haqqında əsas teoremi isbat edək.

Teorem. Fərz edək ki, R = (MV M 2i М ъ, E) və

R =(m [, M 2 A/3 , E ) proyektiv müstəvisinin ixtiyari iki

reperidir. Proyektiv müstəvisinin R reperini R reperinə 

keçirən ancaq və ancaq bir proyektiv çevirmə vardir. Bu 

çevirmədə R reperində koordinatları ilə verilmiş hər bir nöqtə 

R reperində eyni koordinatlara malik olan (mütənasiblik 

dəqiqliklə) nöqtəyə keçir.

İsbatı. 1-ci lemmaya görə R reperini R reperinə 

keçirən /  proyektiv çevirməsi vardır. Bu çevirmə R reperinin 

A/, (l, 0, 0)д| A/2 (0 ,1, 0)Ä, A/,(0, 0, l)Ä təpə nöqtələrini və

E(1,1, l) vahid nöqtəsini R reperinin

A/,(l, 0, 0)л , A/2 (0 ,1, 0)/e, A/3 (0, 0, \)R təpə nöqtələrinə və 

£ ,( l,l ,l)^  vahid nöqtəsinə keçirir. İsbat edək ki, /  teoremin 

şərtlərini ödəyən yeganə proyektiv çevirmədiı*. Əksini fərz 

edək: fərz edək ki, R reperini R reperinə keçiron başqa bir /  

proyektiv çevirməsi də var. M,A/, koordinat düz xətti ilə 

M 2E  düz xəttinin kəsişmə nöqtəsini E3 ilə işarə edək.
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f  inikası da M XM 2 düz xəttini М \М \  düz xəttinə, M 3E  düz

t
xəttini M 3 E' düz xəttnə keçirdiyi üçün, E3 nöqtəsini də 

M\M\  və A/3£  düz xətlərinin E3 kəsişmə nöqtəsinə keçirər.

• E3 -> nöqtəsinin R reperində koordinatları

(1,1,0)olduğundan, E3 nöqtəsinin də R reperində 

koordinatları (l, 1, 0 ) olar və 2 -ci lemmaya görə /  və /  

inikasları M XM 2 düz xəttinin üç müxtəlif nöqtəsində üst-üstə 

düşdüklərindən M XM 2 düz xəttinin bütün nöqtələrində üst-üstə 

düşəcəkləı*.

Analoji qayda ilə isbat etmək olar ki, /  və /  

inikasları M XM 3 və M 2M 3 koordinat düz xətlərinin də bütün

nöqtələrində üst-üstə düşəcəklər.

İndi fərz edək ki, M  nöqtəsi proyektiv müstəvinin R 

reperinin koordinat düz xətlərinin üzərində yerləşməyən hər 

hansı nöqtəsidir. M  nöqtəsindən M XM 2, M XM 3, M 2M 3 düz 

xətbrini uyğun olaraq P, S  və Q nöqtələrində kəsən һәг hansı 

düz xətt keçirək (şəkil 47).
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Şəkil 47.

Yuxarıda isbat etdiyimiz kimi

f ( P )  = f ( P ) ,  f \ S )  = f ( S )  və f ( Q )  = / ( Q )  olar.

Buradan da 2-ci lemmaya görə /  ( М ) = ј { М )  olduğunu 

alariq.

Deməli, /  və /  inikasları proyektiv müstəvinin bütün 

nöqtələrində üst-üstə düşürlər, başqa sözlə /  inikası proyektiv

müstəvinin R reperini onun R reperinə keçirən yeganə 

proyekiv çevirmədir.

Bu proyektiv çevirmə 1-ci lemmaya görə R reperində 

koordinatları ilə verilmiş һәг bir nöqtəni R reperində eyni 

koordinatlarla malik olan nöqtəyə keçirir. Teorem isbat olundu.
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Nəticə. Əgər proyektiv müstəvinin proyektiv 

vevrilməsində hər hansı bir reperin təpə nöqtələri və vahid 

ııöqtəsi invariant nöqtəbr isə, onda həmin proyektiv çevirmə 

müstəvinin eynilik çevirməsidir.

§22. Müstəvmin proyektiv çevirmələrinm xassələri

Xassə 1. Proyektiv müstəvinin çevirməsində bir düz 

xətt üzərində olmayan üç nöqtə, bir düz xətt üzərində olmayan 

üç nöqtəyə inikas olunur.

İsbatı. Xassəni əksini fərz etmək üsulu ilə isbat edək.

Fərz edək ki, proyektiv müstəvinin /  proyektiv çevir- 

məsində bir düz xətt üzərində olmayan üç А, В və С nöqt3 - 

ləri bir g  düz xətti üzərində yerləşən Ä> В  və С nöqtəbrinə 

keçir.

Fərziyyəmizə görə, /  inikasında müstəvinin bütün 

nöqtəbrinin obrazlarının g  düz xətti üzərində olduğunu isbat 

edək. Həqiqətən də, M  nöqtəsi proyektiv miistəvinin С 

nöqtəsindən fərqli ixtiyari nöqtəsi olarsa, onun M  = / ( м )  

obrazmm g  düz xətti üzərində olduğunu göstərək. MC  və 

AB  düz xətbrinin kəsişmə nöqtəsini N  ib  işarə edək. А, В 

və N  nöqtəbri bir düz xətt üzərində yerbşdikbrindən, N  

nöqtəsinin N  obrazı da A və В nöqtələrinin obrazları olan
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А və В nöqtəbrinin yerləşdiyi g' düz xətti üzərində olar 

С, M, N  nöqtələri də bir dz xətt üzərində yerləşdiklərindən 

Л/nöqtəsinin obrazı M  -də С və N  nöqtələrinin obrazlannm 

yerləşdiyi g  düz xətti üzərində olar. Beləliklə, /  inikası bütiiıı 

proyektiv müstəvini g  düz xəttinə inikas edir. Deməli, 

/in ik a s ı qarşılıqlı birqiymətli deyil. Bu da / - i n  proyektiv 

çevirmə olması şərtinə ziddir.

Xassə isbat olundu.

Xassə2. Müstəvinin proyektiv çevirməsində proyektiv 

reper proyektiv reperə keçir.

Xassə 3. Müstəvinin proyektiv çevirməsində düz xətti 

уепә də düz xəttə keçir.

İsbatı. Proyektiv müstəvidə hər hansı bir R proyektiv 

reperinə və onun proyektiv çevirmədə obrazı olan R reperinə 

baxaq. R reperində a lx ] +a2x 2 + аъхг = 0 tənliyi ilə verilən

d  düz xətti R reperində eyni tənliklə təyin olunan fıqura 

keçəcək.

§ 18-də 1 - ci teoremə görə isə həmin fıqur müəyyən d 

düz xəttidir.

Tərif. Proyektiv müstəvinin bir düz xətti üzərində 

yerləşən azı üç müxtəlif invariant nöqtəsi olan və eynilik 

çevirməsindən fərqli proyektiv çevirməyə homologiya deyilir.
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Bir düz xəttə aid olan üç müxtəlif А, В və С nöqtələrii 

homologiyamn invariant nöqtələri olarlarsa, onda AB düz 

\.)ttinin bütün nöqtələri homologiyamn invariant nöqtələri 

olacaq. Həqiqətən, M  nöqtəsi AB  düz xəttinin hər hanst 

ııöqtəsi, M  isə onun obrazı olarsa, onda 

(,AB, C M ) = ( a B , CM').  § 1 9-dəki 1- ci teoremdən çıxan

nəticəyə görə M  və M  nöqtələri üst-üstə düşiirlər. 

I lomologiyada nöqtələrinin hamısı invariant olan düz xəttə 

homologiyamn oxu deyilir.

Homologiyamn şağıdakı xassələri vardır.

Xassə 4. Homologiyada A nöqtəsinin obrazı A nöqtə- 

sindən fərqli Ä  nöqtəsidirsə, onda A Ä  düz xətti homolo­

giyamn invariantıdır.

İsbatı. A Ä  düz xətti homologiyamn g 0 oxundan fərqli 

düz xətt olacaq. Çünki g 0 oxunun һәг bir nöqtəsinin homo- 

logiya obrazı onu özü olur. AA düz xəttinin g 0 oxu ilə kəsiş- 

mə nöqtəsini С ilə işarə edək. AC  düz xəttinin iki A və С 

nöqtələri elə bir düz xəttin iki А С nöqtələrinə keçdiyindən 

AC  düz xətti homologiyada invariant olar. A Ä  düz xətti isə 

AC  ilə üst -üstə düşən düz xəttidir. Xassə isbat olundu.
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Şəkil 48.

Xassə 5. Homologiyada öz obrazı ilə üst-üstə düşməyən 

nöqtədən və onun obrazından keçən bütün düz xətlər mərkəzi 

homologiyamn invariant nöqtəsində olan bir düz xətiər 

dəstəsinə aiddirlər.

İsbatı. Tutaq ki, g 0 düz xətti /hom ologiyasında A

nöqtəsi A nöqtəsinə keçir. A nöqtəsi A nöqtəsindən fərqlidir. 

AA düz xətti üzərindən olmayan В nöqtəsi də В nöqtəsindən 

fərqli В nöqtəsinə keçirsə, onda A Ä  və В В düz xətlərinin P 

kəsişmə nöqtəsi /  homologiyasınm invariant nöq-təsi olar.

Proyektiv müstəvinin ixtiyari M  nöq-təsini və /

homologiyasında onun M  -dən fərqli M'  obrazı-nı nəzərdən 

keçirək. İsbat edək ki, MM  düz xətti P invariant nöqtəsindən 

keçər. Əksini fərz edək, (şəkil ММ  düz xətti P 

nöqtəsindən keçmir. Onda MM  diiz xətti A Ä  və В В  düz xot- 

lərini iki Q və R nöqtəbrində kəsər. P, Q və i? nöq-tə-bri
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I'iı düz xətt üzərində deyillər, /  homologiyasınm invariant 

ııttqtəsidir. g 0 düz xətti üzərində elə S nöqtəsini götürək ki, 

/ \  Q , R və S  nöqtələri ümumi vəziyyətdə olsunlar. Onda 

§2 1 ~da 2 -ci teoremdən çıxan nəticəyə görə /  çevirməsi pro­

yektiv müstəvinin eynilik çevirməsi olar, bu isə / - i n  ho- 

mologiya olması şərtinə ziddir. Xassə isbat olundu.

Tərif. Homologiyada öz obrazı ib  üst-üstə düşməyən 

nöqtədən və onun obrazmdan keçən düz xətbrin kəsişmə 

ııöqtəsinə homologiyamn mərkəzi deyilir.

Əgor homologiyamn mərkəzi oxu üzərində olarsa beb 

homologiyaya parabolik homologiya deyilir.

Şəkil 49.
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Əgər homologiyamn mərkəzi onun oxu üzərində 

olmazsa, belə homologiyaya hiperbolik homologiya deyilir. 

§2 1 -də isbat edilmiş əsas teoremdən çıxan nəticədən ahnır ki, 

hiperbolik homologiyamn, onun mərkəzindən başqa, homologi- 

yanın oxu üzərində yerləşməyən invariant nöqtəsi yoxdur.

Asanlıqla isbat etmək olar ki, parabolik homologiyamn 

onun oxu üzərində yerləşməyən invariant nöqtəsi yoxdur.

164



III FƏSİL

PROYEKTIV HƏNDƏSƏNİN ƏSAS FAKTLARI 

§23. Таш dörd təpəli 

Tərif. Proyektiv düz xətt üzərində dörd Л, В, С və D  

ııöqtələri veriiirsə və (ЛВ, CD) = - 1 sətri ödənirsə, onda 

deyirlər ki, A və В  nöqtələr cütü, С və D  nöqtələr cütünü 

harmonik ayırır. (və ya A və В nöqtələr cütü, С və D  

nöqtələr cütü ilə harmonik qoşmadırlar).

Proyektiv düz xətt üzərində dörd nöqtənin mürəkkəb nisbətinin 

xassələrinə görə (AB, CD) = -1 olmasmdan almır ki, 

(ВА, CD) = -1, (AB, DC ) = — 1 və (CD,AB) = -  1 şərtləri 

də ödənir. Bu isə о deməkdir ki, əgər A və В nöqtələr cütü, С 

və D nöqtələr cütünü harmonik ayrırsa, onda, В və А 

nöqtələr cütü də С və D  nöqtələr cütünü, A və В nöqtələr 

cütü də, D və С nöqtələr cütünü, ən nəhayət С və D nöqtələr 

cütüdə, A və В nöqtələr cütünü harmonik ayırır.

Tərif. Proyektiv müstəvidə istənilən üçü bir proyektiv 

düz xətt üzərində olmayan dörd nöqtədən və bu nöqtələri cüt- 

cüt birləşdirən altı proyektiv düz xətdən ibarət olan fıqura tam 

dördtəpəli deyilir.
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Həmin nöqtələrə tam dördtəpəlinin təpələri, onları cüt -ciit 

birləşdirən altı proyektiv düz xəttə isə tam dördtəpəlinin 

tərəfləri deyilir.

50-ci şəkildə təpə nöqtələri А, В, С və D olan 

ABCD tam dördtəpəlisi təsvir edilmişdir.

Şəkil 50.

AB, BC , CD, AD, BD və AC düz xətləri tam dördtəpəlinin 

tərəfləridir. Tam dördtəpəlinin ortaq təpəyə malik olmayan 

tərətlərinə onun qarşı tərəfləri deyilir. ABCD tam 

dördtəpəlisində A B v z  CD, BC və DA, AC  və BD qarşı 

tərəflərdir. Qarşı tərəflərin kəsişdiyi nöqtələrə tam dördtəpə- 

linin diaqonal nöqtələri deyilir. Diaqonal nöqtələrini cüt-cüt 

birbşdirən proyektiv düz xətlərə tam dördtəpəlinin diaqonalları 

deyilir. Şəkildə P, Q, R nöqtələri ABCD tam dördtəpəlisinin 

diaqonal nöqtələri, PQ , QR və RP proyektiv düz xətləri onun 

diaqonallarıdır.
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Lemma. Tam dördtəpəlinin diaqonal nöqtələri bir 

proyektiv düz xətt üzərində deyillər.

İsbatı. ABCD tam dördtəpəlisində P, Q və R 

nöqtəbrinin bir proyektiv düz xətt üzərində olmadıqlarım isbat 

edək. Bunun üçün (А, В , С, D) reperini götürək. Bu reperdə 

AB koordinat düz xəttinin tənliyi Л( 1, О, О) və В(0,1, 0) 

nöqtələrindən keçdiyindən

х, 1 0  

х2 0  1 

х3 О О

= 0  və уа х3 -  0  olar.

CD koordinat düz xəttinin tənliyi C(0, 0, l) və D{ 1, 1, 1) 

nöqtələrindən keçdiyindən

x, 0  1

x2 0  1 0  və ya x, -  x2 = 0

x3 1 1

Buradan da alariq ki, P nöqtəsinin А, В , С, D 

reperində koordinatları (l, 1, О) olar.

Eyni qayda ib  ^(l, 0, l)və Q(0, 1, l) olar. Buradan isə 

alariq ki,

1 1 0

1 0 1 = - 1-1 +  0 = - 2^0 
0  1 1
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Deməli, R, P, Q nöqtələri bir proyektiv düz xətt 

üzərində deyillər.

İndi də proyektiv müstəvidə tam dördtəpəli haqqında 

aşağıdakı teoremi isbat edək.

Teorem. Tam dördtəpəlinin hər bir dioqnalındakı 

dioqnal nöqtələri, bu dioqnalın üçüncü dioqnalı əmələ gətirən 

tərəflərlə kəsişmə nöqtələrini harmonik olaraq ayırır.

Şəkil 51.

İsbatı. Tutaq ki, ABCD  tam dördtəpəli, P, Q, R isə 

onun diaqonal nöqtələridir. İsbat edək ki, P Q diaqonalı 

üzərindəki P və Q dioqonal nöqtəbri, bu dioqonal ilə R 

dioqonal nöqtəsini əmələ gətirən ÄDvə AC  tərəfləri ilə 

kəsişmə nöqtələri olan M  və N  nöqtələrini harmonik olaraq 

avırır. Bunun üçün P , Q, M  və N  nöqtələrini AC  proyektiv
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ılüz xəttinə əvvəlcə B v ə  sonra da D nöqtəsindən 

proyektləndirək. Proyeksiyalar haqqmda teoremə görə alanq. 

(PQ, MN) = (A C ,R N )  və

(.p q , m n )= (c a , r n )

Mürəkkəb nisbətin xassələrinə görə

Buradan da alariq ki, (.PQ, MN)  = Щ

Bu isə о deməkdir ki, (PQ, MN)2 =\ M  və N  

nöqtələri üst-üstə düşmədiyindən (PQ, МЫ)ф 1 olar.

Bu isə deməkdir ki, (P Q , M N ) = -1 

Teorem isbat olundu.

(PQ, M N)=(AC,  RN)  və (PQ, MN) = - 1 münasibətlərindən 

alariq ki, (A C ,R N )  = -  1 Beləliklə, biz aşağıdakı nəticəyə 

gələrik.

Nəticə 1. Tam dördtəpəlinin hər hansı tərəfı üzərində iki 

təpə nöqtəsi, bu tərəf üzərindəki dioqnal nöqtəsini və bu tərəf 

ilə digər iki dioqnal nöqtəsindən keçən dioqnalla kəsişmə 

nöqtəsini harmonik olaraq ayırır.

Proyektiv düz xotlər bağlısına aid dörd a , b, с, d  düz

xətləri üçün (ab, cd ) ~ - 1 şərti ödənərsə, onda deyirlər ki, а
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və b proyektiv düz xətləri с və d  proyektiv düz xətlərini 

harmonik olaraq ayırır. Yuxarıdakı şəkildən göründüyü kimi 

RM  və RN düz xətləri RP və RQ düz xətlərini harmonik 

olaraq ayırır. Buradaıı isə aşağıdakı ikinci nəticəni alarıq.

Nəticə 2. Tam dördtəpəlinin iki qarşı tərəfı, bu tərəf- 

lərin kəsişmə nöqtəsindən keçən iki diaqonah harmonik olaraq 

ayırır.

§24. Proyektiv müstəvidə qurma məsələləri

Proyektiv müstəvidə qurma məsələləri nəzəriyyəsi bir 

çox cəhətdən evklid müstəvisində qurma məsələləri 

nəzəriyyəsinin analoqudur. Lakin onlar arasında ciddi fərqlər 

var. Beləki proyektiv müstəvidə məsafə anlayışı təyin 

olunmadığına görə, burada qurma məsələlərinin həllində 

pərgardan istifadə olunmur. Ancaq xətkeşdən istifadə olunur. 

Fərz olunur ki, xətkeş vasitəsi ilə verilmiş və ya qurulmuş iki 

nöqtədən keçən proyektiv düz xətti qurmaq olar.

Proyektiv müstəvidə qurmalarda əsas fıqurlar olaraq 

nöqtə və düz xətt götürülür. Evklid müstəvisindən fərqli olaraq 

burada məsafə təyin olunmadığından pərgardan istifadə 

olunmur.

Qurma məsələsinin həlli prosesində əsas fıqurlarm 

müəyyən bir П çoxluğu qeyd olunur.



Əgər hər hansı bir düz xətt Qçoxluğuna daxildirsə, 

buradan çıxmır ki, onun hər bir nöqtəsi də bu çoxluğa daxildir. 

Yəni hər bir qurulmuş və ya verilmiş düz xətt Q çoxluğuna 

verilmiş və va qurulmuş nöqtə kimi ayrıca bir element kimi 

daxil olur.

Əsas fıqurlar «qurmanm aksiomları» adlanaıı aşağıdakı 

iki şərti ödəməlidirlər.

I. Proyektiv müstəvidə ümumi vəziyyətdə olan 

qurulmuş nöqtəbrin heç olmazsa bir «dördliiyü» var.

II. Qurulmuş və ya verilmiş nöqtəbrin və düz xətlərin 

nçoxluğu hər bir qurma məsələsi üçün sonlu çoxluğudur. Bu 

çoxluğun bütün elementlərinə qısaca qurulmuş fıqur deyilir. 

Qurma məsələsi həllində yeni əsas fıqurların Q çoxluğuna 

əlavə edilməsi aşağıdakı iki şərtin köməyi ilə edilir. Bu şərtbr 

qurmamn postulatları adlanır.

П 1 . İki qurulmuş düz xəttin kəsişmə nöqtəsi də 

qurulmuş nöqtə hesab olunur.

П 2. İki qurulmuş nöqtədən keçən düz xətt də qurulmuş 

hesab olunur.

Proyektiv müstəvidə qurma məsəbsi belə verilir: 

Qurulmuş fiqurlarm hər hansı bir sonlu çoxluğu verilir və tələb 

olunanaıı əsas fıqurlarm xarakterik xassəbri şərh edilir. Təbb 

olunur ki, qurma postulatlarmm köməyi ib  əsas fiqurlarm eb
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bir sonlu çoxluğu tapılsın ki, tələb olunan əsas fiqurlar da, 

onlarm arasinda olsun.

Tutaq ki, bizə hər hansi proyektiv diiz xətt üzərində üç 

А, В və С nöqtələri verilmişdir.

(AB,CD) = -  1 şərtini ödəyən Dnöqtəsinə, bu 

nöqtəbrə dördüncü harmonik nöqtə deyilir.

Aşağıdakı qurma məsələsini həll edək.

Məsələ: Proyektiv düz xətt üzərində üç A, B v s C  

nöqtələri verilmişdir. Bu nöqtələrə dördüncü harmonik 

D nöqtəsini qurun.

Həlli. Analiz elə bir PQRE dördtəpəlisi quraq ki, onun 

iki dioqnal nöqtəsi uyğun olaraq A və В olsun. Üçüncü 

dioqnal nöqtəsini əmələ gətirən tərəflərdən biri ilə AB&üz 

xəttinin kəsişmə nöqtəsi С olarsa, onda üçüncü dioqnal 

nöqtəsinin AB  düz xətti ilə kəsişmə nöqtəsi tələb olunan D 

nöqtəsi olacaq. Bu analizdən sonra aşağıdakı qurma üsulunu 

aldıq.

Qurm a. Tutaq ki, d  proyektiv düz xətti üzərində 

А, В və С veribn nöqtəbrdir.



Şəkil 52.

A nöqtəsindən d  düz xətti ilə üst -üstə düşməyən hər 

hansı düz xətt keçirək (şəkil 52).

Bu düz xətt üzərində iki P və Q nöqtələrini qeyd edək.

Sonra isə BP, BQ və CP düz xətlərini quraq. CP və QB düz 

xətlərinin kəsişmə nöqtəsini R ilə işarə edək. Sonra isə 

AR düz xəttini çəkirik. AR düz xətti ilə BP düz xəttinin 

kəsişmə nöqtəsini E ilə işarə edək. QE düz xətti ilə d  düz

xəttinin kəsişmə nöqtəsi D tələb olunan nöqtə olar.

İsbatı. Həqiqətən A və В Nöqtələri qurulmuş 

PQREvam dördtəpəlisinindioqnal nöqtələri olaraq, С və D 

nöqtələri bu tarn dördtəpəlinin üçüncü L dioqnal nöqtəsini 

əmələ gətirən PQ  və QE tərəfləri ilə d  düz xəttini kəsişmə 

nöqtələri olduğundan, tam dördtəpəlinin dioqnal nöqtələri 

haqqmda teoremə əsasən (AB , CD) = - 1 olar.
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Araşdırma. Proyektiv düz xətt üzərində dörd nöqtənin 

mürəkkəb nisbətinin xassəsinə görə məsələnin yeganə həlli var.

§ 25. Proyektiv düz xətlərin və proyektiv düz xətt 

dəstələrinin proyektiv inikasları 

Tərif: Tutaq ki, bizə proyektiv müstəvidə iki d  və d'  

proyektiv düz xətləri və d  düz xəttinin nöqtələri çoxluğunun 

d'  diiz xəttinin nöqtələri çoxluğuna /  .d  - » c/'biyektiv inikası 

verilmişdir. A, B,C, D e d  nöqtələrinin bu inikasda obrazları 

A \  B \  C'  və D' olduqda

(АВ, CD)=(ÄB',  C ’D ')

Şərti ödənərsə onda /  inikasına proyektiv inikas deyilir. 

Deməli, düz xəttiıı düz xəttə proyektiv inikasında nöqtə 

cütlərinin harmonik ayrılması da saxlamr.

Teorem 1. Tutaq ki, r  = {av a 2, e )  VƏ

R' = (A', A'2, E') uyğun olaraq d  və d'  proyektiv düz 

xətlərində ixtiyari reperlərdir. Onda d  proyektiv düz xəttinin 

d'  proyektiv düz xəttinə yalııız və yalnız bir proyektiv inikası 

var ki, о R reperini R' reperinə keçirdir.

İsbatı. Əvvəlcə d  düz xəttinin d'  düz xəttinə R 

reperini R’ reperinə keçirən proyektiv inikasımn varlığmı isbat 

edək. d  düz xətti üzərindəki R reperinə görə koordinatları 

(x ,,x 2) olan M  nöqtəsinə qarşı d'  düz xəttinin /Ггереппә
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görə koordinatları (x ,,x 2) olan M'  nöqtəsini qoyan 

/  :d -> d'  inikasına baxaq. Proyektiv koordinatlarm tərifınə 

görə /  inikası biyektiv inikas olar.

İndii göstərək ki, /  proyektiv inikasdır, yəni dörd 

nöqtənin mürəkkəb nisbətini saxlayır.

d  düz xətti üzərində R reperinə görə koordinatları ilə verilmiş 

ixtiyari dörd A(a}, a2\  B(b{,b2), C(c„ c2) və Q{qx, q2) 

nöqtələrini götürək. Bu nöqtələrin /  inikasında obrazları d  

düz xətti üzərində R' reperinə görə koordinatları uyğun olaraq 

(о,, a2\  (bx, b 2\  (с]ус2\  (<?,, q2\  olan A \ B \ C \ Q '  

nöqtəbri olacaq. Mürəkkəb koordinatlarala ifadəsi haqqında 

teoremə görə

[ Ä B \  C'Q')=

a , Я!
cı2 C2 b2 Я 2

a\ Ч\ b\

ü 2 q 2 b2 C2

= (a b , c d )

Deməli, /  proyektiv inikasdır. Bu inikas А}(\, 0)R 

nöqtəsini A[(\, 0)/r nöqtəsinə, Л2 (1, 0)/enöqtəsini A2(l, 0)R, 

nöqtəsinə, E( 1, l)/? nöqtəsini E'(l, l)Ä, nöqtəsinə keçirir. 

Deməli, ^reperi i?'reperinə keçir. İndi isbat edək ki, /  

inikası R reperini ^ 'reperinə keçirən d  düz xəttinin d'Ğüz
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xəttinə yeganə proyektiv inikasıdır. Əksini fərz edək. Fərz edək 

ki, başqa bir / ' :  d d ’ proyektiv inikası da var ki, о

R reperini R ’ reperinə keçirir. d  düz xətti üzərində A}, Л2, E  

nöqtələrindən fərqli hər hansı bir M  e d  nöqtəsi götürək.

və f ' ( M )  = M"  işarə edək. Onda proyektiv 

inikasın tərifınə görə

(AtA 2, E M n) = (Д A2 ,ЕМ )  = (АјА2 , EM')  

d'  proyektiv düz xətti üzərində Ax, A2, E  nöqtəbri ilə 

birlikdə mürəkkəb nisbəti ä = (AxA2, E M ' ) - ə bərabər olan 

nöqtənin yeganəliyi haqqında teoremə görə M ” nöqtəsi 

M 'nöqtəsi ib  üst-üstə düşəcək, yəni / ( м )  = / '(A /)  olar. Bu 

isə о deməkdir ki, f  -  f  olur. Teorem isbat olundu.

Bu toremdən alınır ki, d  düz xəttinin d '  <\x\z xəttinə 

sonsuz sayda proyektiv inikasi var.

Tutaq ki, bizə proyektiv müstəvidə iki d  və d'  

proyektiv düz xətbri və bu düz xətbr üzərində olmayan О 

nöqtəsi verilib. Hər bir M e d  nöqtəsinə qarşı О mərkəzindən 

d '  düz xətti üzərində M nöqtəsinin proyeksiyası olan M'  

nöqtəsini qoyaq (bax. şəkil 53 )



Şəkil 53.

Proyektiv müstəvidə ixtiyari iki düz xətt kəsişdiyi üçün 

qurduğumuz /  inikası d  düz xəttinin nöqtələri çoxluğunun 

d'  düz xəttinin nöqtələri çoxluğuna biyeksiya oiacaq. Mərkəzi 

proyektləndirmə haqqında teoremə görə /  inikası dörd 

nöqtənin mürəkkəb nisbətini saxladığından proyektiv inikas 

olar. /  proyektiv inikasi d  proyektiv düz xəttinin d'  

proyektiv düz xəttinə perspektiv inikasi deyilir. О nöqtəsiııə 

persrektivin mərkəzi deyilir.

Aşağıdakı teorem perspektivlik əlaməti adlamr.

Теогеш 2. Proyektiv d  düz xəttinin d ’ düz xəttiııə 

/  :d -+d '  proyektiv inikasmın perspektiv inikas olması üçiin 

zəruri və kafı şərt bu düz xətlərin kəsişmə nöqtəsinin özüııə 

keçməsidir.

İsbatı. Tutaq ki, P  nöqtəsi d  və d'  düz xətlərinin 

kəsişmə nöqtəsidir. Əgər /  inikasi perspektiv inikas olsa, onda
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Р  nöqtəsinin ixtiyari mərkəzə görə proyeksiyası elə öztl 

olduğundan f ( p ) = p  olur.

İndi fərz edək ki, /  :d  -»  d' proyektiv inikasdır vo 

f ( p ) = p  olur. d  düz xətti üzərində Р  nöqtəsindən fərqli 

ixtiyari iki A  və В nöqtəbri götürək. А' = f ( Ä )  və B' = / ( В ) 

işarə edək (şəkil 54). d və d'  düz xətləri müxtəlif 

olduqlarmdan A Ä  və ВВ' düz xətləri də müxtəlif olar. Onda 

onlar müəyyən bir О nöqtəsində kəsişərlər və bu nöqtə d  və 

d '  düz xətlərinin heç birinə aid olmayacaq. О mərkəzinə görə 

d  düz xəttinin <i'düz xəttinə perspektiv inikasına baxaq. Bu 

inikasda A nöqtəsi Ä  nöqtəsinə, В nöqtəsi B' nöqtəsinə və 

Pnöqtəsi özünə keçəcəkdir.Onda 1-ci teoremə görə bu inikas 

/  inikasi ib  üst-üstə düşər. Deməli, /  inikasi perspektiv 

inikasdır. Teorem isbat olundu.

Şəkil 54.
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İndi də aşağıdakı qurma məsələsini həll edək:

M əsələl. /  :d  -> d' proyektiv inikasında R = (A, B, C) 

ırperi R' = (Л\ B ' ,C ') reperinə keçir. d  düz xəttinin ixtiyari 

ııtfqtəsinin obrazmı qurun.

Həlli, Analiz. Fərz edək ki, d  düz xətti üzərindəki 

А, В, С nöqtələrinin d'  düz xətti üzərindəki /  inikasmda 

obrazları A', Br, С  -dir. İxtiyari A 4'düz xəttini çəkək və bu 

ılüz xətt üzərində A və Ä  nöqtələrindən fərqli О və 

O' nöqtələrini qeyd edək. OB və O'B' düz xətlərinin kəsişmə 

nöqtəsini B0 ilə, ОС və O’C  düz xətlərinin kəsişmə nöqtəsini

C0 -ilə işarə edək. В0С0 düz xətti ilə A Ä  düz xəttinin kəsişmə 

nöqtəsini 4 ^ агә ec*ək (şəkil 55) О mərkəzindən f x\d  -» d0 

və O' mərkəzindən / 2 :d0-+ d' perspektiv inikaslarına baxaq. 

/ 2 о f x inikası A nöqtəsini Ä  nöqtəsinə, В nöqtəsini B' 

nöqtəsinə və С nöqtəsini С  nöqtəsinə keçirir. 1-ci teoremə 

görə / 2 ° /I = /o la r .

Buradan belə bir qurma üsulu alınır.
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Şəkii 55.

Q urm a. d  düz xəttinin ixtiyari M  nöqtəsinin obrazını 

belə qurarıq. О nöqtəsindən OM  düz xəttini keçirək. OM  ilə 

B{)C0 diiz xəttinin kəsişmə nöqtəsini M 0 işarə edək. M 0

nöqtəsinin d'  düz xətti üzərində O' mərkəzinə görə perspektiv 

inikasda obrazmı M '  işarə edək. M ’ tələb olunan nöqtə olar. 

Çünki f ( M ) - / 2 о /j(M )  = f 2{M0) = M ' . Məsələ həll olundu.

Proyektiv müstəvidə ikilik prinsipindən istifadə edərək düz xətt 

dəstələrinin proyektiv inikaslarına belə tərif verə bilərik:

0  mərkəzli proyektiv düz xətlər dəstəsirıin O' mərkəzli 

proyektiv düz xətlər dəstəsinə biyektiv inikasında dörd düz 

xəttin mürəkkəb nisbəti saxlamlarsa, onda belə inikasa 

proyektiv inikas deyilir.

1 -ci teoremdə ikili olan aşağıdakı teorem də doğrudur.



Teorem 3. Tutaq ki, a, b, с О mərkəzli proyektiv düz 

xətlər dəstəsinin ixtiyari üç düz xətti a’, b', c' isə mərkəzı O'

nöqtəsində olan düz xətiər dəstəsinin üç düz xəttidir. Onda О 

mərkəzli düz xətlər dəstəsinin, O' mərkəzli düz xətlər 

dəstəsinə yeganə proyektiv inikasi var ki, a , b, с düz xətləri 

uyğun olaraq o \ b \  с düz xətlərinə keçir.

İndi proyektiv müstəvidə mərkəzləri О və O’ 

nöqtələrində olan iki düz xətlər dəstələrinə və O, O' 

nöqtələrindən keçməyən d  düz xəttinə baxaq. Birinci dəstənin 

hər bir a düz xəttinə qarşı ikinci dəstədən a və d  düz 

xətlərinin kəsişmə nöqtələrindən keçən düz xətti qoyaq. Bu cür 

qarşı qoyma birinci düz xətlər dəstəsinin ikinci düz xətlər 

dəstəsinə proyektiv inikasi olar.

Çünki bu zaman dörd düz xəttin mürəkkəb nisbəti 

saxlanır. Belə qurulmuş proyektiv inikasa mərkəzi О olan düz 

xətlər dəstəsinin, mərkəzi O' olan düz xətlər dəstəsinə 

perspektiv inikasi deyilir. 2 -ci teoremdən ilə ikilik prinsipinə 

görə aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır.

Teorem 4. Bir düz xətlər dəstəsinin digər düz xətlər 

proyektiv inikasının perspektiv inikas olması üçün zəruri və 

kafı şərt bu düz xətlər dəstələrinin mərkəzlərindən keçən düz 

xəttin özü-özünə keçməsidir.
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İndi isə həlli: 1 -ci ğəsədənin həllindən ikilik prinsipinin 

köməyi ilə alınan aşağıdakı məsələnin həllini oxucuya 

tapşırırıq.

Məsalə 2. Mərkəzi О olan düz xətlər dəstəsinin 

mərkəzi ö  olan düz xətlər dəstəsinə /  proyektiv inikasında

a,b,c düz xətlər dəstəsiniıı a ,b ,c obrazları verilir. Birinci 

diiz xətlər dəstəsinin içtiyari m düz xəttinin bu inikasda 

obrazını qurun.

§26. Proyektiv düz xəttin proyektiv çevrilmələri

Tərif. Proyektiv düz xəttin özünə proyektiv inikasına 

onun proyektiv çevrilməsi deyilir. Proyektiv çevirməyə misal 

olaraq proyektiv düz xəttin eynilik çevrilməsini-yəni һәг bir 

nöqtəsinə qarşı о nöqtənin özünü qoyan çevrilməni göstərə 

bilərik.

Bundan qabaqkı paraqrafda d  və d  proyektiv duz 

xətlərinin proyektiv inikasları haqda 1 -ci teorem d  və d'  düz 

xətləriüst-üstə düşdükdə də doğru olar, yəni aşağıdakı teorem 

doğrudur.

Teorem 1. Əgər proyektiv düz xətdə iki R və R' 

reperləri verilibsə, onda R və R' reperinə keçirən bir və yalııız 

bir proyektiv çevirmə var.
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Tutaq ki, bizə /  -.d ->d'  proyektiv çevirməsi verilib. 

Bu çevrilmədə d  düz xəttininözünə keçən nöqtələrinə, /

çevrilməsinin invariant (və ya təpənməz) nöqtələri deyilir.

1 -ci teoremdən birbaşa alınır ki, invariant nöqtələri olan 

proyektiv çevrilmələr var.

Həqiqətən, tutaq ki, d  proyektiv düz xəttinin üzərində 

beş ixtiyari А, В, С, B \C '  nöqtələri verilib. Onda 

R = {A, В, С)  reperini R' = ( A , B \ C ' )  reperinə keçirən 

proyektiv çevirmənin ən azı bir invariant nöqtəsi (A nöqtəsi) 

var. R = {A ,B ,C)  reperini R" = (A, В, C') reperinə keçirən

proyektiv çevirmənin isə ən azı iki invariant nöqtəsi ( А və В 

nöqtələri) var.

İndi isbat edək eynilik çevirməsindən fərqli proyektiv 

çevirmənin ən çoxu 2  invariant nöqtəsi ola bilər.

Teorem 2. Əgər düz xəttin proyektiv çevirməsinin iiç 

invariant nöqtəsi varsa, onda О eynilik çevrilməsidir.

İsbatı. Tutaq ki, /  :d  -» d  proyektiv çevrilməsinin üç 

А, By С invariant nöqtələri var. Həmin nöqtələr həm də 

f 0 :d -> d  eynilik çevrilməsində də tərpənməz olarlar. 

Proyektiv düz xətti R = (A, B, C) reperini özünə keçirən yalnız

bir proyektiv çevirməsi var (Teorem 1-ə görə). Deməli, 

/  = / 0. Teorem isbat olundu.
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Düz xəttin proyektiv çevrilməsində nöqtənin obrazının 

qurulması məsələsinə baxaq:

Məsələ: d  proyektiv düz xəttinin f  :d -+ d  proyektiv
*

çevrilməsində R = (A, В, С) reperi R' = {A\ B \  С") reperinə

keçir. d  düz xəttinin ixtiyari M e d  nöqtəsinin bu çevrilmədə 

obrazını qurmaq tələb olunur.

Şəkil 56.

Həlli. Proyektiv müstəvidə d  düz xətti üzərində 

olmayan P nöqtəsini və d  düz xəttindən fərqli ixtiyari d x düz 

xəttini götürək (şəkil 56).
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Р mərkəzinə nəzərən d  düz xəttinin d x düz xəttinə 

f x-.d —>d x perspektiv inikasda А, В, С, M  nöqtələrinin 

Ax> Bx> Cx, M x obrazlarım quraq. Sonra isə bundan qabaqkı 

paraqrafm 1 -ci məsələsində olduğu kimi (Ax, Bx, C x) reperini 

(ä \ B ' ,C ,  ) reperinə keçirən / 2 \dx - + d x proyektiv inikasda 

M, nöqtəsinin M '  obrazını qururuq. f 2 ' f \  inikasınm 

proyektiv inikas olduğu aydındır. Bu inikasda R = (A, B ,C )  

reperi R' = (Ar, B \  C ') reperinə keçir. Bu isə о deməkdir ki,

f  = f 2 ' f \

f W ) = Л  • / .  ( M) =f ı  ( /, W ) = Л ( М , ) = М ’

Deməli M '  tələb olunan nöqtədir. Məsələ həll olundu.

§27. Proyektiv müstəvinin xəyali nöqtələri

Proyektiv miistəvidə proyektiv koordinat sisteminə tərif 

verərkən gördük ki, əgər proyektiv müstəvidə R = (Ay В, C) 

reperi verilibsə onda, müstəvinin hər bir nöqtəsi hamısı birdən 

sıfır olmayan həqiqi ədədlərdən ibarət (x,, x2, x3) koordinat- 

lara malikdir.

Tərsinə, müəyyən bir nizamla götürülmüş, hamısı 

birdən sıfıra bərabər olmayan üç həqiqi ədəd, proyektiv 

müstəvinin müəyyən bir nöqtəsinin koordinatları olar.
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Bir sıra məsələlərin həlli və izahı üçütı proyektiv 

müstəvidə nöqtə anlayışmı genişləndirmək lazım gəlir: yəni 

proyektiv müstəviyə xəyali nöqtəbr adlanan nöqtələr əlavə 

etməli oluruq.

Fərz edək proyektiv müstəvidə hər hansı R reperi 

seçilib. Kompleks ədədbr çoxluğunu (Tilə iarə edək. Hamısı 

birdən sıfıra ərabər olmayan müəyyən nizamla götürülmüş 

ixtiyari (x,, x2, x3 )e<Z° kortejini nöqtə adlandırmağı 

şərtləşək. xl9 x2, x3 ədədlərini həmin nöqtənin uyğun olaraq 

birinci, ikinci, üçüncü koordinatları adlandıraq. İki 

(x,, x2, x3) və (y]f y 2, y 3) nöqtələri onda və ancaq onda üst- 

üstə düşürbr ki, eb  bir Я е(Г  ədədi olsun ki,

y x =* Я • x,, y 2 =foc2 və y3 = Лх3 şərti ödənsin. Bebliklə, hər 

bir nöqtənin koordinatları Ле(Г,  Я Ф 0 sabit vuruğa dəqiqliklə 

təyin olunur. Əgər М(х ,, x2, x3)e  ( £ 3 nöqtəsinin bütün

koordinatları həqiqi ədədbri olarsa və ya Я e (C ədədinə 

vurmaqla həqiqi ədədbrə gətirmək olarsa, onda M nöqtəsinə 

həqiqi nöqtə deyilir. Əks halda M nöqtəsinə xəyali nöqtə

deyilir.

Məsələn, P ( - 1, 2, З), 2(2/, 3/, -  i) nöqtəbri həqiqi

nöqtə və N(i, 2 + /, 2 -  i) nöqtələri xəyali nöqtədir.
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Yalnız təpə nöqtələri və vahid nöqtəsi həqiqi nöqtələr 

olan reperbrə baxacağımızı şərtləşək. Buradan da alınır ki, bir 

reperdən digər reperə keçid matrisinin elementləri həqiqi 

ədədlər olar. R reperindən R' reperinə keçid matrisi 

A = [atj) (/, j  = 1, 2, З) oisun. Proyektiv müstəvinin M

nöqtəsinin R reperindəki koordinatları (x,, x2, x3) və R'

reperindəki koordinatlarım (x[, x f2, x^) işarə edək. Aydındır

ki, bir reperdən digər reperə keçid düsturlarınm əmsalları - atj -

lar həqiqi ədədlər olduğundan həqiqi nöqtələr həqiqi nöqtələrə 

keçir. Xəyali nöqtələr üçün isə bunu demək olmaz. Bütün 

həqiqi və xəyali nöqtələr çoxluğu birlikdə kompleks proyektiv 

müstəvi adlamr.

Koordinatları qoşma kompleks ədədlər olan nöqtələrə -  

qoşma nöqtələr deyilir. Məsələn, ^(3 + /, 5, 2i) nöqtəsi ib  

# (3 -2 /, 5, - 2 / )  nöqtələri qoşma-eompleks nöqtəbrdir.

Deməli, xəyali nöqtə anlayışı reperin seçilməsindən 

asılı deyil. Kompleks --qoşma nöqtəbr isə ixtiyari герегә görə 

komleks -qoşm a olarlar.

Kompleks proyektiv müstəvidə həqiqi nöqtəbrə sadəcə 

nöqtə, xəyali nöqtəbr isə öz adları ilə adlanırlar. Kompleks 

proyektiv müstəvidə, proyektiv müstəvidə olduğu kimi düz xətt 

dedikdə (*,, x29 jc3) koordinatları
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щхх + и2хв + w3x3 = ОS'
tənliyini ödəyən nöqtələr çoxluğu başa düşürlər. Burada 

Mj, u2i u3 hamısı birdən sıfır olmayan ixtiyari kompleks 

ədədlərdir. Bu ədədlər yazıldıqları nizam ilə kompleks 

proyektiv müstəvidə düz xəttin koordinatları adlanır. Düz 

xəttin koordinatları da sabit Л е С ,  Л ф Оvuruğu dəqiqliklə 

təyin olunur.

Bütün koordinatları həqiqi ədəd olan və ya həqiqi 

ədədlərə gətirilə bilən olduqda həmin düz xətt həqiqi düz xətt, 

əks halda isə xəyli düz xətt adlamr. Bu anlayışlar da reperin 

seçilməsindən asılı deyil.

Aşağıdakı sadə faktlarm isbatım oxucuya həvalə edirik:

1 .Нәг bir həqiqi düz xətt üzərində sonsuz sayda xəyali 

nöqtə var.

2 . Hər bir xəyali düz xətt üzərində yalnız bir həqiqi 

nöqtə var.

Həqiqətən (я, + bxi)xx + (a2 + b2i)x2 + (л3 + b3i)x3 = 0  düz 

xətti üzərində həqiqi nöqtə

axjc, + a2x2 + a3x3 = 0  və bxxx + b2x2 + b3x3 = 0  

həqiqi düz xətlərinin kəsişmə nöqtəsidir.
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3. Kompleks proyektiv müstəvidə iki müxtəlif nöqtədən 

bir və ancaq bir düz xətt keçir. Kompleks qoşma nöqtələrdən 

isə keçən düz xətt həqiqi düz xətdir.

4. İki müxtəlif düz xətt ancaq bir nöqtədə kəsişir.

Tutaq ki, bizə proyektiv müstəvidə d  həqiqi düz xətti л

və onun üzərində А, В , С, D kimi dörd nöqtə verilmişdir.

Proyektiv müstəvidə elə R = [a v A2, A3< e ) reperi seçək ki, Ax

və A2 nöqtələri d  düz xəttinin üzərində olsunlar. Bu reperə görə 

verilən nöqtələr koordinatları ilə

A(alt a2, 0); B(blt b2, 0), C(c, 5 c2, 0), D(dly d2, 0) 

kimi olacaqlar. Bu dörd nöqtənin mürəkkəb nisbəti isə isbat 

etdiyimiz kimi

(a b , c d )=

ax dx

a2 c2 b2 d2
a\ d\ h\ C\
a2 d2 Һ2 C2

(1)

olar. Əgər kömpleks proyektiv müstəvidə A[,Ä2 ed şa rtin i 

ödəyən başqa bir R' = {ä v A2, А!г, E)  reperini götürsək onda 

(AB, CD) mürəkkəb nisbətini А, В, С, D nöqtələrinin 

jR'reperinə görə koordinatları ilə də hesablasaq eyni nəticəni 

alarıq.
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(AB, C D ) = -  1 olarsa, onda deyirlər ki, A, В nöqtələr cütü 

С, D  nöqtələr cütünü harmonik olaraq ayrır.

İndi isə aşağıdakı lemmanı isbat edək:

Lemma. Tutaq ki, bizə kompleks proyeutiv müstəvidə 

d həqiqi düz xətti və bu xəttin üzərində M x, M 2 kompleks

qoşma nöqtələri verilib. Onda bu düz xəttin һәг bir P e  d  

həqiqi nöqtəsi üçün (МХМ 2, PQX) = - 1 şərtini ödəyən yeganə

Q ec/n ö q təs i və (MxM 2, P Q 2)=i  şərtini ödəyən yeganə

Q2 e d  həqiqi nöqtəsi var.

İsbatı. Л = ( 4 ,  A2, A3, E)  reperini elə seçək ki, Ax və

A2 nöqtələri d düz əxtti üzərində olsunlar və P nöqtəsi A2 ilə

üst -üstə düşsün. Bu reperə görə

M x (ax +ibx, a 2 + ib2, 0 )  M 2(ax-  ibx, a2 -  ib2, 0 \  P(0,1, 0) 

olar. M j-in koordinatlarını a x+ibx-ə M 2-nin koordinatlarım 

a 2- ibx bölsək, M x və M 2 nöqtələri koordinatları ilə

1 — ^ 0> . 7  Уa,+ ib2
M,

a2 -  ib2 
a , - i b 2 _

şəklində olar. Kompleks ədədlərin qoşmalarımn nisbəti onların 

nisbətinin qoşmasına ЬэгаЬэг olduğu üçün M x və M 2

nöqtələrini koordinatları ilə birlikdə belə yaza bilərik:

M x (l, а + ib, 0) M 2( \ ,a - ib ,  0),
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1 0 1 0

a + ib 1 а - ib .v у - a  + ib
1 1 1 0 y - a - i b
a + ib У а --ib 1

d düz xətti üzərində P nöqtəsindən fərqli ixtiyari Q e d nöqtəsi 

koordinatları ilə Q(1, y, 0)kimi olar. Əgər [MXM 2, PQ j = - l  

olarsa, ( 1 ) düsturuna görə

( м , м 2, p q )=

olmağından —— a+  almar. Buradan isə y  = o alınır.
y - a - i b

Beləliklə, [MxM 2,P Q  )= - lşə rtin i yeganə 0,(1, a, o)nöqtəsi 

ödəyir. Bu halda teorem isbat olundu.

Analoji olaraq [MxM 2, P Q ) = İ  olmağından isə

y - a  + b alınır, yəni [MxM 2,P Q  )=i şərtini Q2(l,a  + b, о)

nöqtəsi ödəyir. Lemma isbat olundu. _

§28. Proyektiv müstəvidə ikitərtibli xətlər 

Tərif. Proyektiv müstəvidə müəyyən bir R reperinə 

görə koordinatları

aux\ + ° 22X 2 + аззх1 + 2tf12*,x2 + 2ünxxx3 + 2a23x2x3 =0 (1) 

tənliyini ödəyən bütün nöqtəiər çoxluğuna ikitərtibli xətt 

deyilir.
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Burada fərz olunur ki, aj} (/, j  = 1, 2, З) əmsallannın

hamısı birdən sıfra bərabər deyil və at J = <2 ,. Onda (1)

tənliyini qısaca belə yaza bilərik.
з

x i = 0  (2)
/, j =1

İndi göstərək ki, ikitərtibli xətt anlayışı R reperinin 

seçilməsindən asılı deyil.

Tutaq ki, (2) tənliyi у  ikitərtibli xəttin

R = (ä x, A2, A3, Б)  reperində tənliyidir. Əgər proyektiv

müstəvidə başqa bir R' = (A[, A*}, Ä3, E ’) reperi də verilibsə,

onda R repermndən R' reperinə keçid düsturları

p*t = bi\x \ + bn x 2 + bi хп 1 = 1. 2, 3 (3)

şəklində olar. Bu düsturları (2) -də nəzərə alsaq у  xətti üçün

yeni reperdə

2 X * > ; = °  (4)
i. j

tənliyi almar. Burada
з

a 'u = (5)
к, e=\
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(4) tənliyi göstərir ki, у ikitərtibli xəttinin istənilən reperə görə 

tənliyinin şəkli eyni olur, yalnız tənlikdə əmsallar (5) qanunu 

ilə dəyişirlər.

(2 ) tənliyinin sol tərəfı üçölçülii V vektor fəzasında

(6)

kvadratik formasınm ifadəsidir. V vektor fəzası proyektiv 

müstəvini də doğuran fəzadır. A{,A2,A3 nöqtələrinin

—У —У
doğuranları at, a 2, a 3e V  bazis vektorlari, A[,A'2,A3 nöq-

—> —> —>

tələrinin doğuranları a\, a'2, a3 e V  vektorlari olsun, a[, а2, a'3

—> —> —>
vektorlari av a2, a 3 bazisinə görə koordinatları ilə

ü\ {b\I, b2x, b3x a2(рХ2, b22, b3 2 cı3(b]3, b23, b33̂  olarsa, onda

f и и и \

в  =
Һи b\2 b\3

Ь2] Ь22 Ь23

V^31 32 ^ зз  у

(7)

я ]} я 2, я 3 bazisindən ej, а\ bazisinə keçid matrisi olar. (6 ) 

kvadratik formasimn matrisi

(8)

au au a\3
A = a2\ a22 a23

\ аз\ a32 азз J
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eyni zamanda (1) ikitərtibli xəttin də matrisi olar. (4) tənliyi ilə

verilən ikitərtibli xəttin matrisi

olarsa, cəbr və həndəsə kurslarından məlum olduğu kimi

olar. Burada 'B ilə В matrisinin transponirə olunmuş 

matrisdir. Yenə cəbr kursundan məlum olduğu kimi 

det В * Oolduğu üçün

Deməli (4) tənliyi ilə təyin olunan xəttin əmsalları sıfır 

ola bilməz. İsbat etdik ki, ikitərtibli xətt anlayışı reperin 

seçilməsindən asılı deyil.

Tərif. A matrisinin ranqına (1) tənliyi ilə verilən 

ikitərtibli xəttin ranqı deyilir.

Ranqı 3-ə bərabər olan ikitərtibli xətlərə cırlaşmayan, 

ranqı 3-dən kiçik olan ikitərtibli xətlərə cırlaşan ikitərtibli 

xətlər deyilir.

Yuxarıda gördük ki, bir reperdən digərinə keçdikdə 

ikitərtibli xəttin ranqı dəyişmir. Aşağıdakı lemmanı isbat edək.

(9)

A'=‘B - A -B ( 10)

ranqA' = ranqA (П)

olur.
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Lemma. Proyektiv müstəvidə ixtiyari düz xəti: 

cırlaşmayan ikitərtibli xətti Ən çoxu iki nöqtədə kəsə bilər.

Şəkil 57.

İsbatı. Lemmanın əksini fərz etmək üsulu ilə isbat 

edək. d  düz xətti cırlaşmayan у xəttini üç M x, M 2 və M 3

nöqtələrində kəsir. Proyektiv müstəvidə elə R = {Ax, A2i A3, E  j

reperini е1з seçək ki, Ax nöqtəsi M x ilə, y42nöqtəsi M 2 iləüst--

üstə düşsün. ^ 3nöqtəsini isə elə götürək ki, M 2 nöqtəsi А3Е

düz xətti ilə AxA 2 düz xəttinin kəsişmə nöqtəsi olsun. Bu reperə

görə M x, M 2, М ъ nöqtələri koordinatları ilə

M,(l, 0, 0) M2(0, 1, 0), M3(l, 1, 0)

olacaqdır. Nöqtələrin koordinatlarını у xəttinin

п
1 А  °
•J

tənliyində yerinə yazsaq, alariq ki,
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Bu isə о deməkdir ki, det A = 0

Yəni у  xətti cırlaşandır. Bu isə lemmanm şərtinə ziddir. 

Lemma isbat olundu.

Yuxarida da qeyd etdiyimiz kimi ikitərtibli xətt anlayışı 

və onun ranqı reperin seçilməsindən asıiı deyil. Beləliklə 

aşağıdakı teoremi isbat etdik.

Teorem: Ixtiyari proyektiv çevirmədə ikitərtibli xəttin 

ranqı dəyişmir, yəni ikitərtibli xətt ranqı onun ranqına bərabər 

olan ikitərtibli xəttə keçir.

İndi isə ikitərtibli xətlərin proyektiv təsnifatım verək.

Cəbr və həndəsə kurslarından məlumdur ki, iiçölçülü V vektor
—> —> —>

fəzasında elə a\, a'2, a\ bazisi var ki, у  xəttinin

X a  j X , X j = 0  (2)
'.7=1

tənliyınin sol tərəfındəki

(6 )

kvadratik forması

( 12)

şəklində olur. Burada e, = ±1, ı = l, 2, 3
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Əgər proyektiv müstəvidə a[, a2, a[, e =a[+a'2+ a [ e V  

vektorlarmm doğuruluğu A[yA'2yÄ3,E '  nöqtələrindən ibarət 

R' = (а ;у А'2у a ;, E ' ) reperini seçsək, (1) tənliyi

ЪУ\ + егУ1 + егУ1 = 0  (13)

şəklinə düşər. (e, = ± 1, i = 1, 2 , З)

у  xəttinin r ranqmın qiymətindən asılı olaraq aşağıdakı hallar 

mümkündür.

I. r -  3 . Bu halda у  xəttinin tənliyi aşağıdakı iki 

tipdən biri ola bilər.

x\  + x\  + x] = 0 (14)

jc,2 + x\ -  Xj = 0 (15)

(14) tənliyi ödəyən heç bir həqiqi nöqtə yoxdur. Bu səbəbdən

də ona ikitərtibli sıfır xətt deyilir. (15) tənliyi ilə verilən xəttə

isə ikıtərtibli oval xətt deyilir.

II. r = 2. Bu halda у  xəttinin tənliyi aşağıdakı iki

şəkildən birində ola bilər.

x,2+x22=0 (16)

X|2 - X 2 = 0  (17)
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kimi iki xəyali düz xəttə parçalanan xətt olur. Bu iki xətt 

(0 , 0 , l) həqiqi nöqtədə kəsişirlər.

(17) tənliyi ib  verilən xətt isə x + x 2 = 0, x - x 2 = 0 

kimi iki həqiqi düz xəttə parçalanan xətdir.

III. r = 1. Bu halda у  xəttinin tənliyi

x 2 = 0  (18)

şəklində olur. Bu halda ikitərtibli xətt x, = 0, x2 = 0 kimi iki

üst-üstə düşən xəttə parçalanan xətt olur. (14), (15), (16), (17), 

(18) şəklində olan tənliklərə ikitərtibli xəttin kanonik tənlikləri 

deyilir.

(16) tənliyi ilə verilən ikitərtibli xətt x + ix2 = 0  və x - i x 2 = 0

Deməli, proyektiv müstəvidə ancaq beş tip ikitərtibli 

xətt vardır. Onları aşağıdakı cədvəldə verək.

Xəttin adı Xəttin kanonik 

tənliyi

Xətti ranqı

1 . Oval xətt x, + x2 -  x3 — 0
ОJ

2 . Sıfır xətt x ,2 + x 2 + x 2 — 0
3

3. Iki həqiqi düz xətt
x 2 - x l  — 0

2

4. Iki xəyali düz xətt 2

5. İki üst-üstə düşən düz xf + xi = 0

xətt x ,2 = 0 1
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§29. İkitərtibli xətt iiə düz xəttin kəsişməsi

Tutaq ki, proyektiv müstəvidə hər hansı R reperinə 

görə koordinatları
п

Y j a,jxl x j = 0 (1)
> 1

tənliyini Ödəyən Ү İkitərtibli XƏttTYp^,, P2, q2, ^з)

nöqtələrindən keçən т

х1=Лр] +pq{
x2 = Лр2 + Jiiq2 (2)
x3 = Лр3 +/jq2

parametrik tənlikləri ilə d  düz xətti verilmişdir. d  düz xətti ilə 

/xəttin in  kəsişmə nöqtələrinin koordinatlarını tapaq. Bunun 

üçün isə x {, x2, x3 dəyişənlərinin (2 ) düsturlarındakı ifadələrini

(l)-də yerinə yazaq. Onda aşağıdakı eimi bir ifadə alarıq.

Ax ХЛ + 2АХ2Л^ + A22/j.~ — 0 (3)

3 3

Aı  = İ L aijPıPj’ A <2 = YjOijPAj* A 22 = lL a. f l ,4 r  (4)
i. j=1 İ. j=1

p. və Л parametrlərinin (3) bərabərliyini ödəyən, ikisidə 

birdən sıfra bərabər olmayan bir cüt həqiqi qiymətinə ү xətti 

ilə d  düz xəttinin bir kəsişmə nöqtəsi uyğun gəlir. Bu nöqtənin 

də koordinatları həqiqi ədədlərdir və onları (2 ) tənliyindən 

tapmaq olur. (A,, jdx) və (Л2, / / 2) parametrlərinə uyğun gələn
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А/, və М 2 nöqtələri onda və ancaq onda müxtəlif olurlar ki, 

(Я,, //, ) ədədlər cütü ilə (Я2, јл2 ) ədədlər cütü mütənasib 

olmasınlar.

Əgər ү xətti cırlaşmayandırsa, onda bu xəttin d  düz xətti ilə 

ikidən artıq ortaq nöqtəsi ola bilməz. Buradan çıxır ki, (3) 

tənliyində

A A A л 11> 12 ’ 22

əmsallarından heç olmazsa biri sıfırdan fərqlidir. Biz də ancaq 

bu hala baxanq.

А = АиА22- А ]22 işarə edək. Aşağıdakı üç haldan biri 

mümkündür.

a) A > 0 (3) tənliyinin Я və /л parametrlərinə görə heç bir 

həqiqi həlli yoxdur. Həmin tənliyin ancaq bir cüt mütənasib 

olmayan kompleks kökü vardır. Deməli, ү xətti ilə d  düz xətti

koordinatları kompleks qoşma ədədlər olan iki müxtəlif 

nöqtədə kəsişirlər.

b) Д < 0 .  Bu halda (3) tənliyinin iki cüt mütənasib olmayan 

həqiqi kökü vardır, Deməli ү xətti ilə d  düz xətti iki müxtəlif 

nöqtədə kəsişirlər.

c) Д = 0. Bu halda (3) tənliyinin ancaq bir həlli (sabit vuruq 

dəqiqliyi ilə) vardır. Deməli ү xətti ilə d  düz xətti ancaq bir
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nöqtədə kəsişirlər. Kəsişmə nöqtəsi M 0 olarsa, d  düz xəttinə 

M 0 nöqtəsində у  xəttinə toxunan düz xətt deyilir.

Teorem. Cırlaşmayan ikitərtibli xəttin hər bir nöqtəsin- 

də ona toxunan ancaq bir düz xətt vardır.

İsbatı. Tutaq ki, у  cırlaşmayan ikitərtibli xətti

r  ■ ■ Y ,a l ј Х .Х ј = 0

tənliyi ilə verilib. P[px, р г, />3) e /  nöqtəsindən və proyektiv 

müstəvinin P{p\, Рг, P->) nöqtəsindən fərqli ixtiyari 

Q k  > Я 2 ’ Яъ) nöqtəsindən keçən PQ düz xəttinin parametrik 

tənlikləri

x, = Л р } +
x2 = X p 2+/uq2
x2 = Ä p 2+/uq3

şəklində olar.

x ], x 2, x 3 dəyişənlərinin qiymətlərini у xəttinin tənliyində 

yerinə yazsaq.

A\ ,Л2 + 2А^Л/и 4- А 22/л = 0 

P e y  olduğu üçün jPtPj = 0 olar.
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PQ düz xəttinin у  xəttinə toxunan olması üçün

А = 4 г 4 2  ~ A \  olmalıdır. A n  - 0  olduğu üçün A n  =0

3

alarıq. Başqa sözlə, = 0.
y=ı

Tənliyi belə şəkildə yazaq.

Е ( а«л)?1 +Е(°.2л)?2 + Z (ö.3a)?3 =0 
/=1 /=1 /=1

Bu tənlikdə Q{qv q2> Яз) nöqtəsinin koordinatlarım dəyişən 

(x,, x 2, x3) koordinatları ilə əvəzləsək,

£ ( “« P i ) X , + Т [ а п р ) х 2 + Z ( Ö. 3 a K  = °
/=1 /=] /=ı

Bu isə P(p\, p 2, p 3) nöqtəsində у  xəttinə toxunamn tənliyidir. 

Alınan tənliyin proyektiv müstəvi üzərində düz xətt tənliyi 

olması aydındır. Toxunanm tənliyinin qurulmasmdan görünür 

ki, о yeganədir. Teorem isbat olundu.

§30. Ikitərtibli xəttə nəzərən qoşma nöqtələr.

Polyus və polyar 

Tərif. Tutaq ki, bizə proyektiv müstəvidə hər hansı 

R reperinə nəzərən
3

у - .Ү Јач х,хј =0  ( 1 )
W=ı
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tənliyi ilə у  ikitərtibli xətti və P{p\, р 2> p 2) və Q(q{, q2, Чз) 

nöqtələri verilib. Əgər

T i au P ı q j =0 w
i. J=1

olarsa, Р(рх, р 2, р 3) və S(<7,» <?3)nöqtəbrinə /  xəttinə 

ııəzərən qoşma nöqtələr deyilir.

Tərifdən göründüyü kimi, əgər P və Q nöqtəbri qoşma- 

dırlarsa, onda Q və P nöqtələri də qoşmadırlar. у xəttinə aid 

olan hər bir nöqtə isə öz-özünə qoşmadır.

İkitərtibli xəttə nəzərən qoşmalıq anlayışınm həndəsə 

mahiyyətini aydınlaşdıraq: Əgər P və Q nöqtələri у  xəttinə 

nəzərən qoşmadırlarsa və onlardan biri у  xətti üzərindədirsə, 

(2 ) bərabərliyindən göründüyü kimi digəri birinci nöqtədən 

ikitərtibli xəttə çəkibn toxunanın üzərində olar. у  xəttinin 

üzərində olmayan nöqtəbr üçün aşağıdakı teorem doğrudur:

Teorem: Cırlaşmayan /ikitərtibli xəttinə aid olmayan 

P və Q nöqtələri onda və ancaq onda у  xəttinə nəzərən 

qoşma olarlar ki, PQ düz xətti /  xəttini iki nöqtədə kəssin və 

kəsişmə nöqtəbri P və Q nöqtəbrini harmonik olaraq ayırsın.
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İsbatı. Tutaq ki, proyektiv müstəvidəki R reperinə 

nəzərən P və Q nöqtələri koordinatları ilə P{pv p 2y Pi),

f ib .  , q2, (j-s) şəklindədir. PQ düz xəttinin parametrik tənlikləri

x , =Др ,  +ftq,

x2 = Ä p 2 +juq2 (3)

x3 = Я р ъ + p  q,

olar.

Bu tənlikləri (1) -də nəzərə alsaq, alariq.

АпЛ2 + 2,АХ2Лр + Ах2р 2 — 0 (4)

3 3 3

A \  ^ Ү . Ч ј Р . Р ј ,  Al2 = '£ laIJp lqJ, A22 = '£ jaIJq,qJ (5) 
/,/=1 /.7=1 '.7=1

PQ düz xətti ib  у xəttinin kəsişmə nöqtələrini M x və M 2 

işarə edək. (3) tənliyində parametrlərin M, nöqtəsinə uyğun 

qiymətləri cütünü (Я ,,//,) və M 2 nöqtəsinə uyğun qiymətləri 

cütünü (Я^ p 2) ilə işarə edək. Bu cütbrin hər biri (4) tənliyini 

ödəyəcək. Q nöqtəsi у  xətti üzərində olmadığı üçün 

A22 ф 0 olar. Buradan da çıxır ki, Я = 0 ola bilməz. (4) tənliyini 

aşağıdakı şəkib gətirək:



и.
/V/, və М 2 nöqtələri у xəttinin nöqtələri olduğundan —  və

Л

— ədədləri (6 ) tənliyinin kökləri olar. Viyet teoreminə görə
К

M\ м2 _  2 ^ 1 2 (7)

P və nöqtələri qoşma olduqlarmdan yuxarıdakı (2 ) 

münasibətinə görə z412 = 0 alarıq. Bu isə

2 0 -ci paraqrafdakı həll etdiyimiz məsələdən alınır ki, 

(PQ, M XM 2) = -1 . Teorem isbat olundu.

Bundan sonra isə proyektiv həndəsənin çox mühüm 

anlayışlarmdan biri -  verilən ikitərtibli xəttə nəzərən polyus və 

polyar anlayışlarmı verək.

Fərz edək ki, (1) tənliyi ilə verilən у  xətti cırlaş- 

mayandır. Proyektiv müstəvinin hər hansı P(p{, р 2, p 3) 

nöqtəsini qeyd edək. у  xəttinə nəzərən P nöqtəsi ilə qoşma 

olan X(x,, x2, x3) nöqtələrinin çoxluğunu gi lə işarə edək. (2 ) 

münasibətinə görə g  çoxluğunun һәг bir X  nöqtəsinin 

koordinatları

A, A2 M ı \

з

И ачР>х) =0 (2 )
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tənliyini ödəyər. (2 ) tənliyini belə şəkildə yazaq.

( 3 > f  3 А ( 3 Л
Z а^р, хх + L f l a P i  *2+ JL anP, & II о

v /=ı \ /=! ) V ı=l У

/  xətti cırlaşmayan olduğundan x}, x2, x3 dəyişənlərinin (8 ) 

tənliyindəki əmsallarmın hamısı birdən sıfra bərabər ola 

bilməz. (Əks halda (1) xəttinin matrisinin sütunları xətti asılı 

olar)

P nöqtəsi ilə у xəttinə nəzərən qoşma olan bütün nöqtələrin 

çoxluğu g  proyektiv düz xəttdir. Bu düz xəttə P nöqtəsinin 

polyarı deyilir. P nöqtəsinə isə g  düz xəttinin у xəttinə 

nəzərən polyusu deyilir.

Proyektiv müstəvinin hər hansı nöqtəsinin polyarı onda 

və ancaq onda həmin nöqtədən keçir ki, nöqtə /  ikitərtibli 

xəttinə aid olsun.

Deməli proyektiv müstəvinin hər bir P nöqtəsinə /  

cırlaşmayan ikitərtibli xəttə nəzərən onun polyarı olan düz xətt 

uyğundur, tərsinə proyektiv müstəvinin hər bir

u]x] +u2 x2 +и3х 2 = 0

Düz xəttinə onun polyusu olan nöqtə uyğundur. Bu nöqtənin 

İP\> P ı» Рз) koordinatları

3 3 3

^ а пр ,= Х щ ,  ^ а пр ,= Я и 2, ' ј Г а ^ р ^ Л и ,  (9)
/ = l  / = 1  / = I
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tənlikbrinin köməyilə tapılır.

Qeyd etdiyimiz kimi sistemin matrisinin determinatı

au aX2 ^i3

a 2\ a 22 а 23

a 3\ a 32 a 33

* 0

Deməli sistemin yeganə həlli var.

Beləliklə, proyektiv müstəvinin һәг bir cırlaşmayan 

/ikitərtibli xətti; bu müstəvinin nöqtələri çoxluğu ilə onun düz 

xətləri çoxluğu arasında qarşıhqlı bir qiymətli uyğunluq

yaradır. Bu uyğunluğu polyaritet deyilir.

(2 ) bərabərliyində ajJ əmsalları i və j  indekslərinə

görə simmetrikdir, yəni

a ' j  = а ј> *=1>2A  J  =

Buna görə də (2) və (9) münasibətlərini nəzərə aldıqda 

aşağıdakı teoremi alırıq.

Teorem. Proyektiv müstəvidə veribn у  cırlaşmayan 

ikitərtibli xəttə nəzərən P nöqtəsi Q nöqtəsinin polyarı

üzərindədirsə, onda Q nöqtəsi də P nöqtəsinin polyarı

üzərində olar.

Bu teoremdən birbaşa olaraq aşağıdakı nəticəni alırıq: 

Tutaq ki, bizə n  proyektiv miistəvisi verilib. л '  ilə bu

müstəvinin düz xətləri çoxluğunu işarə edək. у- .л-^тс'
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inikasi hər bir nöqtəyə qprşı onun polyarını qoyan inikas -  

polyarrefetdir. Bu inikasda a a n  düx xəttinin nöqtələri 

i//(A) = a şərtini »ödəyən A nöqtəsindən keçən düz xətlər 

dəstəsinə inikas edəı*. Bu zaman isbat etmək olar ki, a düz xətti 

üzərindəki dörd nöqtə, A mərkəzli düz xətlər dəstəsinin elə 

dörd düz xəttinə keçər ki, onların mürəkkəb nisbətbri eynidir.

§31. Oval xətlərə aid bəzi konstruktiv teorem lər

Proyektiv müstəvidə kanonik tənliyi xf + x22 - х ]  = 0  

şəklində olan ikitərtibli xəttə oval xətt demişdik.

Tərif. Proyektiv müstəvidə у  oval xətti üzərində 

olmayan P nöqtəsindən keçən hər bir düz xətt у  xəttini iki 

həqiqi koordinatlı nöqtədə kəsərsə, onda P nöqtəsinə у  oval 

xəttinin daxili nöqtəsi deyilir.

Əgər P nöqtəsi у  oval xətti üzərində deyilsə və onun 

daxili nöqtəsi də deyilsə, onda ona у  xəttinə nəzərən xarici 

nöqtə deyilir.

Verdiyimiz tərifdən görünür ki, oval xəttə toxunan düz 

xəttin toxunma nöqtəsindən fərqli bütün nöqtəbri xarici 

nöqtəbrdir.
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Lemma. Proyektiv müstəvinin М (т {, m2, m3) nöqtəsi 

x\ + x 2 ~ хз = 0 ( 1 ) tənliyi ib  veribn у  oval xəttinə nəzərən 

onda və ancaq onda daxili nöqtə olar ki, mf + m \ - m l  < 0  

olsun.

İsbatı. Tutaq ki, M(mv m2, m 3) nöqtəsi /xəttinə 

nəzərən daxili nöqtədir. Onda m[ + m\ -  т] * 0 olar. Əgər 

m\ + m ] -  m] > 0 olarsa, onda M və N ( -  m2, m v 0) 

nöqtələrindən keçən MN  düz xəttinin у  oval xəttini həqiqi 

koordinatlı nöqtələrdə kəsmədiyini göstərək. MN  düz xətti ilə 

у oval xəttini kəsişmə nöqtəbrini tapmaq üçün MN  düz 

xəttinin parametrik tənliklərini yazaq.

x, = -  jum2
x2 = Лт2 4- /лт] (2)

x3 = Лт3

x2 , x , , x 3 dəyişməbrinin (2 )-dəki qiymətbrini (l)-də 

nəzərə alsaq.

A\ |Я" + 2A]2Äju + А22јл == 0 (3)

tənliyinin əmsalları iiçün

A,, = m] + m\ -  m] > 0, -

A ı  =  m \ ' (“  w?.)+ m \ ' m 2 ~ ®

I\
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və Л22 = m] + m2 > 0 alariq. Bu isə о deməkdir ki, 

A = At 1 • A22 > 0 olur. Yəni Л, (i parametrlərinin (3) tənliyini 

ödəyən həqiqi qiymətləri yoxdur. Bu isə M -in daxili nöqtə 

olması şərtinə ziddir. Deməli, m 2 + m2 - m ]  < 0.

Tərsinə, fərz edək ki, /2 , у xəttinə nəzərən daxili 

nöqtədir, yəni M  nöqtəsindən keçən ixtiyari £ düz xətti у  oval 

xəttini iki həqiqi koordinatlı nöqtədə kəsir. I  düz xətti üzərində 

ixtiyari n2, « 3 ) nöqtəsini götürək, belə ki, пъ -  0  şərti

ödənsin. Onda (3) tənliyinin əmsalları üçün 

An = m\ + m \ -  m] < 0, A22 = п] + n\ > 0. Buradan çıxır ki,

A = A\\ • A22 — A]2 < 0. Yəni ^düz xətti у oval xəttini həqiqi 

koordinatlı iki nöqtədə kəsir. Lemma isbat olundu.

Lemmadan birbaşa alınır ki, N (n],n 2,n 3) nöqtəsi у  

oval xəttinin xarici nöqtəsi ancaq və ancaq onda olur ki, 

к ,2 + n\ - n \  > 0  olsun.

İndi göstərək ki, у  oval xəttinin hər bir xarici nöq- 

təsindən у  xəttinə toxunan iki düz xətt keçir.

Həqiqətən fərz edək ki, x ,2 + x\ -  x2 = 0  tənliyi verilən 

у oval xətti və onun А(ал, a2, a3) x arici nöqtəsi verilib. A 

nöqtəsinin у  xəttinə nəzərən polyarmı d  ilə işarə edək. Gös-
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tərək ki, d  düz xətti у  oval xəttini iki müxtəlif həqiqi nöqtədə 

kəsir. A nöqtəsindən у  xəttini iki müxtəlif M, və M 2 

nöqtələrində kəsən düz xətt keçirək. Bu düz xətt üzərində elə 

B{b\ , b2, b2) nöqtəsi götürək ki, A və В nöqtələr cütü M x və

M 2 nöqtələr cütü ilə harmonik qoşma olsunlar. Yuxarıda isbat 

etdiyimiz kimi B e d  olar. A və В nöqtələrindən keçən düz 

xətti ilə у  xəttinin kəsişmə nöqtələri üçün qurduğumuz

АиЛ2 + 2Au Äju + А22/л2 = 0 

tənliyi üçün şərtə görə А = Au • A22 -  A\2 < 0 olmalıdır.

Au = а] + a\  -  a\ < 0, Al2 = 0

olmasından alınar ki, A22 = b] + b\ -  b] < 0  olur. Bu о 

deməkdir ki, В nöqtəsi у  oval xəttinin daxili nöqtəsidir. 

Deməli, В nöqtəsindən keçən d düz xətti у  xəttini iki 

müxtəlif Z), və D2 nöqtələrində kəsər. Bu nöqtələrdən у  

xəttinə çəkilən toxunan isə, toxunanm tənliyindən göründüyü 

kimi A(a{, a2, a3) nöqtəsindən keçər. (şəkil 60)



А nöqtəsindən у  xəttinə üçüncü toxunan düz xəttin 

olması mümkün deyil. Çünki həmin düz xətti ilə у  xəttinin 

toxunma nöqtəsi yenə A nöqtəsinin d  polyarı üzərində 

olmalıdır. d  düz xətti ilə у  xəttinin üç ortaq ııöqtəsi ola bilməz.

Oval xəttə aid konstruktiv teoremlərdən birincisi olan 

Şteyner teoremini və onun tərsinin isbatım verək.

I Teorem 1. (Şteyner). Tutaq ki, iki müxtəlif O, və 

0 2mərkəzli düz xətt dəstələri və bu dəstələrdən birincinin 

ikinciyə perspektiv olmayan proyektiv /  inikasi verilib.

Onda bu inikasda uyğun düz xətlərin kəsişmə 

nöqtələrinin у  çoxluğu, О, və 0 2 nöqtələrindən keçən oval 

xətt əmələ gətirir.

Isbatı. 0 ]0 2 düz xəttini m ilə onun proobrazmı isə n 

ilə işarə edək (Şəkil 61).



т = / ( « ) . /  inikasi üç müxtəlif düz xətt və onların obrazları

ilə tamamilə təyin olunduğundan, onu birinci dəstəyə daxil olan 

n , m , Adüz xətləri və onlarm m , w', Л' obrazları ilə təyin edək. 

/  perspektiv inikas olmadığından n, m və düz xətləri cüt 

cüt müxtəlif olarlar. Bu səbəbdən də 

О, = n П m, 0 2 = m П /w' və 0 3 = я П w' nöqtələri bir düz xətt 

üzərində deyillər (şəkil 61) Е = nöqtəsi isə m, m \  n

düz xətlərindən heç birinin üzərində deyillər. Bu səbəbdən 

0 , , 0 2, 0 3, E  nöqtələri proyektiv müstəvidə bir R reperi 

təşkil edirlər.

/  inikasında uyğun düz xəttlərin kəsişmə nöqtələrinin 

у  çoxluğunun R reperinə ııəzərən tənliyini çıxaraq.

0 ,0 2 0 з üçtəpəlinin tərəfləri üzərində olmayan ixtiyari 

X(xf ,  x 2, x3) nöqtəsini götürək. Bir bağlıya aid olan dörd düz 

xəttin mürəkkəb nisbətinin tərifinə görə

(mn, Л 0 1Х ) = ( 0 20 ], Е,Х,)  (3)

(m’m, X  0 2Х )  = ( 0 Д ,  E2X 2) (4)

m’ proyektiv düz xətti üzərindəki R] = (0 2 , 0 3, E t ) 

reperinə görə X,  nöqtəsi koordinatları ilə X, (x2, x , ) olacaq. 

Bu səbəbdən də
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(0 2 0 „ £ , ^ )  = - ^  (5)
х3

Eyni qayda ilə n düz xətti üzərində 

^ 2  = İQ>0\’ E 2 )reperinə görə X 2 nöqtəsi koordinatları ilə

Х 2(хъ, x ,) olar. Үепә alariq ki,

(030,,£2̂ 2)=li (6)
X,

Buradan da alariq ki,

(mn, ЯО]Х )  = —  və (m'm, Л '0 2Х ) = ~  (7)
x3 x,

X  e у  və proyektiv çevirmənin tərifinə görə 

(m n, Л 0 1Х ) - - ( т ' m, Л’0 2Х )

X-y X~
bu səbəbdən də —  = —  alariq. Axırıncı bərabərliyi isə belə

x3 X,

yaza bilərik:

x, • x2 -  x3 = 0  (8 )

Əgər X  <£ у  olarsa onda (m n, ЯО]Х ) ф (т ’т, Л' 0 2X )

x 2 x 3
Buradan da —  Ф — , və ya X  nöqtəsiııin koordinatlan

x3 x,

( 8 ) tənliyini ödəmir.
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Əgər X  nöqtəsi 0 Х0 20 2 üçtəpəlinin tərəfləri üzərində

olsa, onda onun koordinatları (8 ) tənliyini yalnız о nöqtə 

Ox, 0 2, 0 3 nöqtələrindən biri ilə üst-iistə düşdükdə ödəyər.

Beləiiklə, (8 ) tənliyi у  çoxluğunun tənliyidir. Digər tərəfdən 

(8 ) tənliyi oval xətt tənliyidir.

Teorem isbat olundu.

0 ,(1, О, О) və 0 2(0, 1, О) nöqtələrindən /xəttinə çəkilən toxu- 

nanlarm tənlikləri x2 = 0 və xx = 0 olar. Buradan da aşağıdakı 

nəticəni alarıq.

Nəticə. Əgər /  1-ci teoremdəki inikasdırsa, onda

tələrində çəkilən toxunanlar olacaqlar. İndi də Şteyner teore- 

minin tərs teoremini isbat edək. [

Teorem 2. у oval xətti üzərində iki О, və 0 2 

nöqtələrini götürək. O, və 0 2 nöqtələri ilə üst -üstə düşməyən 

hər bir M e y  nöqtəsi üçün Ö,M düz xəttinə qarşı 0 2M düz 

xəttini, O, nöqtəsindən у  xəttinə çəkilən toxunana qarşı 0 2M  

düz xəttini və ən nəhayət 0 X0 2 düz xəttinə qarşı 0 2 

nöqtəsindən çəkilən toxunanı qarşı qoyan О mərkəzi <3, 

nöqtəsində olan düz xətt bağlısınm, mərkəzi 0 2 nöqtəsində 

olan düz xətt bağlısına /  inikası, mərkəzi O, nöqtəsindo olan

f { 0 \ 0 2) və /  1 (0 ,0 2) düz xətləri /  xəttinə Ö2və 0 ,nöq-
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düz xətt bağlısının mərkəzi 0 2 nöqtəsində olan düz xətt 

bağlısına perspektiv olmayan proyektiv inikasıdır.

İsbatı. Proyektiv müstəvidə R = (O,, 0 2, 0 3, E)  reperi­

ni götürək. Burada 0 3 nöqtəsi у  xəttinə O, və 0 2 nöqtələrin- 

dən çəkilən toxunanların kəsişmə nöqtəsi E isə у  xətti üzərində 

O, və 0 2 nöqtəbrindən fərqli ixtiyari nöqtədir.

Tutaq ki, у  xəttinin qurduğunuz reperdə tənliyi

з
^ а ^ Х јХ ј  = Ö olur. Oj e у  və 0 2 e y  olduğu üçün au = a22 = 0

j
l

olacaq. x2 = 0 və x{ = 0 у  xəttinə (9, və 0 2 nöqtələrində 

çəkilən toxunanlar olduqları üçün a]3 =0  və a23 = 0 alarıq. 

(Bax toxunanm tənliyinə)
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Beləliklə у  oval xəttinin qurduğumuz reperdə tənliyi 

2 anxxx2 + a33x3x3 = 0 

şəklində olar. E( 1,1, l) nöqtəsi də у xəttinin üzərində olduğu 

üçün 2an + a33 = 0alarıq, bunu da yuxarıda nəzərə alsaq

jc,x2 - x 3 = 0  tənliyi alınar ki, bu da yuxarıda yazdığımız (8)

tənliyi ilə eynidir.

0 ,0 3, 0 f 0 2,0 \E  düz xətlərini uyğun olaraq

0 20 x, 0 20 3, 0 2E düz xətbrinə inikas eləyən mərkəzi O, 

nöqtəsində olan düz xətlər bağlısının mərkəzi 0 2 nöqtəsində 

olan düz xətlər bağlısına /'p royektiv  inikasa baxaq. Şteyner 

teoreminə görə bu inikasda uyğun düz xətlərin kəsişmə 

nöqtəbrinin çoxluğu (8) tənliyi ilə təyin olunan xətt olar. Biz 

də eyni tənliyi у  oval xətti üçün aldıq.

Teorem isbat olundu.

Tərif. Tutaq ki, proyektiv müstəvidə ümumi vəziyyətdə 

olan və müəyyən nizam ilə götürülmüş altı

A{, A2, A3, A4, A5, A6 nöqtəbri verilib. Bu nöqtələrdən və altı

A,A2, A2A3, A3A4, A4A5, AsA6, A6A, düz xətbrindən əməb

gələn fıqura altıtəpəli deyilir və A{A2A3A4ASA6 kimi işarə
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olunur. Verilən nöqtələrə altıtəpəlinin təpə nöqtələri, 

AjAj, A2A3, A3A4, A4As, AsA6 və A6Ax düz xətlərinə

altıtəpəlinin tərəfləri deyilir. AXA2 və A4A5, A2A3və A5A6, 

A3A4 və A6A] tərəfləri altıtəpəlinin qarşı tərəfləri deyilir.

63-cü şəkldə iki Ax Л2 A3 A4 А5Аб və Bx B2 B3 B4 В5В6 

altıtəpəliləri təsvir olunmuşdur. İkinci altıtəpəlidə BxB2wə 

B4B5, B2B2 və B5B6, B3B4 və В6В{ tərəfləri qarşı tərəflərdir.

Teorem 3. (Paskal teoremi) İkitərtibli oval xəttin 

daxilinə çəkilmiş altıtəpəlinin qarşı tərəflərinin kəsişmə 

nöqtələrinin üçü də bir düz xətt üzərindədir.

İsbatı. 0 xA B C 0 2M  altıtəpəlisinin təpə nöqtələri ү 

ikitərtiblı xəttinin üzərindədir.



isbat edək ki,

0  =  0 tAÇ \C 02, N ' = A B f ] 0 2M  V 3  Af =  ВСП MO,

Şəkil 64.

nöqtələri bir düz xətt üzsrindədir (Şəkil 64).
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Tutaq ki, /  mərkəzi О, nöqtəsində olan düz xətlər 

bağlısının mərkəzi 0 2 olan düz xətlər bağlısına Şteyner teore- 

minin tərs teoremindəki kimi у  oval xəttinin əmələ gətirdiyi 

proyektiv inikasdır. BC düz xəttini d x ilə, BA düz xəttini 

d 2 ilə işarə edək. d x düz xəttini d 2 düz xəttin aşağıdakı kimi 

(p inikasını quraq: əgər X x e d x və X 2 e d 2 nöqtəsi üçün elə 

X e y  nöqtəsi varsa ki, OxX x Ç\Ö2X 2 = X  olur, onda 

(р(Х{) = X 2 qəbul edək. /  inikasının qurulma qaydasma görə 

f ( ö xX x )=  0 2X 2 olmasından almır ki, (p:dx - > d 2 inikası 

proyektiv inikasdır. d x П d 2 = В və (р(В) -  В olmasından isə 

alınır ki, (p perspektiv inikasdır. $u  perspektiv inikasın 

mərkəzi isə О = 0 хА П С 0 2 nöqtəsidir. N'=<p(N) olmasından 

isə alınır ki, N',  О və N  nöqtələri bir düz xətt üzərindədir.

Teorem isbat olundu.

Teorem 4. (Paskal teoreminin tərsi). Əgər altıtəpəlinin 

qarşı tərəflərinin kəsişmə nöqtələrinin hər üçü bir düz xəttə aid 

olarlarsa, onda bu altıtəpəlinin təpə nöqtəbrinin hamısı eyni bir 

ikitərtibli oval xəttin üzərindədir.

İsbatı. Tutaq ki, 0 {А В С 0 2М  verilən altıtəpəlidir. Bu 

altıtəpəlinin qarşı tərəflərinin kəsişmə nöqtələrini

0  = 0 , А П С 0 2, N '= A B Ç ]0 2M  və n  = b c o m o x
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işarə edək. Mərkəzi O, olan düz xətlər bağlısınm mərkəzi 0 2 

olan düz xətlər bağlısına elə bir /  proyektiv inikasına baxaq ki,

/ (o ,a )= o 2a, f(o ,B ) = o 2B, /(o,c) = o2c
olsun. Şteyner teoreminə görə /  inikasmda uyğun düz xətlərin 

kəsişmə nöqtələri çoxluğu у  ikitərtibli oval xətti əmələ gətirir. 

O ,, 0 2, Ax Bx С nöqtələri bu oval xəttin üzərindədirlər. 

Göstərək ki, M  nöqtəsi də bu oval xəttin iizərində olar.

Düz xətlər bağlısınm /  proyektiv inikasi d x = ВС və 

d 2 = BA düz xətləri arasında (p \dx - » d 2 proyektiv inikası 

əmələ gətirər. Bu inikasda В = <р(в) olduğundan cp bir О 

mərkəzli perspektiv inikas olar. Teoremin şərtinə görə 

О, N, N'  nöqtələri bir düz xətt üzərində olduqlarmdan

N'= <p(n ) olar. Bu isə о deməkdir ki, 0 2N'= f ( O xN)  olur. Bu 

səbəbdən də M  = OxN C \ 0 2N'  nöqtəsi у  oval xəttinin 

iizərində olar. Teorem isbat olundu.]

§32. Proyektiv nöqteyi -  nəzərdən Afin həndəsəsi 

Hər şeydən əvvəl Afın fəzasınm tərifmi bir daha oxu- 

cuya xatırladaq.

Tərif. Tutaq ki, bizə həqiqi ədədlər meydam üzərində 

n -ölçülü V vektor fəzası və elementlərini nöqtə 

adlandıracağımız boh olmayan E  çoxluğu verilib. E x E çox-



luğunun V çoxluğuna inikas eləyən elə bir <y : E x E -» V

inikası var ki, о aşağıdakı iki şərti ödəyir:
—>

1) Ixtiyari A g E nöqtəsi və p  e V  vektoru üçün elə

yeganə X  e E  nöqtəsi var ki, сг(А, X ) =  p

2) İxtiyari А, В, С е  Е  nöqtələri üçün

а(А, В) + а(В, С) = <j (A, С) (Üçbucaq aksiomu). 

Onda Е  çoxluğuna V vektor fəzası üzərində n -ölçülü 

Afın fəzası deyilir və Апilə işarə edilir. A,B e E  nöqtələri

—>

üçün <т(А, В) vektorunu isə AB  kimi işarə edəcəyik.

1-ölçülü Afın fəzasım Afm düz xətti və ya sadəcə düz 

xətt, 2- ölçülü Afın fəzasmı isə Afin müstəvisi və ya sadəcə 

müstəvi adlandıracağıq.

P2 proyektiv müstəvisində hər hansı d0 proyektiv düz 

xəttini qeyd edək. P2 \ d0 çoxluğunun nöqtələrini latın 

əlifbasımn baş hərfləri ilə, d0 çoxluğunun nöqtələrini isə 

A0, B0,... və s. işarə edərik.

Göstərək ki, A2 = P2 \ d 0 çoxluğunda təbii şəkildə Afin 

müstəvisi strukturunu vermək olar.
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P2 proyektiv müstəvisini doğuran üçölçülü vektor 

fəzasım V ilə, d0 proyektiv düz xəttini doğuran ikiölçülü 

vektor fəzasmı W0 ilə işarə edək.

V fəzasmda 1V0 altfəzasına daxil olmayan һәг hansı e0 

vektorunu qeyd edək. A2 çoxluğunun һәг bir M  nöqtəsi üçün

—У

bu nöqtəııi doğuran elə bir m e V \ W0 vektoru seçək ki,

—> —> —>

m— e0 e W0 olsun. m vektoruna M  nöqtəsinin normallaş-

- >  —>

dırılmış doğuranı deyəcəyik. V fəzası üçün е]9е2 e Wq olmaq 

şərti ilə ex, e2, e0 bazis vektorlarını seçək. M  nöqtəsinin hər

hansı m' doğuran vektorunu götürək. m' <£ W0 olar.

—► —>  - >  

m' = a e x + J3e2 + y e 0

olsun. m'ç. W0 olduğundan у ф 0 olar.

1 a  -* В 
m = — m = — el + — e2 +e0

у у у

~* ос В
olarsa, onda m - e Q = —e ,+ — e2 e W0 alariq.

Г Г

Deməli tələb olunan m vektorunu seçdik. Bu veklor 

M  nöqtəsinin normallaşdırılmış doğuranıdır.
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Fərz edək ki, m\ vektoru M  nöqtəsinin başqa bir 

normallaşdırılmış doğuran vektorudur. Onda elə Я həqiqi ədədi

var ki, w, = Я m olar. mx -  e0 e W0 olmasından alınar ki,

—У —) f -» ->Л - л
mx- m - w,~ e o - m - e 0V К )

və ya (Я -1  )m e W0 almır. m<£W0 olmasından alımr ki,

—У —У

Я -1  = О, Я = 1 olur. Yəni m, = m aldıq. Daha sonra onu da

—У —>

qeyd edək ki, əgər m, n e V \ W0 vektorlari uyğun olaraq 

M, N  g A2 nöqtələrinin normallaşdırılmış doğuran vektorlari

—> —> (-> ->\
olarsa onda n - m - n - e  о - m -  e0

ч к )
e W0 alırıq. M, N  e A2

nöqtələri üçün c r ( M , N ) = n - m ,  burada m və n vektorlari

qeyd etdiyimiz kimi M  və N nöqtələrinin normallaşdırılmış
- »  - >  —> 

doğuranlardır. MN = n - m  işarə edək.

Göstərək ki, qurduğumuz <j  inikası Afın fəzasımn

tərifındəki şərtləri ödəyir:

—>

1) M  e A2 nöqtəsi və a e W0 vektoru üçün elə bir 

X  e A2 nöqtəsi seçək ki, M X  = a olsun. Bunun iiçün X
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nöqtəsi olaraq doğuran vektoru x = m+ a olan nöqtəni
—>

götürək. Burada m M  nöqtəsinin normallaşdırılmış 

doğuranıdır.
— У

Göstərək ki, x normallaşdırılmış doğuraııdır.
- >  - >  л - >

m - e Q + a e  W0
J

— У  —>  — У —>  — >  -4 -4

MX = x - m -  m+ a -  m -  a 

X  nöqtəsi yeganədir. Əgər başqa bir X 'nöqtəsi üçün
— У  — ►

MX = a olarsa və X ' nöqtəsinin normallaşdırılmış doğuranı

— >  — У — > — У — У — ^  — >

x'-dirsə M X = MX'  olmasından x ' - m - x - m  alariq. Buradan
— У  — У

isə x' = x alınır. Yəni X' nöqtəsiX nöqtəsi ilə üst-üstə düşür. 

Birinci sətrin ödəndiyi isbat olundu.

2) Tutaq ki, M ,N ,  P &Л2 ixtiyari nöqtələr və m, n, p  

bu nöqtələrin normallaşdırılmış doğuran vektorlarıdır. Onda

MN+ NP = n -  m+ p - n  = p ~ m ~  MP 

İkinci şərtin doğruluğu da isbat olundu. Deməli, A2 

çoxluğu W0 ikiölçülü vektor fəzası üzərində ikiölçülü Afın 

fəzasıdır, başqa sözlə Afın müstəvisidir. Əgər A2 Afın

x - e n =m + a - e ,  =
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müstəvisindən genişlənmiş miistəviyə keçmək istəsək onda Аг - 

уә d0 düz xəttini əlavə etmək lazımdır, yəni A2 = A2 U d0 .

Burada dQ genişlənmiş Afm müstəvisinin qeyri -m əx- 

susi düz xətti olur, A2-nin rıöqtələri isə məxsusi nöqtəbr 

olurlar. d0 düz xəttinin nöqtələri də qeyri -məxsusi nöqtəbr 

olurlar.

Proyektiv müstəvinin d0 qeyri -  məxsusi düz xəttindən 

fərqli digər düz xətlərini a , b, с və s. ilə işarə edək.

A0 nöqtəsi a düz xəttinin qeyri -  məxsusi nöqtəsi 

olarsa я \  çoxluğuna Afm düz xətti deyərik və onu a ilə 

işarə edərik. а = a \ {Aq }.

\  nöqtəsinə a düz xəttinə uyğun qeyri məxsusi nöqtə 

deyəcəyik.

Lemma 1. Əgər M  və N  nöqtəbri i  düz xəttinin
—У

üzərində olarlarsa, onda MN  vektoru £ düz xəttinə uyğun 

L0 qeyri -  məxsusi nöqtənin doğuranı olar.

•  — —) 

İsbatı. Tutaq ki, £ düz xəttini doğuran altfəzadır. m və
—У

n vektorlari M  və N  nöqtəbrini doğuran normallaşdırılmış
—> —> —>

vektorlardır. Yuxarıda isbat etdiyimiz kimi MN = n -  m e  W0
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olar. Digər tərəfdən M N = n - m e W  olar. Bu səbəbdən də

—>

MN  e Wq П W olur. Bu isə о deməkdir ki, MN  vektoru L0

nöqtəsinin doğuranıdır. Lemma isbat olundu.

Tərif: Əgər iki Afın düz xəttinə uyğun olan qeyri -  

məxsusi nöqtələr üst-üstə düşürsə, belə düz xətlərə paralel düz 

xətlər deyilir.

Başqa sözlə əgər а П  b = 0  olarsa, onda a və b düz 

xətləri paralel olurlar və tərsinə (şəkil 65)

Şəkil 65.

Beləliklə burda verdiyimiz paralellik anlayışı adi Afın 

fəzalarındakı paralellik anlayışı ilə tamamilə üst-üstə düşür.
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Beləki, cüt -  cüt paralel olan a{, a2,... ,an xətlərinin hamısına 

eyni bir qeyri -  məxsusi nöqtə uyğun gəlir.

Isbat etdiyimiz lemmadan birbaşa alınır ki, AB və CD
—> —>

düz xətləri onda və ancaq onda paralel olurlar ki, AB  və CD 

vektorlari kolleniar olsunlar.

Lemma 2. Əgər AB || CD və AC  || BD olarsa, onda

AB  = CD, AC  = BD,AB+ AC = AD.

Isbatı. Lemmanın şərtindən alımr ki, elə Я və (л həqiqi

ədədləri var ki, AB = ÄCD,AC = juBD.

Üçbucaq qaydasına görə

AB+ BD = AD, AC+ CD = AD.

Buradan almir ki, ÄCD+ BD = juBD+ CD.

—> —>

CD və BD vektorlari kolleniar olmadiqlarmdan bu 

bərabərlikdən Я = ц  = 1 almır, yəni

AB = CD,AC = BD.

AB+ BD = AD  və BD = AC  olmasından isə AB+ AC = AD 

alınır. Lemma isbat olundu.
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Tutaq ki, P2müstəvisində А^,В0 e d0olmaq şərti ilə hər hansi 

Rq = (Aq,B0,C9E)  reperi seçilib, (şəkil66) onda bu reper A2 

müstəvisində müəyyən bir R^ = (С,Е^,Е2) reperi təyin edər. 

Burada £, = A0E П B0C, E2 = B0E П A0C. R04 reperinə R0 

reperinə uyğun Afin reperi deyəcəyik.

Şəkil 66.

A2 afın müstəvisində һәг hansı M  nöqtəsini götürək. Bu 

nöqtənin # 0reperində koordinatlarını (x,, лг2, л:3) və Rc4

reperində koordinatlarını (x,y)  işarə edək.

Göstərək ki, x = ■— və у  = ---.
x3
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Əvvəla M  s A2 və M  <£ d0 olduğımdan x3 ф 0 olar. Deməli

A2 müstəvisinin bütün nöqtələri üçün yuxarıdakı 

bərabərliklərin mənası var.

c,e ,m,  ilə uyğun olaraq C ,E ,M  nöqtələrinin normallaş-

—У —>

dırılmış doğuranlarını işarə edək. 1-ci lemmaya görə e{ = CE2

—> —>

və в 2 =СЕ] vektorlari AqVQ B0 nöqtələrinin doğuranları

-> -> -* -> -» 
olurlar. 2-ci lemmaya görə isə CE = C£,+ C£2 = eı + . Bu

—> —> —> —> —> —^ —> —> 

bərabərlikdən alınır ki, e - c  = e ı+ £ 2 , və ya e = e\+ e 2+ с .

- >  —>• - >  - >

Beləliklə e ,,e 2 ,c ,e  vektorlari Ä0reperinə görə

uyğunlaşmış vektorlar sistemidirlər. Afm koordinat sisteminin 

tərifmə görə
—> - »  - >

CM = x e\+ у  e 2.

—> - >  —> - > - >  —> - 4  - >

Buradan isə m -  с = xe ı  + y  e 2, m - x e \ y e 2+ \ 'C .

—>

m vektoru M  nöqtəsini doğurduğu üçün, bu nöqtənin 

Ä0reperində koordinatları (x,y,l) olar. Deməli (xl5x2,x3)

koordinatları ilə (x,_y,l) koordinatları mütənasib olarlar. Bu isə
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о dernəkdir ki, дс, = Ax, x2 = Ay, x3 = A • 1. Buradan da x = —
x3

Xvə у  = —  alınır.
x3

§33. Proyektiv müstəvinin proyektiv çevrilmələr qrupu və 

onun altqruplan

Analitik həndəsə və cəbr kursundan bilirik ki, 

müstəvinin bütün biyektiv çevrilmələri çoxluğu çevirmələrin 

kompozisiyası əməlinə nəzərən qrup əmələ gətirir. Praktikada 

isə әп çox istifadə olunan bu qrup özü yox, onun miixtəlif 

altqruplan olur.

Tutaq ki, bizə hər hansı P2 proyektiv müstəvisi verilib. 

Onun bütün proyektiv çevrilmələri çoxluğunu H  işarə edək. 

Göstərək ki, H  çoxluğu P2 müstəvisinin bütün biyektiv 

çevrilmələri qrupunun alt qrupunu əmələ gətirir. Həqiqətən 

əgər f x e  H  və f 2 e H  olarsa, yəni f x və f 2 dörd nöqtənin 

mürəkkəb nisbətini saxlayarsa, onda /Ј ° / 2 e H  olar. İkinci 

fərz edək f e H ,  göstərək ki, / -1 g Я  olur. А, В,С 

nöqtələrinin bir proyektiv düz xott üzərində olduğunu fərz 

edək. Onda A = f ~ l(A), В = /~ ](в), С = /" '(с) nöqtələri də 

proyektiv çevrilmələrin xassəsinə görə bir proyektiv düz xətt 

üzərində olar. Bu zaman / _1 həm də dörd nöqtənin mürəkkəb

X
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nisbətini saxlayar. Buradan da alımr ki, proyektiv çevrilmələrin 

H  çoxluğu Р2 müstəvisinin bütün çevriimələr qrupunda altqrup 

əmələ gətirir. Proyektiv həndəsə isə proyektiv müstəvinin bu 

qrupa nəzərən invariant qalan xasələrini öyrənir.

İndi isə proyektiv müstəvidə qeyd olunmuş d0 düz xətti

verildikdə A2 = P2/ d0 çoxluğunda qurduğumuz afın fəzasına 

baxaq. H  qrupunun elə elementlərinə ayıraq ki, onlaı* P2 

müstəvisinin d0 düz xəttini özünə keçirir. Belə proyektiv 

çevrilmələr çoxluğunu Но ilə işarə edək. Но çoxluğuna daxil 

olan bütün proyektiv çevrilmələr A2 çoxluğunun özünə keçirər. 

Deməli Но çoxluğu H  qrupunda A2 çoxluğunu saxlayan 

çevrilməəlr çoxluğu kimi altqrup əmələ gətirər.

Tutaq ki, / е Я 0 ixtiyari proyektiv çevirmədir.

^ = ( Л Л - С , £ )  isə AQ,B0 e d 0 şərtini ödəyən hər hansı

proyektiv reperdir. f  çevirməsi d0 düz xəttini özünə

keçirdiyindən və bu xəttin tənliyi x3 =0  olduğundan onun

analitik ifadəsi belə olar.

pxA = cux} + cnx2 + c13jc3

px2 -  c2!x, + c22x2 + c23x3 (1)

PX 3 = +C33X3
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Çünki, c3] = c22 = 0, c23 Ф 0,
C\, c i2

i Cr,, C-.
Ф 0 olar. A, afın müstəvisi

'21 u22

üçün x3 Ф 0 və x3 Ф 0 olmadığından alınır ki, (1) tənliklərinin 

hər hansı xj-ə bölsək alarıq:

x '=aux0 +any  + al3 

y '= a 2]x + a22y  + a23

ciBurada p  sabit həqiqi ədəd olduğundan ai = — , i, j  = 1, 2,
c33

au a j

21 a 22

VƏ
11 W12İ лj ф  0,

X x X 2 , 1 ( ’
X = ~L , У =  - - >  X = /ЈХ{, у  = p x 2 

x 3 x3

(2) çevirmə düsturları isə A2 Afın müstəvisinin

R0 ={a 2 B0,C , e ) reperinə uyğun = (C, £ ,, E2) reperində

Afın çevirmələrinin düsturlarıdır. (Bax bundan əvvəlki paraq- 

rafa)

Növbəti mərhələdə H0 altqrupunun elə bir

H] altqrupunun quracağıq ki, həmin altqrup müstəvinin 

oxşarlıq çevirmələrinin əmələ gətirdiyi qrupa izomorf olar. Bu 

qrupun invariantlarm öyrənən həndəsənin isə evklid həndəsəsi 

olduğu məlumdur. Başqa sözlə proyektiv nöqteyi-nəzərdən 

evklid həndəsəsinə baxarıq.
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d0 düz xətti üzərində iki /, və / 2 kompleks -qoşm a nöqtələr 

götürək. Bu nöqtələri dövri nöqtələr adlandıracağıq. d0 düz 

xəttini onun üzərində qeyd olunmuş 7, və / 2 nöqtələri ilə 

birlikdə dx ilə işarə edərik. İndi proyektiv müstəvinin proyektiv 

çevirmələrinin elə H, çoxluğuna baxaq ki, ixtiyari f  e  H, 

üçün aşağıdakı şərt ödənir: ya /, = / ( / , )  və ı > = A h )  ya da 

ki, / , = / ( / 2) və / 2 = / ( / , ). Göstərək ki, H t çoxluğu # 0 -də 

altqrup əmələ gətirir. Həqiqətən V / e H f proyektiv çevirməsi 

üçün f ( d 0) = d 0 olduğundan / '  e H0 olar. Deməli Я, с Я 0 

olur. Sonra ixtiyari f v f 2 e H, üçün f x о f 2 e H,  olur. /  e H x 

isə e H x olur. Deməli H , ,  H 0-də altqrupdur. Digər 

tərəfdən hər bir f  e  H x çevirməsi A2 müstəvisinin müəyyən bir

A

/  afm çevirməsini əmələ gətirir. Bu çevirmələrin этэ1э

л
gətirdiyi Hi  qrupu isə A 2 afin müstəvisinin afm çevirmələr 

qrupunun bir altqrupudur.

Somakı mərhələdə H ( -yə daxil olan çevirmələrin 

analitik ifadəsini yazmağa çalışarıq. Bunun üçün A2 = A2 U d0 

müstəvisində elə bir proyektiv reper seçək ki, bu reperdə /, və 

/ 2nöqtələri koordinatları ilə /, (l, О) və / 2( l ,- / ,  О) olsunlar.
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Belə reperləri R, ib  işarə edək və isbat edək ki, beb  reperbr 

var və sonsuz saydadırlar. (А^В0,С ,Е ) reperinin £ 0təpəsi 

olaraq d, düz xəttinin ixtiyari nöqtəsini, С təpəsi olaraq Ä 2 

müstəvisində d, düz xətti üzərində olmayan ixtiyari nöqtəsini 

götürək. A0 təpəsi olaraq d, düz xəttinin elə nöqtəsini və E 

vahid nöqtəsi olaraq d, üzərində olmayan e b  nöqtə götürək ki, 

aşağıdakı şərtlər ödənsin:

( /1/ 2, в 0Л ) = - 1 ,  (/, h , B 0E})= i  (3)

olsun. Burada ilə CE və d0 düz xətlərinin kəsişmə

nöqtələri işarə olunmuşdur (Bax şəkil 67). Bundan qabaqkı 

paraqrafdakı 1-ci lemmaya görə A və  E nöqtələrinin seçilməsi 

həmişə mümkündür.

Belə seçibn reperin tələb olunan reper olduğunu 

göstərək: seçdiyimiz reperdə dövri nöqtəbrin koordinatlarmı 

uyğun olaraq /,(1, ö + W, 0) və I 2( \ , a - b i ,  0) kimi işarə 

edək. Koordinat düz xətti üzərində ııöqtənin koordinatları 

haqqında teoremə əsasən = (ло B0, E3) koordinat

sistemində / , , / 2, A0, B0, E3 nöqtəbrinin koordinatlan uyğun 

olaraq beb  olarlar:
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ŞəkÜ 67.

/ ,(  1, a + bi), / 2(l, a - b i \  A0( 1, O), 5 0 ( o ,  l), E3(1 ,  l) 

Mürəkkəb nisbətin hesablanması haqqında teoremə görə

( V 2>

1 0 1 1

a + bi 1 а - Ы 0 a - b i
1 1 1 0 a + bi
а + bi 0 a -  bi 1
1 0 1 1

a + bi 1 a - b i 0 1 1 о + Cs~* t̂4.

1 1 1 0 1 - a - b i
а + bi 0 a - b i 1

(/,/2, B0£3) =

(3) şərtlərinə görə ———- = — 1 və 1 -  ö + 6z
я + 6/ 1 - a - b i

olduğunu qəbul etsək onda a = 0, b = 1 alarıq. Deməli, /, və 

/ 2 nöqtələri koordinatları ilə /, (l, i, 0) və I 2 (l, -  i, 0) olur.
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Deməli qurduğumuz reper R, reperidir. A0 və С nöqtələrinin 

seçilməsi zamanı yol verdiyimiz sərbəstlik isə, belə reperlərin 

sonsuz sayda olduğunu göstərir.

Bundan sonra fərz edərik ki. götürdüyümüz reperlər R, 

reperləridir. A2 müstəvisində isə götürdüyümüz hər bir Rj 

reperinə uyğun Rf = (C, E]9 E2) afm reperinə Dekart reperi 

deyəcəyik (şəkil 67).

Beləliklə, һәг bir /  e H , proyektiv çevirməsinin R0

reperində analitik ifadəsi ilə onun R, reperində də analitik 

ifadəsi olacaq:

/ж, = с,,*, + c]2 x 2 + c13x3

px2 = c21x) +c22x 2 + c23x3 (4)

px з = + c33x3

с„ с, 1

'22

( Ç ilə kompleks ədədlər çoxluğu işarə olunub). Lakin 

/  € H , proyektiv çevirmələri üçün с , . əmsalları daha başqa 

şərtləri ödəməlidirlər. /  çevirməsi dövri nöqtələri dövri 

nöqtələrə inikas elədiyindən aşağıdakı iki hal mümkündür:

1) / ( / , ) = / „  / ( Л Ы г  olarsa>' / ( / , )  = / 1 (4)

düsturlarmdan alarıq ki, p  -  cu + c]2i, p i  = с21 + c22i
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Buradan isə с, с,-, = -с-'11  ~  22  ’  12 ”  21 

Asanliqla yoxlamaq olar ki, bu şərtlər ödənəndə 

/ ( / 2) - / 2 alınar.

b) ikinci hala baxaq: / ( / , ) = / 2, / ( / 2 )= I v 

/ ( / j ) = / 2 bərabərliyindən və (4) düsturlarından alariq 

ki, cu = —c22, c,2 = c 2l. Bu şərtlər ödəndikdə isə / ( / 2) = Л 

bərabərliyi də ödənir. Aşağıdakı kimi yeni işarələmələr qəbul 

edək:

C\ \ = a  , c2\ =  b  , с,з =  Cj, c 23 — c 2 .

Onda (4) düsturları

pc, = a'x, -  аУх2 + c,x3 

p x 2 = b' +  ш ' х 2 +  c 2x 3 (5)

P* з = + з̂з-̂ з

Burada çevirmənin matrisinin determinatı

=  (a '2 + b a )s  - с гъ *  0 , б  isə ± 1 ~ə

a' - s b '

b ' sa ' cı
0 0 сзз

bərabər olar. a) halmda s  = 1, b) halında isə s  = -1  olur.

Yenidən A2 afin müstəvisinə qayıdaq. bu müstəvi hər 

bir /  e  H , çevrilməsi düz xəttini özünə keçirdiyindən A2 

çoxluğunun bütiin nöqtələri üçün x3 Ф 0 olur. Buradan isə

238



alımr ki, x '3 Ф 0 olur. (5) tənliklərinin sağ tərəflərini c33x3 -  ə, 

sol tərəfbrini isə pxy -ə bölüb

( ' \ a' b' cx{p x3 = c32x3j a = — , b = — , c, = — , с
b' c, c2
— , c, c2 = —

33 ^ЗЗ  C 33 C 33

1 , ,  л 2  v t _  * 1  , , ı _  X 2X, X7 , X, , X
x = — , .У=— , X = —Г, >' = —г ,

X, X, X. X

(б)

işarə etsək, alariq.

x' — ax -  sby + с1 

У = Ьх + say + с j

a = kcosq?, b = ks\n<p olmaq şərti ib , yəııi

к e (О; + oo). (p e  [- 7t\ parametrbrini daxil etsək alariq.

x'= k(xcoscp -  s y s in ç ) + cx 

y' = k(x sin (p + sy COS (p) + с 2

(7) tənlikləri isə evklid müstəvisinin oxşarlıq çevrilməsindəki 

tənlikbri ib  eyni şəkildədirbr. Bu səbəbdən evklid 

müstəvisinin oxşarlıq çevrilmələri qrupu ib  H , qrupları izo-

morf olarlar. Onda A2 müstəvisinin H,  qrupuna nəzərən inva­

riant olan xassələri elə evklid həndəsəsinin xassələri ib  eyni 

olacaq.
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IV FƏSİL 

TƏSVİR ÜSULLARI 

§34. Müstəvilərin afin inikasları

Bu paraqrafda E 3 fəzasmda (Üçölçülü evklid fəzası)

müstəvilərin afın inikaslarmdan bəhs edəcəyik. Afm inikasları 

analitik həndəsə kursunda öyrəndiyimiz afın çevrilmələri 

anlayışının ümumiləşməsidir.

Tərif 1. Tutaq ki, bizə E 3 fəzasında iki сг və о  müstə- 

viləri verilib. / : сг -> <j isə cr müstəvisinin <j müstəvisinə 

elə qarşılıqlı birqiymətli inikasdır ki, о a  müstəvisinin bir düz 

xətt üzərində yerləşən ixtiyari üç M \,  M 2, M ъ nöqtəsini 

сг müstəvisinin elə üç

м , = / ( м , )  м г = / { м г \  м з = / ( м з )

nöqtəsinə keçirir ki, M x, М г> M 3 nöqtələri bir düz xətt üzə- 

riııdədirlər və onların (M,M2, M 3) sadə nisbəti M ı, М 2 , Мъ 

nöqtələrinin (M \ M ı , М з)  sadə nisbətinə bərabər olur. Onda 

/  inikasına < 7 müstəvisinin a  miistəvisinə afm inikası 

deyilir.

Deməli /  : сг -> cr inikasi onda afm inikasi olar ki, bir 

düz xətt iizərində olmayan М 1 ,М г,М з ecr nöqtələri üçün



olur.

T ərif 2. Еъ fəzasmda сг müstəvisini сг müstəvisinə

inikas eləyən /  : <j -» cr inikasi üçün elə к > 0 həqiqi ədədi

varsa ki, ixtiyari А, В е a  nöqtələri və onların

А = / [ л \  В -  / ( В ) obrazları üçün АВ  = к АВ  şərti ödənir, 

onda /  -ə oxşarlıq inikasi deyilir.

Asanlıqla isbat etmək olar ki, oxşarlıq inikası afın 

inikasıdır.

T ərif 3. E3 fəzasmda müstəvinin özünə afın inikasına 

onun afin çevrilməsi deyilir. Beləliklə afın çevrilməsi afın 

inikasınm xüsusi halı olur.

Bildiyimiz kimi müstəvidə ona paralel, kolleniar
—> —> —> —>

olmayan iki ex, e2 vektorlari və bir О nöqtəsi О ex, e2 afm

koordinat sistemi əmələ gətirir. Analitik həndəsədən bizə 

məlum olan afm reperinin tərifıni bir daha xatirlayaq.

T ərif 4. Müstəvinin bir düz xətt üzərində olmayan, 

nizamlanmış üç А, В, С nöqtələrinə afm reperi deyilir və

R = (A, B, C)  ilə işarə olunur.

А, В , С nöqtələrinə reperin təpə nöqtələri deyilir. A 

nöqtəsinə həm də reperin başlanğıc nöqtəsi deyilir. Əgər

(МхМг,  Мз)  = ( / ( м , ) / ( м 2} / ( м з ) )
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АВ  = AC  = 1 və ZBAC = — olarsa, onda R = (А, В , С) afm

reperinə ortonormallaşdırılmış reper deyilir. Fərz edək ki, bizə
—> —>

müstəvidə О е {, е 2 аГт koordinat sistemi verilib.

0 £ , = e ,, OE2 = e2 olarsa, bu koordinat sisteminə uyğun 

R = ( 0 ,  £ 2) afm reperini alariq. Tərsinə, əgər bizə

R = (О, £ 2) afm reperi verilibsə, onda

e, = OEx, e2 = OE2 götürməklə О e ,, e2 afin koordinat sistemi

alariq. Müstəvinin ixtiyari M  nöqtəsinin О ex, e2 koordinat 

sistemindəki (x, y)  koordinatlanna, onun ham do 

R = (O, E {, E 2) reperinə nozərən koordinatlan da deyilir. 

Aşağıdakı teoremi isbat edək.

Teorem 1. Tutaq ki, bizə üçölçülü afın fəzasında iki

сг və <7 müstəviləri və bu müstəvilər üzərində uyğun olaraq 

R = [a, В , c )  və R = (A, B, C) reperləri verilib. Onda R 

reperinin təpə nöqtələrini R reperinin uyğun təpə nöqtələrinə 

keçirən сг müstəvisinin cr müstəvisinə bir və yalnız bir afın 

inikasi var. Bu zaman M e t 7 nöqtəsi e b  bir M  e <7 nöqtəsinə
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keçir ki, Л/nöqtəsinin R reperinə nəzərən koordinatları, M  

nöqtəsinin R repermə nəzərən koordinatlanna bərabər olur.

İsbatı. Göstərək ki, elə bir g : a  —> a  afm inikasi var 

ki, о R reperini R reperinə keçirir. R reperini görə koordi- 

natlan (x, y )  olan M  e  a  nöqtəsinə qarşı, R reperinə görə 

koordinatlan (x, у)  olan M e a  nöqtəsini qoyan g : cr -> cr 

inikasma baxaq. R reperinə görə A nöqtəsinin koordinatlan 

(О, О), В nöqtəsinin koordinatlan (l, O) və С nöqtəsinin 

koordinatlan (О, l) olar. Eyni zamanda R reperinə görə A 

nöqtəsinin koordinatlan (О, О), В nöqtəsinin koordinatlan 

(1. 0) və С nöqtəsinin koordinatlan (0, l) olar. Deməli,

g{A)= A, g (s )=  В və g ( c ) = c  olur. g  inikasimn qarşılıqlı 

birqiymətli olduğu aydmdir. Onun afm inikasi olduğunu 

göstərək.

Tutaq ki, M i. M i ,  M  nöqtələri a  müstəvisinin R 

reperinə nəzərən koordinatlan uyğun olaraq 

(xp ^,), (x2, y 2), (x, y)  olan, bir düz xəttə aid üç

nöqtəsidir. onda bu nöqtələrin g  inikasinda obrazlan olan

M x - g { M ı)  M 2 - g [ M ı \  M  = g[M^ nöqtələrinin 

R reperinə nəzərən koordinatlan da uyğun olaraq
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(x]5 y x\  (x2, y 2), (x, y )  olar. Əgər M  nöqtəsi M \ M i

parçasmı Л = ( М \ М 2 , М )  nisbətində bölərsə, onda məlum 

düsturlara görə

x, + Ях2 _ у^ + Л у 2
Ж 5 У

1 + Л 1 + Л

olar.

М  nöqtəsi də М ХМ 2 parçasım eyni Л nisbətində bölür. Yəni 

g  inikası üç nöqtənin sadə nisbətini saxlayır. Deməli g  inikası 

afin inikasıdır.

İndi də göstərək ki, g  inikasi R reperini R reperinə keçirən 

yeganə afm inikasıdır. Əksini fərz edək; fərz edək ki, başqa bir 

g j ic r - ^ c r  afin inikasi da var ki, g ,(^ ) = A, g ı(# ) = В və 

g ] ( c ) = c  olur. İxtiyari М е с т  nöqtəsi götürək. M

nöqtəsindən А В və AC  düz xətlərini uyğun olaraq P N  

nöqtələrində kəsən hər hansı düz xətt keçirək.
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Afın inikasın tərifmə görə [а В, g[p^j={AB, p)  və 

(AB , g, (p)) = [а В, p ) olmasından alınar ki,

[AB, & (/*))= (AB, g(p)). Buradan isə g {(p)= g (p) alınar. Eyni 

qaydailə g {(N)= g(Ar)almar.

Daha sonra

( г .(р )г .(^ Ц Й )= (р ^ > ^ )
VƏ

(Ä (Ä 0 >  g{M ))-(PN, M)

olmasmdan isə (gı (n \  g, { м )) = (g(p)g(Tv), g{M )) alınar.

g j(p )= g (? ), gx(N )= g (N )  olmasından isə g,(M ) = g(M ) 

alariq. Teorem isbat olundu. Bu teoremin köməyi ilə asanlıqla 

isbat olunur ki, afm inikasında düz xətt -düz xəttə, paralel düz 

xətlər -paralel düz xətlərə, yarımmüstəvi -yarımmüstəviyə, 

parça -parçaya, şüa -şüaya, bucaq-bucağa, reper isə reperə 

keçir.

Tərif: Əgər а  müstəvisin cr müstəvisinə inikas eləyən 

elə bir / :< 7 -»crafm  inikası varsa ki, F a a  fıqurunu

F ccrfıqu runa  keçirir, onda F  və Ffıqurlarına afın -  

ekvivalent fıqurlar deyilir.
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isbat etdiyimiz teoremdən alınır ki, uyğun olaraq a  və 

<7 müstəviləri üzərində yerləşən ixtiyari iki üçbucaq afin- 

ekvivalent fıqurlarıdır.

Teorem 2. Uyğun olaraq a  və сг müstəviləri üzəriııdə 

yerbşən iki A BC D və ABCD dördbucaqlıları onda və ancaq 

onda afm -ekvivalent olarlar ki,

(AC, E) = (a C , e \ ( B D , E )  = (B D ,e ) şertbri ödənsin. 

Burada Ё ib  A C və B D düz xətlərinin, E ib  AC vs BD 

düz xətbrinin kəsişmə nöqtələri işarə olunmuşdur.

İsbatı. Fərz edək A B C D və ABC.D dördbucaqlıları 

afin -ekvivalentdirlər. Yəni e b  bir /:<т-><т afm inikasi var 

ki, f ( A )  = A, f ( B ) =  В, / ( c )  = C , / ( 5 ) =  О olur. Bu о 

deməkdir ki, /  inikasi AC  düz xəttini AC düz xəttinə, B D  

diiz xəttini isə BD düz xəttinə inikas edər.

246



Onda /  A C  və B D  diiz xətlərinin E kəsişmə nöqtəsini AC  

və BD düz xətlərinin E kəsişmə nöqtəsinə keçirdər, yərıi 

/ ( E ) = E  olar.

/  afin inikası olduğundan Ä C ,E  = (ЛС, E) və

(b D ,e )= (B D ,  E) olur.

Tərsinə, indi fərz edək ki, A B C D  və ABCD  

dördbucaqlıları üçün (a C ,e )= ( A C ,  E) və (BD ,E}=(BD, £') 

şərtldəri ödənir. İsbat edək ki, Ä B C D  və ABCD dörd- 

bucaqlıları afın-ekvivalentdirlər. R = (A,B,C)  və R = (A,B,C) 

reperlərinə baxaq. Birinci teoremə görə R reperini R reperinə 

keçirən /  afin inikası

f ( Ä )  = A, f ( c )  = С, (Л С, E )  = (AC, E)

münasibətlərindən alınar ki, f \ E )  = £olur. Deməli, В Ё düz 

xətti BE düz xəttinə inikas cdər. (BD,E)=(BD, E)  

bərabərliyindən alınar ki, f ( D ) = D  olur. Yəni A B C D  və 

ABCD  dördbucaqlıları afın ekvivalentdirlər. Teorem isbat 

olundu.
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§35. Paralel proyektləndirmə. Paralel proyektləndirmədə 

müstəvi fıqurlarm təsviri

Fəzanın һәг hansı A nöqtəsini götürək. düz

xətti ilə сг müstəvisinin kəsişmə nöqtəsini \  ilə işarə edək. Bu

—У
nöqtəyə p  vektoru istiqamətində paralel proyektləndirmədə 

<j müstəvisi üzərində A nöqtəsinin proyeksiyası adlamr. Əgər

—У

(jmüstəvisi və p  vektoru qabaqcadan verilmişsə orıda А$ 

nöqtəsinə qısaca A nöqtəsinin paralel proyeksiyası deyilir.

Əgər p  vektoru a  müstəvisinə perpendikulyar olarsa, onda 

A0 nöqtəsinə A nöqtəsinin ortoqonal proyeksiyası adlanır.

Üçölçülü evklid fəzasında һәг hansı а  müstəvisi və bu
—У

nıüstəviyə paralel olmayan p  vektoru götürək.

Şəkil 70.
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Fərz edək fəzada hər hansı F  fıquru verilib. Bu flqurun 

bütün nöqtələrinin paralel proyeksiyalarından ibarət olan F0

fıquruna (şəkil 70 ) F  fiqurunun paralel proyeksiyası deyilir.
—У

Əgər р  vektoru а  müstəvisinə perpendikulyar olarsa, onda 

F0 fıquruna F  fiqurunun ortoqonal proyeksiyasi deyilir.

Bu paraqrafda bundan sonra paralel proyeksiya əvəzinə sadəcə 

proyeksiya deyəcəyik.

İndi isə paralel proyeksiyalamanın bir sıra xassələrini 

göstərək. Bu xassələrin isbatı isə demək olar ki, aydındır.

Xassə 1°. Düz xəttin proyeksiyasi düz xətdir (bax 

şəkil71).

Xassə 2°. Paralel düz xətlərin proyeksiyaları ya paralel- 

dirlər, ya da ki, üst-üstə düşürlər.

Xassə 3°. A nöqtəsinin proyeksiyasi Aq , В nöqtəsinin

proyeksiyasi B0 olarsa, onda AB  parçasmm proyeksiyasi

AqBq parçası olar.
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Şəkil 71.

Xassə 4. Paralel proyeksiyalamada bir düz xətt üzərində 

olan üç nöqtənin sadə nisbəti saxlanılır; xüsusi halda parçanm 

orta nöqtəsinin proyeksiyasi onun proyeksiyasımn oı*ta 

nöqtəsidir (bax şəkil 72).

Şəkil 72.
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Xassə 5. Paralel parçalarm proyeksiyaları ya paralel- 

dirlər, ya da ki, bir düz xəttə aid olurlar.

Xassə 6. Paralel parçalarm və ya bir düz xətt üzərində 

olan parçalarm proyeksiyaları onların özləri ilə mütənasib 

olurlar.

Bu xassələrdən sonra müstəvi fiqurlarm təsviri anlayışını verə

bilərik. Нәг hansı a  müstəvisi və bu müstəviyə paralel 
—>

olmayan p  vektorunu götürək. сг müstəvisini təsvir müstəvisi

—>

və p  vektorunun istiqamətini proyektbndirmə istiqaməti

adlandıraq. İxtiyari F  fiqurunun p  istiqamətində rmüstəvisi 

üzərindəki proyeksiyasi F0 olarsa, F -ə  orginal, Ғ0-ә isə 

orginalm proyeksiyasi deyilir. F0 ilə oxşar olan istənibn fıqura

—У

F  fiqurunun p  istiqamətində paralel proyeksiyalamada a  

müstəvisi üzərindəki təsviri deyilir. Fiqurlarm təsvirbrinin 

qurulması paralel proyektləndirmənin və afin inikaslarınm 

xassələrinə əsaslanır. Bundan sonra fərz edək ki, müstəvi 

fıqurların yerbşdiyi müstəvi və təsvir müstəvisi ebdir ki, biri- 

biri ib  kəsişirbr və heç biri proyektbndirmə istiqamətinə 

paralel deyil.

Teorem. Fərz edək ki, F  və F flqurlan uyğun olaraq 

kəsişən crvə a  müstəvibri üzərindədirlər. Ffıqura onda və
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ancaq onda F  fiqurunun təsviri olar ki, F  və F  afin 

ekvivalent fiqurlar olsun.

İsbatı. Tutaq ki, F  fıquru о  təsvir müstəvisi iizərində 

г müstəvisi üzərindəki F  fiqurunun təsviridir. F  fiqurunun 

c j  müstəvisi üzərindəki Ғ0 proyeksiyasına baxaq. Paralel

proyektləndirmə afin inikasi olduğundan F  və F0 fiquruna

oxşar olduğundan onlar da afın-ekvivalent olarlar. Beləliklə F  

fıqur F0 fıquru ilə, F0 fıquru isə F  fiquru ib  afm-

ekvivalentdir. Buradan çıxır ki, F  ib  F  afin-ekvivalent 

fiqurlardir.

Şəkil 73.

İndi tərsinə: fərz edək ki, <rmüstəvisi üzərindəki F  

fıquru, сг müstəvisi üzərindəki F  fiquru ib  afm-
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ekvivalentdirlər. İsbat edək ki, F  fınuruna Ғ  fiqurunun təsvirii 

kimi baxmaq olar.

Fərz edək f  \ a  —хт  afin inikasi F  fıqurunu

Ғ  fıquruna keçirən afın inikasıdır, / ( ғ )  = F . cr müstəvisi 

üzərində elə bir R = (Ä,B,C)  reperi götürək ki, A və В

nöqtələri сг və сг müstəvilərinin kəsişmə xətti üzərində 

olsunlar (şəkil 73). Bu reperin /  inikasındakı obrazmı

R = (А ,В ,С ) işarə edək.

cr müstəvisi üzərində edə bir C0 nöqtəsi götürək ki, 

ААВС~ААВС0 olsun.

—У —  
q = CCо vektoru istiqamətində /  : cr -> ст v paralel

proyektləndirməsi ^=(v4,i?,C ) reperini = (л ,5 ,С 0) 

reperinə keçirər. reperini R reperinə keçirən oxşarlıq 

çevirməsi / 2 : <т -»  cr olsun. Aydmdır ki, / 2 • f x: (Т -> ст inikasi 

R = {Ä,B,C)  reperini Л = (Д Д С )  reperinə keçirən afm 

inikasi olar. Bir reperi digərinə keçirən afın inikasının yeganə- 

liyi haqqmda teoremə əsasən /  = / 2 • f  olar. BeləlikLə

F  -  f 2 ' f \ ( p )  °1аг- olsun. F0 Ғ  fiqurunun g

vektoru istiqamətində paralel proyektləndirmədə obrazi olar. 

F  isə Ғ0 fıquruna oxşardır, çünki / 2(Ғ0)= F olur və
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/ 2 oxşarlıq çevirməsidir. Deməli F  fiquru F  fiqurunun təsviri 

olar. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdən istifadə edərək bəzi çoxbucaqlılarm qurulması 

qaydasım göstərək:

Üçbucağın təsviri: Afin inikaslarmda reperin obrazı

haqqında teoremə əsasən сг müstəvisi üzərində 

R = (a , B, c )  reperini cr müstəvisi üzərində R = (А, В, С) 

reperinə keçirən yalnız bir afin inikasi var. Buradan da çıxır ki, 

ixtiyari iki A B C  və ABC  üçbucaqları afın ekvivalent 

fıqurlardır. Beləliklə aldıq.

с  müstəvisi üzərində olan ixtiyari A B C  üçbucağmın

təsviri olaraq, a  müstəvisi ilə kəsişən a  müstəvisi üzərindəki 

ixtiyari üçbucağ ABC  üçbucağım götürmək olar.

Dördbucaqlınm  təsviri: Üçbucaqlardan fərqli olaraq 

təsvir müstəvisindəki ixtiyari dördbucaqlı verilən 

dördbucaqlınm təsviri ola bilmir. сг təsvir müstəvisindəki 

dioqanalların kəsişmə nöqtəsi E  olan ABCD  dördbucaqlı, a  

ilə kəsişən cr müstəvisi üzərindəki, dioqnallarmm kəsişmə 

nöqtəsi E olan А В С D dördbucaqlısınm təsviri olması üçün

( Ä C , e )= (AC , E)  və (B D , e )= {BD, E) 

şərtləri ödənilməlidir (bax §33 , teorem 2).
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Deməli A B C D  dördbucaqlısının təsvirini qurmaq 

üçün təsvir müstəvisində А, В , С nöqtələrinin təsviri olaraq 

bir düz xətt üzərində olmayan ixtiyari А, В , С nöqtələrini 

götürürük. Sonra AC  parçası üzərində elə E nöqtəsi 

götürürük ki, (AC, Е ) = ( л С, e ) şərti ödənsin. Bundan sonra 

BE şüası üzərində elə bir D nöqtəsi götürürük ki, 

(BD, E) = {b D , е ) şərti ödənir. Alınan ABCD  dördbucaqlısı 

А В С D dördbucaqlısmm təsviri olar.

Trapesiyanm təsviri. А В С D  trapesiyasında [ a C , e )  

və [в D, e )  nisbətləri bu trapesiyanm oturacaqlarmm nisbətlə- 

rinə bərabər olur. Buradan da çıxır ki, a  müstəvisi üzərindəki 

A B C D  trapesiyasımn о  ilə kəsişən о  müstəvisi üzərindəki 

təsviri olaraq oturacaqlarının nisbəti A B C D trapesiyasınm 

oturacaqlarmm nisbətinə bərabər olan ixtiyari ABCD tra- 

pesiyasını götürmək olar.

Paraleloqramm təsviri: Paraleloqramın dioqanalları 

kəsişmə nöqtəsində yarı bölündüyündən, ixtiyari iki parale- 

loqram afın- ekvivalent fıqur olur. Deməli, təsvir müstəvisində 

paraleloqramm təsviri olaraq ixtiyari paraleloqramı götürmək 

olar. Xüsusi halda kvadratın və düzbucaqlınm təsviri olaraq 

ixtiyari paraleloqramı götürmək olar.
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Tərəflərinin sayı dördən çox olan çoxbucaqhların 

təsviri. Tərəflərinin sayı dördən çox olan ixtiyari çoxbucaqlı- 

nın təsvirini qurmaq üçün onunla yanaşı duran ixtiyari üç 

təpəsinin təsviri olaraq bir düz xətt üzərində olmayan ixtiyari 

üç nöqtə götürülür. qalan təpələrin təsviri isə dördbucaqlıların 

afin- ekvivalentliyi haqqında teoremə əsasən qurmaqla tapılır.

Tutaq ki, A B C D E  çoxbucaqlısımn təsvirini qurmaq 

lazımdır. Bir düz xətt üzərində olmayan ixtiyari A , В, С

nöqtələri götürürük. АС  parçası üzərində AC  və В D dioq-

nallarmın kəsişmə nöqtəsi olan M nöqtəsi qeyd olunur. AC  

parçası üzərində isə elə M  nöqtəsi tapılır ki,

(AC, M ) = ( a C, m ) olsun. Sonra isə B M  şüası üzərində elə

D nöqtəsi qurulur ki, (BD, М ) = ( в D, м )  olur. Sonrakı

mərhələdə B D  və CE  dioqnallarmm N  kəsişmə nöqtəsi 

qeyd olunur. CN  şüası üzərində elə E nöqtəsi göturulur ki,

(CE, N )=  (СЁ, n ) 

şərti ödənsin. Alınan ABCDE  çoxbucaqlısı A B C D E  çoxbu- 

C2iqlısının təsviri olar. bu qayda ilə ixtiyari çoxbucaqlmm 

təsvirini qurmaq olar (bax şəkil74).
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Şəkil 74.

Çevrənin təsviri. Çevrənin təsviri aşağıdakı təklifə 

əsasən qurulur.

Təklif. İxtiyari afin inikasında ellips (xüsusi halda 

çevrə) ellipsə keçir.

İsbatı. Tutaq ki, bizə сг müstəvisi üzərində
2 2

R = [a , B, c )  ortonormal reperində = 1 tənliyi ilə у

ellipisi verilib. / : <т -> <7 afin inikasmda R reperinin obrazı 

olan R = (А , В , С) afın reperində də у  ellipsinin obrazı olan 

у  xətti də koordinatlan eyni tənliyi ödəyən nöqtələrdən ibarət

oiar. > 0 olduundan ikitərtibli xətbrin ümumi
cı •b2
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nəzəriyyəsindən alınır ki, у  xətti də ellips olar. Təklif isbat 

olundu.

Bu təklifdən alınır ki, ellipsin xüsusi halda çevrənin 

təsviri ellips olur. çevrənin təsvirində çevrənin qarşılıqlı per- 

pendikulyar diametrləri ellipsin qarşılıqh qoşma olan 

diametrlərinə keçir.

§36. Polke-Şvars teoremi və çoxüzliilərin təsviri

Əvvəlcə aşağıdakı lemmanı isbat edək.

Lemma. Tutaq ki, crl müstəvisi üzərində yerləşən

A lB ]C iD l dördbucaqlısı <т müstəvisi üzərində yerləşən 

ABCD  dördbucaqlısı ilə afm-ekvivalentdir. Onda elə bir сг0 

müstəvisi var ki, bu müstəviyə <тх müstəvisini perpendikulyar 

olan vektor istiqamətində paralel proyeksiyalamada A]BlClDl 

dördbucaqlısmın proyeksiyasi ABCD  dördbucaqlısına oxşar 

olacaqdır.

İsbatı: (7 müstəvisinin cj\ müstəvisini f : ст ->  сғх afin 

inikasında ABCD dördbucaqlısının A^Bfi^D^ dördbucaqlısma 

inikas etdiyini fərz edək.
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g  müstəvisi üzərində һәг hansı у  çevrəsi götürək. /  

inikasmda у  çevrəsinin obrazı yx = f ( y )  ellipsinə baxaq. Əgər 

^j-də çevrə olarsa onda afın inikaslarmm xassəsinə görə /  

oxşarlıq inikasi olar və С ,Д  ~ ABCD olar. Bu zaman er0 

müstəvisi olaraq elə сгј müstəvisinin özünü, A0B0C0D0 olaraq 

AlB]C]Dl -i götürmək olar.

İndi у  у fiqurunun OxEx və OxFx yarımoxları müxtəlif 

olan ellips olduğu hala baxaq. ö ,, E]3 Fx nöqtələrinin 

proobrazlarım O, E0, F  ib  işarə edək. OlE] və OxFx qoşma 

diametrbr olduqda, O E  və OF у  çevrəsinin perpendikulyar 

radiusları olar. F{ nöqtəsindən сг, müstəvisinə e b  bir FXFQ
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perpendikulyarı qaldıraq ki, OxF0 = 0 XEX olsun. Ox, Ex və F0

nöqtələrindən cr0 müstəvisini keçirək. crj müstəvisinin FXFQ 

vektoru istiqamətində <т0 müstəvisinə paralel proyeksiya- 

lanmasına baxaq. Bu inikası / 0 işarə edək. / 0/  inikası 

( 0 ,£ ,Ғ )  reperini (px,Ex,F0) reperinə keçirər. AOEF və 

AOjü'jFj düzbucaqlı bərabəryanlı üçbucaqlar olduqlarmdan 

oxşar olarlar. Bu səbəbdən də / 0 • /  inikası oxşarlıq inikası 

olar. Deməli AXBXCXDX dördbucaqlısmın с^ müstəvisinə

perpendikulyar olan F,F0 vektoru istiqamətində <т0 

ınüstəvisinə paralel proyeksiyalamada obrazı olan A0B0C0D0

dördbucaqhsı ABCD  -yə oxşar olar. Lemma isbat olundu.

Teorem. (Polke-Şvars) cr müstəvisinin üzərində olan 

ABCD dördbucaqlısımn müəyyən nizam ilə götürülmüş təpə 

ııöqtələrini fəzada ixtiyari R* ={ä *,B*,C*9D*) reperinə 

bərabər olan reperin təsviri kimi götürülə bilər.

İsbatı:^*C* parçası üzərində elə N* nöqtəsi götürək.

(a * C * ,N * ) = ( A C ,E )  və  B 'D * parçası üzərində elə bir M* 

ııöqtəsi götürək ki, (в*D* ,M *)= (BD,E)  şərti ödənsin. Burada 

E ABCD dördbucaqlısınm AC  və BD diaqonallarınm
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kəsişmə nöqtəsidir. N*M* düz xəttinə perpendikulyar olan 

müstəvisini keçirən R * reperinin müstəvisinə ortoqonal

proyeksiyasını (AxB f i xD^) işarə edək. N*  və M* nöqtələrinin 

pro-yeksiyasını eyni bir Fj nöqtəsi olar. Dördbucaqlıların afırı- 

ekvivalentliyi haqqmda teoremə görə

( д с „  E )  = (a ’C',M')=(AC,E)

və

(в ,д , e x)=(b 'd \ n ')={b d , e )

olmasından ABCD  və AXB^CXDX dördbucaqlılarmın afiıı- 

ekvivalentliyi alınar. İsbat etdiyimiz lemmaya görə elə bir o 0

müstəvisi var ki, N * M * vektoru istiqamətində paralel 

proyeksiyalamada AXBXCXDX dördbucaqlısınm bu müstəvisi 

üzərindəki A0B0C0D0 proyeksiyasi ABCD-уә oxşar olax. 

A \ A t, A0 nöqtələri N*M* düz xəttinə pralel olan eyni bir diiz

xətt üzərində olduqlarmdan A0 nöqtəsi N*M* vektom 

istiqamətində paralel proyeksiyalamada cr0 müstəvisi tizərində 

A* nöqtəsinin proyeksiyasi olar. Eyni qayda ilə OB0 nöqtəsi 

В* nöqtəsinin, C0 nöqtəsi C* nöqtəsinin və D0 nöqtəsi D*
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nöqtəsinin proyeksiyasi olar. Beləliklə A0B0C0D0 

dördbucaqlısı R* reperinin proyeksiyasi olar (Şəkil 76).

Şəkil 76.
İndi üçölçülü fəzanın сг0 müstəvisini сг müstəvisinə 

keçirən hər hansı hərəkətinə baxaq. Bu hərəkətdə 

R* = (A \ B \  C \  D*) reperinin obrazını R = (A ,B , C, Z)) işarə 

edək. Bu zaman <j  müstəvisi üzərində A0B0C0D0

t t f f

dördbucaqlısının A0 B0 C0 D0 obrazı R* reperinə bərabər olan 

R reperinin proyeksiyasi olar.
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Aq Bq C0 D0 = AqBqC0D0 ~ ABCD olduğundan teorem 

isbat olundu.

Bu teoremdən istifadə edərək bir sıra çoxüzlülərin 

müstəvidə təsvir qaydalarını göstərək.

Tetraedrin təsviri. Tutaq ki, bizə fəzada hər hansı

ABCD  tetraedri verilib. Polke-Şvars teoreminə görə təpələri 

müəyyən nizam ilə götürülmüş hər bir dördbucaqlı

tetraedrinin təpələrinin müəyyən nizam ilə verilməsidir. 

Beləliklə diaqonalları ilə verilən hər bir ABCD dördbucaqlısı

AB C D  tetraedrinin təsviri olur.

Paralelepipedin təsviri. Paralelepipedin bütün üzləri 

paraleloqram olduğundan təsvirləri də paraleloqram olar.

Tutaq ki, bizə AB C DA B C D  paraleloqram-orijinalın 

təsvirini qurmaq lazımdır. Bunun üçün əvvəlcə təpə nöqtələri

A, B, D, Ä  olan tetraedrin təsviri olaraq ixtiyari ABDA’ 

dördbucaqlısım <т müstəvisi üzərində qururuq. Soma isə 

həmin dördbucaqlmın diaqonalları da nəzərə alınmaqla orda 

olan üçbucaqlarm üzərində paraleloqram qurmaqla veribn 

paralelepipedin təsvirini almış oluruq (Şəkil 77).

reperinin təsviri olur. R  reperi isə ABCD
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Şəkil 77 .
Prizm anm  təsviri. Tutaq ki, bizə һәг hansı 

oturacaqlarmın tərəflərinin sayı 4-dən çox olan һәг hansı n- 

bucaqlı prizmanın təsvirini qurmaq lazımdır. Prizmamn üzləri 

iki çoxbucaqlıdan və paraleloqramlardan ibarət olur. Prizmamn 

oturacaqlarınm təsvirini n-bucaqlıların təsviri kimi qurmaq 

lazım gəlir. Qalan qurmaiar isə paralelepipedin təsvirinin 

qurulmasma analoji olaraq edilir (Şəkil 7^).

Piram idanın təsviri. Piramida oturacağı çoxbucaqlı, 

yan üzləri isə ortaqtəpəli iiçbucaqlar olan çoxüzlüdür.

Piramidanm təsvirini qurmaq üçün əvvəlcə onun 

oturacağından üç yanaşı təpə və bir də piramidanın təpə 

nöqtəsini götürməklə alınan tetraedrin təsviri ixtiyari 

diaqonalları ilə götürülmüş dördbucaqlım götürürük. Sonra isə 

oturacağm çoxbucaqhlarm təsvirini qurmaq qaydası ilə təsviri
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qurulur. Тәрә nöqtələri piramidanm təpə nöqtəsinin təsviri olan 

nöqtə ilə birləşdirilir. Beləliklə piramidanm təsviri almır (Şəkil 

78).
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