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ON SOz

Dars vasaitinin yazilmasinda asas sabablardan biri-
diferensial tonliklar kursu Uzre azarbaycan dilinds darslik va dars
vasaitlarinin az olmasidir. Q.©hmadov, JCHasanov, M.Yaqubov
tarafindan yazilmis ve 1978-ci ilda nasr olunmus «Adi diferensial
tanliklar» adh darslik 30 ilden artigdir ki, oxucularm
istifadesindodir. Azarbaycan dilinds yazilmis ve diferensial
tonliklar sahasinda an yaxsi darslik hesab ohrnan bu kitab kiril
grafikasmda yazilib ve hal-hazirda onun sayi kifayat gadar deyil.
Bunu esas tutaraq biz diferensial tanliklor kursu Uzre dars
vasaitinin  yazilmasini va talabalerin istifadasina verilmasini
magsadauygdun hesab etdik.

Ders vasaiti mdualliflarin  Baki Ddévlat Universitetinin
Toatbiqi riyaziyyat va Kibernetika fakilltesinds diferensial
tanliklar kursu Uzra oxuduglari mihazirslar ssasmda yazilib.

On fasildan ibarst olan dars vasaiti diferensial tenliklar
kursunu tam sohats edir. Burada toramaya nazaran hall
olunmus va hall olunmamis birtartibli diferensial tanliklar ve
onlarin hall Gsullar, diferensial tenliyin hallmin varligi ve
yeganaliyi haggmda teorem , maxsusi négtaler va maxsusi
noqteler atrafinda heallin tadqiqi , maxsusi hall va onun
taptimasi  Usullari , yuksak tartibli diferensial tanliklar ve
onlarin birtartibli diferensial tanliklor sistemina gatirilmasi ,
yiksak tortibli xatti diferensial tanliklar va onlarin Umumi
nazariyyasi, sabit amsalli xatti diferensial tanliklar va onlarm
hall Gsullari , birtartibli xatti diferensial tanliklser sistemi va
onlarin  Uimumi halli hagginda teoremlar , sabit amsalli
birtartibli xatti diferensial tanlikler sistemi ve onlarm halli ,
bii tortibli diferensial tenliklar sisteminin hallinin dayanighgi ,
birtartibli  xtsusi toéramali diferensial tanliklar va s. strafli
sokilds sarh olunmusdur. Eters vasaitine daxil edilmis coxlu
sayda misal va masslaler onun nainki universitetlerin ayani
vo (qiyabi sobalerinds tehsil alan talatolari tarafindan yaxsi
manimsanilmasina , eyni zamanda daha genis oxucu dairasi
Uclin asan basa dusllmasina imkan yaradacaqg.



| FBSIL
BIRTORTIBLI ADIDIFERENSIAL TONLIKLBR
81. Osas anlayislar va tarifler

Tutaqg ki, x-serbast dayisan, y - isa bu dayisanin
funksiyasidir.

Toarif 1l Serbast x dayisenin, machul y =y(x) funksiya-
sinin va bu funksiyanm birinci tartib téramasinin daxil oldugu
tanliya bir tartibli adi diferensial tanlik deyilir.

Qeyd edsk ki, birtartibli adi diferensial tanliys sarbast
Xdayisani va machul y = y(x)funksiyasi askar sakilda daxil

olmaya bilar. Lakin bu tenlikda machul y =y(x) funksiyasmm

toramasi mutlaq istirak etmalidir.
Umumi sokilds birtartibli adi diferensial tanlik

F(x,y,y') =0 1)
soklinds vyazilir. Burada F —x,y,y"dayisanlarinin malum

funksiyasidir.

(D) tanliyi téromaya nazaren hall olunmamis birtartibli
diferensial tanlik adlanir. ©gar bu tanliyi tdramays nazarsn hall
etmak mimkin olarsa, onda onu

=10 @

saklinde yazmaq olar. Bu tanlik téremaya nazaran hall olunmus
birtartibli adi diferensial tanlik adlanir.

Toratays nazarsn hall olunan diferensial tenliyi daha
Umumi (ve simmetrik)sakilds

A(x)dx + B{y)dy =0
kimi da yazmaq olar. Bu yazilisin iistlinliyt ondan ibaratdir ki,
tonlikda istirak edan x va y dayisenlarina eyni hilquqglu

dayisanlar kimi baxmaq olar.

Qeyd edak ki, diferensial tanlikds machul funksiya iki va ya
daha ¢ox sayda serbast dayisenlarin funksiyasi olarsa, onda bela
tonlikda maehul funksiyanm xisusi toramalari istirak edsr. Bu
halda tenlik xiisusi téramali diferensial tanlik adlanir. Biz asasan

adi



adi diferensial tanliklari 6yrenacayik va bu tanlikleri sadace
olaraq diferensial tanliklar adlandiracagiqg.

Tarif2. (1) vaya (2)diferensial tanliyinin halli els diferen-
siallanan y =¢(x) funksiyasma deyilir ki, bu funksiyani va onun
téramasini (1) va ya (2) tanliyinda yerina yazdiqda tenlik eynilik
kimi dogru barabarliys cevrilmis olsun.

Misal 1. y = ce x + X—1 funksiyasi y' = X —y tanliyinin
hallidir. Burada c-ixtiyari sabitdir. Dogrudan da, agsr bu
funksiyani ys onun tdramasini tenlikde yerina yazsaq, tenlik
eynilik kimi dogru barabarliys cevrilar.

Diferensial tanliyin hallinin tapilmasi prosesina tanliyin
integrallanmasi, halling isa onun integrali deyilir. Hallin mistavi
Uzerinda tayinetdiyiayriinteqralayrisi adlanir.

Diferensial tanlikl.erin inteqrallanmasi zamani hall, bazi
hallarda, qeyri-askar d(x,y) =0 funksiyasi seklinds tapilir.
ogar bu berabarlikden geyri-askar funksiya kimi tapilmis
y =<p(X) funksiyasi (1) ve ya (2) tanliyini 6dsyarss, onda
d{x,y) - 0-bu tanliklarin geyri-askar sakilli halli adlanir,

Misal 2. Qeyri-askar y 2-x 2-1 =0 funksiyasi yy' —x —0
tenliyinin  hallidir. Dogrudan da, @8gsr. y2-x2-1=0

barabarliyinden y -i tapsaq, alarig: y - £sfl +x2. Asanligla

yoxlamagq olar ki, bu funksiya baxilan tanliyi édayir.
[ Tarif3. ©gart parametrindan asili

x=x(), y=y(), a<t<j3, (€)

funksiyasini (2) tanliyinds nazars aldiqda, bu tanlik eynilik kimi
dogru barabarliys cevrilarss, yani

N~ =fx(t),y()\, a <t<(3

x(t)

olarsa, onda (3) funksiyasi (2) tenliyinin parametrik sakilli halli
adlanir.



Misal 3. x=-In/,y =ct-\nt-\, te (0,00), funksiyasi
y' =x~y tanliyinin parametrik sakilli hallidir. Burada C-
ixtiyarisabitdir.

Dogrudan da,

Y =c-~, X0 =7

, = Xx-y =l-ct.
© x{t) y

Demali

Baxilan misallar gostarir ki, diferensial tanliklarin sonsuz
sayda hallari ola biler ( ¢ sabitinin muxtslif adadi giyrmtlarinds
alinan hallar).

Asagidaki misala baxaq:

Misal 4.

N O=2X.
e X

Asanligla yoxlamagq olar ki, y =x2+c  funksiyasi bu
diferensial tanliyin hallidir. Burada c¢ - ixtiyari sabitdir. Deireli
baxilan diferensial tanliyin dogrudan dasonsuz sayda halli var.

Bazi nazari ve praktiki masalalarin halli zamani diferensial
tonliyin bitin hallarini deyil, onun miayyan alave sartlari 6dayan
hallini tapmagq talab olunur. Bele masalalardan biri Kosi masslasi
adlanan masaladir. (2) tenliyi Uc¢lin bu masale asagidakmdan
ibaratdir:

(2) tenliyinin els hallini tapmali ki, bu hall

¥Y(xo0) - Yo 4
sortini 6desin. Burada x0 ve y0- geyd olunmus adadlardir. (4)
sartina baslangic sart, (2) tanliyinin (4) baslangic sartini ddayan
hallinin tapilmasi masalasina isa Kosi masalasi (va ya baslangic
sortli masala) deyilir I

Axirinel misaldaljaxilan tanliyin y{\) =2 baslangic  sartini

ddayan hallini tapaq. Bu magsadle y =x2+c hallinin jih=2
sortini 6damasini talab edak: j>(I) = 1+c =2. Buradan tapariq ki,



c- 1. Tapdigimiz bu giymati hallcb yerina yazsaq tenliyin geyd
olunan sarti 6dayan hallini almis olaraq: y =x2+1.

Tutaq ki, (2) tenliyinin sag tarefi, yeni f(x,y) funksiyasi
muayysn D oblastinda kasflmazdir. Novbati fasillerde gdracayik
ki, bu halda (2) tanliyinin inteqral ayrilari D oblastmi doldurur.
Farz edak ki, D oblastina daxil olan G oblastinin har bir
nogtasindan (2) tanliyinin yegana inteqral ayrisi kegir va bu oblast
D -ya daxil olan maksimal oblastdir.

Ixtiyari ¢ sabitinden asil y = <p(x,c) funksiyalar ailasim

baxaq. Farz edak ki,

a) her bir (x,y)e G noqtesi t¢lin y =<p{x,c) tenliyi c-ys
nazaran hall olunandir:

c=if{x,y); ©®)

b) (X>Y) noqtesi G oblastinda dayisdikds, c¢ sabitinin (5)
dusturu ile tayin olunan har bir giymatinds y-cp(x,c)
funlsiyasi (2) tenliyinin hallidir. Onda y = ¢>{x c) ailasina (2)
tanliyinin G oblastinda U mu mi halli deyilir.

Tutag ki, y =<p(X) funksiyasi (a,b) intervalinda (2)
tanliyinin hallidir. ©gar har bir xe(a,b) dcln (2) tanliyinin
(x,<p(x)) nogtasindan kecan inteqral ayrisi yegana isa, onda
y = <p(x) hallina (2) tanliyinin x s us i ha 11i deyilir.

Tutaq ki, y =y/(x) funksiyasi (2) tenliyinin (a,b)
intervalinda toyin olunan hallidir. ©ger har bir x e (ajy) Ugln
(x,1//(x)) nogtasindan (2) tenliyinin y-y/{x) hallindan fargli
an azi bir inteqral ayrisi kecirss, onda y =y/(x) hallina (2)

ton%inin max su si h 8 11i deyilir.

z"9ger diferensial tonliyin inteqrallanmasizamani onun imumi
halli geyri-askar funksiya seklinda teyin olunarsa, onda iimumi
inteqral terminindan istifads olunur. Basqa stzle desak, agar
P (x,y,c)- 0 minasibati (2) tenliyinin Umumi y-<p(x,c) hallini
tayin edirsa, onda bu munasibat (2) tanliyinin Umumi integrali
adlanir.
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§2. integrallana bilen bazi birtartibli diferensial tenliklar
1. Dayisanlarina ayrda bilen tenliklar

A{x)dx +B{y)dy =0 @)
tanliyina baxag. Bu tanlikda dx-in smsah yalniz x-dan, dy-in
amsali isa yalniz >>-dan asxlidir. Bels tanlik dayisanbrina ayriimis

tonlik adlanir.
Tutaqg ki, A(x) va B(y) funksiyalari xva y -in bitiin baxilan

giymatbrinda kasilmaz funksiyalardir. Onda (1) tanliyini

JA(X)dx+ jB(y)dy =0
0 %)
saklinds yazmagq olar. Bu barabarlikdan isa

JA(X)dx + IB{y)dy =¢ -(2)

X0 Yo
barabarliyinin dogrulugu alinir. Burada x0 va y0-uygdun olaraq
Xva y -in geyd olunmus giymatlari, c -ixtiyari sabitdir. (2)
barabarliyi (1) tenliyinin imumi inteqralmi tayin edir.

(2) barabarliyinda inteqgralin sarhadlarini yazmamaq da olar.
Clnki ibtidai funksiyalarm inteqrallarin asagdi sarhadlarindaki
giymatlarini C-ixtiyari sabitina alave eds bilarik. Bu zaman M*
tanliyinin Umumi inteqrali

JA(X)dx + ~B(y)dy =c L]

Barabarliyi ila tayin ©lunar.
. 2X 1 C .
Misal 1. —r—l dx +—dy = #[tSffliyininl iimumi goe&rahuu
X + y ‘

tapmall.
(3) barabarliyina asasan yaza bibrik:

f o dx+ f— =
x +1 Jy_cb il

1n



Buradan alinq:
In(x2+ 1) + Injjj = In|cj
vaya
y(x1+V) =c. “)

Bu barabarlik baxilan tanliyin Gminni integralmi tayin edir.
Buradan tapilan

c

"=TTT
funksiyasi tanliyin Gmumi hallidir.
Dayisanlarina ayrilmis tanliys

6, (X)b{(y)dx +a2(x)b2(y)dy =0 ®)
sakilli tonliklar asanligla gatirtir. Burada at(x),bt(y),a2(x) ve
b20) funksiydiari  malum, 6z arqumentlarinin  kasilmaz
funksiyalardir.

Tutaq ki, (5) tenliyinda bx(y) * 0, a2(x) * 0. Bu tanliyin har
iki tarafmi

1

a2(x)b{(y)

ifadasina vursaq, dayisenlarina ayrilmis

a2(x) bx(y)
tanliyini alarig. Bu tanliyin va demali (5) tenliyinin Umumi
inteqrali

J620 ) 4yo)
barabarliyi ils tayin olunar.

Tutaq ki, J1(y) funksiyasli y dayiseninin miayyan Y —yXx
giymadnds sifra cevrilir:  6i(jf,) =0. Bu halda dyl=0

oldugundan, asanligla yoxlamaq olar ki, y =y, funksiyasi da
(5) tanliyinin hollidir.

12



Farz edak ki, a2(x,)=0. 9gar x va y dayisanlarina
eynihuquglu dayisanlar kimi baxsag, onda x = x, da tenliyin halli
olar.

Misal 2. x(1+y2)dx+p(1+x2)dy =0tsnliyinin  Umumi
integralini tapmali.

Bu tanliyin har iki terafmi — J ————— — ifadasine vurag.
(1 +Jc"XI+J 2)

Bu zaman asagidaki tanliyi alariq:
X7’\rdx—\ y-dy 0.
I +x 1+y?2
Bu tanlik dayisanlarina ayrilmis tanlik oldugundan, onun
Umumi inteqgrah
X adx+f[Y  dy-c
I +x2 L+yP
barabarliyi ila tayin olunur. Burada c- ixtiyari sabitdir. c-
ixtiyari sabit oldugda har bir k adadi tcin k-c, In|c|, &-In|c|
ve bu kimi ifadalara da ixtiyari sabit kimi baxmaq olar. ©gar

axirincl barabarliyin sag tarafmda c sabitini  —inicl ile avaz

etsak, alariq

(I+x2)(I+y2) =c

Bu baxilan tanliyin Gmumi integralidir.

Qeyd edak ki, galacakds da ¢ sabitini, lazim galaisa , bu kimi
ifedalorle avaz edacayik.

2. Bircins tanliklar

Tarifl Bger / (x,y) funksiyasi li¢lin
f(tx,ty) =tnf(x,y) ©6)

13



sorti  Odanarsa, onda / (x,y) funksiyasi n daracali bircins
funksiya adlanir.

Xdususi halda, ager (6) barabarliyinde n=0olarsa, ysni
f(x,y) funksiyasi lglin

f(tx,ty) =f(x.y) )
sorti Odanarsa, onda f(x,y) funksiyasi sifir deracali bircins
funksiya adlamr.

IELCH) ®)

diferensial tanliyina baxaqg.
Toarif 2 ©gar /(x,jy)funksiyasi sifir daracsli bircins
funksiya olarsa, onda (8) tenliyi bircins diferensial tanlik adlanir.

Tutaq ki, (8) tenliyi bircins tenlikdir. ©gar t - — gotlrsak,
onda (7) barabarliyina asasan alariq:
f(x,y) =f(tx,ty) =f\ 1 -
V X]j
Bu halda, aydmdir ki, (8) tanliyi

f,
dx \nxl 9
soklina disar.
Bu tonlikde —-u avazlemesini edsk. Bu halda
X

— -u +x— olar.Buifadaslari (9)tanliyindenazaraalsaq
dx dx

du
Ut X-— =/(1,m)
dx
Vo ya
x N =/(L«)-m (10)
dx

tanliyini alariq.
Asagidaki hallara baxaq.

14



a) Tutaq ki, f (l,u)- n ®0. Bu halda (10) tenliyini
dayisanlarina ayjraraq
du _dx
X
soklinds yazxb, integralladigdan sonra alariq

f =Inixl+c. (11;
J(L«)-« 1

Sol taiafdaki integrali hesabladigdan sonra un dayisamni Yils
X

avez etsak bircins (8) tenliyinin imumi integrahni almis olariq.

b) Tutaq ki, /(1,u)s n. Bu halda f(x,y)=/f1,-1=—
V x) X

olar va (9) tanliyi d_ = — soklina diiser ki, bu tanliyin da timumi
X X

halli y =cx barabarliyi ile tayin olunur.

c) Tutaq ki, f(l,u)-u ifadssi Udayisaninin u=u0
giymatinda sifira cevrilir: /(1,m0) = u0. Bu halda (10) tenliyina
asasan alarig ki, u-uQve ya vy =uix funksiyasi da bircins
tanliyin hallidir.

misal 1. &Y = X273 2 tonivini hall etmali.
dx 2xy
Bu tanlik  bircins tonlikdir. Dogrudan  da, ager
XZ_yZ

f(x,y) =

funksiya tcln f{tx,ty)-f(x,y) barabarliyi dédanir- TanliyThall

— gotlrsak, onda asanhgla yoxlaya bilarik ki, bu
Xy

L y .
ctmak  (ciin —-u  avazlamasini  edak. Bu zaman
X
y :xu,d— =n+ Xd_ .olarva bunlari tanlikda nozara alsaq
X X

15



x@ _1-3n2
dx 2u

tanliyini almis olariq.
Bu tanliyi dayisanlarina ayirib inteqrallasaq

- InM + "nH va Ya Injl —3r/21= —3 1njcn|

R y y
barabarliyini almis olang. u =E oldugunu nazars alsaq, axirmci

barabarlik asagidaki sokla dilsan
(x2-3y2)x =c. (13)
Bu barabarlik baxilan tanliyin Umumi integralim tayin edir.

(12) tenliyinin sag tarofi n = + oldugda sifra cevrilir.
V3

Ona gora tanliyin (13) halli ila yanast y - £—Ux hallari da var.
v3

3. Bircins tanliys gstirilan tanliklar

Bircins olmayan
dy ax+by+c

dx ax+byY+Q
tanliyina baxaq. Burada a,b,c,a,,6,,c,-haqiqi adadlardir. ©gar
c =c¢, = 0olarsa, onda bu tanlik bircins tanlikdir. ©ks halda, yani

¢ va ( adadlarindan he¢ olmazsa biri sifra barabar olmadiqda,

(14) tenliyi bircins tanlik deyil. Bu halda (14) tenliyini bircins
tanliya gatirmayas c¢alisaq. Bu magsadla

x=C+a, y =rj+fi (15)
avazlemasini edak. Burada “va 7 -yeni dayisenlar, aya /3 iso
halalik malum olmayan adadlardir.

(15) avezlamasini va dx-d§, dy =drj barabarliklarini (14)
tanliyinda narars alaq:
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dt] _ aC +bri +aa +bp +c 16,
dc +b{j+axa +b +c,

a va /3 adadlarini asagidaki xatti cabri tanliklar sisteminin
halli kimi tayin edak:

[aa+bB+c =0,

[ala+blj3+ci=0. (17>

Iki hala baxaq:

a) abx-a ®0.Bu halda (17) sisteminin yegana halli var.
Ogor (15) svazlemasinds istirak edsn a va j3 adadlarini bu
sistemin hallindan tayin etsak, onda (16) tenliyi

drj _ aC +brj

dC a” +btf
soklina dlsar. Bu tenlik isa bircins tenlikdir. ©gar bu tenliyi hall
etssk ve alman halde § =x-a, r/=y- J3 gotursak, onda
baxilan halda (14) tanliyinin imumi integralini almis olariqg.

(18)

(14) tenliyini
dy ax +by +c
dx k(ax +hy) +c,
saklinds yaza bilsrik. Bu tanlikda ax +by =z avazlemasi etsak va

——————————— la saitung auser. du lamiK 1ss asyisanlaring

ayrilan tanlikdir.
Q eyd. Yuxarida izah olunan tsulu daha imumi olan

dy j ax+by+c 4
dx kaxx +bxy +cxy

17



sokilli tanliklsrin halline tatbiq etmak olar. Burada f -0z
argumentinin malum kasilmaz funksiyasidir.

-y-1
Misal 2. — = ------2-———- tanliymi hall etmal..
dx x+y-3
X-"+a, y=T+J3 avazbmasini edsk. Bu avazlamadan

sonra tanlik

"""""""" klina dlsar.
dg C+rj+a +/3-3 ¥ $

Toebbedakki,a ve f3 adadlari
f3a-/?2-1=0
[ar+/?-3 =0
sistemini 6dasin. Asanligla yoxlamaq olar ki, « =1;/? =2- bu

sistemin hallidir.
Buzaman avazbma x =C+\,y =1j +2, axirinci tanlik iss

drj 30 -tj
~dg~ C+r/
soklina dusar. Bu tanlik bircins tanlikdir.

du _3-2u~u2

di 1+u
soklina duser. Bu tenlik dayisenlarina ayrila bilen tenlik
1+
oldugundan onu Lruydu - de soklinda yazib

(n-1)(n+3) €

integrallasaq alariq:

{u-Ym+3)=~vy.
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n
Bu barabarhkds |/|=£—=y L oldugunu tiszere almagla
X_

baxilan tanliyin Gmumi inteo™almi {y-x-I)(y+3x-5)=c
soklindas tapariq.
IV

4. Birtartibli xatti tanlikbr

Axtarilan funksiya va onun toramasina nazarsn Xxatti olan
tanliya birtartibli xatti diferensial tanlik deyilir. Umumi halda bir -
lartibli xati diferensial tanliyi asagidaki sekilds yazmaq olar:

A(x)— +B(x)y +C(x) =0.
( )CbC (x)y +C(x)
Burada A(x),B(x),C(x)-malum kasilmaz funksiyalardir.

1 Tutaq ki, A(x) ®0. Bu halda tanliyin har iki tarefmi A(x)
amsalma bdlsak, alman tanliyi asagidaki sekilds yaza bilasrik:

aX+P(x)y=q(x). (ZO(X)

+ Butanlikla yanasi
N o +p(x)y =0 1) -(e)
ax

tenliyina baxaq. (21) teniiyi bircins, (20) tenliyi iss geyri-bircins
xatti diferensial tanlik adlanir. Bu tanliklarin sol terafleri eyni
oldugundan, (21) tanliyina (20) tenliyina uygun bircins tanlik
deyilir.

1 Xatti bircins (21) tanliyi dayisenlarine ayrila bilan tanlik
oldugundan, onu asanligla inteqrallamagq olar:
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— =-p(x)dx, f- =- fp(x)dx +Inlcl,
y Jy (22)

Bu (21) tanliyinin Gmumi hallidir.

(20) tonliyinin mumi hallini tapmaq Uglin sabitin variasiyasl
adlanan disuldan istifada edak:

Bu tanliyin hallini

y = c(x)e~ipMdx (23)

soklinde  axtaraq. Burada c(x) - ixtiyari diferensiallanan
funksiyadir. (23) funksiyasi ve onun

?1 =c\x) e p{Xdx - c(x)p(x)eYH(x)cbl
X

téramasini (20) tanliyinds nazars alsaq
c\x)e-ipWdx - c(x)p(x)e~IpWdx +

+ p(x)c(x)e~IpKok = q(x)
vaya
c\x) = q(x)elp(x)dx

barabarliyini alariq. Axirinci barabarlikdsn c(x) funksiyasmi
tapaq:

c(x)= jg(x)epMdxdx + c .

Qeyd edak ki, sa§ tarafds istirak edsn ¢ toplanani- ixtiyari
sabitdir.

20



c(x) -in bu ifadasini (23) barabarliyinin sag terafinds yerina
yazsaq (20) geyri-bircins xatti diferensial tanliyinin mumi hallini

y(x) =eYp(x)1\c+ \g{x)eipix)axdx\ (24)
barabarliyi ils tayin etmis olariq.

Misal 1. (x2+ 1)y +2xy = x2(x2+ 1) tanliyini hall etmali.
Bu tanliyin har iki tarafini x2+1 -3 bolak:

2X 2
Y +3(r~+1y =X m

Aydmdir ki, bu tenlikde p(x) =—--, q(x)=x
X +1

jp(x)dx = j=~— _—}dx = L =\n(x2+ 1 oldudunu nazars
X i X 1
alsaq (24) diisturuna asasan yaza bilarik:

y(x) =e-"*x2H)[c+ \x2e "rd x\ =

MT(CHCH) )=0.s 5 5

Belalikls aliniq:
Vi (C+X5{_XSI'I
X)=-Y- —
XY‘I+1 5 3

Bu baxilan tanliyin Gmumi hallidir.
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LL, 5. Bernulli tenliyi
~-+P(x)y =a(x)yn (25)
ax

tanliyi Bernulli tanliyi adlanir. Burada p(x) va q(x) - malum

kasilmaz funksiyalar, M- ixtiyari haqigi adaddir. n =Qoldugaa
Bernulli  tonliyi  xatti  geyri-bircins  diferensial  tanliys,
n =loldugda isa xatti bircins diferensial tanliya ¢evrilir. Ona goéra
farz edacayik ki, Bernulli tanliyinde n ®0, n 1.

(25)tanliyinin har iki terafini y n-s vuraq:
Y7 -+ P(x)YEn=q(x).
dx
Bu tonlikds yrn=z avazlamasini etsak,

5 =(\-n)y~n; olar. Bunlari axirinci tanlikds nazare alsaq
X X

z = z(x) funksiyasina nazarsti asagidaki tanliyi alariq:

~ +(1-m)p(x)z =(\-n)a(x). (26)
ax

Bu tenlik bir tertibli xatti geyri-bircins diferensial tanlikdir.
9gaer (26) tenliyinin Gmumi hallinds z -i y xnila avaz etsak, onda
Bernulli tanliyinin Gmumi integralmi almis olariq.

dy 2X

. 7 - .
Misal 1. —= -———--r1y = (L+X )yotenllyml hall etmali.
dx 1+Xx

2
Bu tanliyin har iki tarafini y = -ya vuraq:

-I$L+ by - +x7.
dx 1+x

y 1=z avazlamasi etsok & = —y~2d— olar. Bunlari axirmci
X X

tanlikda nazara alsaq, Z dayisanina nazaran

dz 2X -z =-(1+x2 27
2, ( ) (27)



xatti geyri-bircins diferensial tanliyini alariq. Bu tanliyin imumi
hallini tapaq:

Demali z=(1+x2)(c-x)- (27) tonliyinin Umumi hallidir.
Oger bu barabarlikds z = y~Igoétirsak, alang:
1
N (T+x2)(c-x)
Bu baxilan tanliyin Gmumi halidir.

(6. jRijiCfcati torfliy?

dx P(x)y2+a{x)y +r{x) (28)
X

tanliyi Rikkati tenliyi adlanir. Burada p(x),q(x),rIx)- malum
kasilmaz funksiyalardir. Aydmdir ki, p(x) =0 oldugda Rikkati
tonliyi xatti diferensial tanliys, r(x) = Ooldugda iss Bernulli
tanliyina cevrilir.

Rikkati tanliyinin sads sakls malik olmasina baxmayarag, bu
lanliyi imumi halda inteqrallamaq mimkin olmur.

Gostarak ki, Rikkati tanliyinin har hansi bir xisusi halli
malum olarsa, onda onun Gmumi hallini tapmaq mumkundir.

Tutaq ki, y - vy, (x) -xisusi halldir. Rikkati tanliyinda

y =z +y x(x) avazlamasini edak. burada z = z(x) -yeni machul
I'unksiyadir. Bu zaman zmachul funksiyasina nazarsn

iy (Zp(x)yt(x) +a(x))z =p(x)z2 (29)

23



tanliyini alarig. Bu tanlik Bernulli tanliyidir. Onu hall etmak Ugiin
yuxanda geyd olunan tsuldan istifads edak. Bu tenliyin har iki

tarafmi z~2-ya vuraq:
dz
Z~1;( -{2p{x)yl{x) +q{x))z-1=p(x).
z 1= w avazlamasindan sonra axirmci tanlik

du
o (2p(x)yx(x) +q(x)) n=-p(x)
soklina dusar. Bu tanlik xatti tanlik oldugundan onun tmumi halli

u = e M byp ( x) @ &tk (30)
barabarliyi ila tayin olunur. Burada

P\O0 = 2p(x)yxx) + q(x).

Aydindir ki, (30) barabarliyi ils tayin olunan U funksiyasi

u=c<pi(x) + ¢2(x)
sakilli funksiyadir. z~l = noldugundan alariq:

1
C(pI{x) + (2{%)

©ger z -in bu ifadasini y =z +y, (x) barabarliyinds nazars

alsaq Rikkati tanliyinin tmumi hallini tapariq:

y _cu'l(x) +y/2(x)" (31)
ApX(x) + 2{x)

Burada y/x(x) =y {X)(pX(x), wr(x)=1+y, (x)¢>2(x) .

(31) barabarliyindan goérundr ki, Rikkati taniiyinin 4mumi

halli ¢ sabitina nazaran kasr- xatti funksiyadir.

Bu faktin tarsi da dogrudur. Yani, agar diferensial tanliyin
Umumi halli ¢ sabitina nararan kasr-xatti funksiyadirsa, onda bu
tenlilc Rikkati tenliyidir (isbatedin).

Misal 1. y'=—5xy2+(20x2+E\_y—(20x3+4) tanliyini
\%

xJ
hall etmali.
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Asanligla yoxlamaq olar ki, y =2x bu tanliyin xUsusi
hallidir, Ona goéra bu tanlikda y =z +2x avazlamasini edsk. Bu
zaman Z -8 nazaran

2’3 z=-5xz2
X

tanliyini alarig. Bu tenlik Bernulli tanliyi oldugundan onun har

iki tarafini z_z—ya vurag. Bu zaman tanlik
r~2z'- —z~x=-5x
X
saklina duser.
z~X= 1 avazlemasini etssk - z~2z'=u'o\ax va u dayisanina
nazaran asagidaki tanliyi alariqg

nw3n-= ax.
X
Bu tenlik xatti tanlik oldugundan, mahim disturundan

istifads edarak onun Umumi hallini tapa bilsrik:

o] X3
M= —+x2. Bu zaman z — olar va y =2z+2x
X C+X

oldugundan, baxilan tanliyin Gmumi halli asagidaki barabarlik
vasitasila tayin olunar:

_2ex+x3(1+2x3)
Yy~ 5. ’

No (7. Taw difereHsiali tanlIHsr

M(x, y)dx +N(x,y)dy =0 (32)
diferensial tanliyine baxaq. Burada M(x,y)va N(x,y) malum
funksiyalardir.
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T arif. Bgar (32) tanliyinin sol tarafi miayyan n = u(x,y)

funksiyasimn tam diferensialina barabar olarsa, onda bu tenlik
tam diferensialli tanlik adlanir.
Tutaq ki, (32) tenliyi tam diferensialli tanlikdir ve onun sol

taroft musayysn u = u(x,y) funksiyasinm tam diferensialma
barabardir:

MOGY)dx +N(x,y)dy =2 dx+22 dy =du 33)
ax ay
Bu zaman (32) tenliyi du(x,y) =0 soklina disar va bu
tanliyin imumi inteqrali
u(x,y) —c (34)
barabarliyi ils tayin olunar.
Digar tarafdan (33) barabarliyindan alariq:

~ =M(x,y),  =N(x,y) (35)
0X ay
Bu barabarliklardan birincisinin har iki taraflni y dayisenins,
ikincisinin ise har iki tarafini x dayisenina gdra diferensiallasaq
(forz olunur ki, bu téremaler var ve kasilmazdirler) asagidaki
barabarliklari alariq:
i\ a2 _ dN

AyAx gy ' axpy o jAX
Bu iki barabariliyin migayisasindan alariq:

36,
ay  AX

Bu, (32) tanliyinin tam diferensialli tenlik olmasi gtn zaruri
sortdir.

Gostarak Ki, bu sart eyni zamanda ham da kafi sartdir. Yani,
(36) serti Odendikda (35) barabarliklerini 6daysn u=u(x,y)
funksiyasi var.

Tutaq ki, (36) serti odanir. ©Svvalca (35)-deki birinci
barabarliyi  6dayan un = M(x,y)funksiyasmi tapaq. Asanligla

yoxlamag olar ki,
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n(x,y) = \M(x, y)dx +<p(y) 37)
o
funksiyasi bele bir funksiyadir. Burada ¢>(y)- ixtiyari

diferensiallanan funksiyadir. Talab edak ki, bu funksiya (35)-daki
ikinci sarti de 6dasin:

@M xaM ,
~= 3= <o+ <p(y)
oldugundan (35)-daki ikinci sartdan alariq

N(x,y) =]~ d x +<p'(y).
Iy
(36) serti 6dandiyindan, bu barabarliyi asagidaki sekilde yaza
bilarik:

xdN
N(x,y) = é;x-cbcﬂpr)

vaya
()~ N(x0,y).
Buradan iss tapiriq ki,
y
<p(y)= fN(x0,y)dy-

Yo

Bu ifadani (37) barabarliyinin sag terafinda nazara alsaq (35)
barabarliklarini 6dayan u(x, y) funksiyasini tapmis olariq:

X Yy
u(x,y)= "M(x,y)dx+ JN(x0,y)dy. (38)
% Yo
Belslikla asagidaki teorem isbat olundu.
Teorem. Oger AM Vo N toramalari varsa va
ay ax

kasilmazdirlarsa, onda (32) tenliyinin tam diferensialli tanlik
olmasi t¢lin zaruri ve kafi sart (36) barabarliyinin 6denmasidir.

(32) tonliyi tam diferensialli tenlik olarsa, onda (34) ve (38)
barabarliklarina asasan bu tanliyin imumi integrali
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"M(x,y)dx + jN(x0,y)dy =c (39)
Yo

barabarliyi ila tayin olunar.

Misal 1. (xy+2x +\)ydx + {xy + x+\)xdy - 0 tanliyini hall

etmali.
Bu tanlikda
M(x,y) =(xy+2x+1y, N(x,y) =(xy+x +Dx,
AM = 2Xy + 2x + 1, 3N =2xy+8x+i oldugundan
5y X

=AL serti 6danir. Demali, baxilan tenlik tam diferensialli
Ay A
tanlikdir. (38) barabarliyina asasan bu tanliyin imumi inteqrah

i y

J(xy +2x+ ydx + j(xOy +x0+1)x0dy =c berabarliyi ilo

X0 Yo
tayin ohrnur. ©gar sol tarafdski inteqrallari hesablasaq, onda
baxilan tanliyin Umumi integralini asagidaki barabarlik vasitasils
tayin etmis olariq:

2 2
X Y

hxjy +Xy =c.

.». Integrallayici vuraq

Tam diferensialli tanliklari 6yranarkan malum oldu ki, onlari
hamise inteqrallamag mimkindir. Ona goéra bels bir sual
meydana c¢ixir: tam diferensialli olmayan tanlikbri tam
diferensialh tanliklara gatirmak olarmi ?

Bir cox hallarda bunu etmak miumkindir. Daha dagiq desak,
eb ju=ju(x,y) funksiyasini tapmaq olur ki, tam diferensialh

olmayan
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M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (40)

tanliyinin har iki tarafini bu funksiyaya vurdugda alinan tanlik
tam diferensialli tonliya cevrilir. Bels /u- fj.(x,y) funksiyasi (40)
tanliyi U¢ln integrallayici vuruq adlanir.

Bgar els co(x,y) diferensiallanan funksiyasi varsa ki,

aM  dN

ﬁg v 0 H(a>)
NP v K

ax ay

yoni sol tarafdaki nisbat yalniz co dayiseninin funksiyasi olsun,
onda bu dayisandan asili integrallayici vurug var va

ESLE

ju(co) = e>
disturu ile tapthr. Aydmdir Ki, xUsusi halda, yalniz x-dan asili
integrallayici vurugun (ca(x,y) =x)) varhgi tgiin

1 am dN

N ay ) THC)
yalniz y -dan asili integrallayici vumgun (co(x,y) =y)) varhgi
Uglin

M gy dx
olmahdir.

Misal 1. (xy2 +1)dx +ydy = ® tenliyini hall etmali.
Bu tonlik tam diferensialli deyil. 6o§rudan da
ng,y)q=xy2+1, ’%Ex,y{l:y, AM =-2xy,sﬁ = ,r_n - d.N
dy ex dy dx
Lakin

+ (TM _ ™ )=2X
N dy dx
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X

integrallayict  vuruqdur. Tanliyi bu wvuruga vurarag tam
diferensialli tanlik almdigim yoxlamag va onu hall etmak olar.

Misal 2. y(1+ xy)dx - jo1- xy)dy = 0 tanliyini hall etmsali.

oM dN _
ay A

oldugu tcun tanlik tam diferensialli deyil va
2 2 2 2

N -x1-xy)” M y(+xy)
ifadalarindan go6rundr ki, yalniz jc-den ve yalniz y -dan asili
integrallayici vuruq yoxdur. Lakin co(x,y) = xy funksiyasi li¢lin

oM dN
ay Jib 1 1
ax ay

oldugundan ju =/u(co) = pi(xy) integrallayici vurugu var va

@ xy
soklindadir. Tanliyin har iki tarafini bu vuruga vursaq

(—+y)dx - (— x)dy =0
X Yy

tam diferensialli tanliyini alariq. Ona gora
i v
u(x,y) = IM(x,y)dx+ jN(x0,y)dy
Y6

= +xy - InNy|+In— - x00

va tenliyin imumi inteqrali
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In—+Xy =C
Yy
soklinda olar.

Misal 3. (x2+y 2+ 2x)chc+ 2ydy =0 tanliyini hall etmali.

Bu tenlik tglin
M dN
:2y, —
ay ax
oldugundan o tam diferensialli tenlik deyil. Amma w=x2+y2

funksiyasi t¢in

=0

aM  dN
ay  dx 1 1
nrh-m— *2+ / ®
dx dy
oldugundan
- 1
ju(co) = e 58’“ -

®© x2+y?2

saklinds inteqgrallayict vuruq var. Tanliyin har iki tarafini
1 -avursaq
X +y

n+ <Hp*"p_ =o0,

X +y

buradan isa

X+\n(x2+y2)- ¢
Umumiinteqralmi tapiriq.

Qtyd edak ki, integrallayici vurugu tapmaq hamise
miamkin olmur. Amma isbat etmak olar ki, agar (40)
tanliyinin diferensiallanan u(x,y) inteqrali varsa, onda

rnitlag bu tenliyin inteqgrallayici vurugu var (Isbat edin).
Bazi hallarda integrallayici vurugu tanliys daxil olan tam
diferensiallari ayirmaqla tayin etmak mimkin olur. Bu zaman
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X ydx-xdy
\Y; y2

d(xy)~ ydx +xdy, d

d(x2) = 2xdx, d(Inx)-— vas.
X
dusturlarindan istifade etmak lazimdir.

Misal 4. (y - —dx + —dy = 0 tanliyini hall etmali.

X Yy

Asanligla yoxlamagq olar ki, bu tenlik tam diferensialh tanlik
deyil. Dogrudan da,

M(le) :y_~X, N(X,y):);

oldugundan
aM -1 ?-N__:O Ve oM (pdN .
4y ax ay  BX
Tanliyi hall etmak g¢iin, onu asagidaki sskilds yazaq:
ydx———q——xﬁd——y——= 0 v ya ydx - ydx - xdy _ 0.
Xy Xy
Bu tanliyin har iki tarafini AT vurag:
Yy
xdx_yb-xdl =
y2

Alinan axirinci tanliyi
d("-)-d{-) =0
2 y
Va ya
2 n
d(r( x_ .

soklinds yazaq. Buradan isa alariq:



X2 X_
T~y~c’

Bu baxilan tanliyin Umumi inteqrahdir. Demali tenliyi —-o

Yy
vurmagla, onu tam diferensialli tanliys gatirdik.

Misal 5. y 2dx - (xy +x 2)dy =0 tanliyini hall etmali.
Bu tanlik da, asanligla yoxlamaq olar ki, tam diferensialli
tanlik deyil. Onu

y2dx—xydy—x3dy:0
saklinda yazaq. Buradan alariq:
yiydx - xdy)- x dy =0.

1
Bu tenliyin har iki tarafini  —na vurag. Bu zaman

y-ydx +*ly 0 ts ya ld(y)+dy=Q V3 vya
%2 X X

d[zi(—)2+y\=0 tanliyini alarig ki, bu tenliyin do Umumi
X

inteqrali

barabariiyi ila tayin olunur.
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MISALLAR
Tanliklari hall edin.

1 x(y2+1)dx +y(x2+1)dy = 0.

2. X-Jy2+1 dx+ ynjx2+1 dy = 0.

3. (m2+1)y' +2xy =0.

4. siny dx-cosjc dy = 0.

5 Y =(y-2)ctgx.

6. —yj': -x ' =2x+1, y(0) i
24y 9

7.Y =5 >47 -

8.y =exy.

9. xy'-y =y 2.

10.y"+x2y2=x2.

11 y’-\=tg(y-x).

12.y'=2y-3x+5, y(2)=1.

13 2x+y)y' =1, y()=-2.

4. y'+1- pglicty- 2

15. (xy2- x)dx + 2(y + xy)dy =0.

16. (x +y)dx - xdy =0.

17. (x+y)dx-(x-y)dy =0.

18. sinldx +coszdy :Zcosldx.
X X X

X
Yy
19. xy' - 2xex - y .
20. xydy - (x- y)2dx =0.
21. (2x + T/xy)dy - 2ydx = 0.
22. xy'- yjx2+y2=y.
23. 2xyy' = 2x2+y2.
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24.
25.
26.
271.

28.

29.
30.
31
32.
33.

34.
35.

36.

37.

38.
39.
40.

41.

42.

43.

45,
46.

(x- 2y +\)dx - (y +2x - 3)dy - 0.
X~y - 2)dx- (x- 3y -1)dy = 0.
(4x + 8y - 2)dy + (2x +4y + D)dx =O.
(2x +2y + DifFc+ (2x +2y —Ddy = O.

| =£+27 ",
y - X
y' +3x =5y[y .

x(2xy +1)y'+y = 0.

Xy'-y =2x3.

(x +2)y' +y =2x.
cosxy' +ysinx = 1.
xex(y'+y)-3=0.
y =x(y'- xsinx).
(3e2y - x)dy = (A.

-d-y--by/gx = cos’ x.
dx

y'-2y =yV 2x
yy' =x-y\
x2y'-2xy =yly.
2N ~~Y ~~~e
\ Xv—l y
2Xy' -y =y 3cosX.

, X3
Xy'=Xxy2+y- —.

y'-y2+4e> =2ex+4ed

y'+y2=2ysinXx +Cc0sSx-sin2x.

(x2+y 2)<& + 2xydy = 0.
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47. x\nydx +£ dy =0.
2y

48.
49.
50.
5L
52.

53.

54.
55.

(x2y 3+ 2x)dx + (@:3y 2- 2y)dy =0.

(x+y -y 2)dx- x(2y -1)dy =0.

(3x2- y4sin 2x)dx - 2(2y bSin2x -1)dy = 0.
(x +y)2dx +(x2-y 2)dy = 0.

(x2- y2+x)dx - ydy - 0.

2xdx- (xdy +ydx)ex .

2

ydx - xdy =2x coszzdx.
X

y(x - y)dx - (xy +)dy =0.



M FasiL

BIRTORTIBLI DIFERENSIAL TONLIK UCUN KOSt
MOSOLSSININ HOLLININ VARLIGIVS YEGANSLIYI.
M8XSUSI NOQTOLSBR V8 MBXSUSI HOLLOR

81. HalLin varhgi ve yeganaliyi >
Tutaq ki,
P o fix,y) (D
dx

diferensial tanliyi verilib va bu tanliyin

Y(x0) = Yo 2
$ortini 6dayan hallini tapmag talab olunur.

T e©rem 1(Kosi-Pikar).Tutaq ki, / (x,y) funksiyasi
gapaliB ={x0- a<x <Xg+a,y$ - b<y < +b}dizbucagh
oblastinda kasilmazdir va bu oblastda y dayisanina nazaran
Lipsits sartini 0dayir:

[7(*,50~/(*J)[*"N |y-y|. ®)
Onda (1) tenliyinin (2) baslangic sertini 6dayan va
fx0—h,X0 + h\ parcasinda tayin olunan yegana halli var.

il
Burada h =min a,m \, M =wax|/(x,y)].

Qeyd. ©gar f(x,y) funksiyasmm D oblastmda d_

y

xiisusi téramasi varsa va bu térams mahduddursa, onda f(x,y)
funksiyasi baxilan oblastda y dayisanina nazarsn Lipsits sartini

Odayir. Dogurdan da, Lagranj teoremina asasan yaza bilerik;

I(*,y)- 1(*, 1 = -y\,0<g<I.
ay
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nl

9gar D oblastinda — <N serti 06denarsa, onda bu
&

barabarlikdan (3) Lipsits sartinin dogrulugu almar.

Teoremin ishatx haggmda:

Teoremin Pikar tarafindan veriimis isbatmi geyd edsk. Bu
isbata, demak olar ki, diferensial tonliklar kursu Uzrs yazilmis
bitiin  darsliklorde rast galinir. isbat prosesinds ardicil
yaxmlasma dsulundan istifade edilir. Bu zaman nainki hallin
varhgi va yeganasliyi isbat edilir, eyni zamanda onun taqgribi
hesablanma gaydasi da verilir.

Teoremin isbati ona asaslanir ki, (I)-(2) masaslasi inteqgral

tanlik adlanan
X

4)

tanliyina ekvivalentdir. Yani (1) tanliyinin (2) sertini 6daysn halli
(4) integral tanliyinin hallidir ve tarsins, (4) inteqral tanliyinin
halli (2) tenliyini va (2) sartini ddayir.
(4) tanliyinin halli ardicil yaxmlasma Usulu ils tapilir ve
M-ci yaxmlasma
X

Y, (x) =Y + \f(x,ynXx))dx, n=\,2,...,y0(x)-yO0

barabarliyi ila tayin olunur. Teoremin sartleri daxilinds isbat
edilir ki, bu berabarliklar  vasitesib  tayin  olunan

{*,,WJardicilligi mintazam yigilir ve ardicilhgm limit funksiyasi

(4) integral tanliyinin hallidir. Daha sonra bu hallin yeganasliyi
isbat edilir.

Misal 1. Y =x2+y 2, y(0) =0 Kosi masalasinin yegana
X

halli oldugu har hansi bir parcani tapmali ve bu halle ardicil yi
va y 2 yaxmlasmalarini qurmali.

=0, Yo=0oldugundan D qapali oblasti olaraq
D ={1<x<l -1<y <L}diuzbucagh oblastmi gotlrak.
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Haxilan tanliyin sag terafi - /(x,y)-xr+ y2funksiyasi bu
oblastda keasilmaz ve y dayisanina nazaran Lipsits sartini ddayir.

a=1 b- 1 maxj/(x,j)| =2 oldugundan
D

a,— ]=— olur va demali baxilan masalanin ,
v M) 2 2’2
parcasmda yegana halli var.
Halle yaxmlasmalari tapaq. y0(x) =y0=0oldugundan

X3
5

6 3 7
X
y2(x)= X%+ X X
- R T +63°

Kosi masalasinin hallinin varhi§i ve yeganaliyi haggmda
asagidaki teoremlari geyd edak.

\ITcor em 2 (Peano teoremi). ©gar f(x,y) funksiyasi
G oblastmda mahdud va kasilmaz funksiyadirsa, onda bu
oblastin istanilan (x0,j>0) nogtasindan (1) tenliyinin an azi bir
integral ayrisi kegir.

Gorundiyd kimi, bu teorem hallin varh§i hagqinda
teoremdir. Xususi halda, sagar G oblasti gapali oblast olarsa,
onda f(x,y) funksiyasmm kasilmazliyi, oblastin har bir
noqtesindan kecan inteqral ayrisinin varligini tamin edir.

Teorem 3 (Osqud teoremi). Tutaq ki, f(x,y) funksi-

yasi G oblastinin istanilan iki (X,y) va (X,y) nogtssi Gcln

VO y)-f(x,y)\<<p8y-y§ ©)
sortini Odayir. Burada <p(u) >0 va asagidaki sertleri Odayan
I'inksiyadir.

1) <p(u) 0 <u<a intervalmdakasilmazdir;

2) /[ Im elrdu

£->0 Jp(U)

00.

39



Onda G oblastmm istanilan (x0,y0) néqtesindan (1)

tanliyinin birdan ¢ox inteqral ayrisi ke¢cmir.

Bu teorem hallin yeganaliyi hagginda teoremdir. Qeyd
edsk ki, K >0 oldugda  <p(u) =Ku, <p(u) =Ku\lnu\,
<p(u) = Ku*n «||Injin M| funksiyalarinm har biri Osqud teoreminin
sortlarini 6dayir.

(p(u) =Ku oldugda (5) serti y -3 nazaran Lipsits sortini
ifads edir.

Peano va Osqud teoremlarinin isbatlari [1], [2] ve [3]-de
verilmisdir. Burada isa

1
Ex' 1 (@
tonliyi Gicin G = {-a< x <a, —b<y <b} diizbucaghsmda bu

teoremlari tahlil edak.
2

Sag taraf- f(x,y) =y 3 funksiyasi G -dos kasilmazdir va
demali Peano teoreminin sartini édayir. Tanliyin

Y=~{x +C)b (M

soklinda Umumi halli var ve G -nin har bir (x0,y0) nogtasindan

1 )
y =— (x-x0+3y@®)3 halli kecir, yeni Peano teoreminin
hokm da ddanilir.
G duzbucaghsinm  (x,0) ve (X,y) (-a <x<a,
-b < y <b) noqtslari tcin
1/(*,0)-/(jc,AOH? 5B

2
oldugundan (5 ) sertindaki (p{u) funksiyasi ucin (p{u) >3
olar. Onda
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a a _2 1
lim f——<lim [u ~du- 3a” <o0,
£->0"C>(u) £->0'
yani Osqud teoreminin 2) sarti 6denmir. G duzbucaglismin har
bir (x0,0) néqgtesinden (6) tanliyinin iki inteqral ayrisi kegir:

1
y=0 vo y=2—*7(x— x0) . Buradan hat da y*"O-T1 (6)

tanliyinin maxsusi halli olmasi askara ¢ixir.

82. Maxsusi noqgtalar
Tutaq ki,

5 =0y @

tanliyi verilib. Bu tenlikla yanasi

~ = 1 2
dy f(x,y) @
lanliyina da baxaq.

Tarifl 9gar (xq,Y0) noqtasinin istaniloen kafi gadar

kicik atrafmda (1) ve (2) tanlikbrinin sag tareflari varlig ve
yeganalik haggmda teoremin sartbrini 6damirss, onda bu néqta
(D tenliyinin maxsusi ndqtasi adlanir.

Torif2 Bgar (xq,_y0) maxsusi ndéqtasinin kafl gadar

kicik atrafmda digar maxsusi noqta yoxdursa, onda bu négts
i/.0la (tacrid) edilmis maxsusi ndqte adlanir.

Masalan,
dy ax+hy
@ cx+ay

lonliyina  baxaq. Burada a,b,c,d- hagigi adadlardir. Farz

ccbeayik ki, bu adadbr ad-bc® Osartini 6dayir. ©ks halda (3)
I.mliyinin sag terafi sabite bearabar olar. Dogrudan da, ager
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ad-be =0olarsa, onda a =kc,b =kd olar va bu zaman (3)
tanliyinin sag torafi asagxdaki sakla diisar:

ax+by _ k(cx +dy) _ i

cx +dy cxX +dy

Baxilan (3) tenliyi G¢lin x =0,y - 0 ndqtesi yegana izols
edilmis maxsusi noqtadir (isbat edin).

Bizim maqgsadimiz tanliyin hallsrinin  maxsusi ndqts
atrafinda 6zlarinl nece aparmasmi tadqiq etmakdir. Sadalik tgun
bu isi (3) tanliyi Gg¢lin edak.

(3) tanliyinin inteqgral ayrilerini maxsusi ndqts strafinda
tadgiq etmak (glin bu tanliyi
£ = ajc+ By,
rJ-yXn-py.
avazlemasi vasitasila sadslasdirmays calisaq. Burada a, p,y,S -
miayyan adadlardir ve forz edacayik ki, bu adadlsr ad ~ /3y ®0

sortini dayir.

Aydmdir ki, (4) oavezlamasi x =0,y =0 maxsusi
nogtasinin yaxin strafint £ =0,?, =0 ndgtasinin yaxm atrafina
kecirir. Bu avazlamads istirak edon a, /3,y, 8 adadlsrini ela se¢ak

ki, naticeda ~va i] dayisanlarina nazaran alinan tanlik

@)

tL=M. (5)
d( bl
soklina dissiin. Burada [j va J12- miiayyan sabitlardir.
(4) barabarliklarinin har iki terafmi diferensiallayaq:
dC = adx + 13dy,
dij = ydx + 6dy.
Bu barabarliklardan alariq:
drj _ ydx+06dy
dC adx +f3dy



©gar bu barabarliyin sag terafmin surat ve maxracini dx-a.
bolub,OIy m yerina (3) tanliyma asasan ax+by_i yazsag, onda

dx cx +dy
sada ¢evirmalardan sonra

drj _ y(cx+dy) +S(ax +by)

dC  afcx +dy) + (3{ax +by)
barabarliyini alariq. a,f3,y va S adadlerini ele segek ki, bu

2 Y)

(6)

barabarliyin sag tarafi yo barabar olsun:

y{cx +dy) + 5{ax +by) _ Jbg  Atiyx +dy)
a(cx +dy) +f3(ax+by) Jr% d2(ax + /3y)
ogar

y(cx +dy) + S(ax + by) = Aj(yx + dy),

a(cx +dy) +J3(ax+by) = 1007+ Py)-

borabarliklari 6danarss, onda aydindir ki, axirmci barabarlik ds
Odanar. Bu iki barabarlik iss x va y machullannm ixtiyari

<liymatlarinds asagidaki sartlar 6dandikda dogru olar:
[{c-N1x)y +ap =0,
\dy +{b-1X)S=0;
{(c-N2)a +a/3=0,
[da +(b- 12){3=0.
Cabr kursundan malumdur ki, agar X\ va  adadlari
c-A a
b-A

0

ya
A2- (b+c)1+bc- ad=0 9)
1.niliyinin koklari olarsa, onda (7) ve (8) sistemlarinin trivial
olmayan hallari var.
(9) tanliyini (3) tanliyina uydun xarakteristik tonlik, onun
KAKlorini iss xarakteristik adadlsr adlandirirlar.
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Tutaq ki, (9) xarakteristik tanliyinin iki muxtslif Ajva
kokii var. Arva -nin bu giymatlarinda (7) va (8) sistemlarini hall
edarak a, /3,y va 8 adadlarini tayin eds bilarik.Bu zaman tapilimis
a,p,y va 8-laricun a8 - f3y @0 sorti dsnar.

Demali a,(3,y ve 8-nm tapilmis qiymatlarinds (4)
avazlamasindan sonra (3) tenliyi

. ©)
11 bl
saklina diser.

Bu tanliyin inteqral ayrilerinin =0, 4=0 maxsusi
noqgts atrafinda Ozlerini aparmasi, xarakteristik tanliyin
koklarindan asilidir.

(5) tanliyini inteqrallayaq:

di) _ A, dl;

iL

I = c\C\x2. (10)
Burada c -ixtiyari sabitdir.

Asagidaki hallara baxaq:

1) Tutag ki, AlvaA2 eyni isarali mixtalif haqiqi
koklardir. Umumiliyi pozmadan farz eds bilarik ki, X\>/,2>0.
Bu halda (10) barabarliyi ils tayin olunan bitiin inteqral ayrilari
£ =0, 7 =0maxsusi ndgtasindan kegir.

Oger (5) tanliyini

al=M

dr/
soklinda yazsaq, onda aydm olar ki, C=0 xatti do bu tenliyin
inteqral ayrisidir va bu ayri da § - 0, 7 =0 maxsusi ndqtasindan
kecir.

= \B V—>l
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oldugundan, ?;'(0) =0. Bu o demakdir ki, (10) barabarliklari ila
tayin olunan inteqral ayrileri # =0, 7 =0maxsusi nogtasinds
OC oxuna toxunurlar. Bela maxsusi ndqta diyin nogtssi adlanir.

2) Tutaq ki, \ ve Ag oks isarali haqgiqi koklardir. Bu

ni . I
halda —- < 0 oldugundan yalniz /7=0va § =0 inteqral ayrileri
n2
C=0, 7=0 maxsusi néqgtesindan kecir. Digar integral ayrilari

isa maxsusi ndqtadan kegmir. Bels maxsusi ndqts ysharvari nogts
adlanir.

Niva N2 kokleri  kompleks gosma adadlar oldugda

Inaxsusi noqte fokus, xususi halda, kokler sirf xayali adadler
oldugda maxsusi noqgts markaz adlanir. Bu hallarda va koklar
iist-Uista dusdiikda, baxilan tanliyin integral ayrilarini maxsusi
nogte strafmda muvafiq gaydada tadqgigq etmak mumkindir.

Misal 1. Maxsusi ndqts atrafinda — = x + tanliyinin
dx x-2y

urteqral ayrilarini tadgiq etmali.

g=ax +(3y, j=yx+0y (11)
vozbmasini edek. a=1b=4,c=1d =-2 oldugundan A-ya
110zaran

Jo-50+6=0
Unliyini alarig. Aj =3, =2 bu tenliyin kdékbridir. Demali
moxsusi néqta diyin noqtesidir. [lj ve M2-nin bu giymatlarinda
(7) va (8) sistembrini yazaq:

J-2y+0- 0, Mr-a+p=0,

\-2y +S =0; \-2a +2/3=0.

y-1;8S =2 vo a=j3-1, uyfun olarag bu sistembrin
lullidir.

a,/3v5 y,S-nin bu qgiymatlerinde (11) avazlamasi

liyngidaki sakb disar:
£=x+y, I—x+2y.
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dg-dx +dy,dr] =dx +2dy
oldugundan aliriq:

dr] _ dx +2dy

dC  dx+dy

Y uxarida geyd olunan amallari yerina yetirsak bu tenlik
drj _ 3ij

~di~24

soklina dusar.
Bu tanliyi integrallasaq, alarq:
3
V=c\G\2

Burada c -ixtiyari sabitdir. Bltin integral ayrilari ¢f= o,
r/=0 maxsusi ndqtasindan kegir.

83. Maxsusi hallar

Hallin varligi va yeganaliyi teoremindan bilirik ki, agar

o =Txy) (D

diferensial tenliyinin sag tarsfl Tinayyan bir oblastda kasilmaz
funksiya olub, bu oblastda Yy dayisanina nazaran mahdud xususi

toromays  malik olarsa, onda oblastm ixtiyari (x0,J0)

nogtesindan  bu tenliyin yegana inteqral ayrisi kecar (hallin
yeganalik xassssi).

T arif 1 Har bir ndgtasinds yeganalik xassasi pozulan
halla diferensial tanliyin maxsusi halli deyilir.

Tarifdan aydin olur ki, diferensial tanliyin maxsusi halli
onun ela hallidir ki, bu hallin har bir (x,y) négtasindan tenliyin

an azi iki inteqral ayrisi (yeni onun 6zindan basga daha bir
inteqral ayrisi) kegmis olsun.

Hallin varligi va yegansliyi haggmda teorem baxilan
oblastda maxsusi hallin olmamasi Ugln kafi sertlari tayin edir.
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Demsali, maxsusi hallin olmasi Uglin zaruridir ki, bu teoremin
Iprdari 6danmasin. ©ger f(x,y) funksiyasi baxilan oblastda
knsilmazdirsa, onda maxsusi hall oblastm o ndqgtelsrindan kegs
bilar ki, bu ndqtalarda Lipsits sarti 6deanmasin.

Asagidaki misala baxaq:

f -Fy.
Bu misaldaf(x,y)--Jy. Aydmdir ki,y > 0oldugda bu
O
funksiya kasilmazdir., — =—=moldujundan y =0 xatti

ty 2Jy
iizarinde Lipsits sarti ddanmir. Ona godra (2) tenliyinin maxsusi
liolli yalruz y = 0 ola bilar.Aydmdir ki, bu funksiya (2) tenliyinin
h.llidir. Asanligla yoxlamagq olar ki,

y:%x+qz 3

lnnksiyasi (2) tenliyinin mumi hallini tayin edir.
y =0 xatti lzarinds ixtiyari (xo0,0)néqtesini geyd edak.
bu négtadan, aydmdir ki, (3) halbr ailsesina "axil olan bir integral ..

1 7
3 isi da kecir. Buayri y = —x-xg) ayrisidir. Ona géra y =0

) tanliyinin maxsusi hallidir. Clnki bu ayrinin har bir
iKkitasindan (2) tenliyinin iki inteqral ayrisi kegir: y - 0 xattinin
I''vva (3) hallar aibsina daxil olan ayri.
Bu sada misal gostarir ki, (1) sekilli diferensial tenliyin
Aift brafi kasilrnaz oldugda, onun maxsusi hallini asagidaki gayda
ib tapmagq olar:
1 Oblastda f(x,y) funksiyasmm y-B g6ra Lipsits
"itini 6darmdiyi nogtelari coxlugunu, yeni praktiki olaraq |,

nl

<nlu — téramasinin olmadigl ndqtebr coxlugunu tapmali;
Ay
2. Alinan noqtobr coxlugunun har hansi bir ayri tayin
« lihyini ve bu ayrinin integral ayrisi oldugunu yoxlamali;
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3. Tapilan ayri tenliyin integral ayrisi oldugda, onun |
bir noqtesinde  hallin  yeganslik xassesinin  pozuldugunu
yoxlamall.

9gar bu sonuncu sart ddanarse, onda tapilan inteqgral
ayrisi tanliyin maxsudi hsllini tayin edir. ©ks halda tanliyin
maxsusi halLl yoxdur.

Tutaq ki, téramaya nazaran hall olunmamis

F(x,y,y') =0 4)
diferensial tanliyi verilib. ©gar bu tenlik y' - 8 nazaran hall
olunsaydi, yani (1) soklina gatirile bilsaydi, yuxarda

gorduylmuizkimi, maxsusihall — =— sonlu téramasinin
ay oy

oJmadgi néqtalar coxhigundan axtariimali idi. Ona gbérada
(4)-dan y -3 nazaran térama alsaq

AF AT py

no 7 :®,
ay 4y by
buradan iss
af
Ay _ Sy
Ay AF
Ay’
alindigindan , bu neaticays galirik ki, F diferensiallanan
funksiyadirsasonlu Ay téramasinin olmamasi gln
ay
=0 ©)

Sy’
sortinin 6donmasi zaruridir. (4) va (5) barabarliklarindsn y' -i
yox etmakls alinan (x,y) - O tenliyinin tayin etdiyi ayriya (vo
ya ayrilara) funksiyalar nazariyyasinda (4) tanliyinin diskriminant
avrisi devilir. Aydmdir ki, (4) tenliyinin maxsusi halli varsa o
diskriminant ayrilari igarisindadir, yani sonuncu barabarlikdan
tayin olunan y-(p{x) funksiyalari icerisindadir. Sgar bela
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funksiya (4) tanliyini 6dayirsa, o maxsusi halldir. Maxsusi halLln

Diferensial tanliyin imumi integralini bilmakla da, onun
maxsusi hallini tapmagq olar.

Tutaq ki,

P(x,y,c) =0 ©)
(4) tanliyinin Gmumi integrahidir. Bu barabarliyin har iki terafmi
C-ya nazaran diferensiallayaq:

ad(x.y.c) _0
ac

(6) va (7) tanliklarindan C-ni yox etsak

yl/(x,y) =0
minasibatini alarig. Diferensial hndasa kursundan malumdur ki,
sonuncu barabarlikls tayin olunan ayn (6) ayrtfer ailssinin
gursayanidir, yani ele ayridir ki, har bir ndqtesinds (6) ailasinin
bir ayrisinTloxunur (ortaq toxunana malikdir). Onda aydindir
ki, hamin ayrinin har bir ndqgtasinda (x;y;y") Uc¢liyl (6) ailasinin
bir ayrisinin mivafiq Gcluyl ile Ust-Usta dusur. Demali bu ayri (4)
tonliyinin maxsusi hallini tayin edir. Maxsusi hallin tapiimasmm
bu Usuluna aursavan Usulu devilir.

Misal 1. xy'2—2yy'+ X =0 tanliyinin Umumi va
maxsusi hallarini tapmali.

Tanliyin awalca Umumi hallini tapag. Bu magsadla onu
y' -8 nazaran hall edak:

X
Bu tanlik bircins tanlik oldugundan, onu hall etmak Ugiin
Yy = XU avazlemasini edak. Bu avazlsmadan sonra Udayisanina

Iazaran
du + dx

nmm2-1 -~ x
1.niliyini alarig. ©gar bu tanliyin har iki tarafmi integrallasaq, bu
/imnan asagidaki barabarliyi alariq:
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Inu +yfu* = +ln)jc| + In|cj.

n — oldugunu nazara alsaq, bu barabarlik
n

+Jy2-X2
ny Y = + Injx| + In[c] ®)

soklina dusar. ©gar bu barabarlikda In|x] toplananini musbat
isars ila gotlirsek, onda elementar ¢evrilmalardan sonra alariq:

2cy = X2 +c?2. 9
Oger (8) bearabarliyinda In[x| toplananini manfl isara ila

gotiirsak, onda yena ds (9) barabarliyini almis olarig (yoxlamalx).

(9) barabarliyi baxilan tenliyin imumi inteqralmi tayin
edir. Bu inteqraldan istifade edsrak qursayan Gsulu ila tanliyin
maxsusi hallini tapaq:

®(x,y,c) =x +c —2cy oldugundan,

— =2c- 2y olar va (7) barabsrliyina asassn alariq: C—y .
e'qgar ¢ -nin bu ifadasini (9) -da nazars alsaq, tapariq:

y =xX.
Bu barabarlik tanliyin maxsusi halisrini tayin edir.

Indi verilmis tanliyin maxsusi hallini diskriminant Usulu
ila axtaraq:

F(X,y,y') =xy'2-2yy'+X

oldugundan
AF = Oxy - 9y.
4y
F=0w A = 0 berabarliklerandan y' -i yox etmak Ugtin ikinci

barabarlikdan y' -i tapib, birincids yerina qoysaq
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diskriminant  tanliyini  alariq.  Buradan tapilan y =+x

lunksiyalariran har biri verilmis tenliyi 6dadiyindan, onlar maxsusi
Imllardirlar.

MiSALLAR

Asagidaki  masalalarin  hallerine  yt,y2,y3ardicil
yuxinlasmalarini qurmali.

%, y' —x+y ,>(0) = 0.
57. y' =sinx +2y, jy(O) = 1
Asagidaki diferensial tanliklarin verilmis baslangic sartlari

ttdeyan yegana hallarinin oldugu har hansi bir parcani tayin
ctmali.

Ky' =x2+y2,y(0) =0.
V). y'=x2+2y2-7,y(0) =L
G0y =x2+y2 - 2x, j>(I) =1.

Asagidaki tanliklarda maxsusi nogtalari tadqiq etmali.

(>|.$’ Uy
dx X +y
dy _x+2y
dx 2x +y

Asagidakt tanliklari hall etmali ve eyni zamanda onlarm
moxsusi hallarini tapmali.
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63. y'r =8y.
64. y'2-y 2+1 =0.
65. y2(4-y'2)=1
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I11FBSIL

TORBMBYS NOSZORON HOLL OLUNMAMIS BiR
TORTIBLI DIFERENStAL TONLIKLSR

81. TofaTaya nazaran hall olunmamis bir tartibli sadas diferensial
tanliklarin halli

ovvalki fasillerds geyd etmisdik ki, téramays nazaran hall
olunmamis birtartibli diferensial tanliyi Umumi halda

F(xyy') =0 ()
soklinds yazmaq olar. Burada F -6z arqumentlarinin malum
I'inksiyasidir. Bu paraqrafda biz (1) sekilli tenliyin ele xususi
liallanna baxacagiq ki, onlari inteqrallamaq mimkin olsun.

1. Bvvalce

Wx,y)y'ntax( x , + ... +a,l(x,y)y ++an(x,y) =0 (2
innliyina baxaq. Burada at(x,y), 1=0,1,....«'- miayyan

oblastda kasilmaz funksiyalardir. Bu tanlik bir tartibli, n daracali
Iliferensial tanlik adlanir.

Farz edak ki, baxilan oblastda a0O(x,y) ® 0. Bu halda
(2) tenliyi har bir geyd olunmus (x,_y)lcun, cabrin asas
leoremina 8sasan, Y -in N sayda giymatini tayin edir. Bu

giymatler icarisinden kompleks qiymatlari atsag, m(m <n)
sayda

y'=fk(x,y),k =\,2,....m, (3)
epkilli diferensial tanlik alariqg.

Tutag ki, y =<gc(x,c),k =1 , 2 , (3) tonliklarinin
llmumi hallaridir. Onda bu hallarin har biri, eyni zamanda, (2)
f.mliyinin da halli olar.

Qeyd edak ki, Il faslin sonunda baxdigxmiz misaldaki

diferensial tanlik (2) sakilli diferensial tonlik idi.
2. Tutaq ki, (1) tenliyinde y dayisani askar sakilda istirak

tImir. Bu halda tanlik
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F(x,y) =0 4)
saklina diiser. ©gar bu tanliyi ¥ -8 nazaran hall etmak miimkiin

olarsa, onda bir va ya bir nega y —fix) sakilli tenlik alariq ki,

bu tenliyi ds asanligla integrallayib (4) tanliyinin Umumi
integralmi tapariqg.

Tutaq ki, (4) tanliyini y -8 nazaran hall etmak mumkiin
deyil, lakin onu X dayisanina nazaran hall etmak olur. Farz edak
ki, bu zaman

* = <P(Y) (5)
sokilli tanlik almib. Bu tanliyi parametr daxil etms Usulu adlanan
usulla hall edsk. Bu magsadle y' = p gotirek. Bu halda
Xx=¢(p), dy = pdx olar. dx=¢"(p)dp oldugundan,
alariqg:

dy = p(p'{p)dpvayay = Jp<p*(p)dp + c.

Demali,

X=(p(p), y = \p(p\p)dp +c. (6)

Bu (5) tanliyinin parametrik sakilli imumi hallidir.

©gar (6) tanliklsrinden p parametrini yox etmak
mumkin olarsa, onda (4) tanliyinin ¢ (x,y,c) = Osakilli imumi
integralini almis olariq.

3. Tutaq ki, (1) tanliyinds X dayisani askar sekilda istirak
etmir. bu halda tanlik
F(y,y')=o )

soklina dusar. ©gar bu tanliyi y' -8 nazaran hall etmak mimkiin
olarsa, onda bir va ya bir neca y' =f (y) sakilli tenlik alarig.
f (y) ~ 0oldugda axirinci tanliyi

f(y)
soklinda yazib, integrallasag ,bu tanliyin Umumi integralini
asagidaki barabarlik vasitesils tayin etmis olariq:
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dy =X+cC.

Qeyd edak ki, agar aiti=\2,...,m, adadleri f{y)~ 0
i.mliyinin koklari olarsa, onda y - a., i~ 12...,m, funksiyalari
day =f(y) tenliyininhallari olar.

Tutaq ki, (7) tanliyini y'-3 nazaran hall etmak mimkin
lleyil, lakin onu y -8 nazaran hall etmak mixnkindir va bu zaman
(7) tonliyi

Y=s(y") ®)
pklina disur. Bu tenliyi do parametr daxil etma iisulu ile hall
edak:

Y =P, ¥ =<p(p); dy = pdx, dy = <p\p)dp;

Axirmci barabarlikdan aliriq:

y
Ogor bu barabarliys y = C>(p) barabarliyini gossaq, onda (7)

i.mliyinin parametriksakilli

P
iiinumi hallini alariq.

Misal 1. ey +y —X= 0 toanliyini Felletmali.
Butanliyi X-a razaran hall etsak, alariq:

X=ey +y".
y' = p goturek. Onda dy = pdxve X =ept p olar. Axirinc
Iwrabarlikdan alariq:

dx= (ep+ )dp. dx-in bu ifadssini dy = pdx
Ixuabarliyinda nazara alsaq
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dy = p(ep +1)dp veya y = //?(ep +1)dp +¢C

voya Yy =ep(p- 1)+—Pf + ¢ barabarliyini alariq. Demali

2
x=ep +p,y =ep(p-\) +— +c

baxilan tanliyin parametriksakilli halidir.

§ 2. Umumi halda parametr daxil etma Gsulu
Lagranj ve Klero tanliklari

Bwalki paragrafda téremays nazaran hall olunmamis bazi
tanliklari parametr daxil etma Gsulu ils hall etdik. Indi ise yenidan

F(x,y.y) =0 €y
tanliyina baxaq ve bu tsnliyi da parametr daxil etma Usulu ils hall
etmaya calisag.

Tutag ki, (1) tenliyini y -8 nazaran hall etmak

mimkuindar:

y=0x,y"). ©)
Y —p gotirsak (9) tenliyi
Y=A x>p) (10)

soklina dsar.

dy=— dx+~dp ve dy-pdx
ax ap
oldugundan

d jx +4 fp =pdx
Ax ap
olar va buradan téramaya nazaran hall olunmus
H p~ W
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lonliyini alarig.

Tutaq ki, p =<p(x,c) bu tenliyin Umumi inteqralidir.
Onda p-nin bu ifadasini (10) barabarliyinds nazara alsaq (9) ve
ya (1) tanliyinin Gmumi hallarini

v =f(x,¢>(x,c))
barabarliyi vasitasils tayin etmis olariq.

Indi isa farz edak ki, (1) tenliyini X dayisanina nazaran hall
ctmak mimkindir.

x =f(y.y") (12)
Y —p gotursak (12) tanliyi

X=f(y,p) (€]

saklina dlsar va

dx ~91:d +gfdp, dx=d—y
ay ap p
oldugundan
df df dy
ir~dy+, & =

Ay op p
olar va buradan isa tdramaya nazaran hall olunmus

o (G__¥_ (14)
dy (p Ayl

tonliyi alinar.
Tutagki, p =¢>(y,c) bu tanliyin imumi hallidir. Onda
n=f(y, R¥)-

(12) wvaya (1) tanliyinin Umumt inteqral olar,

Toratayas nazaran hall olunmamis (9) ve ya (12)
tonliklarinin hallina parametr daxil etma lsulunu tatbiq etdikds,
(6ramaya nazaran hall olunmus (11) va ya (14) tanliklarini aldiq.
llu tanliklari, tmumiyyatls, iqteqrallamaq mimkin olmur. Lakin,
téromaya nazaran hall olunmamis ela tanliklar var ki, onlari
parametr daxil etma Usulu ile hall etdikds hamisa inteqrallana
bilan diferensial tenlikler alinir. Bels tanliklora misal olaraq
Lagranj ye Klero tanliklarini aid etmak olar.
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l-—‘Laqranj tonliyi. Asili olmayan X dayiseni va machul
y = y{x) funksiyasma nazaran xatti olan
A(y")y +B(y)x =C(y)
tanliyina Lagranj tenliyi deyilir. Burada A,Bve C-malum
funksiyalardir.
Tutaq ki, A(y”) 0. Onda, tenliyi y dayisenina nazaran
hall etsak, alariq:

Y~X(p{y") +y/{y"). (15)
Bu tanlikda y' = p gotursak
y =x¢>(p) +y/(p) (16)

Vo
dy = <p(p)dx + x(p\p)dp +y/'(p)dp
olar. Digar tarefdan dy = pdx oldugundan, alariq:

[p- <p(pildx = (x(p\p)+y/\p))dp. 17)
Tutaq ki, <p(p) ®p . Bu halda axmnci tanliyin har iki terafmi
[p-<p(p)\ip - ya bolsak, xatti

~oL e'(p) XT= v Xp)

dp <p(p)-p  pP~(p(P)
tanliyini alarig. Aydindir ki, bu birtertibli xatti tenlikdir ve
bildiyimiz kimi onun tmumi halli

x =cox(p)c +ar(p) (18)
sakilli funksiyadir. Burada C-ixtiyari sabitdir.

Bger x-m bu ifadasini (16) barabarliyinds nazars alsaq,
onda

Y =[w (P)c + g2 (P)\P(P) +VIP) (19)
olar vo (18), (19) barabarliklari birlikds Lagranj tanliyinin
parametrik sakilli hallini tayin edar.

Tutaq ki, p parametrinin Tiiayyan P ~P g giymatinds
¢(Po) =Pq. Bu halda, aydmdir ki, p =Pq (17) tanliyini ddayar
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vo (16) barabarliyinda p = P q gotirsak, onda Lagranj tanliyinin
daha bir hallini almis olarq:

y =x<p(p0)+y/(p0).

Klero tenliyi. Klero tenliyi Lagranj tanliyinin xUsusi
hahdir. ©gar (15) Lagranj tanliyinds @®{y) =y olarsa, onda
alinan tanlik Klero tanliyi adlanir. Demali

y =xy'+yl(y’) (20)
tonliyi Klero tenliyidir.

Bu tanlikda y' = p gotlrsak Klero tonliyi

y =xp +y/(p) (21)
tfakline dusar.

dy =pdx + xdp +if/'(p)dp va dy =pdx oldugiindan
alang:

[* +¥/0» ]’aX: 0

Bu barabarlik isa

A=0, x +W'(p) =0 22

" (p) ( )r
oldugda 6danir. /)

dp _

dx
(21)-ds nazars alsaq

y =cx +1//(c) (23)
hollini alariq. Bu Klero tanliyini Gmumi hallidir.

x +1/I'(p) = Otenliyina baxaq. Tutaq ki, bu tenlyi p-ya
1azaran hall etmak mimkindir ve bu zaman p-co(x) ahnir.
Bger p -nin bu ifadasini (21)-da nazara alsaq, Klero tanliyinin
daha bir hallini tapmis olariq:

y = x0)(x) + y/\co(x)\

Bu hall Klero tanliyinin maxsusi hallidir (isbat edin).

Misal 1. y =2xy'-Iny" tanliyini hall etmali.

0 - dan alxrig ki, p —C. p —nin bu giymatini
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Bu tanlik Lagranj tenliyidir. y' = p gétirsak
y =2xp-blp (24)

olar. dy =2pdx+2xdp-~dp va dy =pdx oldugundan, alariq:
P

2pdx + 2xdp ~—dp =pdx
P
VERYE
pdx +2xdp-—dp .
P

Bu tanliyin har iki tarofini pdp-ya bolsk ( pd O
olduqgda):
dx 2 1

dp P p2’
Bu tanlik xatti tanlik oldugundan, onun hallini malum
disturdan istifads etmakls tapmaq olar:

X =-\-(c +p).
P
Tapdigimxz bu ifadani (24) barabarliyinin sag terafinda
nazars alsaq y ucun

y=—(c+p)-Inp
P

ifadasini alariq. Demali

1
X=—=

2
(c+p) vy =P—(C+|O)-|n|0

baxilan tanliyin parametrik sakilli Gmumi hallidir. p =0-dan isa
y'=0 va y - ¢ alinjr. Bunu tenlikds yerina yazsaq ¢ =0 olur.
Yani y =0 daha bir halldir. Yoxlaya bilarik ki, bu maxsusi
halldir.

Misal 2. y —xy —ey tanliyini hall etmali.
Bu tenlik Klero tanliyidir. y' = p g6tirsak
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y =xp-ep (25)
olar. dy =pdx +xdp- epdp veo dy-pdx oldugundan,
1lang:

pdx+ xdp - epdp = pdx
Voya

(x-ep)dp= 1.

dp- 0 olarsa, p —C olar va (25) barabarliyins ssasen
ynhza bilerik:

y - CX- ecC.

Bu funksiya baxilan Klero tenliyinin mumi hallidir.

x-ep =0 olarsa, ep=x va p =\nx olar. Onda (25)
lornbarliyindan alariq:

y - xlInx-x.
Hil isa Klero tanliyinin maxsusi hallidir.

MiSALLAR

Asagidaki tenliklari téramays nazaren hall edib, daha
Nnnra adi Gsullarla tanliyin Gmumi hallini tapmali.

66.y'2-4y' +4 =0.
67.y'2-xy"' —2xr =0.
68.y'2+yy'-e X(y' +y) =0.
69. xy'(xy'-4y) +3y2=0.
70. y(xy'-y) =y - 2xy".
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Asagidaki tanliklari parametr daxil etms Usulu ile hall
etmali.

71 x =2y'b-3Yy".
72. x(y'2+1)=y"
73.y =Y\ +y'2.
74. xy' =ylny".
5.y =Xy +x2'2

Asagidaki Lagranj va Klero tanliklarini hall etmali.

76. y =2xy' +y'2.
77. .yy =xy'2+1.
78. y'(y-3xy') =2.
79.y = -xy' +Iny".
80. y =xy'-ey.
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IVFBSIL

YUKSOKTORTIBLIDIFERENSIALTONLIKLOR V&
BIRTORTIBLI DIFERENSIAL TONLIKLSR SISTEMI

81 Kosi masslasinin hallinin varligi ve yeganaliyi hagqinda teorem

Tutaq ki, x-i asili olmayan dayisan, y =y(x)- mochul
limksiyadir.
Tarifl Asili olmayan X dayisenini, machul y =y(x)

lnnksiyasim va  onun y',y",...,y(m(n >2) téremalarini 6ziinds

Ixlayan tanliya n tertibli diferensial tenlik deyilir.
Umumi halda n tartibli diferensial tanliyi

F (x,y,y @M=0 (1)
,>klinds yazmaq olar. Burada F -6z arqumentlarinin malum
Itmksiyasidir. Bu tanlikda x,y,y\...,y(~!-hr askar sokilds

r.lirak etmaya bilsrlar, lakin y~toramasi tanlikds mitlaq istirak
cltnalidir.

Tutag ki, (1) tenliyini ¥ r)téremasina nazaran hall etmak
miimkindir. Bu halda tanliyi

2
pklinds yazaqg.

Farz edak ki, y =(p(x) funksiyasi miisyyan (a,b)
intervalinda tayin olunmus ve bu intervalda Tl-ci tertibadak
loirmasi olan funksiyadir.

Toarif2 B©gery =cp(x) funksiyasini ve onun térams-
I.nini (1) ve ya (2) tenliyinds yerina yazdigda bu tanlik (a,b)
intcrvalmda eynilik kimi dogru barabarliklara cevrilirss, onda
I (p{X) funksiyasi (a,b) intervalmda (1) ve ya (2) tenliyinin
M i adlanir.

(2) tonliyinin
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baslangic sertlerini 6dayan hallinin tapilmasi masalasi Kosi

masalasi adlanir. Burada X0,y *\y "\ ¥~ -malum haqiqi
adadlardir.

Kosi masalasinin hallinin varligi va yeganaliyini tadqiq
etmak Uclin (2) tanliyini n machullu, nsayda birtartibli
diferensial tanliklardan ibarat sistema gatirmak
maqgsadauygundur. Bunu asagidaki gaydada etmak olar:

¥r —Y isara edib, y 2,YT,----,Ynmachullarmi asagidaki

barabarliklar vasitasils tayin edak:

dyx dy dayt d x4
Y2=gk =8 V3= T gy dxn
oldugundan
WAV, yiy2,-y )
dx dxn

olar.
Belalikla y 1,y 2,---,ynmachullarma nazaran
dyx
dx
dy2
dx

@

11-i —

dx N
o, =f(.x,yl%2,...,yn)
dx

diferensial tanliklar sistemini alirig.
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Oger Y ~ Y] funksiyasi (2) tanliyinin hallidirsa, onda

Wi,Y2,—Y,, funksiyalari (4) sisteminin hallidir. Bu faktm tarsi
da dogrudur:
Bgor YI»Y2>>Y» funksiyalarl (4) sistemini 6dayirsa, onda

Y ~ W\ ftmksiyasi (2) tanliyinin hallidir.

(3) baslangic sertleri (4) sistemi Ucglin asagidaki sekls
disur:

Y100) = ¥2\Yr{x0) = Y2 }>~>Yn(x0) =y T (5)

(4) sistemindan daha iimumi sekle malik olan asagidaki
diferensial tanliklar sistemina baxaq

Ar =M X,yvy 2., yn
ax

B2 = N1, yyy2,...yrf

s =fn(x,yi,y2’->Y N

Bu sistema daxil olan har bir tanliyin sol terafmda bir
inachul funksiyanm téramasi, sag tarafmda ise asili olmayan
Vdayisani va machul funksiyalar istirak edir. Beb sistema normal
pkilli diferensial tanlikbr sistemi deyilir.

Tarif3. (ab) intervalmda tayin olunmus diferensial-

lanan y] =<P\(x),Y2 ~ P (X),...,yn =gqn(x) funksiyalarini va
<utlarin téramabrini (6) sisteminin tenliklarinda yerina yazdiqda,
luitiin tanliklar baxilan intervalda eynilik kimi dogru barabarliya
rcvribrsa, onda bu funksiyalar (a,b) intervahnda (6) sisteminin
Willi adlanir.

Yuxaridaki  muihaziralerdan aydm olur ki, agar
VA=yI(x),y2=y2(x),...,¥,,=Y,,(X) funksiyalari (4) tenliklar
msteminin  (5) baslangic sartbrini  ddayan hallidirss, onda
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Y =¥Y\(x) funksiyasi (2) tanliyinin (3) baslangic sartlarini 6dayan
hallidir.
Teorem L1 Tutaq ki, fi(x,yl,y2,...,yn), i=12..n
funksiyalari gapali D ={x0- a <x <x0+a, yf0- b<yt<
<y.0)+b, i=1,2,....,n} oblastinda kasilmazdirler va bu

oblastda yy,y2,...,yniay'wanbnna nazaran Lipsits sartini
Odayirlar:
\Vi{x,yl,y2,...,yn)-fX x,% y 2,....y,,)\<

<JV(i -y \\y2-y I\+..\yn-y,\),i=12..,M
Onda, (6) sisteminin (5) baslangic sertlarini 6daysn va
[x0~h,XQ+ h] par¢casmda tayin olunan yegana y\ =yj(x),
N
y2 =y2(x),...,yn=yn(x) halli var. Burada h=minfa,—b
vV M

M =m|x|/:|, /1=12,..«.
Qeyd. Ogor fj(x,yhy2,-,yn), /=1,2,..,« funksi-

yalarmm D oblastinda y\,y2,—yn dayisanlarina nazaran
mahdud xususi téremalari varsa, onda bu funksiyalar hamin
oblastda Yyl,y2,...,yn dayisenlerine nazaran Lipsits sartini

odayirler.

Nazara alsaq ki, (2) tanliyinin (3) baslangic sertlarini
6dayan hallinin tapiimasi masslasi (4) diferensial tanliklar
sisteminin (5) baslangic sartlarini 6dayan hallinin tapilmasi
masalasina gatirilir, onda yuxarida geyd olunan teoremdan
istifads edarak (2) tanliyinin (3) baslangic sartlerini 6dayan
hallinin varhi§i ve yeganaliyi haggmda asagidaki teoremin
dogrulugunu alariq:

T eorem 2 Yiksak tortibli téromaya nazaran hall
olunmus n tartibli (2) diferensial tonliyinin sag terafi butin

arqgumentlara nazaran kasilmaz  va y , —-
dx  dx
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arqumentlaring nazaran Lipsits sertlarini 0dayirss, onda bu
tanliyin (3) baslangic sartlarini 6dayan yegana halli var.

Bu teoremdan istifads etmakls (2) tanliyinin imumi halli
haggmda malumat almagq olar. Dogrudan da, agar x = Xq-a qeyd

olunmus adad, yj ,yI*,..y"0*lara ise muxtslif giymatler ala

biloan parametrlar kimi baxsaq, onda (2) tenliyinin (3) sartlarini
6dayan hallini

y ="(x.y1(0),y"0),....y"0)) ()
barabarliyi vasitasila ifads eds bilarik.

yM\y2\...,y" baslangic giymatlarini, uygun olaraq
Cl,C2,...,Cn sabitlari ilaavazetsak, onda (7) barabarliyi

y = <p(x,Cl ,C2,...,Cn) (8)
soklina disar. Bu (2) tanliyinin imumi hallidir. Demali, n tartibli
(2) tanliyinin Gmumi halli 6zinda n sayda ixtiyari sabit saxlayir.

Qeyd edok ki, Umumi haldsn C1,C2,...,Cn sabitlarinin

har bir konkret giymatlarinds alman halls (2) tanliyinin xisusi
lialli deyilir.

ntegrallana bilan ve tartibi azaldda bilan bazi
yukssk tortibli diferensial tenliklar

Bu paraqrafda biz inteqrallana bilen bazi ylksak tartibli
diferensial tanliklari nazardan keciracoek ve tartibi azaldila bilan
bir sxra tanliklarls tanis olacagiq.

1. ilk olaraq asagidaki M tartibli diferensial tanliya
baxaq:

y{n)=F(x) )
Burada f(x) miayyan (a,b) intervalinda teyln olunmus
kosilmaz funksiyadir.
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Bu tenliyin imumi inteqgralini tapmagq iicin onu ardicil
olarag n dafs integrallayaq:

yiK-i) = Xf(x)dx +cv

0
X X

y("'~2 _ Jnbcj/ (x)dx +cl(x-xQ+c2,
#0 0

y(»-3 _ f(x)dx+— +
m O 0 2!

c2(x-x0)+c3,...,

y=1n )dxJj /(*)& + +
" «ndsfa n (2)
c2(—X0y'~2
+— 77— Nir-+..+c, I(x-x0)+cn.
(n-2)

Burada xO0-(a,b) intervalina daxil olan ixtiyari noqts,

d,c2,..., - ixtiyari sabitlardir.
(2) barabarliyi (1) tenliyinin imumi hallini tayin edir. bu
barabarliyin sag tarafinda duran birinci toplanan

X“ X X
y = J00t ~dx... 1 f(x)dx 3)
n dafa
funksiyasi, aydindir ki, (1) tanliyinin xisusi hallidir. Clnki o,
Umumi haldan ¢, =c2=... - ¢,, =0 oldugda almir.

Bu xususi hall 6ziinds M gat inteqral saxlayir. Gostarak
ki, bu halli ele cevirmak olar ki, o yalniz bir inteqral vasitesile
ifads olunar.
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Ovvalca n = 2 halina
baxaq. Bu halda
inteqrallama dayisanlari-
ni muxtalif harflarla isare
edarak (3) hallini

y= \f(z)dz
0 0

soklinds  yazaqg. Bu
inteqgrala ikigat inteqgral
kimi baxsaq goierik Ki,
integrallama oblasti
sokilde geyd olunan
strixlanmis  Ugbucaqdir.
Integrallama  névbasini
dayissak alariq:

y = j'dCjf(z)dz = jdzjf(z)d¢ =

X0 x0

X X X (4)
= \f(z)dz Jdg = (X - 2)H{z)d2\
X0
n-b halinda
X X X
y = AdxMdx AMf(x)dx (5)
x0 Xq x0

oiduguridan, (4) barabarliyina asasanyaza bilarik:

y =.jd&J(x - z)f(z)dz. (6)
0 0
Burada da, integrallama dayisanlerini muxtslif harflarla isars
etsakve analoji gaydada, integrallama ndvbasini dayissak,alang:
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y=fa fe ~ 2)f(z)dz=\dzfe-2)f(z)dg=

ul nn Xn z

(7)
=1f(z)dzj(Z;-z) dg=" tyx-zff(z)dz.
% 2
Bu prosesi ardicil olarag davametdirsak, ixtiyari n dcun:

Yy=.-1 ,)o-z)*~f(z)dz. (8)
(«“ Or4

barabarliyini alariq. Bu distur Kosi disturudur. Qeyd edsk ki,

(8) berabarliyi ife tayifl 6lUhdri BsTr (1) tanliyinin

y(x0) =0,¥(n:0) = 0»—» = 0 sartiarini 6dayanhallidir.
2. Gosterak ki, I tartibli
F(Yny"-1)=0 ©))

sakilli diferensial tenliyi da hamisa inteqrallamagq muimkindr.
Burada F-06z arqumentinin malum funksiyasidir.

Owvalce farz edak ki, (9) tenliyini y ™) tsramasina nazaran
hall etmak mimkindir ve bu zaman

y '=/(/-"'>) (10)
tanliyi alinir. ©gar bu tanlikde j/” T) = z avazlamasini etsak,
onda tanlik

z'=1(z2)
saklina dusar va bu tanliyi integraliasag, alariq:

dz
i =X +¢, .
e

Cj - burada ixtiyari sabitdir.
Tutaq ki, aldigimiz bu barabarliyi z-a nazaran hall edib

z = (p(x, cy) barabarliyini almisig. z =y (n ~oldugundan bu
barateriik

!/ wn.,) =Cf(x,Cl)

70



ipklina duser ki, bu tanliyi da ardicil olarag [M—1 dafs
inLegrallasaq (10) tanliyinin Gmumi integralmi tapariq.
Tutaq ki, (9) tanliyini y ~ -3 nazaran hall etmak mimkin

deyil. Bu zaman parametrik sokilli tanliye ke¢cmakls tanliyi hall
edak.

Tutaq ki,

yO =@®, / n)=y/(t) (11
(9) tanliyina uygun parametrik sakilli tonlikdir. Bu tanliklardan
alarq:

l)aha sonra ardicil olaraq, tapariq:

dy(m 3 =y{" 2dx,....dy =y'dx, y = jy'dx +c,

Beblikla X va y dayisenlarini t parametrindan asili
l'unksiyalar kimi tayin eda bildik. Xdayiseni 6zlinda bir ixtiyari
sabit, y dayiseni issa M—1 sayda ixtiyari sabit saxlayir. Demali,

lapdigimiz halltanliyin Gmumi hallidir.

indi isa tortibi azaldila bibn bazi yilksak tortibli
diferensial tanlikbra baxag.

I.Tutaq ki, n tertibli diferensial tanlik machul y - y(x)

lilnksiyasmi va onun k —1-ci tartiba gadar téramalarini 6zinds
.axlamir. Bels lanliyi asagidaki sakilds yazmaq olar:

(12)
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F(x,z,z',...,zI" K)) =0. (13)
soklina dusar. Bu tanlik mM—k tertibli diferensial tonlikdir.
Demali y )(/k) —z @avazlamasi etmakls biz (12) tenliyinin tartibini

K vahid azaltdiqg.

Tutaq ki,

Z=(p(x,Cx,C2,...,Cn k) (14)
(13) tanliyinin G4mumi hallidir. Onda (12) tanliyinin Gdmumi hallini
tapmagq Uglin

y {K =(p(x,cxc2,...,cn K)
tanliyini alarig ki, bu tenliyi de yuxarida izah olunan gaydada

integrallamaq olar.
9gar (13) tenliyinin (14) Gmumi halli avazina onun

®(x,z,cltc2,....cnk) =0

Umumi inteqrali tapilarsa, onda (12) tanliyinin iimumi
integralinin tapiimasi

(o(x,y(K),cxcC2,...,.cN K) =0
tonliyinin hallina gatiriler.

2. Asili olmayan X dayisenini askar sokilda 6zlinds
saxlamayan n tartibli
F(y, (15)

tonliyine baxaq. Bu tenlikde Yy'—p avazlemsasini edak. bu
zaman farz olunur ki, p machulu y dayisaninin funksiyasidir:

P-P(y)- YaY"”esYtoramalarini p ve onun téramalari
vasitasib ifada edak:

oo, ~dp_ dpgy. b

dx dx dy dx dy
)gp_ d 2p +rdp\r
dx dx gy, dx dy2 dy
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Bu ifadalardsn gorunir ki, y' —p(y) avazlamasindasn

sonra har bir j/téram asi, p ve onun K—1-ci toartib
toromalari vasitasila ifade olunur. Ona gbre bu avezlams
naticasinde (15) tenliyi n —1 tartibli tanliys cevrilir, yani
Y' = P (y) avazlamasi (15) tanliyinin tartibini bir vahid azaldir.
3. Asagidaki IM tartibli diferensial tanliys baxaq:
F(x,y,y\y",...,/n) =0. (16)
Tutaq ki, bu tenliyin sol tarsfi vy.y', y",...y<d)
dayisanlarine nazaran bircins funksiyadir. Bu o demakdir Ki,
ixtiyari tadadi tgln
F(x,ty,ty\tyC ,tyw ) tmF (x,y,y",/,..../n) (17)
sarti ddanir.
Bu halda (16) tanliyi machul funksiya ve onun
téramalarina nazaran bircins tanlik adlanir.

Gostarak ki, bu halda da tanliyin tartibini bir vahid
azaltmaq mumkindir. Bu magsadls

y’'=yz (18)
avazlamasini edak. Burada z —z(X) - yeni machul funksiyasidir.
Bu zaman
y'=y'z+yz=y(22+77), y =yi(22+27) +

+y(2zz2' +2") =y(z3+3zz'+2"),...,y" =yco(z,Z',...,.2"n")

oldugundan (10) tenliyi
F(x,y,yz,y(z2+2"),y(z3+3zz' +7"),...,
y<o(z,zf,...,z(m))) =0

sokline dusar. Bu tanliyi iss F funksiyasmm (17) bircinslik
xoassalarindan istifada etsak asagidaki sekilda yaza bilsrik:

F(x,l,z,z22+2°,z3+3zz2'+z2"co(z,z ' z(n,)) =0.
Bu n-1 tortibli diferensial tanlikdir.
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Misal 1. y IV =— tanliyinin Gmumi hallini tapmali.
X

) hall dusturundan istifade etsek va bu zaman xisusi
hallin (8) ifadasini nazars alsaq, baxilan tanliyin Gmumi hallini

)= M\ afS 3 A,

rm(y-n:2
N +Q33(x-)+A,

soklinde yaza bilarik. ©ger bu halds istirak edan integral
hesablasaq, onda imumi hail asagidaki sekla duser:
3
[} R I_I 2
y = — Inx]| +CjX +C2X +C3X + C4.
Misal 2. xy* =y " - 2xy" tanliyinin mumi hallini tapmall.
y "=z ovazlomasini etsak, z-o nazaren asagidaki bir

tartibli

xz'=(1- 2x)z
tanliyini alarig. Bu tanliyi dayisanlarine ayirib, inteqgrallasaq,
alariq

z = cxxe~Ix.
y =z oldugundan baxilan tanliyin hallini tapmag tcin

y" = CjXeX
diferensial tenliyini inteqrallamaqg lazimdir. Bu tanliyi bir dafa
integrallasaq

x+1d-2 +co
Yy-2 v 2
ikinci dafs inteqgrallasaq
y ="M (X +\)e~X+c2X +c3

hallini alariq. Bu baxilan tanliyin Gdmumi hallidir.
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Misal 3. 2y 2 +yyff:0 tanliyinin - imumi  hallini

tapmall.
Tanlikda asili olmayan Xdayisani askar sakilda istirak

etmadiyindan y' = p(y)avezlamasini edek. Buhalda y"=pp'

oldugundan,baxilan tanlik 2p 2+ypp' =Ovaya p(2p +yp') =0
soklim duser. Buradan alariq:
Dp=0y=0vy—c

2)2p+yp' =0,y j- =~2p, — =-2~,
dy P Yy

C
mbl =-21nbl + Wbl, p =-V, y' = *
y y-

y7dy:C"dX, L3 = C)g;(+c2,y3 ~CX +C2.

Bu, baxilan tanliyin imumi inteqrahdir.

MIiISALLAI

Asagidaki tanliklari hall etmaii.

8L yy" =1

82. Y +Y 2 =2e~y.
83. xym+y" =x.
84. yy7+y2=1

86. xyy" + xy'2- 2yy”=0.
87. xyy" - (y - xy")2.
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Asagidaki tenliklarin verilmis baslangic sertlari 6dayen
hallarini tapmal.

88. yy'-y'2=y2y',y(0)=1,/(0) =1
89. 2ym- 3Y¥2=0, y(0)=-3, /(0) =1, y"(0) = -1.
90. yN=e', y(0) =0, y'(0) =n/2 .
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V FoSiL

YUKSSK TORTIBLI XOTTI DIFERENSIAL
TONLIKLBRIN UMUMI N&Z8RIiYY®SSi

$1. Tarllar va Uriiumi xassalar

Asagidaki tanliys baxaq:
..d"y .od'~ly . .dy , .
ao0) Y +a\(*)~é&TT +- +an- (*)Ei{ ++a<W y =F Ne-

Burada aO{x),ay{x),...,an{x)va F(x) funksiyalari
miayysn  (ci,b) intervalmda tayin olunmus kasilmaz
funksiyalardir. Bu tenlik n toertibli xatti diferensial tanlik
adlanir.Farz edak ki, baxilan intervalda af)(x) funksiyasi sifirdan
forglidir:  <0(x) ®0. Bu halda tanliyin har iki tarafini
a0(x) amsalina bolarak, onu asagidaki sakla gatirak:

Burada aydmdir ki,

Bu tanlikls yanasi

+- +Pni(x)~ +P,(x)Y=0. (2

tanliyina da baxag.

(D lanliyi (elace da bu sakls gatirilan ilkin tanlik) geyri-
bircins, (2) tanliyi isa bircins xatti diferensial tenlik adlanir. (1) va
(2) tenliklarinin sol teraflari Ust-Uste disdiyundan, (2) tanliyins
(1) tanliyina uydun bircins tanlik deyilir.

Xatti diferensial tanliklorin asagidaki iki xassasini geyd
edak:

1) Asili olmayan X dayiseninin istanilan x = <p(c)
Ivozlamasi zamani xatti tenlik 6z seklini dayismir (xatti tanlik
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olaraq qalir). Burada (p{g) funksiyasi <p'(§) ®0 sertini ddaysn ve
M -ci tartiba gadar téramasi olan ixtiyari funksiyadir.

2) Machul funksiyanm istanilan y = a(x)n +/?(x) xatti
cevrilmasi zamani xatti tanlik 6z seklini dayismir. Burada a(x) ve
J3(x)- n-ci tertiba gadar téramalari olan ixtiyari funksiyalar,
n = u(x) ise yeni machul funksiyadir.

Bu xassabrin dogruluguna birbasa yoxlama vasitssila
inanmagq olar ( Yoxlaym).

(1) va ya (2) tanliyinin sol terafmi L[y] ils isara edak:

Bu berabarlik vasitasile tayin olunan L[y\-o xatti
diferensial ifads v ya xatti operator deyilir. L[y] -in asagidaki iki
miihtim xassosini geyd edak ( ishat edin):

D LIyt+y2]=L[yl]+L[y23; 4)

2) L[cy] = cLIy]. ©)

Qeyd edsk ki, axirinci barabarlikda istirak edan C-
ixtiyari sabitdir.

Xotti diferensial tanliklar nazariyyssindse funksiyalarm
xotti asthligi  anlayist mihim rol oynayir. Masslan, xatti
diferensial tanliklarin Umumi hallinin tapilmasi masaissi bu
anlayisdan istifada etmakls hall olunur.

Tutag ki, (a,b) intervalinda  teyin  olunmus

(X(X), q2(X),..., gn(x) funksiyalar G¢ln, he¢ olmazsa biri sifirdan
fargli els al,al,...,an adadlarini tapmaq mimkuindar ki, bu
intervalda

aX(x) +a2q2(x) +... +anm(x) =0 (6)
barabarliyi 6denir. Onda deyirler ki, <d(x),<p2(x),...,¢ll(x)
funksiyalari (a,b) intervalmda xatti asilidir. ©ks halda, yani (6)
barabarliyi yalniz ve vyalniz al~a2=..=«u=0olduqda

Odanarsa, onda bu funksiylar xatti asili olmayan funksiyalar
adlanir.
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Asagidaki misallara baxaq:

D 1,x,x2,...,xn funksiyalari istanibn intervalda xatti asili
olmayan funksiyalardir.

Dogrudan da, agar bu funksiyalar miayyan bir (a,b)
intervalmda xatti asili olarsa, onda he¢ olmazsa biri sifirdan
fargli eb axa2,...,an adadlarini tapmaq olar ki, Vxe (a,b)
Ugiin

a0+alx+a2x2+...+amnx" =0 (7
barabarliyi ddanir. Bu iss mumkin deyil. Cunki (7) barabarliyi
x dayisaninin n -dan ¢ox sayda giymatlarinds 6dans bilmaz.

2) ¢i(x) - chx, qr(x) = shZ, (@B(x) = 1 funksiyalari ixtiyal
intervalda xatti asithdir. Dogrudan da, ager ax- 1
a2=-1ceB3=-1 goturssk

ch - shx-1=0
eyniliyini alariq.

§2. Xaotti bircins diferensial tanlikiarin Gmumi nazariyyasi

Mo Yenidan n tartibli xatti bircins
Ly] = +~+p-Ne% +P"My =0 (I)
tanliyina baxaq. Farz edacayik ki, bu tanliyin p;(x), i=1,2,...,«,

omsallari miayyan (a, b) intervalmda kasilmaz funksiyalardir.

Bu tanliyin hallari haggmda asagidaki teoremlari geyd
edak:

Teorem 1 Bger vo y2=y2(x)- (1) xatti
bircins diferensial tanliyinin halbridirse, onda yx+y 2 cami ds
bu tenliyin hallidir.
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I sb a1l Tutaq ki, y{ve y2 funksiyalari (1) tenliyinin
hallaridir. L[yX]- 0 ve L[y2]=0. Bu barabarliklara ve xatti
operatorun yuxarida geyd olunan birinci xassasina asasan ahriq:

UY\ +Y21=Uyx]+L[y2]=0.

Teorem 2 Bgar y\ =y\(x) -(1) xatti bircins diferensial
tanliyinin hallidirss, onda cy{-ds bu tanliyin hallidir. Burada c -
ixtiyari sabitdir.

I sbati Tutaq ki, y xfunksiyasi (1) tanliyinin hallidir:
B 4 =0. Onda xatti operatorun ikinci xassesina asasen yaza
bilarik:

L[cyl]=cL[yl\=0.

T o r i f Tutag ki, ylI(x),y2(x),....,yn(x)- (n-1)-ci

tortibadak  kasilmaz tdramalari olan funksiyalardir. Bu
funksiyalar va onlarin téramalarindan taskil olunmus asagidaki
determinanta baxag:

ytx) y2(x) .. yn(x)
X) y2(x) .. (X
VV(X)zy[()y() y'(x)
Y (X) YIT\x)..¥Y T'\x)
Bu determinant yl(x),y2(x),...,yn(x) funksiyalarmin
Vronski determinanti adlanir.
Teorem 3 9gar yxXx),y2(x),...,yn(x) funksiyalari

Xjtti asili olarsa onda bu funksiyalarm Vronski determinant!
eynilik kimi sifira barabardir.

I sbatl Tutag ki, yxx),y2(x),...,yn(x) funksiyalari
xotti asthdir. Onda he¢ olmazsa biri sifirdan fargli els
a,,«2 anadadlari var ki,

a,yt(x) +azy2(x) +...+anyn(x) =0 .
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Umumiliyi pozmadan farz etmak olar ki, (Xn ® 0. Bu
halda axirinci barabarlikdan alariq:

Y., (X) = POX(x) + PrYr (*) + ... + PIYH\(n) )
Burada [. = GE/ =1,2,...n-1.

oger (2) barabarliyini ardicxl olarag M—1 dafa
diferensiallasaq va alman ifadalari y n{x) -in ifadasi ila birlikds

Vronski determinantmin axirinci slitununda nazars alsag, onda
determinantin malum xassalarindan istifade etmakls asanligla
alanqg ki, W(x) =0.

Qeyd edak ki, xatti asili olmayan funksiyalarm da
Vronski determinant! eynilik kimi sifira barabar ola bilar.

Masalen, (-00,+00) intervalmda diferensiallanan x\x\ ve x2
funksiyalarinm Vronski determinant!
Xjxj X2
2K 2x
olsa da bu funksiyalar hamin intervalda xatti asili deyillar.
Dogrudan da
ax\x\+ax2=0
barasrliyindan x <0 oldugda ~a{+a2=0, x>0 olduqgda iss
a, +a2=0 almir ki, bu iki minasibatden a{=a2 =0 oldugu,
voni funksLv-alarm xatti asili olmamalari ortaya gixir.
Asagida gostaracayik ki, xatti bircins tanliyin , yani (1)
sokilli tanliyin halleri olan funksiyalarm Vronski determinant!
sifirdirsa, bu funksiyalar xatti astlidirlar. Bu magsadla avvalce (1)

lonliyinin hallari olan yx(x),y2(x),...,yn(x) funksiyalannin
Vronski determinant! tgun Liuvill diisturu adlanan

W(x) =W (x0)e (©)
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dusturimun dogrulugunu isbat edsk. Burada x0- (1) tenliyinin
baxildigi intervalin  har hansi geyd olunmus ndéqtssidir.
Determinantdan térams alma gaydasindan va iki satiri eyni olan
determinantm sifira barabar olmasi xassasindan istifads, etmakls
tapiriq:

yt(x) y2(x) .. yn(x)

W'(x) =
yI’*Ax) y["-2(x) .. /T Ax)
Y[mx) [ Ax) ... [:\x)

Burada , y;(x),i =1,2,...,«, funksiyalarmin (1) tanliyinin halli
olmalarini, ysni

YIN) =-pX)yf~D(x ) p,, (x)yi(x) (i=12,..1)
barabarliklarini, sonuncu satirde nazers alsag, yens da
determinantm xassalarindan istifada etmakla

W'(x) =-p,(xW(x)
barabarliyini alariq. Bu dsyisanlari ayrilan diferensial tanlikdir.
Onu hall edarak (3) Liuvill diisturunu alarig. Bu disturdan ¢ixan
"laraqlh bir fakti gqeyd edak:

Xatti bircins diferensial tanliyinhallari-
nin Vronski determinanti ya eynilik kimi
sifirdir (bu determinant har hansi bir ndqts-
desifirabarabardirsa), yada hecbirndq-
tads sifiragevrilmir.

Teorem 4. Xaotti bircins (1) tanliyinin
yX(x),y2(x),...,yn(x) hallarinin (a,b) intervalmda xatti asil
olmalari tglin zaruri va kafi sart onlarm Vronski determinantinm
bu intervalda eynilik kimi sifir olmasidir.

I s b a t 1 Zoruriliyin, yani yt(x),y2(x),...,yn(x)
funksiyalari  xatti asihdirsa W(x) = 0- dir faktinin isbatina
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ehtiyac yoxdur. Clnki bu fakt 3-ci teoremds istanilan n- 1-ci
tartibs gadar téramalari olan funksiyalar Gglin isbat olunmusdu.

K afilik Tutag ki, W(x)=0. isbat edak Ki,
yI(x),y2(x),...,yn(x) hallari xotti  asilidirlar.  ixtiyari

x0g (a, b) ndqgtesinds

>i(*0) Y2(xo0) - YAXo)
W'(x0) = Y[bl  y2(x0) - YyAxo) _,

yP M Y@Xx0) .. yln)(xo)

oldugundan, bu determinantm sutunlari xatti asili vektorlardir,
yani hamisi sifir olmayan els [ ,/?2 adadlari var ki,

J31y[k\ x0) + J2y Pk)(x0) + '-+ PnY {K)(x0) = 0,
K=0,l,...,w-I.
yO(jc) = A_y,(X) + 132y r(x) +...+(3,,y,,(X) funksiyasinabaxag. Bu
funksiya (1) tenliyinin hallidir
( Teorem 1va 2-ya gora) va yuxandaki barabarliklars asasan
Yok)(x0) =0, k =0,1,...,« —L. 4

Varlig ve yeganslik haggmda teorema gore (bax: IV fasil, 81,
Teorem 2) (1), (4) Kosi masalasinin yegana halli var va aydindir ki,

buhall y0(x) = 0-dir. Onda

PW\ (*) + Pr¥Yro) +-+Pny,, (x) = 0.
Bu iss ylI(x),y2(x),..., y,.(x) funksiyalarinm xatti asili olmalari
demakdir. Teorem isbat olundu.
y( N Toarif2. Xotti bircins (1) tanliyinin n sayda xatti asili
olmayan hallarina bu tenliyin fundamental hallar sistemi deyilir.
T eorem 5 9msallart misyysn (a,b) intervalinda

kasilmaz olan istanilan xatti bircins diferensial tanliyin bu
intervalda fundamental hallar sistemi var.
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Isbatl y(x)y2x),..ynXx) - larla (1) tanliyinin,
uygun olaraq

M*0) =1, y[(x0) = y";(x0) =...= ¥""1)(x0) = 0;

y2(x0) =0, y2(x0) =1,y lxo0) =...=y\nX(x0) = 0;

Yn(x0)=X W =-=yInAx0) =0, Y"IXx0) =1
sortlerini  6dayan hallerini isara edsk. Varlig va yeganalik
haggmda teorema goére bels haller var va yeganadirlar. Bela
hallars uygun Vronski determinanti t¢iin

1 0 .. 0

0 1 .. 0
W(x0) = atl

0 0 .. 1

oldugundan tV(x)*0. Demali hallar xatti asili deyillar va

fundamental sistem taskil edirlar.
bdi isa xatti bircins diferensial tanliyin Gmumi halli
haggmda asagidaki teoremi geyd edak. —

Teorem6.9gar yl(x),y2(x),...,yn(x) funksiyalari (1)
tanliyinin fundamental haller sistemini teskil edirss,onda bu
tanliyin imumi halli

Y =c,yUX)+c2y2(x) +...+cnyn(x) 3)
barabarliyi  ile teyin olunur. Burada ixtiyari
sabitlardir.

I sballAydmdir ki, ixtiyari cl,c2,...,cn sabitlari iigiin
(3) berabaerliyi ib tayin olunan y funksiyasi (1) tanliyinin hallidir.
(D tenliyinin imumi halli 6zinda n sayda ixtiyari sabit saxlayan
elo halldir ki, bu haldan sabitbrin miayyan adadi giymatlarinds
onun istanilan xususi halli ahimr. Digar tarefdan varliq ve
yeganalik teoremina asasan har bir xisusi hall

Y(x0) =y{°\ y\x0) =¥ 05...,Y"“1)(x0) = y () (4)
baslangic sertlari ib birgiymatli tayin olunur.
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Gostarak ki, (3) hallina daxil olan cl,c2,...,cn sabitlerini

elo segmak olar ki, bu zaman (4) sartlari 6danar. Bu maqsadb (3)
barabarliyinin har iki tarefmi ardicil olarag n-1 dsfs
diferensiallayaq va (4) sartlarinin ddamasini talab edak:

W 1 (X0) + ¢2>2(X0) + ... + cny,, (x0) = y[0),
ctfl (x0) + c2Y (x0) + ...+ ¢,¥,,(x0) =y Q)

CY\"~X(x0) + c2y i) (x0) +...+cY,,">(x0) = y10).

Bu xatti cabri tanliklar sisteminin determinantx W (x0) -a
barabardir. yI1(x),y2(x),...,yn(x) funksiyalari (1) tenliyinin
fundamental hallar sistemini taskil etdiyindan W (xO0) ®0. Ona
gora (5) tanlikler sisteminin yegana cxc2,...,cn halli var. 9gar
C,,C2,...,.cn-in bu giymatlarini (3)-da yerins yazsag, onda alman
hall (4) baslangic sartlarini 6dayar.

Belalikb gostardik ki, (1) tanliyinin (3) barabarliyi ils tayin
olunan hallindan onun istanilan xtsusi halli alinir. Teorem isbat
olundu.

Xatti bircins diferensial tanliyin halli ib bagli asagidaki iki

teoremi doa geyd edak:
Teorem 7 Tartibi M-s barabar olan xatti bircins (1)

taniiyinin n +1 sayda ixtiyari yx(x),y2(x),...,ynH(x) halli xatti
asthdir.
Teorem 8. 9gar

d . ud . .d .o
ALp M AT v (XY My =0

Vo

%X,—):+P\(X)— IyI‘+..-+ p,,_! (x);§y+F’,,(x)y =0

tonliklari eyni fundamental hallar sistemina malikdirlarss, onda
bu tanlikler (ist-lste dusurler, yani  pj(x) =pj(x), i=12,.,n.
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Axirinct iki teoremin isbatiyla, masslen, [2]-ds tanis
olmagq olar.

§3. Qeyri - feirciEs xatti tanliklar
I.Qeyri-Mrcins xatti tsHiiyin tmumi halll faggmda teorem

Asagidaki M tartibli xatti geyri-bircins diferensial tanliys
baxaq:

Bircins

tanliyi, yuxarida geyd olundugu kimi, (1) tenliyina uygun bircins
tanlik adlamr.

Farz edacayik ki, bu tanlikbrin pl(x),p2(x),...,pn(x)
amsallari va (1) tanliyinin sag tersfi- f(x) funksiyasi muayyan
(a,b) intervalmda kasilmaz funksiyalardir.

Teorem. Qeyri-bircins (1) tenliyinin Gmumi halli bu
tanliyin har hansi bir xtsusi halli ib uygun (2) bircins tanliyinin
Umumi hallinin carnina barabardir.

I sbaliTutaq ki, Y =Y(x) funksiyasi (1) tanliyinin har
hansi bir xtsusi hallidir. Bu tanlikda

y =z+F(x) ©)
avazlamasini edsk. Burada z = z(x) -yeni machul funksiyasidir.
Bu avezlsmani (1) taniiyinds neazare alsaq, Lly] xatti
operatorunun xassasina asasan ($1, (4)) yaza bibrik:

L[z]+L[Y] = f(x).

Y =Y(x) funksiyasi (1) tenliyinin halli oldugundan, axirmci
barabarlik

L[z]=0 @)
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soklina dusur. Bu (1) tanliyina uygun bircins tanlikdir.

Tutag ki, yt(x),y2(x),....yn(x)- (2) (va demali (4))
tanliyinin fundamental hallar sistemidir. Onda

CN(*) +Qy 2(x) +...+cny,, (X)
ifadasi (2) bircins tanliyinin (va demali (4) tenliyinin) Umumi
hallini toyin edasr. ©gar bu ifadani (3) barabarliyinda z -in yerina
yazsaq, onda (1) tenliyinin hallini

Y =000 +c2y2(x) +...+cnyn(*) +YO) (5)
barabarliyi vasitasila teyin etmis olarig. Burada cxc2,...,cn-
ixtiyari sabitlardir.

Ovvalki paragrafda isbat olunmus teorem 6-daki tsuldan
istifada etmakla asanligla gostarmak olar ki, bu hall (1) tanliyinin
Umumi hallidir.

2. Sahitin variasiyasi iisulu.

Qeyri-bircins xatti tanliyin Gmumi halli haggmda teorema
asas”™l bels tanliyin Umumi hallini tapmaq Uclin onun har hansi
bir xisusi hallini va uygun bircins tanliyin fundamental hallar
sistemini bilmak lazimdir. Goésterak ki, yalmz bircins tanliyin
fundamental hallar sistemi malum olduqgda, geyri-bircins tanliyin
iimumi hallini tapmag mimkindir. Bunun iiciin Lagranja
maxsus olan va sabitin variasiyasi adlanan iisuldan istifads
edacayik.

Tutag ki, y\(x),y2(x),...,yn(x) funksiyalari (2) bircins
diferensial tanliyinin fundamental hallar sistemini taskil edir.
Onda bu tanliyin imumi halli, malumdur ki,

Y=cy, (X) +c2y2(x) +...+crmy,,(x) )
barabarliyi vasitesila tayin olunar. Burada cl,c2,...,cn-ixtiyari
sabitlordir. Aydmdir ki, (6) barabarliyi ile toayin olunan funksiya
c,,c2,...,c,, sabitlerinin he¢ bir giymatinde geyri-bircins (1)
tanliyini  6¢demir. Lakin cl,c2,...,.c,,- lare X dayisaninin
I'unksiyalari kimi baxaraq (1) tenliyinin hallini

Y -x(X)yI(x) +c2(x)y2(x) +... +c,,(X)Y,,(X) )
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saklinds axtaracagiq.
Talab edsk ki, (7) barabarliyi ils tayin olunan
y funksiyasi (1) tanliyini 6dasin. Bu magsadla (7) barabarliyini

ardicil olarag n dsfe diferensiallayag va har bir
diferensiallamadan sonra cxc2,...,cn funksiyalarmi tayin etmak
tc¢lin miayyan miinasibat almaga calisaq:

dx dx ax dx
dc dc dc
+y, L+ "+..+V 2
Y dx yydlx T odx
Talab edak ki,
dc. dCy dc,,

A gy T2yt ~d§j ~0 (80
barabarliyi 6dansin. Bu halda %’ toramasi asagidaki barabarlikls
X

tayin olunar:
f =cW~™ +c2W ~ +..+c, W ~, (7))
dx dx dx dx

Yenidan bu barabarliyi diferensiallayaq va ct(x),c2(x),...,
cn(x) funksiyalarmm téremalarinin istirak etdiyi hadlarin cemitii
sifira barabar edak. Bu halda alariq:

dyxdcx | dy2dc2 ~ | dy,, dc,,

(82)
dx dx dx dx dx dx

d ~C{X)dd L+CYX)dc £ +~ + CnfX)d<k' * (2>
Bu prosesi ardicil olarag davam etdirsek, w-I-ci
addimda alarig;

dn-\ dex d"-2y2dc2 d"-ndc,,
dxn-2 dx dx"-2 dx dxm2 dx ’
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d"~» , vdnyx L.dmy?2
dx"~x ~C(X) dx-' +CI(X) dxnx +- +

"v A"l
Nahayat, machul funksiyanm n-ci tertib térarmsini
tapaq:
N
aw _. (x) +ch\) ----- ol dryn
dxn dxn dxn (7n)
dmyxdcx drrly2d02| A d~ 'yn dc,,
dxnd dx dxmx dx dx’~ dx

Machul y(x) funksiyasmm va onun téramalarinin

(7),(7D,...,(7,,) barabarliklari ila tayin olunan ifadalarini (1)
tanliyinda nazars alsaq, sads ¢evirmalardan sonra alariq:

+dryrdchr+ +dAhytdeh =4 8n)
dxn dx dxn dx dx” dx
. . dc d
(8D), (82,...,(8,) tonliklari —CL,—C E:—machullarma nazaran
dx dx dx

n xatti cabri tanlikdan ibarst sistem taskil edir. bu sistemin
determinanti fundamental hallar sisteminin Vronski determinant!
oldugundan, o sifirdan farglidir.

Ona gora bu sistemin yegana halli var va Kramer gaydasi
ilo asanligla tapila bilar. Tutaq ki,

9 00, 1 =121
dx

(81)-(8n) tanliklar sisteminin hallidir. onda
ct(x) = JV;(x)dx +c,, i=12,.,n,
olar. Burada c,,c2,...,ciiixtiyari sabitlardir.

Oger ct(jc)-larm tapdigimiz axinnci ifadalarini (7)-da
yerina yazsaq, onda geyri-bircins (1) tanliyinin hallini tapariq:
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Y=cB|(*)+cy2x)4...4cryn(x) +]Ty, (x) (X)A.

/=1

Bu (1) tanliyinin imumi hallidir.

Misal. y"+

y'- —y - x, xp Q tanliyinin Umumi
X

X

hallini tapmali.

Uygun bircins tenliya baxaq:

yraX by ly=o

Asanligla yoxlamaq olar ki, y\=x- 1lva y2 =e~x bu
tanliyin xatti asili olmayan hallsridir. Ona géra axirmci tanliyin
umumi halli
X

Y —C\{x-Y) +c2e"
barabarliyi ids tayin olunur.

Qeyri-bircins tanliyin hallini

y =¢, (X)(x-1) 4-c2(x)e~x 9
soklinda axtarag. Sabitin variasiyasi tsulunun sxemina asasen
alariqg:

y' - C,(X)- cr(x)e~x +C,'(X)(x-1) + CQ(x)e”
c[(X)(x-1)4-c2(x)ex=0 qabul etsak
y' =¢,(x)- c2(x)e~x olar. Bu halda
y 7=c\(X) - ¢2(x)e X4 c2(x)e~x.
y,y'va y”-in ifadalarini tenlikds yerina yazsaq, alariq:
c[(x)-c'2(x)e~x =x.
Demali, cj*va c2(x) totamalarina nazaran asagidaki
cabri tanliklar sistemi almir:
jAA(X)(x-1) 4 cr(x)ex=0,
[c] (X) - c2(x)e~x =X.
Asanligla yoxlamag olar ki,
c[(x) =1ya c2(x) = (1- x)ex
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bu sistemin hallidir. Bu barabarliklari inteqrallasag, alariq:
¢, (X) =x+c,, c2(x) =ex(2- x)+c2.
c,(x)va c2(x) -in bu ifadalarini (9) barabarliyinds nazars

alsaq, sada cevirmalardan sonra baxilan tanliyin Gmumi hallini
tapmis olariq:
y =cl(x-1) +c2~x+x2.

MISALLAR
Asagidaki funksiyalarin xatti asililigim tedqiq etmali.

91. x+1,x-3.

92. 4x-2,6x-3.

93. I-x,3 +2x,x +2.
94. 1,c0s2x,c052X.
95. shx,chx,ex.

Asagidaki tanliklarin xisusi hallarini tapmali. Bels halhri
ya cabri coxhadli, ya Ustli funksiya, ya da digar miinasib sakilda
axtarmall.

96. (x +3)y”- 2xy' +2y - 0.
97. xy"- (Bx+1)y'+(2x+ 1" =0.
98. (ex+\)y"-2y'-exy =0.
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VIF9StL
XUSUSI S&KiIXi X8TTi DIFERENSIAL ISNLIKLSOR
81. Sabit amsalli xatti bircins diferensial tanliklor

Asagidaki M tertibli xatti bircins diferensial tanliys
baxaq:

)J[yl

dy
+0 2)£|'+ +0 ,—ha —0. 1
dxn 1<|3F~jo 2dx" ng’ @

Burada al,a2,...,an l,an- haqiqi edadlardlr. Bu halda (1)
tanliyi sabit amsallx xatti bircins diferensial tanlik adlanir.

Gosteracayik ki, he¢ bir integrallama amaliyyati
aparmadan, yalniz cabri amaliyyatlardan istifade etmakla (1)
tanliyinin hallini hamisa tapmag mimkinddr.

Sabit amsalli (1) tanliyinin hallini

y =eb @
saklinda axtaraq. Burada k -sabitdir. ©gar bu funksiyanm n-ci
tortibadak téramalarini tapib (1) tanliyinds yerina yazsaq, alariq:
L[eb]=ekq(kn+ak"-' +ak“2+...+an X +an)= 0.

Bu barabarlikdan gorinir ki, agar k adadi
kn+<gkn 1+ 2 @n\k+ =0 (3)

K

tanhyinin kokd olarsa, onda Y =€~ funksiyasi (1) tanliyinin

halli olar.

Qeyd edak ki, M daracali (3) cabri tanliyi (1) tenliyina
uygun xarakteristik tanlik adlanir.

Asagidaki hallara baxaq.

1 Tutaq ki, (3) xarakteristik tanliyinin I sayda mixtalif
kokl var. Bu koklari
kx k2,...,kn

ilo isara edak. Onda (1) tenliyinin n sayda
yrtel'\y 2=elr,...,yn=1¢" 4
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xususi hailarini almis olarig. Asanligla gostermak olar ki, bu
hallar (1) tenliyinin fundamental haliar sistemini teskil edir.
Bunun Gcun (4) hallsrinin Vronski determinantinm sifirdan fargli
oldugumi gostarmak kifayatdir.

Taptlan hsllar fundamental hallar sistemini taskil
etdiyindan, baxilan halda, (1) tenliyinin mumi halli

y =cfkx+cxhx +... + crekk (5)
barabarliyi vasitasila tayin olunar. Burada ct,c2,...,c,,-ixtiyari
sabitlardir.

Misal L y"-3y'+2y =0 tonliyina baxaq.
k2- 3k+2=0 tanliyi  uygun  xarakteristik  tonlikdir.
Xarakteristik  tonliyin ~ koklari  kr=\, k2=2 oldugundan

yX=e*va y2 = g1x xususi hallar, y = ctex +c2e 2 iss baxilan
tonliyin Gmumi hallidir.

Tutag ki, (3) xarakteristik tanliyinin koéklari igarisinda
kompleks kokler var. Farz edak ki, k{=a +/3i-xarakteristik

toniiyin kompleks kokudir. (1) tanliyinin amsallari hagiqgi adadlar
oldugundan (3) xarakteristik tanliyi do haqgigi amsalli tanlikdir.

Ona gore kt =a +J3i kdkinakompleks qosma olan k2=a-/3i

adadi da xarakteristik tanliyin kokuddr.
Aydindir ki, bu kéklars uygun hallsr

y _ e(B+AX va y = e (a-fiOx

funksiyalaridir. Xatti bircins tanliyin malum xassasina gora
bu hallarin ixtiyari xatti kombinasiyasi da (!) tanliyinin
hallidir:

LLOWA +cly 1\ =clIL[y{]+c2L[y2] = *.

Oger c, =m—, c2= gitirib Eyler disturundan istifads
olisak

yX~~Y 1+ "Ny? = ~ eax(cosfa+lIsinflc) +
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+7eax(cos/3c-/sin [c) - e ax cos (3x,

Cl=~~,cC2= gotirsak,
21 21

~ ~ \N) = A H _
Y2 'IZY\ >2</Tyz 5 al(cos/2¢+/sin/&)

- —eax(cos/3x- i sin J3x) = eax sin /3x

haqiqi hallarini alariq. Bu hallar xatti asili deyillar. Clinki
cM(x) +c2y2(x) =0
eyniliyindan
eax(c, cos/3k+c2sin /3x) =0,
buradan iss c,cos +c2sin/3c=0 almar ki, cos/3x va
sin /3x funksiyalari xatti asili olmadiqglari Gglin (gosterin!)
¢, =c2 =0 olar.
Belalikls, (3) xarakteristik tanliymin har bir cit
kompleks gosma am+i/3mva am- i(3mkdkina bir cit xatti
asili olmayan ea"xcos/3mx, ead'xsin/3tx haqiqgi halli uygun

olur. Bu gayda ila diizalan n sayda xususi hall xatti asili
olmayan hallardir. (Bunu isbat edin).

Misal 2. y"-2 [/ +5y =0 tenliyins baxaq. Xarakteristik
tanlik k2- 2k + 5=0, onun koklari iss kx=1+2/vs k2 =1- 2/-
dir.

y =ekx =e(H2A)x =excos2x +iexsin2x
oldugundan, vy, - excos2x, y2=exsin 2x funksiyalan baxilan
tanliyin xatti asili olmayan xuisusi hallaridir. Umumi hall

y =ex(c, cos2x +c2sin 2x)
barabarliyi ib tayin olunur.
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Misal 3. y™-4y"+y'+26y =0 tonliyine baxaq.
Xarakteristik tanlik kKb-4k2+K+26 =0, onun koklari ise
Kx=3 +2/, kK2=3-2/, k3=-2 -dir. Xatti asili olmayan haqiqi
xususi hallar

eXCcoSs2X, eXsin2x, e-~2x,

Umumi hall ise
y =e3X(c, cos 2x +c2sin 2x) + c3e~X-dIr.

2. Tutagq ki, xarakteristik tonliyin koklari icarisind:
takrarlanan kokler var. Farz edsk ki, K =kx - xarakteristik
tenliyin m dafa takrarlanan hagiqi kokudur. isbat olunub ki, bu
halda k = kx kéklna uygun m sayda xatti asili olmayan hall var
va bu hallsr

yt(x) = eKkx,y 2(x) =xekX,...,yT = 9
barabarliklari ile tayin olunurlar.

Misal 4. y"- 4y’+4y =0 tonliyina baxag. Bu tenliys
uygun xarakteristik tonlik k2- 4k +4 =0, onun koklari ise
K{=k2=2-dir. Y\=eX vo y2=xeX - xatti asili olmayan
halar, y =e2x(c]+c2x)-umumi halldir.

Oger  k{=a +Pi-xarakteristik tanliyin m  defa

Lakrarlanan kompleks koki olarsa, onda (9) barabarliklarina
asasan bu kéka T sayda

YI(x) =e M ixy2(x) = xe(@Hi)x,...,ymx) =x ~ e 7

liallari uygun olar. Bu haller, aydindir ki, kompleks giymatli
hallardir. ©gar bu hallerin hagigi va xayali hissalarini ayirsaq,

onda k{=a +Pi kdkiina uygun 2m sayda haqiqi
y[D(x) = ew cosPx,y 2](x) = xem cos Px,...,
yM{x) =xmeaxcosPx,
M2(X) = emsinPx,y2\x) = xe™ sin ptc,...,

YTHX) = Sin Px,
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hallarini almis olariq.
Misal 5. yiv+8y”+\6y =0 tanliyina baxaq.uygun

xarakteristik tonlik k4+8k2+16 =0,onun kokbri iso
KXx=kK2=2/, Kr —k4 = —2/-dir. A= 2i kokiina

Y, (xX) =edx y2(x) = xela
hallari uygundur. Xatti asili olmayan haqiqi hallar
W ](x) = cos2x, y #)(x) = X cos 2x,

y[2(x) =sin 2x, y @) (x) = xsin 2x,
barabarliklari ile tayin olundugundan, baxilan tanliyin 4mumi
halll asagidaki sakla malikdir:

y =(ct+cX)cos2x + (c3+cax)sin2x.

Burada c,,c2,c3,c4- ixtiyari®sabitlardir.

82. Sabit snisalli xatti geyri-bircins diferensial tanliklar

Sabit amsalli n tertibli xatti qeyri-bircins diferensial

taniiya baxaq:
. o, d'y d"-'y <l-ry dy
ag=" +a'A N +"2* N t+ema- 1 +ie'=/w<1,

Owvealki paragrafda gostardik ki, bu tenliys uygun bircins
tanliyin Umumi hallini hamisa tapmag mimkindir. 9gear (1)
tanliyinin har hansi bir xtsusi halli malum olarsa, onda Umumi
nazeriyyaya asasen, bu tenliyin imumi hallini da yaza bilarik.
Digar tarafdan, ager uygun bircins tanliyin imumi halli malum
olarsa, onda sabitin variasiyasi Usulundan istifads etmakla da (1)
tonliyinin imumi hallini tapmagq olar.

Bazi hallarda (1) tanliyinin xususi hallini he¢ bir
inteqrallama smaliyyati aparmadan tapmaq mimkin olur. Bu
paragrafda magsadimiz bela hallari nazardan kegirmakdan
ibaratdir.

Ovvalca asadidki fakti geyd edsk.
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Tutaq Ki, (1) tanliyinin sag terafi iki funksiyasmm cemina
barabardir: / (x) =/, (X) +/ 2(x).
Farz edak ki, _y,(X) va y 2(x) funksiyalari, uygun olaraq

LIyl=/, (*) vo LIyl =f 2(x)
tanliklarinin hallidir. Onda y =vy,(x) +y2(x) funksiyasi (1)
tanliyinin hallidir.

Bu faktm dogruluguna bilavasite yoxlamaqgla inanmag
olar.

Tutaq ki, (1) tanliyinin sag terafi miayyan bir ¢coxhadli ils
ustlii funksiyanm hasilina barabardir:

f(x) =Pm(x)eca . )
Burada Pm{x)-m daracslicoxhadli, a isaadaddir.

Bels oldugda xisusi halli gurmag Uctn iki hala baxaq:
1. a adadi (1) tenliyina uygun

kn+alkn'+akn2+...+anlk+an=0 (3)
xarakteristik tanliyinin koki deyil.

Bu halda (1) tanliyinin xisusi hallini

y(x) = Qn(x)eve 4
pklinde axtarmaq lazmidir. Burada Qm(x)-m  daracali
coxhadlidir:

Qn(x) = qOxm+ .. QMX+ gm ©)

Bu ¢oxhadlinin amsallari geyri-muayyandir. Xususi hallin
(4)-daki ifadesini (1) tanliyinin sol tarefinds nazara alib,

ew vurugunu yox etdikdsn sonra, sag ve sol taraflerin eyni
daracali hadlarinin amsallarini bir-birina barabar etmakls bu
.msallari tapmagq olar.

2. a adadi (3) xarakteristik tanliyinin s dafa takrarlanan
kokudr.

Bu halda (1) tanliyinin xtsusi hallini

Y(x) =x‘B T(X)ea* (6)
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saklinds axtarmaq lazimdir. Burada Qm(x) - (5) sakilli, geyri -

misyyan amsalli coxhadlidir. Bu coxhadlinin amsallari da
yuxarida izah olunan gayda ils tapilir.

Bgor (1) tanliyinin sag terafi (2) sokilli bir necs
funksiyanm camina barabar olarsa, onda yuxarida geyd olunan
fakta asasen (1) tenliyinin sad tsrafmdaki har bir toplanana
uygun xisusi haffini tapib, onlari toplamaq lazimdir.

Tutaq ki, (1) tanliyinin sag tarefi asagidaki sakla malikdir:

f(x) =em\p™(x) cos/3x + p " ](x) sin /3x]. (7

Burada ava (3- hagiqgi adadlar, p~(x)va pi2)(x)isa
deracalari m-i  asmayan coxhadlilardir. Farz olunur ki, bu
coxhadlilardan he¢ olmazsa birinin daracasi m -8 barabardir.

Iki hala baxaq:

1. Tutaq ki, a +i/3 adadi (3) xarakteristik tanliyinin koki
deyil. Bu halda (1) tanliyinin x{susi hallini

Y=-eT[6i" (*)cos (3x+ Qi (x)sm /3x\
soklinda axtarmaq lazimdir. Burada va Q"2>- m daracali,
geyri-miayyan amsalli coxhadlilardir.

2. Tutaq ki, a +i/3 adadi (3) xarakteristik tanliyinin s
dafs tokrarlanan kokdduir. Bu halda (1) tenliyinin xususi hallini

y=x'e" [a™ (x)cos M3+ Q™ (x)sin /3xj

soklinde axtarmaq lazimdir. 61")ys Qm]birinci halda oldugu
kimi m -daracali, geyri-miayyan amsalli coxhadlilardir.

83. Sabit amsall tanlikiars gatirils bilan tantklar

Oger dayisan amsalli xatti diferensial tanliyi avezlams
vasitasila sabit amsalli xatti tanliya getirmak mimkin olarsa,
onda bu tenliyi hall etdikdan sonra ilkin tanliyin da hallini
tapmagq olar.
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Sabit amsalli xatti tanliklare gatirila bilan asagidaki
tanliklara baxaq:

L (\-x2"--y-x-"-+n2y =0. (@)
dx dx

Bu tonliyi sabit amsalli tenliya gatirmak ugclin iki hali
nazardan kegirak.

a) [xj < 1. Bu halda (1) tanliyinda x = cos (p avazlamasini
edak. Onda
dy dy d(p _ 1 dy d2zy _ 1 d2 _ cos(pdy
dx dcp dx w\(p dcp dx2 sin2(pd(p2 sinr(pdcp

Bu ifadslari tonlikds nazars alsaq, sabit amsalli

4% +ny =0

dtp2

tanliyini alarig. Bu tenliyin xatti asili olmayan hallari y {=cos ncp
vo y2=sin n<p oldugundan

yy=cos(«arccosx) ve y2=sin(warccosx)
funksiyalari (1) tenliyinin fundamental hallar sistemini taskil edir.
n- misbst tam adad oldugda yt=cos(warccosx) halli n
daracali coxhadlidir. Bu coxhadli Cebisev coxhadlisi adlamr va
Tn(x) ila isars edilir:

I,,(X) = cos(narccosx).

b) [x> 1. Bu halda (1) tenliyinde x-cht avazlamasini
edak.

dy dy 1 d2y d2 1 dy cht

dx dtsht” dx2 dt2 sh2 dt sh™t
oldugundan, bu avazlemadan sonra (1) tanliyi

£y
——z —0
dt2 4
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soklina duslr. Bu tanliyin xatti asili olmayan halleri yt=ernt va
y 2 =e~n oldugundan, asanhgla yoxlamag olar ki,

yt=(x+n/x2-1j~ vo y2—[x+"x2—j funksiyalari
(1) tenliyinin fundamental hallar sistemini teskil edir. M-in tam
giymeatlarinda

funksiyasi I daracali ¢oxhadlidir. Bu g¢oxhadli da Cebisev
coxhadlisi adlanir.

2. X2—y +X— +(x2-n2)y =0 2
dx dx

w 1
Bu tanlik Bessel tanliyi adlanir. n =+—oldugda (2) tanliyi

n 4 > -1y = 3
d§x * dx+(> 4)y ° ®

soklina duslr. Gostarak ki, bu halda Bessel tanliyini sabit amsalli
tanliya gatirmak mimkdiindur.

avazlamasini edak. Bu halda alariq:

T 1 3 ji2 1 ' I» 5
dy =x~5z’—in:_T22, d—rr—x 27- X 2327 ’+3—x_r22
dx 2 dx 4
Bu ifadsleri (3) tenliyinds nazers alsaq, sads
cevirmalardan sonra, sabit amsalli
"+z- 0.
tanliyini alarig. z, =cosx va z2=sinx -bu tanliyin xatti asili
olmayan hallari oldugundan

COSX sinx
M=~~r~ va Y2=~T
yIx VX

(3) tanliyinin fundamental hallar sistemini taskil edir.
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3. xnA +a,*"-1 +...+a A +a,y=0. 4
dx" 1 dx"'1 dx

Burada al,a2,...,an-haqigi adadlardir. Bu tenlik Eyler tenlyi

adlanir.

Eyler tonliyini sabit amsalli tenliys gstirmak {gln, bu
tanlikds

X=¢el(x <0 oldugda X ——e *) avazlamasini edak. Bu
zaman alariq:

dy dy dt _ dy
dx dt dx dt’

/
d%/ 'e"i C Pc- fd%/
dx2 dt, ~ dt) {dt2 dt]
dy d _Z]_( C?Iy dy
dxl dt dt2  dt
J3

(dy  dks dy
-—@ P+ 001
dxk dtk 1dtk- *u dt
Burada a,,a?2 -tam adadlardir.

©gar téramalarin bu ifadslarini (4) tenliyinda nazara alsaq,

k-nm har bir giymatinda ik}( toramalari akxk - a keK-lara
X

vuruldugundan, Gstli ifadalarin hasili vahids barabar olacaq ve
Iaticads sabit amsalli xatti tanlik almacaq.
Misal 1. xz%l -x%y+y . Otanliyina baxag. Aydmdir
X X

ki, bu tenlik Eyler tanliyidir. ©gar bu tenlikde x = e' avazlamasini
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etsak, toramalarin yuxarida tapdigimiz ifadalarini nazara almagla,
asagidaki sabit amsalli xatti tanliya galirik:

d_ __zd_y+y =06

dt dt
Bu tanliys uygun xarakteristik tanlik k2-2 k +\ = 0 oldugundan,
bu tanliyin koklari =k2=1 va xatti asih olmayan hallar

yt=e'va y2=te‘-dir. Ona gore baxilan tenliyin xatti asili
olmayan hallari

y, =xVva y2=xlInx
barabarliklari ils tayin olunur.

MIiSALIIAR

Asagidaki tanliklarin mumi hallarini tapmall.
99. y" - 3y'+2y =0.
100. y" +yB-2y"' =0.
101. y'"+y = 0.
102. y Iy-5y" +4y =0.
103. ym+y"-y'-y =0.
104. y 7+ 4y' -5y =5x2- 8x- 2
105. y 7-2y' -3y =5e*x.
106. y" +4y = 5xex.
107. y7+2y'-3y = 8xex.
108. y" +y =sinx.

Asagidaki  tenliklarin  xUsusi  hallerini  geyri-muayyan
amsallar Usulu ils tapmall.

109. y" +3y'-4y =(x +2)e3x
110. y" +3y' -4y =xe~4x.
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111

112,
113.

114.
115.
116.
117.
118.

.y"+Ay =(2x-1)sin2x
y T-y "= e xsin3jt.
y”- 2y +Yy =xex.
Eyler tonliklarini hall etmali.
Xy"-9xy' +21y = 0.
x1y" —xy’—by =0.
Xym-2y' =Q
X2y 7-xXy' +y =2Xx.
X2y" - 2xy' +2y =2%x3- X.
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VII FasSiL

IKIi TORTIBLI X&TTIi TONLIKLSBR
§1. Bircins tanliklarin haUarinin sifiriari

Asagidaki sabit amsalli xatti tenliklara baxaqg:

y*-azy =0, (1)
y'+a =o. @)
1) tanliyinin xatti asili olmayan hallari yx- eaxv

y =e~aoldugundan, onun imumi halli

y =c,eax+c~a (3)
barabarliyi, (2) tanliyinin xatti asi olmayan halleri isa
y, =cosax va y2=sinor oldugundan, onun Umumi halli

y =c, cosax+c2sinax 4
barabarliyi ib tayin olunur.

Asanligla yoxlamaq olar ki, (1) tenliyinin istanibn
hallinin ya sifirt yoxdur, ya da an ¢oxu bir sifm var. Lakin (2)
tanliyinin har bir hallinin sonsuz sayda sifirlari var. Buna
inanmagq Ucln (4) hallinda ¢, = *sina, c2=Acosa go6turib, bu
halli y =Asin(ax+a) soklinds yazmaq kifayatdir. Hallin bu
ifadabrindan istifada etmakla, eyni zamanda, gdstarmak olar ki,

onun iki gonsu sifirl arasindaki masafa i-ya barabardir.
a

T ar i f. ©gar diferensial tanliyin hallinin miayyan
intervalda birdan cox sifirt yoxdursa, onda bu hall baxilan
intervalda rags etmayan hall, aks halda isa rags edan hall adlamr.

Yuxandaki iki misaldan gérinar ki, y"+qy=0

tanliyinin g <0 oldugda har bir halli istanilan intervalda rags
etmayandir, g >0 oldugda isa har bir halli uzunlugu -\?I=— dan

V?
bdyuk olan istanilan intervalda rags edandir.
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Bu naticani dayisan amsalli iki tartibli xatti difeisial
tanliklar tglin Umumilasdirak. Bu magsadla

y”+Q(x)y =0 9
tanliyina baxaq.

Teorem. Oger (ab)intervahnda Q{x) <prti
ddanirsa, onda (5) tanliyinin istanilen halli bu intervaldrags
etmayan halldir. A

I sbati Teoremi aksini farz etmakls ishat edslFarz
edak ki, (5) tanliyinin miayyan bir y(x) hallinin 1,b)
intervalmda iki sifin var: y(xX) - 0,y(x2) =0, X, X2
X,,X2g (a,b) Eyni zamanda farz edak ki, (x,,x2) intervtnda
bu hallin diger sifirn  yoxdur. Bu halda y(x) halli
(x,,x2) intervalmda 6z isarasini dayismir ve imumiliyi pozidan
farz eds bilerik ki, y(x) >0, xe(x,,x2). Onda aydinr ki,
Y(Xj)>0. Q(x) <0oldugundan (5) tanliyindan y"(x>0, .
xe(x,,x2) barabarsizliyinin dogrulugunu ahrig.Bu a o
demsakdir ki, Y (x) téramasi (x,,x2) intervalinda azalayan
funksiyadir: y'(x) >¥(x,), X e (x,,x2).Bu barabarsizliyi arara
almagla, sonlu artim teoremina asasan yaza bilsrik:

y(x2) >y(x,) +y' (xD(x2- x,) = y\x D(x2- x,) > (

Bu isa y(x2)~ 0 sertina ziddir.
Teorem isbat olundu.
Teorem(Sturm). Bgar x, va x2-(5) taryinin
(x)hallinin iki ardicil sifirlaridirsa, onda bu tenliyin yf) ils
xatti asili olmayan istanilon y2(x) hallinin x, ve x2asinda

yalniz va yalniz bir sifiri var. )
I sb ati 9ksini farz edak. Onca tutaq ki, (5) tayinin

y((x) halli ila xatti asii olmayan y2(x) hallinin 1,x2)

intervalinda sifirt yoxdur. yI(x) va y2(x) funksiyasmm "onski
determinantma baxaq:

y{(x)y2(x) - yL(x)y2(x) = W(X). ©)
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y 2(x) halli y{(x) halli ila xatti asili olmayan hall oldugundan bu
hall [xj,x2] pargcasmm uc ndqtslerinde da sifira barabar ola
bilmez. ©ks halda W(x) determinant! bu noqtalards sifira
cevrilordi. W(x) @0 oldugundan, o 06z isarasini dayismir.
Muayyanlik tgiin farz edsk ki, W(x) >0. (6) barabarliyinin har
iki tarafini y \ (x) -a bolsak

ytO)y'2(x)-y [(x)y2(x) _ IV(x)

yl(x) yl(x)
vaya

barabarliklarini alariq. Axirinci barabarfiyin har iki tersfini X, -

den x 2-dak integrallayaq:

X=X-

YI(X]) =y,(x2) =0 oldugundan bu barabarliyin sol tarsfi sifira
barabardir. Sag teref iss, aydindir ki, manfidir. Bu ziddiyyst
gostarir ki, y, (x) hallinin iki ardicil sifirt arasmda y 2(x) hallinin
hec olmazsa bir sifiri var.

Indi tutaq ki, y2(x) hallinin (x,,x2)intervalinda iki
sifirt var:  x,vax2: y2(x,) =y2(x2) =0, x,<x,<x2<x2. Bu
halda _v,(x)va y2(x) hallarinin rollarini dayissak, alariq Kki,
yX(x) hallinin (x,,x2) intervahnda he¢ olmazsa bir sifiri var. Bu
iso teoremin sortina ziddir. Bels ki, teoremin sartine gora X\VO

x2- M\ (x) hallinin iki ardicil sifirlaridir.

Teorem isbat olundu.
Qeyd. Sturm teoreminin hékmi (5) tenliyinden daha
Umumi sakle malik olan iki tertibli xatti

y" +p(x)y' +q(x)y =0
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bircins diferensial tanlik ti¢lin da dogrudur.
Asagidaki iki tartibli xatti diferensial tanliklars baxaq:

Y'+Qi(x)y =0,  z"+Q2(x)z =0 (7)

Teorem (Milgayisa teorem i). Tutaq ki, (7)
tanliklarinin amsallari (a, b) intervalinda Q2(x) > Qx(x) sartini
Odayir. Onda birinci tanliyin istanilan y(x) hallinin bu
intervalmdaki iki sifiri arasinda ikinci tanliyin istenilan z(x)
hallinin an azi bir sifiri yerlasir.

I sbati Tutag ki, x,va x2-y (x) hallinin iki ardicil

sifiridir. Farz edsak ki, bu sifirlar arasmda z(x) hallinin sifin
yoxdur. Umumili pozmadan farz eds bilarik ki, (x,,x2)
intervalinda y(x) >0, z(x) >0. Bu halda, aydindir Ki,
y'(x,)>0,y"(x2) <0 barabarsizliklari 6danacak.

Bu halleri (7)-dski uygun tanliklarda yerina yazib, sads
cevirmalaridan sonra alariq:

y"(x)z(x) - 2" (x)y(x) = [Q2¢:) - QIC)1y (x)z(x)

Sol teraf y'(x)z(x)- z'{x)y(x) farginin tdéramasins
barabar oldugundan, bu barabarliyi Xj-dan x2-ys qadar
integrallasaq, alariq:

[ylI(x)z(x)-z"(x)y (x)1d2 = \[Q2(x) - Qx(x)}y(x)z(x)dx.
9\
y(Xj) = y(x2) = 0 oldugunu nazars alsaq bu barabarlik asagidaki

sokloe dusar:
2

y'(x2)z(x2) - 1(x,)z(xI) = j[62X) - Q (x)]y(x)z(x)dx.
A
Bu barabarliyin sag tarafi musbat, sol tarafi iss manfidir. Demali
farziyyamiz dogru deyil.
Teorem isbat olundu.
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§ 2. Serhad masabsi ve sarhad masstasinin
Qrin funksiyasi vasitasila helLl

iki tertibli xatti

dx dx ()

tanliyine baxaq, Burada p(x), q(x) ve f{x) funksiyalar
[a,b\ par¢casmda tayin olunmus kesilmaz funksiyalardir.
Tutaq ki, (1) tanliyinin

dx (2)

sortlerini 6dayan hallini tapmagq taleb olunur. Burada
actpO~Po.p, vaP2 - haqiqi adadlardir.

2 sortlorine  sarhad sertlari, (1) tanliyinin (2) sortlorini
6dayan hallinin tapilmasi masalasina ise sarhad masalasi deyilir.

Sarhad sertlari y(x) hallimn va onun %’ tbramasmimn
X

ne x=a-da, me do x =b-da giymatlerini tapmagda imkan
vermir. Ona go6re sarhad masalesini Kosi masslasina gatirmak
mumkdin deyil.

Sarhad mssalasi Uglin  asagidaki hallarin har biri
mumkundr.

a) sarhad masalasinin yegans halli var;

b)sarbad masalasininsonsuz sayda halli var;

c)sarbad masalasinin  halli yoxdur.

Misal 1. iki tertibli xotti
y"+y =0 ®3)
tanliyi Giclinlic sarhad masalasina baxadq:
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1 (3) tanliyinin
X0)=1 Yy)=-1 4)
sarhadsartlarini 6dayan hallini tapmali.
Baxilan tanliyin mumi halli

y =c{QBIC+ Q2SinX (5)
oldugundan, talab edak ki, bu hall (4) sertforini édssin. Bu zaman
alariq:

y(0)=c, =1 y'(n) =-c2=-1, vayac2=1

¢, va c2-nin bu giymatlerini (5j-ds yerina yazsaq (3) tanliyinin
(4) sarbad sartlarini 6dayan hallini alariq;

y = €0sX +sinjc.

Demali, (3)-(4)sarhad masahsininyegana halli var.
2. (3) tanliyinin

Y()=1 /(*)=-1 (6)

sarhad sartlarini 6dayan hallini tapmali.
Talabedak ki, (5) halli bu sartlari 6dasin:

Y(@0)=cr=1y'(n)=-c2=-1 vayac2=1

Belalikls alirig ki, ¢, sabitinin ixtiyari giymatinda

_y= GCosSX + Sin”
(3) tanliyinin (6)sarhadsartlarini 6dayan hallidir. Demali, (3), (6)
sarhad masalasinin sons 1z sayda halli var.

3. (3) tanliyinin

Y(0)=1,¥00=1 )

sarhadsartlarini 6dayanhallini tapmali. Bu zaman aling:
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/(0) =c2=1/0 ) =-c2=1vayac2=-1.

Demali, (3) tanliyinin (7) sarhad sartlarini 6dayan halli yoxdur.
Qrin funksiyas! vasitssile sarhad masalasinin hallinin
taptimasi Gsulu ile tarus olaq.
Tutaq ki, (1) tanliyinin bircins

+ «I><«) = 0,

A N+ N #)=
dxM ) 0

sarhad sartlarini ddayan hallini tapmagq talab olunur.Farz
edacayik ki, bu masalanin yegana halliyar.
Qeyri-bircins (1) tonliyi ila yanasi, uygdun bircins

“dxl +p(><)$x+q(><)y=0 )

tanliyina da baxag.
Aydindir ki, (1), (8) masalasininyegana halli varsa, (9), (8)
masalasinin yalrnz trivial (sifir) halli var. Dogrudan da. 9gar

y(xX)- (1), (8)-in halli va yO(x)" (9), (8)-in trivial olmayan
hallidirse, onda (1), (8)-in y(x)-dan basga y(x) +yO0(x) halli
da olardi.

Tutag ki, y =yI(x) v y =yr(x) (9) tanliyinin har
hansi iki xatti asili olmayan hallaridir. Onda hamin tanliyin
tUmumi halli

y(x) =clyl(x) +c2y 2(x)
soklindadir. Bu hallin (8)sartlarini 6demasini talabetsak

dk c}»gxf\ + <MW\ («)] + C2[«0 dy(’j\XU) +«1nr2d =o0>
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c X ox On(»)]+e2[A ax A ni=o

cabri tanliklar sistemini alariq. Bu bircins sistemin yaln trivial
hallinin olmasi (g¢lin
dyi(a) dyJa) , 4
I - «O—aicc— +«i>'i(«)  « O—gx— +« /1 (a)
J'I*(%X+AFIT A*%X+Ay,T

olmasi zaruri va kafidir. Demali, bizim farziyyamiz, yani(l), (8)
masalasininyegana hallininolmasisarti daxilinds 4 *0 -ir.
Indi (1) tanliyinin hallini sabitin variasiyas! Usulu ? quiag.

Halli
Y(x) = c.{x)yx(x) + c2(x)y2(x) (10)
soklinda axtararaq, bulisulunsxemina gors alariq:
w(x) ) Ayl W
Burada w(x) - ~(x) wve y2(x) hallerinin Vronski

determinantidir. Bu barabarliklari integrallamaqla

cIW =cu ~ c2(x) =c+ XM fL o(t)dt
a W0 I Mf)
va ya
c,(x)=CA- c2(x)=c2+ ] jlf(t)dt
i w(0 i Ht

ifadslarini tapirig. Bunlari (10)-da yerina yazmagla (1) tnliyinin
tUmumi hallini

y(x) =c,%,(x) +cly2(x)- )— - f(t)dt
a Mf)

Vo ya

=34 <34 W -yn*»a>)-yn,)y2*T n
i w(0
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soklinda ifade edirik. Burada cn,cl2,c2l,c22- ixtiyarisabitiardir.

B u ifacfolari toplayib yanya bdlsak va

E y K
Ccl -~ c2 -~ 2 12 +C ;22"

isaraetsak, alariq:

b
y(x) = QW(X) + c2y2(x) + JP(x,t)f(t)dt (11)
Burada
yix)y2(f)-yxt)y2(x) a<t<x
2w(t)
P(x,t) =
Y, (x)y2(0 - YI(0y2(x) X <t<b
2w (t)

Qeyri-bircins (1) tanliyinin {11) U4mumi hallinin (8)
sartlarini 6damasini talab etsak ¢, va C2 amsallari iiciin asagidaki

cabri tanliklar sistemini alariq:

c,[a0 +axx@)] +c2[a0 +awy2()] =
dx dx

<O . PAGL+  AN[I+ATWM=

=)[/30» ~ + A p(h,0]/Ne .

O~ O oldugu dg¢in bu sistemin yegans halli var va bu

halli Kramer qgaydasi ila tapmaqg olar. ©gar bu sistemdan c, va

c2-ni taptb (11)-da yerina yazsaq, sada ¢cevirmalardansonra
b

y(X) = Jg(jc,0/(0<* (12)
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disturunu alariqg ki, burada G(x,t) funksiyasi baxilan masalanin
Qrin funksiyasi adlanir va

P(x,t) yx(x)  yr(x)
dPa,ty+axP{a,t) Myx(@d) My2(a)

u dx
A ~ o1+ 010 Myxb My2b)

G(x,t) = ax

A
dusturuila hesablanir. Burada

Myk(a) =a0dy-d’)‘( - +awk(a),

MYkdp) = /30" Eoc - +3WYkp), k=12

Eyni qayda ile (Il)-in (2)sarhadsart]arini 6damasini talab
elsak, (1)-(2) masalasinin halli ti¢lin

y(x) = IG(x, t) f ()dt + ~ {a2[/20" ~~ +P\Yr0)1~
a

- A K -jd;(-+a>y2(o)]}y,(x)+)A{P2[«o dx +

+a,y, (a)] - a2[/20 u)>gx~ + Ay, (6)1}y2(x)

disturunu alariq.

Qrin funksiyasmm asagidaki xassabrini gqeydedak:

1L x &I oldugda G(x,t) funksiyasi bircins (9) tenliyini
odayir;

2. G(x,t) funksiyasi (8)sarhadsartiarini ddayir;

3. G(x,t) funksiyasi x =t oldugda kasilmazdir;
Gx(x,t) funksiyasi x =t -do birinci ndv kasilmaya
malikdir va Gx(t +0,t)-G'x(t-0,t) =I.
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MISALLAR

Asagidaki tanlikiarin verilmis sarhad sartlarini 6¢dayan
halbrini tapmali.

119. y"+/-6y =0, y(0) =0, y'(Y) = L
120. y"+y =0, y(0) =1, ¥ (a) =-1.
121. y" +9y =3x, y(0) = 1, y'(n) =K

Asagidaki sarhad masalsalarinin Qrin funksiyasmt
qurmali.

122. 1 =/(x),y(0)=0,41) =0.
123.y " +y =f(x), y(0) =0, y'(>k) =0.
124. 1 -y =f(x),y(0)=0,y()-y¥)=0.
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VIl FSSIL
BIRTSORTIBLI X&TTt DIIERENSIAL TSNLIKLSR
SISTEMt
§ 1. Xatti bircins sistemlar

Asagidaki birtartibli xatti bircins diferensial tanliklar
sistemina baxaq:

%6 + AUCOtt + R2(X)Y2 + - +ah(*HMu= >

-~ +a2l(x)yx+a2(x)y2+... +a2n(x)y,, =0,

‘(‘j'y +eu G\/I+6 @ (X)y2 Mﬂ,,mﬂ :O

ax

Farz edacayik ki, %(x), i,k =1,2, amsallari miayyan
(a,b) intervalinda kasilmaz funksiyadir.

Tutag ki, yf'(x),y2 (X),...y0x) funksiyalari (1)
sisteminin har hansi bir xususi hallidir. Onda asanligla yoxlamaq
olar ki, cykex),cy@x),...,cySi(x) funksiyalari da busistemin

hallidir. Burada c-ixtiyari sabitdir. 8gar (X ),}"*)» —2Y®(*)
funksiyalari ile yanasi y,(2(x),y 2)(x),...,y{d(x) ftmksiyalari da
(1) sisteminin xdsusi hallidirss, onda y{)(x) + y,(2(x),

y2\x) +y2Ax),...,y"\x) +y()(x) funksiyalari da bu sistemin

hallidir.
Tutaq ki,
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Yl(j) No Yn
@ © Ao
), )
NCI
(1)sisteminin nsayda xisusi hallarindan tagkil olunmus sistemdir.

©gar bu hallar sistemindan taskil olunmus

ylv /20 =
p(x) =" S e 3)
y () - y(>

determinant! (a,b) intervahnda eynilik kimi sifra barabar

deyilsa, onda (2) hallar sistemi fundamental hallar sistemi
adlanir.

Asagidaki teoremi isbat edak:

Teorem. Tutag ki,x0Oe (a,b) nogtasinde D(x0) PO .

Onda (a,b) intervalmm he¢ bir ndgtasinds D(x) determinanti
sifra barabar deyil.
I s batl Teoremi isbat etmak lgin D{x) determi-

nantmin téramasini tapaq va bu zaman diferensiallanmam
sutunlar Uzra aparaq. Onda, sads ¢evirmalardansonra alariq:

D\x) = ~(au +a2+.... + an,)D(x)
vaya
D'ix)

=-(an +a22+.... +am).
D(x)
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Bgar bu barabarliyin har iki tersfini jo0-dan x -a gadar
integrallasaq, onda
- J(SFE2+amjck
D(x) =D (xJe* 4
olar. Bu barabarlikdan goriinir ki, ager B(x0)® 0 olarsa, onda

(a,b) intervalinm istenilanx néqtssinda D (x)”" 0.

Teorem isbat olundu.

Qeyd edak ki, (4) disturu Qstrogradski - Liuvill -Yakobi
diisturuadlanir.

Bu teoremdan natica kimi ¢ixir ki, (I)-in fundamental
hallar sistemi var. Dogrudan da, har hansicirlasmayan

an ai2 an

a2
A =

a 22 . a2n

an2 . ann

matrisini gotirsak, birtertibli diferensial tanliklor sisteminin
hallinin varligi ve yeganaliyi haqginda teorems asasan (bax. IV
fasil, 81) (I)sisteminin

yf(xQ=akld, j =1,2,...«,
sortlorini ddayan  y[K)(X), y[K\x), ..., y(K)(x) bhalli var v
yeganadir. K =1,2,...,« qiymatlerina uydun bu n sayda hall
uclin(3)-1ls tayin olunan D(x) deter minanti

D (x0) = det /1 0
oldugundan, teorema asasen (a.b) intervalinin hec¢ hir

nogtasinda sifira cevrilmir. Demali, qurduumuz n sayda hall
fundamental hallar sistemini taskil edir.

Teorem Bgar (2) funksiyalar sistemi (1) sisteminin
fundamental hallar sistemini taskil edirss, onda bu sistemin
iimumi halli asagidaki baraharliklarls tayin olunur:
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Y1 =CMN) + cryl2) + =+ cnlN>

Y2=QY? +crY\D + m+-criy2\ 5)

Yr,=clyn) + c2Y@)+~+c, Y1)

Burada c1,c2,...,cn ixtiyarisabitlardir.
Is ba 11 Paraqrafmawalinda geyd olunan fakta asasen
(5) barabaerliklari ils tayin olunan _y,(X),y 2(x),...,yn(x)

funksiyalari (1) sisteminin hallidir. Bu hallin Gmumi hall
olundugunu isbat etmak Ucln go6starmak kifayatdir ki,

cvc2,...,cn sabitlerini elsa se¢cmak olar ki, (5) halli x=x0
oldugda

y1(xj=y{*), y2x0) =y @), ¥..(xJ =y (0 (6)
baslangic sartlarini 6dsyir. Burada xOe (a,b) ixtiyari geyd
olunmus négte, y{0),yR} ,y(QJ ise ixtiyariadadlardir.

(5) hallinin (6) baslangic sertlarini édarmsini talab elsal
buzaman c,,c2,...,.c,,-lara nazarann xatti cabri tanlikdan ibarat
sistemalarig ki, busistemin asas detcrminanti D(x0)-a barabar
olar. D(x0)d 0 oldugundan bu sistemin yegans halli var. &gar

sabitlarin busistemdan tapilmis giyniatlarini (5) barabarliklarinds
nazara alsaq, onda (6) baslangic serttarini 6dayan xiisusi halli

alarg.
Teorem isbat olundu.

§ 2. Xatti geyri-bircins sistemlar. Sabitin variasiyasi Usulu

Asagidaki birfortibli  xatti  qgeyri-bircins diferensial
tanliklar sistemina baxaq:
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= m-an(x)yt+alx)y2+... +ax(x)yn="f {(x),
X

g1 +a2\(XWA +aZ(X)¥2 + - +a2i()¥n = fI(X\

"L I +ar)yr + - +am(x)yn=/, (*)

Bu sistemda f(x) =/2(x) =...=f,,(x) =0 goétursek, onda

h-+o,(X)y{+al(x)y2+...+al(x)yn =0
ax

~arx~ +«@O0M +°2(X)¥Y2 +- +axn(X)y,, =

~ +am(x)Y1 +0,,2(X)y2+... +am(x)yn =0
ax

tanliklar sistsmini alarig. Busistem (1) sistemina uygun bircins
sistem adlanir.

Teorem. Qeyri-bircins (1) sisteminin Gmumi halli bu
sistemin har hansi bir xususi halli ila uygun bircins (2) sisteminin
tmumi hallinincamina barabardir.

I's ba 11 Tutaq ki, Yj(x),r2(n:),....~;(n) - geyri-bircins
(Dsisteminin har hansi bir xtsusi hallidir. Busistemda

N =z\ +y\(x), Yr=r2+Y2(x),....¥,,=2,,+Yn(x) (3)

avazlamasini edak. Burada zl,z2,...,zn - yeni machul
funksiyalaidir.

(3) avazlamasindan sonra zvz2,...,zn dayisanlarina nazarsn
bircins
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d
% +an(x)zl +an (x)z2+... +aln(x)zn =0,
ax

OI—ZL +a2{x)zx+a22{x)z1+... +a2n(x)z,, =0,
dx 4)

d
% +a ()2l + an(x)z2+ ... +am(x)zn =0
ax

sistemini alirig. Gorindlyd kimi bu sistem (1) sistemim uygun
bircins sistemidir.
Tutaq ki,

*\N yn o .
v, yf, y™, ®)

y<n),

(2) bircins sisteminin fundamenital hallar sistemini taskil edir.
Onda (4)sistemininimumi halli

z, =cY" +cy™ +..+c,,y\n\

22 - CIYT]+c2y 2) +..+cay’n),
Z,,=C,Yn>+c2Y(2)+~+cY m)’

barabarliklari ila tayin olunar. ©gar bu ifadsleri (3)-do nazars
alsaq, onda alariq:
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YI:CMI)+CZ/:|3+~+ c,.y(+
Y2=cyf +cy f +..+cj2]+Y2x),

yn =W™ +cy f +..+cryln) + Ym(x)

Bugeyribircins (l)sistemininhallidir.

Bircins sistemin Umumi halli haqginda teoremin
isbatmda istifade olunan analoji iisulla isbat etmak olar ki, bu
hall (1) sisteminin Gmumi hallidir.

Teorem isbat olundu.

Bu teoremin hékmim asasan, agar qeyri-bircins (1)
sisteminin har hansi bir xususi halli  ve uygun (2) bircins
sisteminin fundamental hsllar sistemi malum olarsa, onda bu
sistemin Umumi hallini qurmag olar. Gostarak ki, yalmz uygun
bircins sistemin fundamental hallar sistemini bilmakls, qeri-
bircins sistemin Umumi hallini tapmag mimkunddr. Bunun Gglin
sabitin variasiyas 1Usulundan istifada ecbk.

Tutag ki, (5) funksiyalari (2) bircins sisteminin
fundamental hallar sistemini taskil edir. Onda, bildiyimiz kimi, bu
sistemin Umumi halli

y, =ciyl'}+cay\2)te o> 1= n @
barabarliklari il tayin olunar. Burada cvc2,....cn ixtiyari
sabitlardir.

Qeyri-bircins (1) sisteminin hallini da (6) seklmda axtarag.
Lakin, bu zaman c,,c2,...,cu-lore sabitlor kimi deyil, X
dayisaninin funksiyalari kimi baxaq:

Yj ~ cl(x)yi) + c2Ax)yjZ+.. + c,,(xyjn),  1=1,2,:..1 )

Bu barabarliklari diferensiallasaq, alariq:
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YO e P2 : ©
+c|(X)yfI+c'(x)>f>+. +c (X)yl"\ i=12,..«

Qeyri-bircins (1)sistemini
-y|-+-an(x)yl+an(x)y2+...+ah(x)y,, =f,(x), 1=12,.%,
clx

soklinda yazib, (7) va (8) ifadalarini bu tenlikbrda nazara alsaq,
sach ¢evirmabrdansonra alariq:

Yl [(X) + v, ec2(x) +... +y(Imn(x)= A x), 1=12,...n

c[(x),-c'2(x),...,c'n(x) téremalarina nazarsn aldifimiz bu xatti
geyri-bircins cabri tanliklar sisteminin asas determinanti
D(x) ®0 oldugundan, onun yegana halli var.

Tutaq ki, ¢'(x) = (p,{x), i=12,...,n -bu sistemin hallidir.
Onda, bu barabarliklarin har birini inteqrallamagla alariq:

ci(x) - lg(x)dx+cn i=12,..x«.

Bu barabarliklarin sag tarsflarinda istirak edan cl,c2,...,cn-ler

ixtiyari sabitbrdir. ©gar c,(x), /=1,2,...n funksiyalari Ucln

aldigimiz axirinci ifadslari (7) barabarliklaerinde nazara alsaq,
onda (1) sisteminin Umumi hallini asagidaki  barabarlikler
vasitasils tayinetmis olariq:

Yizcy,+cy@+..+cnyjre+ X y\K) j<Rk*)dx, i=1,2,.,
k=1
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83 Sabitamsalli xatti diferensial tanliklar sistemi

Asagidaki xatti bircins diferensil tonliklar sistemina
baxaq:

+anyx+auy2+... +alny,, =0,
dx

o> +any{+a2y2+...+a2dh =6\,

dy
~a)r( +anY\t aTtY2+ - + atyn= |(

Burada ajk,i,k =1,2,...,n, amsallari haqiqi adadlardir.
Bu sistemin hallini

NizyIA Y2=Y2eX>->Yn=Yne* (2)
soklinda axtaraq. Burada y1y2)...,y,, vo f sabitlardir.
Bgar yly?2,...>n-w, bu ifadslerini (I)sisteminda nazars

alsaq va alinan barabarliklarin har terafmi e n-a bolsek, onda
asagidaki cabri tanliklar sistemini alariq;

(an +M)/1+6122+...+ 0\,,y,, =0,
0211 + («22 +7)/2- + 2T, =0,

«M +«,,272 + - + («m+ M, =0.
,....;Kn-lara nazaran xatti bircins olan bu sistemin
trival olmayan halli yalniz va yalniz onun determinant! sifra

barabar oldugda var. Ona gore telsb edak ki, bu determinant
si.fra b3rabar olsun
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amr + /1

A(A) = (4)
am

Bu determinantin  elemetlerindan  teskil  olunmus
asagidaki matrisa da baxaq:

Gij+n G2
4 + 5
mm = @ 2
a!
(@) tonliyi J1-ya nazaran n daracali cabri tenlikdir. Bu

tanlik (1) sistemina uygun .xarakteristik tenlik adlamr.
Yuxaridaki milahizalardan aydindir ki, (1) sisteminin (2) sakilli
trivial olmayan halli yalniz ve yalniz A adadi (4) xarakteristik
tenliyinin koki oldugda ola bilar.

Asagidaki iki hala baxaq:

.Tutag ki, (4) xarakteristik tanliyinin butlin koklari
muixtelifdir. Bu kokleri  N[,N12,...,/In il isara edak:

4*) =0,k =1,2,...,n. Baxilan halda asanligla gostarmak olar
ki, &(Ak) determinantimn n- 1 tertibli minorlarmdan heg
olmazsa biri sifirdan ferglidir. Bunun cin A'(JIK)¢ O,
K=12,..,1,, 06ldugunu isbat etmak kifayatdir. Bu faktin

dogrulugu ise NLN2,..M1, koklarinin sads koklar olmasi

sortindan asanligla alinir.
Xatti bircins (3) sisteminda J1=/Jlk gotirssk, AN14) =0
oldugundan, bu sistemin trivial olmayan halli var. Tutaq ki,
-beb hallardan biridir. M(J1K) matrisinin ranqi

n - 1-3 barabar oldugundan (3)sisteminin halli
bir sabit vuruq daqigliyi ils tayin olunur.
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Belslikls baxilan halda xarakteristik tanliyin har bir
N =TJk kokins (l)sisteminin
yw = =/Xe”,....y(K =rlkeAixk =1,2,...u

xususi halli uygun olur ve bu sistemin Umumi halli asagidaki
barabarliklar vasitasila tayin olunur:

N=cMr)+cy\d +-+ Y™

Y2=cxYR t cryg t+- tcnYr\

Yn=cYn]+cr¥Ya]+- +¥Y "]

Tutaq ki, xarakteristik tanliyin koklari igarisinda
kompleks koklar var. Ferz edak ki, J/ix=a +/3i bu tanliyin
kompleks kokudir. Xarakteristik tenlik haqiqi smsalli tenlik
oldugundan Jir =a-/3i adadi da bu tanliyinkéki olar.

9gar (3) sisteminin /1= Jix—a +/?/-ya uygun trival
olmayan hallini yxy2,—y,, ib isare etsek, onda yxyr,...,y,, bu
sistemin/1- /Ir =a - J3i-ya uygun halli olar. Burada
yxy2,—Y,, adadlari yl,y2,—y, adadlarine kompleks gosma
adadleridir. Buhalda A va J12 kdklarina uygdun hallari

yf =r/ atHii) yid=y [/ afii\ j =1.2,.«

soklinda ifada eda bibrik.
Tutagki, y} =06j+ifj, j =1,2,...«. Buhalda
y P =em(Sj cosfix - Sjsin/?x) +iem(Sj sinfix +Sj cosp x),
yf'* =em(Sj cosj3x - Sj sin/3x) - iem(5}sin /3x + s} cosf3x),
i =12,...n,

olar va asanligla géstarmak olar ki, bu halbrin ham haqgiqgi, ham
cb xoayali hissasi halldir. Demali, xarakteristik tanliyin

Nx=a +/3i voa M12-a-fii kokbrina (I)sisteminin
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yp =eT(Sfcosfix - Sjsinfix), j =1,2,..x,
Vo

yjd =ea(Sj sin/3x +Sj cos/3x), j =1.2,..,n,
hallari uygundur.

2. Tutaq ki, xarakteristik tonliyin koklari icarisinda
tokrar koklar var. Farz edsk ki, X =\ xarakteristik taniiyin m

dofe  tekrarlanan kokidir. Bu halda A(Xy) =A'(Xy) =...=
=00 DU =0, AMXDPO ve A (Xy) determinantmm n-m
tartibli minorlarmdan he¢ olmazsa biri sifirdan fargli olar. Bgar
rank M(Xy) =r isara etsek, onda r>n~m miinasibati dcienar vo

(3 )cabri tonliklar sistemi X = Xy olduqda r sayda asili olmayan

tanliklardan ibarat sistema cevrilor. Xatti cabr kursundan
malumdur ki, bu halda n—r sayda dayisan ixtiyari giymat ala
bilar. ®ger r=n-m va yaxud n— =m olarsa onda (3)
sisteminin m sayda xatti asili olmayan halli olar. Bu halda

xarakteristik tonliyin m dafs tekrarlanan Xy kokina (1)

sisteminin do m saydaxatti asih olmayan halli uygunolar.
9ger r>n-m va yaxud n-r <m olarsa, onda (1)

sisteminin Xy kokuna uygun hallsrinin sayr m -dan az olar. Bu
halda catismayan hallari e/f1x,xef1x,...,x T /JIx funksiyalarinm

xatti kombinasiyasiseklinds axtarmaq olar.
Misal 1. Asagidaki sistemin tGmumi hallini tapmali.

tyy

ax 2Y ,+Y?2

®)
N - =3yy+4y2.
ax

Halli YW=%8* 6 y2=y2AX soklinds axtarag. Bu
ifadalari sistemds nazars alsaq , yy va yr-ys nazaran asagidaki
cafcri tanliklar SBtemini alariq:
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r(n-2)y,-y2=0,
I-3/,+(A- 4)y2=0.

Bu sistemin trivial olmayan hallinj tapag. Bu magsadls
xarakteristik tanliyi yazaq va onun koklarin tapag;:

n—2 -1

-3 -4

Motarizalari agsaq bu tenlik  J12-6 /1 +5=0 seklina diser.

Asanligla yoxlamag olar ki, J1=\,A" =5 hi tenliyin kdklaridir.

(6) sisteminds J1=1 gotirsak , alang: Y\+Yr=®-
Aydmdir ki, yx=1y2=-1 bu tanliyi 6dayr. Ona §ora

=0 vaya (/1-2)(A-4)-3 =0
P {fpn

Yi=ex,¥Y2=~ex
(5) sisteminin hallidir.
(6)sisteminda /1=5 gotirsak, anaoji gaydada alariq
3y,-y2=0.
WM ~ 172 =3 bu tanliyin halli oldugundan
*=e5,J1 =3e5

(5)sisteminin hallidir.
Bunlari nazara alsaq,(5)sistemininimumi hallini

Yi—Cx +c3B

y2=-c\ex +3cex
soklinds yaza bilarik.

MIiSALLAR

Asagidaki xatti diferensial tanliklarsistemini hall etmali.

dy\ iy
Y1 - 2>
125, £é
-~ =-4y, +y2.
0 y, +y

127



-Yi+*yr’
Y\+Yr-
Y\+Yr>
-271+372
Yl-3y2’
M +y2-

-y, -9Yy2,

YX+Y2-



IXFOSL

BIRTORTIBLI DtFERENSIAL TONLIKLOR
SISTEMtNIN HOLLININ DAYAMQLIO

8§ 1. Osas anlayislar

Asagidaki birtartibli diferensial tanliklar sistemina baxaq:

dt

at

Tutaq ki, T ={t0 <t <co}, X ise Xxi,x2,...,xn dayisanleri

fozasinm mahdud oblastidir. Farz edacayik ki,

fk(t,xx...,xn), K =1,2,...«, funksiyalari D =T x X oblastinda
nl

kasilmaz va mahdud k,j =1,2,...,n, xisusi téramalari olan
ax,

funksiyalardir. Bu halda hallin varhdi ve yeganasliyi hagqinda
teorema asasan (l)sisteminin

2)
baslangic  sertiarini  6dsysn yegans halli var. Burada
(X, x°2,...,xIe. X ixtiyari ndgtadir.

(1) diferensial tanliklsr sisteminin (2) baslangic sartlarini
odaysan  hallini xk =xk(t), k =1,2,..,n, bu sistemin ixtiyari

basga hallini iss xk = xk(t),k =1,2,..,« ila isaraedak.
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T arifl Tutaq ki, istanilan e > 0 adadi tglineis 8 > O
adadi var ki,

KtOo0)-**00)I<<?> Kk =1.2,..,1, 3)

oldugda

|x*(0- **(0| k =1,2,..,n, t0<t< 0 4
sorti 6danir. Onda (1) sisteminin xk =xk(t), k = 1,2,..,n, halli
Lyapunov manada dayamqlh helladlanir.

Tarif2 (1) sisteminin xk =xk(t), k =1,2,...,n, halli
dayamqgli  hall  olub, (3) sertlerini  6daysan istanilan
xk = xk(t), k = 1,2,....,n, halli t¢lin

Jight () - xk(Mi= 0, k=12,..n,

minasibatini 6dayirss, onda bu hall Lyapunov rmnada
asimptotik dayamqli halladlamr.

(1) sisteminin dayamglh olmayan halli  bu sistemin
dayamqsiz halli adlanir. Bu 0 demakdir ki, agar

xk =xk(t), k=\,2,...,r1, halli (1) sisteminin  dayanigsiz
hallidirse, onda els s >0 adadi var ki, ixtiyari kafi gader Kigik
8 >0 adadi Ugun, bu sistemin (3) sartini 6daysn hallari
icarisinda ela hall tapmaq olar ki, buhall t-nin muayysn t >t0
giymatinda (4) barabarsizliyini 6damir.

(1) sisteminin sifirdan fargli hallinin dayamgliginm
tadqiqgini digar sistemin sifir hallinin dayanighginin tadgigina
getirmak olar . Bu nrogsadla, swalca (1) sistemini asagidaki
sokilda yazag.

dlt —fk(?,Xy,x2,...,x1), K—\,2,...,n (5)
Tutaq ki, xk=xk(t), k=\,2,...,n, bu sisteminin har

hansi bir hallidir. Bu sistemda
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XK- YK+**(0» K=\,2,...,M (6)
avazlamasini edak.

, K=1,2,..1,

oldugundan, (6) avazlamasindansonra (5)sistemi

U

saldina dusir. Burada
H(t,y{y2...,yn) =fk{t,yx+xxt),y2+x1(t\...,yn+xn(t))-
- Tkt x(t\x 2(1),...,X,,{)), K=1,2,..n
AXirinci barabarliklardan gorundr ki.
Fk(7,0,0,...,0) =0,k =1,2,..,n. Demali, (6) avazlamasindan sonra

(1) sistemi (7) sistemina, (1) sisteminin xk =xk(t),k =1,2,...,u
halliise (7)sisteminin yk=0, k =1,2,..,n hallina kegir.

§ 2. Xatti sistemin dayanighgi

Asagidaki xatti diferensial tanliklar sistemina baxaq:
a1= an(t)xx+ an (t)x2 +... +aln(t)xn,

— =«2i(0™N +a2(t)x2 +... + a2n(t)X,,, O

—é]tl' =aA f)xi+ani(0x2+... + am(t)x,
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Forz edacayik ki, aik(t\ i,k =1,2,....u funksiyalari
t0 <t < co yarimoxunda kasilmaz funksiyalardir.

Tutag ki, x ()0, x&)(t),..,x(K)(t) funksiyalari (1)
sisteminin
x\k)(t0) = 0 ,.., xE>(/#) =0, x[K)(t0) = 1, xIK](t0) =0,...,
xIk)(t0) =0,k =\,2,..,n,
sortlarini 6dayan n sayda xatti asili olmayan hallardir.

Satunlari bu halbr olan matrisi V(t,t0) ils isars edak.

Qeyd edak ki, (1)sisteminin fundamental haller sistemindan teskil
olunmus V(t,t0) matrisi bu sistemin fundamental matrisi

adlanir. Aydindir ki, V(t0,t0) = E . Burada E -vahid matrisdir.

(1) sistemini
d
= =A(Dx @

soklinds yazaq. Burada A(t) - (1) sisteminin aik(/) amsallarin-

dan dizsldilmis kvadrat matris, jc= |ic, x2,..,an|" iss situn

vektorudur.
Tutag ki, x=x(t)- (2) sisteminin x(t0) =x0 sartini

odayan hallidir. Burada x0=LUx"x".~x" geyd olunmus

vektordur. Bu halda x = x(/) hallini V(t,t0) matrisindan istifada
etmakla

x(t) =V (t,t0)x0
soklinda yazmagq olar.

Eyni qayda ile (2) sisteminin y(tc) =yO0 sartini 6dayan
hallini

y(t) =V(t,t0)y0
soklinds yaza bibrik. Bu halda

x(t) - ¥(0 = V(t,t0)(x0-y 0) . (3)
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Asagidaki hallara baxag.
1) Tutaq ki, V(t,t0) matrisi mahduddur. Yani els

M adadi var ki,
\V(it,t0) \ = £ pik(/)| <M, t>t0 oldugda.

ik=1

Buhalda (3) barabarliyinaasasan yaza bibrik:
\x(t)- y(0] z\v{t,t0)|+|x0- y0l< M\x0- y01
Bu barabarsizlikdan goriinur ki, agar

b nl<<5=¥
olarsa, onda asagidaki barabarsizlik 6danar:

[X(0 - y(?)j <s, t>tQolduqgda.
Demali baxilan halda, (1) va ya (2)sisteminin x = x(f)
halli dayamgqlidir.

2)Tutagki, limF(MOQ) = 0.

Buhalda V(t,t0) matrisi t >t0 olduqgda mahduddur va
demali x =x(t) halli dayamqglidir. Bundan basqga (3)
barabarliyins asasen ixtiyari y ~ y(t) halli G¢iin

XD - y(0\=0
Demali x = x(t) halli ham de asimptotik dayanigh
hallidir.

8§ 3 Sabit amsalli xatti sistemin dayamqgligi. Qurvi¢ meyari

ovvalki paraqrafda xatti diferensial tonliklar sisteminin
dayanighg! tgin kafi sart aldig. Bu sart fundamental matrisin
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mahdudlug sertidir. Xatti diferensial tanliklar sisteminin
fundamental matrisini qurmaq mimkin oldugda bu sartdan
istifads etmakla dayanighgi tedqiq etmak effektli olur. Sabit
amsalli xatti diferensial tanlikbr sistemi beb sistemlardandir.

dx2

mUAN H>

sistemina baxaq. Burada aik, i,k =1,2,...,u -haqiqi adadlardir.

Sadslik Uglin farz edak ki, bu sistemin butiin xarakteristik
adadlari mixtalif ve haqiqi hissalari manfi olan adadlardir. Bu

adadlari 1LN2,....7n ils isara edsk. Onda (1) sistemina uygun

fundamental V(t,t0) matrisini yazsagq, maxsusi adadlarin haqiqi

hissalari manfi adadler oldugundan bu malris tgin
limV(t,t0) =0

barabarliyi dogru olar.

Den»li baxilan halda (1) sisteminin butin halbri
asimptotik dayamqhdir.

Bu natica gostarir ki, sabit amsalli xatti bircins diferensial
tanlikbr sisteminin halbrinin dayangihgr uygun xarakteristik
tanliyin kdkbrinin tadqiqini tebb edir. Daha daqgiq desak, bu
masalanin halli xarakteristik tanliyinin butiin koklarinin haqiqi
hissalarinin  manfi isareya malik olmasim tamin edan sartbrin
tapiimasina gstirilir. Beb sartbr Qurvig teoremi adlanan
teoremdas 0z aksini tapib.

Tutaq ki, daracasi n-a barabar olan

oin+  1+a2n2+..+an\A+an=0 (2)
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cobri tenliyi verilib. Bu tanliyin amsalarmdan dizaldilmis
asagidaki determinantlara baxaq:

<t «0 0

ax a0 0 .0 0O
ab a2 Op.,0 00

Lin ®3)

000 00 a,

Teorem (Qurvi¢c teorem i). Cabri (2) tanliyinin
butun koklarinin manfi haqgiqi hisseys malik olmasi t¢linzaruri
vo kafi sart (3) determinantlarmm misbat olmasidir:

4, >0, A2>Q A3>0,..,An> 0.

Misal. Qurvi¢ teoremindan istifads etmakls asagidaki
diferensial tanliklarsisteminin dayamgligmi tadqiq etmsali:

N- =-3yl+2y2+2y3

4)

Baxilan sistemin hallini

YK =YIe™ Yo =Y2'>  Y3=Yph
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soklinds axtarsaq /,,yrve yb-3 nazaran
(X +Y)yx~2yr- 2y3=0
3+ (A+ 1y2-y 3=0,
h~2y2+/1y3=0
xatti cohri tanliklar sistemini alang. Malumdur ki, bu sistemin

trivial olmayan halli yalniz va yalmz onun determinani sifira
barabar olduqda var:

n+3 -2 -2
3 A+l -1 =0.
1 -2 n

determinanti a¢gsaq A.-ya nazaranii¢ daracali
JB+4A2+9A,+10=0 (5)

tanliyini alarig. Bu (4)sistemina uygun xarakteristik tanlikdir.
Qurvic teoreminin sartbrini yoxlayag.

Alinan (5) xarakteristik tanliyi G¢lin

a0=1 ax=4, a2=9, a3= 10 oldugundan

41 410
A = =4>0, A, 109:26>07Aj:1094 260 >0
0 0 10

Demali (5) xarakteristik tanliyi tiglin Qurvic teoreminin
sortlari 6danir. Ona gora (4)sisteminin hallari dayaniglhidir.

Asanligla yoxlamagq olar ki, (5)xarakteristik tanliyinin
koklari Jlj=-2, N, =-1 +2/ vo JB=-1 - 2i barabarliklari ila
tayin olunurlar. Ona géra baxilan diferensial tanliklar sisteminin
hallari, ham da asimptotik dayamqghdirlar.
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XFOSiL

BIR TORTIBLI XUSUSi TOR®MOLI DIFERENSIAL
TONLIKLOR

§ 1. Osas anlayislar

Tutaq ki, machulz funksiyasi x,,X2,...,%,, (n>2)

sarbast dayisanlarindan asihidir.
T ar if Sarbast x,,x2,...,xn dayisanlarini, machul z

: dz dz dz
funksiyasini ve onun — ,-—— — Xususl toramalarmi ozunds

Ax1 ox2  poxn
saxlaypan tanliya birtertibli xUsusi téremali diferensial tenlik
deyilir.
Birtartibli xtisusi toremali diferensial tanliyi imumi
sokilds asagidaki kimiyazmaq olar:

dz dz dz n_
F =0 (1)
X TAx27 T paxn
Burada £ -6z arqumentlarinin malum funksiyasidir.
Toar if Oger n Olculu fazanin miisyyan D oblastinda
tayin olunmus z = (p(xxx2,..,xn) funksiyasinin bu oblastda

kasilmaz xususi téramalari varsa va bu funksiya
<X OX2  pxn
ve onun xisusi téremabrini (1) tenliyinda yerina yazdigda bu
tanlik eynilik kimi dogru berabarliys cevrilerss, onda
z = <p(xv x2,..,xn) funksiyasina (1) tanliyinin halli deyilir.
T o r i f ©ger machul z funksiyasi va onun

gz gz dz MR 't'orarreﬂarl’ (1) tenhyma xatti baxil

2, ’sz" 8xn
olarsa, onda bels tanlik xatti tanlik adlanir.

Birtertibli xtsusi torarmli xatti diferensial tonliyi Gmumi
sakilds asagidaki kimi yazmagq olar:
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Tutaq ki, bu tanlikde /(x,,x2,...,x4) 3 0. Onda (2) tanliyi
asagidaki sakls disar.

& / \ dz
P\ (xt,x2 xn 1S tnotkgx2  xn)-Y% h..+
( % k2 7 9

+ Pn(r1 >*2 ) — + 0(*|.*2V ,X,)zZ= o
oXx,,

Bu tanlik birtertibli xtisusi téramali xatti bircins tanlik adlanir.
Toarif Yalmiz z machul funksiyasinin téramalarina

nazaranxatti olan tanliys kvazixatti diferensial tanlik deyilir.
Birtartibli xisusi téramali kvazixatti tanliyi Gmumi sekilda
asagidaki kimi yazmagq olar.

p |éX|,X2,...,Xn,Z)—aZ +p 2(x|,x2,...,xn,z§+—d% +..+
@

+ /?,,’(”‘,,x2,...,x,,,z)iz =/(X,,X2,....X,,,Z).
Iqxn

. - dz . )
Tutaq ki, (1) tenliyini, masalen, -— xisusiI tdramasma

OX,
nazaran hall etmak mimkindir:

dz f XN dz dz 4

— X1 ->XN,Z,— £

8x, A T ax2  pxn j

Asagidaki masslays baxaq:
(5) tanliyinin



z(X°,X2,..,%,,)=(p(x2,X3,..,X,, ©®
sortini O0dayan  hallini tapmali. Burada xx verilmis sded

h(x2,x3,..,xn) malumfunksiyadir.
(5) tanliyinin  (6) sertini 6dsyan hallinin tapilmesi
masalasina Kosi masalasi deyilir.

8§ 2. Birtartibli xtisusi tdramat xatti bircins diferensial tanliklar

Asagidaki tenliys baxaq:
pl{xl,xz,...,xniiz +p2(x|,x2,...,x,,)—drZ + ..+
.

w12, (xox2,xB) =0, @

0%,
Bu tenlik, bildiyimiz kimi, birtertibli xtisusi torarrali xatti
bircins tenlikdir.
(1) tenliyiils yanasl
dxx _ dx2 _ dxn

pX(XXX2,...,Xxn)  p2(X%X2,...,Xn) p N(XX X 2i...,xn)
adi diferensial tenliklar sistemina do baxag. Bu sistemi (1)
tenliyina uygun adi diferensial tanliklar sistemi adlandiracagiq.

Tutaq ki,
CX(XX,X2,..,Xn) =CX,

C2(XX%X2,..,Xn) =c2,

<M 1(Xi,X2,..,X,,) =C,_x

(2) sisteminin Gmumi inteqralidir. Bu halda (3)-3 daxil olan her
bir berabarlik (2)sisteminin birinei inteqrah adlarur.
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Teorem. 9ger (xl,x2,..,xn) =c-(2) sisteminin
istanilan birinci inteqraldirsa, onda z =cp(xl,x2,..,X,,) funksiyasi
(1) tanliyinin hallidir va torsine, agar z = (p(xl,x2,..,X,,)-(1)
tanliyinin  hallidirss, onda (p(xI,x2,..,x,,J =c-(2) sisteminin

birinci integrahidir.
Bu teoremdan istifadas etmakla isbat edilib ki, agar (3)
barabarliklari (2)sisteminin Umumi inteqralidirsa, onda

z = H{<pxq2 (4)
funksiyasi (1)  tanliyinin Umimi hallidir. Burada F 0z
argumentlarina nazerandiferensiallanan ixtiyari funksiyadir.

dz dz dz
Misal 1. x +x? ..+ X, =0
Yy e T B

tanliyinin imui hallini tapmali.
Bu tanliya uygun adi diferensial tanliklar sistemini
yazaq:

dxi _ dx2 dxn

X, XT Xn
Busistemin imumi inteqralmi tapaq. Bu magsadle

tanliklarinin har birini integrallayag. Bu zaman
iimumi inteqgralmi alariq.
Demal/i baxilan tanliyin iimumi halli

VX « XA J
barabarliyi ila tayin olunur.
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dz

dx

sartini dayan hallini tapmali.
©vvaelca tanliyin tmumi hallini tapaq. Bu magsadla

Misal 2. x 2y 2% = 0 tanliyinin z(x, 1) = 1+ X
y

dx _ dy
X2 Y2
tanliyinin imumi integralmi tapag. Asanligla yoxlamagq olar ki,
X+y _
=c
Xy
bu tanliyin iimumi inteqralidir. Ona gora
z=f{ " ) ()
I~ J

baxilan tenliyii iimumi hallidir.
Talab edak ki, bu hall z(x,l) = 1+x sartini ddasin:
Bu barabarlikdan asanligla alariq ki,

T ~TIx-
Deireli, (5) barabarliyina asasen baxilan masshnin halli

X+y - Xy
barabarliyi b tayin olunur.
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8§ 3. Birtortibli xtisusi torainaSi kvazixatti tenlikler

owalki paragrafda qeyd olundugu kimi
dz

: .d oz . :
1?2j(XpX2,..., Xw,z)— p 2\X1,X2,»;Xn,Z) -h...+
oc, ox T

S 1
Pn(.X|,X2,-;Xn,z)—Z =f (xI,x2,---,xn,z) @)
axn
tanliyi birtartibli xisusi téremali kvazixatti diferensial tonlik
adlanir. Burada p,,p2,...,p,,vo / funksiyalari malum kasilmaz

funksiyalardir.
owvlki paraqrafda baxdigimiz xatti bircins tanlik bu
tanliyin xdsusi halidir. Dogrudan da, agar bu tenlikde / =0

gotirsak ve forz elsak ki, pn i=1,2,..,u, amsallari z-danasil

deyil, onda bu tanlik bir tortibli xatti bircins diferensial tanliys
cevribr.
(1) tanliyinin hallini

V(z,xvx2,..,}c,)=0 (2)

soklinds axtaraq. Burada V -machul funksiyadir.
Bu barabarliyin har iki tarefmi xk dayisanina nazaran

diferens iallayaq:

9V dz + _d\:/ O,FI’= 1’,2,‘..,/?.
dz gxK  [OXK
Bu barabarlikdan aliriq:
dz _ dV AV =124 (3)

OXK  AXK dz
9gar (3) barabarliklarini (1) tanliyinda nazara alsaq va alinmis
barabarliyin har iki tarafmiddV 3 vursaq, onda V machuluna
z
nazaran asagidaki tenliyi alariq:
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p{(xl,x2,...,xn,z)8—V + p2(x|,x2,...,xn,z)iv—+...+
0XX

ax2
qv (4)
+p,,(x1X2,...,X,,,2)— +f(x1,x2,...,xn,z)— =0.
axn dz
Bu birtartibli xtsusi toramali xatti bircins tenlikdir.
Uygun adi diferensial tanliklsr sistemini yazaq
dxl _dx2_ _dxn_ dz
)
Px Pl Pn f

Tutaq ki,
Pl(xI,x2,..,x,,,2) =cl,

h2(x1,x2,..,%,,,2) =c2,

(p,.(x1,x2,..,X,,,2) =cn
bu sistemin Umumi integralidir. Onda (4) tanliyinin Gmumi halli
vV =F((p..(p2,..,(pJ

barabarliyi ib teyin olunar. Burada F ixtiyari diferensiallanan
funksiyadir.

9gar V -nin tapdigimiz ifadssini (2) barabarliyinds
nazara alsaq

F(o,92,..,03=0 (6)
muinasibatini almis olarig. z va x1,x2,...,xn dayisanlariarasmda
minasibat tayin edan (6) barabarliyi (1) tanliyini 6dayir.

Misal. xy— - x2— =yz tanliyinin hallini tapmali.

ax ay

Bu tanliya uygun adi diferensial tanliklar sistemini yazag.
(5)-8 asasan
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dx _dy _dz
Xy -X2 yz
sistemi baxilan teniiya uygun adi diferensial tanliklar sistemidir.
Busistemin iimumi integralim tapmaq Uciin awalca
dx _ dy
Xy -X2
tanliyina baxaq. Bu tanliyin har iki tarafmi
X2y -3 vurub, integrallasaq, alariq:
XZ +y2 =C{
indi isa
dx _dz
Xy yz
tanliyina baxaq. Bu tanliyin har iki tarfmi y -3 vurub,

integrallasag, alariq:

z
—~—Q

X

Demali, baxilan tenliyin halli

barabarliyi ils tayin olunur. Burada F -ixtiyari diferensiallanan
funksiyadir.

MIiSALLAR

Asagidaki tanliklarin imumi hallarini tapm.
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132.

133.

133.

135.

136.

137.

138.

139. V

x— +(x+2y)—
X

(x- z)— +(y- z)— +2z—
ac

an

an

y= +x=

Ax
dz

ay

+z—

dz

= 0.

dy

= 0.

dz
y i-x— =X +Y.

dx

2Xx— +(y-x)— =x2.
X dy

dy

du.

0z
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CAVABLAR
1 (x2+1)(y2+1) =¢;

2. ndx2+1 +Jy2+1 =c;

3-y= c
" x2. 1
A 1+sinx 1+cosy _
1—sinmt 1-cosy

5 y =2+csinx;

, (x +1)6
«KE> = — — :

7.y = (X +c)5;
8.y =x;

9 y= cX
1-cx

10.y = 2e3;
11. sin(y-x) = cex;
12. 4y = 6xX - 7- e2x2);
13. Inj4x + 2y + 1= 2y + 4;
A4, < N - X+ 2

4
15, y2=1+c(x + Y)s~xl
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16. y = x Injcxj;

17. larctg —=bl(x2+y 2) +c;
X

IB. xsm Y. C;

Y

19. ¢ *+ 21njcx| = 0;

20. xinjx- 2y|+2y =-3x In|cx];

2 an.p Y
X2

22,y +"x2+y2=CX

23. y2 =x(c + 2x);

24, y2+4xy - x2- 2x- 6y =¢c;
25. X2- 2xy + by2- 4x + 2y =c;
26. (x+2y)2+(x- 2y) =c;

27. (x+ Y2+ (x-y) =¢;

28. y2- 2xy- Xx2+4x =c¢;

29 (2nly - 3x)3=c(Jy - X)2;

1

30./ ev =c;

31. y = x(c +x2);
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32.y =— (c+x2);
X+2

33. y = ccosx +sinx;
34,y = <~*c+ 31njx|);
35.y =CX-XCOSX;

36. X = ce~y +e2y;
37. g//= ccosx + —Sin2x;
2

38.y(c-x) =e2;

1
39.y -
ce *+ x - T
cx +1
40.y—( ) -
16x2

41. y2=Cp|x2- 1+x2-1

42.y2(sinx +c¢) =x;

c+e?2
43y = -
2(c-e 1)
AA.y =2ex - —;
X+c
45. y=5|nx+-—-—1—-—;



46

47

48

49

50

51.

52

53

54.

55.

56.

57.

58.

59.

X3+3Xxy2 =c;

x2Inly| =c;

Xy r+3(x2-y 2)=c;

X2+2x(y-y2) =c;

x3- y4sin 2x + 2y =c;

x1-y 1+2xy =c;

1
X+/Inlx2-y 2,=c;
7inge-y

1

Xy +€e X =¢;

tg—+2x =c¢;

N—-xy-1n\y\ =c;

X2 x3 —X2_ 1. X34X4.

575 6 M3 2 6 24

YX=2 +2X-C0SX; Yy2=2X2+4X +2-C0SX-2sinX;

Y3

4x3

-+4x +4x-2 +3cosx-2sinXx;
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60. M ;
L4 4|

61.Yeharvari noqte ;
62.Duyun noéqtasi;
63. 21y 2=8(2x+¢)3; y =0;

64. In(y + Tly2-1) =xx+cC; y = +1;
65. 4y2—1—16(n: +c)2; y - =7

66. j/ = 2x +c;

68.y - 2—e2x+c; y =ce

69. y =cx3; y =cx;
70. (ex+1)2=\-y2;

x=2p3-3/7,
71.
Y=AP 2(P2-1) +¢;

72.x=-2 — ; y=~n(/72+1) +- i — +¢;
Y 2 ( ) /17+1

Ib.x=In(/7+ g1 +/72)+C, y =T +p2

74. cx=Incy, y =e*;
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79.

80

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

89.

=—6r l;y=|np+|—c"/p_;
np P

.y —cx—ec\y =x(inx -1);

c2-1 =(ctx +c2)2;

ey +C[ = (x +c2)2;
= X—3 +cx(Inx-1) +c2x +c¢3;

Y2 =x2+c,X+C2;
y =xX(x+ g Inx+c2);
y2=cfx3+cz;

a

y =c2xe *;

y(x+2)=-x-6;



90.e 2= 1i—£x;
yi2

91 .Xatti asili deyil;
92.Xatti asthdir;
93.Xatti asihidir ;
94. Xatti asthdir;
95. Xatti asildir;

96.y = kx;
97.y =ex;
98.y =ex-lI;

99.y =clex +c2e2x;

100. y - c y+c2ex +c3~2x;
W .y =cte™ b ePcacos-Aox + c3siB x);

102. y =cxex+c2e~x +ce X +cle~2x;
103. y =cxex +e~x(c2 +cX)\
104.y =ciex +c2~X- X 2;

105.y =Cle~x +c2e3X +edx;

2
106.y =c, cos2x +c2sin 2x +(jc- —ex;

107. y =clex +c22~X+ x(x~—)ex;
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108.

~

120.

121.

123

124

125

126

. .o X
Yy =CjCOSX +Cc2sinX- —COSX;

.y =x3(cl+ c2x4);
Y =c,x3+92;
X

.y =¢, +c2In|x +c3x3;
y =x(cl+ c21njx + 1n2|x|);

y =xInjd+c,x+cx2+x3;

y = COSX + sinx;

= C0S3X + —;
y 3

[ (x-1)/, t<x<l.

G(x.) [-sinx cost, 0 <x<t,
. G(X, ]
[-cosxsin/, t<x<n.

l-ex, 0<x<t,

. G(x,t) m g(u-e 9

-, t<x< 1l
e

.Y, =(e *+c2ebx, y2=2c, e~x- 2c2e3x;

.Y, =2C,c3t- 4c2e~3, y2=c,eX+c2<TX
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127

128

129

130

y2=e2q(c, + c2)cosx + (c2- c,)sinx];

N~ €c0s3X c2sin 3x),
y2=ex(c, sin3x - ¢c2cos3X);

= )c°s2x —2C[ + ¢2)sin2x),
'y 2=, cos2 x + c25in2x);

.Z=F(x2-y 2},

131. z =F((x +Y)y);

132.

m

134

z=F(4JL=);
yiX+yY

u=F((*zyl
z z

.Mm=Fixl-jv2,—
z

135. F(x2-y 2,x+y-z) =0;

136

137

138

139

CF((i+idi,4-42) =0;
X 2

LF(x2+ /,-) =0;
X

.F(y2-z22,x2+(y-2)2)=0;

.F(z-In|xj,2x(1-z) +y2)=0.
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