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ÖN SÖZ
Dərs vəsaitinin yazılmasında əsas səbəblərdən biri- 

diferensial tənliklər kursu üzrə azərbaycan dilində dərslik və dərs 
vəsaitlərinin az olmasıdır. Q.Əhmədov, JCHəsənov, M.Yaqubov 
tərəfindən yazılmış və 1978-ci ildə nəşr olunmuş «Adi diferensial 
tənliklər» adlı dərslik 30 ildən artıqdır ki, oxucularm 
istifadəsindodir. Azərbaycan dilində yazılmış və diferensial 
tənliklər sahəsində ən yaxşı dərslik hesab ohrnan bu kitab kiril 
qrafıkasmda yazılıb və hal-hazırda onun sayı kifayət qədər deyil. 
Bunu əsas tutaraq biz diferensial tənliklər kursu üzrə dərs 
vəsaitinin yazılmasını və tələbələrin istifadəsinə verilməsini 
məqsədəuyğun hesab etdik.

Ders vəsaiti müəlliflərin Bakı Dövlət Universitetinin 
Tətbiqi riyaziyyat və kibernetika fakültəsində diferensial 
tənliklər kursu üzrə oxuduqları mühazirələr əsasmda yazılıb.

On fəsildən ibarət olan dərs vəsaiti diferensial tənliklər 
kursunu tam əhatə edir. Burada törəməyə nəzərən həll 
olunmuş və həll olunmamış birtərtibli diferensial tənliklər və 
onların həll üsulları, diferensial tənliyin həllmin varlığı və 
yeganəliyi haqqmda teorem , məxsusi nöqtələr və məxsusi 
nöqtələr ətrafında həllin tədqiqi , məxsusi həll və onun 
tapılması üsulları , yüksək tərtibli diferensial tənliklər və 
onların birtərtibli diferensial tənliklər sisteminə gətirilməsi , 
yüksək tərtibli xətti diferensial tənliklər və onların ümumi 
nəzəriyyəsi, sabit əmsallı xətti diferensial tənliklər və onlarm 
həll üsulları , birtərtibli xətti diferensial tənliklər sistemi və 
onların ümumi həlli haqqında teoremlər , sabit əmsallı 
birtərtibli xətti diferensial tənliklər sistemi və onlarm həlli , 
biı tərtibli diferensial tənliklər sisteminin həllinin dayanıqlığı , 
birtərtibli xüsusi törəməli diferensial tənliklər və s. ətraflı 
şəkildə şərh olunmuşdur. Eters vəsaitinə daxil edilmiş çoxlu 
sayda misal və məsələlər onun nəinki universitetlərin əyani 
və qiyabi şöbələrində təhsil alan tələtoləri tərəfındən yaxşı 
mənimsənilməsinə , eyni zamanda daha geniş oxucu dairəsi 
üçün asan başa düşülməsinə imkan yaradacaq.
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I FƏSİL

BİRTƏRTİBLİ ADİDİFERENSİAL TƏNLİKLƏR 

§1. Əsas anlayışlar və təriflər

Tutaq ki, x -sərbəst dəyişən, у  - isə bu dəyişənin 
funksiyasıdır.

T э r i f  1. Sərbəst x  dəyişənin, məchul у  = y(x)  funksiya- 
sının və bu funksiyanm birinci tərtib törəməsinin daxil olduğu 
tənliyə bir tərtibli adi diferensial tənlik deyilir.

Qeyd edək ki, birtərtibli adi diferensial tənliyə sərbəst 
Xdəyişəni və məchul у  = _y(x) funksiyası aşkar şəkildə daxil 
olmaya bilər. Lakin bu tənlikdə məchul у  = y(x)  funksiyasmm 
törəməsi mütləq iştirak etməlidir.

Ümumi şokildə birtərtibli adi diferensial tənlik
F(x ,y , y ' )  = 0 (1)

şəklində yazılır. Burada F  — x ,  y ,  y '  dəyişənlərinin məlum 
funksiyasıdır.

(1) tənliyi törəməyə nəzərən həll olunmamış birtərtibli adi 
diferensial tənlik adlanır. Əgər bu tənliyi törəməyə nəzərən həll 
etmək mümkün olarsa, onda onu

~ -  = f ( x >y) (2)
cbc

şəklində yazmaq olar. Bu tənlik törəməyə nəzərən həll olunmuş 
birtərtibli adi diferensial tənlik adlanır.

Тогәтәуә nəzərən həll olunan diferensial tənliyi daha 
ümumi (və simmetrik)şəkildə 

A(x)dx + B{y)dy  = 0 
kimi də yazmaq olar. Bu yazılışın iistünlüyü ondan ibarətdir ki, 
tənlikdə iştirak edən x  və у  dəyişənlərinə eyni hüquqlu
dəyişənlər kimi baxmaq olar.

Qeyd edək ki, diferensial tənlikdə məchul funksiya iki və ya 
daha çox sayda sərbəst dəyişənlərin funksiyası olarsa, onda belə 
tənlikdə məehul funksiyanm xüsusi törəmələri iştirak edər. Bu 
halda tənlik xüsusi törəməli diferensial tənlik adlanır. Biz əsasən



adi diferensial tənlikləri öyrənəcəyik və bu tənlikləri sadəcə 
olaraq diferensial tənliklər adlandıracağıq.

T э r i f  2 . (1) və ya (2) diferensial tənliyinin həlli elə diferen- 
siallanan у  = ç(x)  funksiyasma deyilir ki, bu funksiyanı və onun 
törəməsini (1) və ya (2) tənliyində yerinə yazdıqda tənlik eynilik 
kimi doğru bərabərliyə çevrilmiş olsun.

Misal 1. у  = ce  x +  X — 1 funksiyası y '  = X — у  tənliyinin
həllidir. Burada c-ixtiyari sabitdir. Doğrudan da, əgər bu 
funksiyanı уә onun törəməsini tənlikdə yerinə yazsaq, tənlik 
eynilik kimi doğru bərabərliyə çevrilər.

Diferensial tənliyin həllinin tapılması prosesinə tənliyin 
inteqrallanması, həllinə isə onun inteqralı deyilir. Həllin müstəvi 
üzərində təyinetdiyiəyriinteqraləyrisi adlanır.

Diferensial tənlikl.ərin inteqrallanması zamanı həll, bəzi 
hallarda, qeyri-aşkar ф(х,у) = 0 funksiyası şəklində tapılır. 
Əgər bu bərabərlikdən qeyri-aşkar funksiya kimi tapılmış 
у  = <p(x) funksiyası (1) və ya (2) tənliyıni ödəyərsə, onda 
ф{х,у) -  0 - bu tənliklərin qeyri-aşkar şəkilli həlli adlanır,

Misal 2. Qeyri-aşkar y 2 - x 2 -1  = 0 funksiyası yy '  — x  — 0 

tənliyinin həllidir. Doğrudan da, əgər. y 2- x 2- 1 = 0

bərabərliyindən у  -i tapsaq, alarıq: у  -  ±sfl + x 2 . Asanlıqla 
yoxlamaq olar ki, bu funksiya baxılan tənliyi ödəyir.
/  T ә r i f 3. Əgər t parametrindən asılı

x = x(t), у  = y(t), a < t < j 3 ,  (3)

funksiyasını (2) tənliyində nəzərə aldıqda, bu tənlik eynilik kimi 
doğru bərabərliyə çevrilərsə, yəni

^ ~  = f[x(t),y(t)\ ,  a  <t < (3 
x ( t )

olarsa, onda (3) funksiyası (2) tənliyinin parametrik şəkilli həlli 
adlanır.
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Misal 3. x  = - ln / ,  y  = c t - \ n t - \ ,  t e  (0,oo), funksiyasi 
y '  = x ~ y  tənliyinin parametrik şəkilli həllidir. Burada C- 
ixtiyarisabitdir.

Doğrudan da,

y'(t) = c - ~ ,  x'(t) = -~ ,  = x - y  = l - c t .
t t x{t)

Deməli

Baxılan misallar göstərir ki, diferensial tənliklərin sonsuz 
sayda həlləri ola bilər ( с sabitinin müxtəlif ədədi qiyrmtlərində 
alınan həllər).

Aşağıdakı misala baxaq:
Misal 4.

^  = 2x.
cbc
Asanlıqla yoxlamaq olar ki, у  = x 2 + с funks iyası bu 

diferensial tənliyin həllidir. Burada c -  ixtiyari sabitdir. Deıreli 
baxılan diferensial tənliyin doğrudan dasonsuz sayda həlli var.

Bəzi nəzəri və praktiki məsələlərin həlli zamanı diferensial 
tənliyin bütün həllərini deyil, onun müəyyən əlavə şərtləri ödəyən 
həllini tapmaq tələb olunur. Belə məsələlərdən biri Koşi məsələsi 
adlanan məsələdir. (2) tənliyi üçün bu məsələ aşağıdakmdan 
ibarətdir:

(2) tənliyinin elə həllini tapmalı ki, bu həll 
У(хо) -  Уо (4)

şərtini ödəsin. Burada x0 və y0- qeyd olunmuş ədədlərdir. (4) 
şərtinə başlanğıc şərt, (2) tənliyinin (4) başlanğıc şərtini ödəyən 
həllinin tapılması məsələsinə isə Koşi məsələsi (və ya başlanğıc 
şərtli məsələ) deyilir Г

Axırıneı misaldaljaxilan tənliyin y{\) = 2 başlanğıc şərtini

ödəyən həllini tapaq. Bu məqsədlə у  = x2 + с həllinin j( l)  = 2 
şərtini ödəməsini tələb edək: j>(l) = 1 + с = 2 . Buradan taparıq ki,
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с - 1. Tapdığımız bu qiyməti həllcb yerinə yazsaq tənliyin qeyd 
olunan şərti ödəyən həllini almış olaraq: у  = x 2 +1.

Tutaq ki, (2) tənliyinin sağ tərəfı, yəni f ( x , y ) funksiyası 
müəyyən D  oblastında kəsflməzdir. Növbəti fəsillərdə görəcəyik 
ki, bu halda (2) tənliyinin inteqral əyriləri D  oblastmı doldurur. 
Fərz edək ki, D  oblastına daxil olan G oblastinın hər bir 
nöqtəsindən (2) tənliyinin yeganə inteqral əyrisi keçir və bu oblast 
D -yə daxil olan maksimal oblastdır.

İxtiyari с sabitindən asılı у  = <p(x,c) funksiyalar ailəsim 
baxaq. Fərz edək ki,

a) her bir ( x , y ) e  G  nöqtesi üçün у  = <p{x,c) tənliyi c-yə 
nəzərən həll olunandır:

с = if/{x, y ) ; (5)
b)  (Х>У) nöqtəsi G oblastında dəyişdikdə, с sabitinin (5) 

düsturu ilə təyin olunan һәг bir qiymətində y-cp(x ,c )  
funlsiyası (2) tənliyinin həllidir. Onda у  = q>{x, c) ailəsinə (2) 
tənliyinin G oblastında ü m u  m i h ə l l i  deyilir.

Tutaq ki, y  = <p(x) funksiyası (a,b)  intervalında (2) 
tənliyinin həllidir. Əgər hər bir x e ( a , b ) üçün (2) tənliyinin 
(.x,<p(x)) nöqtəsindən keçən inteqral əyrisi yeganə isə, onda 
у  = <p(x) həllinə (2) tənliyinin x üs us i h ə  11 i deyilir.

Tutaq ki, y  = y/(x) funks iyası (2) tənliyinin (a ,b ) 
intervalında toyin olunan həllidir. Əgər hər bir x e  (ajy)  üçün 
(x,ı//(x)) nöqtəsindən (2) tənliyinin y - y / { x )  həllindən fərqli 
ən azı bir inteqral əyrisi keçirsə, onda y  = y/(x) həllinə (2)
tən% inin m э x s u s i h  ə 11 i deyilir.

z ''Əgər diferensial tonliyin inteqrallanmasızamanı onun ümumi 
həlli qeyri-aşkar funksiya şəklində teyin olunarsa, onda iimumi 
inteqral terminindən istifadə olunur. Başqa sözlə desək, əgər 
ф(х,у,с)-  0 münasibəti (2) tənliyinin ümumi y-<p(x,c) həllini 
təyin edirsə, onda bu münasibət (2) tənliyinin ümumi inteqralı 
adlanır.
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§2. İnteqrallana bilən bəzi birtərtibli diferensial tənliklər

1. Dəyişənlərinə ayrda bilən tənliklər

A{x)dx + B{y)dy = 0 (1)
tənliyinə baxaq. Bu tənlikdə dx-in əmsalı yalnız x-dan, dy -in 
əmsalı isə yalnız >>-dən asxlıdır. Belə tənlik dəyişənbrinə ayrılmış 
tənlik adlanır.

Tutaq ki, A(x) və B(y) funksiyaları xvə у  -in bütün baxılan 
qiymətbrində kəsilməz funksiyalardır. Onda (1) tənliyini

= 0jA(x)dx+ jB(y)dy 
_*o Уо

şəklində yazmaq olar. Bu bərabərlikdən isə

jA(x)dx + I B{y)dy = с -(2)
XО У о

bərabərliyinin doğruluğu alınır. Burada x0 və _y0 -uyğun olaraq 
Xvə у  -in qeyd olunmuş qiymətləri, с -ixtiyari sabitdir. (2)
bərabərliyi (1) tənliyinin ümumi inteqralmı təyin edir.

(2) bərabərliyində inteqralın sərhədlərini yazmamaq da olar. 
Çünki ibtidai funksiyalarm inteqralların aşağı sərhədlərindaki 
qiymətlərini С -ixtiyari sabitinə əlavə edə bilərik. Bu zaman П * 
tənliyinin ümumi inteqralı

J  A(x)dx + ^B(y)dy =c '■'/  -

Bərabərliyi ilə təyin ©lunar.
2x 1

Misal 1. —r—  dx + — dy = #[tSffliyininl iimumi дое&гаһш 
x +1 у  ‘

tapmalı.
(3) bərabərliyinə əsasən yaza bibrik:

f dx  + f— ф  = 1п|с| 
x +1 Jy  11

11



Buradan alırıq: 
ln(x2 + 1) + lnjjj = ln|cj 

vəya
y (x 1 +V) = c .  (4 )

Bu bərabərlik baxılan tənliyin ümıııni inteqralmı təyin edir. 
Buradan tapılan

с
' = 7 T T

funksiyası tənliyin ümumi həllidir.
Dəyişənlərinə ayrılmış tənliyə
ö, (x)b{ (.y)dx + a2 (x)b2 (y)dy  = 0 (5)

şəkilli tənliklər asanlıqla gətirüir. Burada at(x),bt (y),a2 (x) və
b2 O ) funksıyäiarı məlum, öz arqumentlərinin kəsilməz 
funksiyalarıdır.

Tutaq ki, (5) tənliyində bx (y) *  0, a2 (x) *  0 . Bu tənliyin һәг 
iki tərəfmi 

1
a2(x)b{(y)  

ifadəsinə vursaq, dəyişənlərinə ayrılmış

a2(x) bx(y)
tənliyini alarıq. Bu tənliyin və deməli (5) tənliyinin ümumi 
inteqralı

Jö20 ) Ч О )
bərabərliyi ilə təyin olunar.

Tutaq ki, Л, (y)  funksiyası у  dəyişəninin müəyyən У — y x
qiymədndə sıfra çevrilir: 6i(jf,) = 0 . Bu halda dyl = 0
olduğundan, asanlıqla yoxlamaq olar ki, y  = y, funksiyası da 
(5) tənliyinin hollidir.
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Bu tənliyin hər iki tərəfmi — -г-----—— ifadəsinə vuraq.

Fərz edək ki, a2 (x,) = 0 . Əgər x və у  dəyişənlərinə 
eynihüquqlu dəyişənlər kimi baxsaq, onda x  = x, də tənliyin həlli
olar.

Misal 2. х(1 + у 2 )dx + д>(1 + x 2 )dy = 0 tənliyinin ümumi 
inteqralını tapmalı.

J_
(I + jĉ XI + j 2)

Bu zaman aşağıdakı tənliyi alarıq:
x У 7̂ rdx-\ -d y  = 0.

l + x  1+ y 2
Bu tənlik dəyişənlərinə ayrılmış tənlik olduğundan, onun 

ümumi inteqralı

* f. У
1 + y l

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada с-  ixtiyari sabitdir. c-  
ixtiyari sabit olduqda һәг bir к ədədi üçün к -с ,  ln|c|, &-ln|c| 
və bu kimi ifadələrə də ixtiyari sabit kimi baxmaq olar. Əgər

axırıncı bərabərliyin sag tərəfmdə с sabitini — inicl ilə əvəz
2 1 1

etsək, alarıq
(l + x 2)(l + y 2) = c
Bu baxılan tənliyin ümumi inteqralidir.
Qeyd edək ki, gələcəkdə də с sabitini, lazım gələısə , bu kimi 

ifedələrlə əvəz edəcəyik.

[—^—̂ dx+ [— d y - c  
J l + x 2 J l + v 2

2. Bircins tənliklər

T э r i f  1. Əgər / (x, y )  funksiyası üçün

f ( tx , ty)  = t nf ( x , y )  (6)

13



şərti ödənərsə, onda / (x, у)  funksiyası n dərəcəli bircins 
funksiya adlanır.

Xüsusi halda, əgər (6) bərabərliyində n = 0 olarsa, yəni 
f ( x , y )  funksiyası üçün

f ( tx , ty)  = f ( x , y )  (7)
şərti ödənərsə, onda f ( x , y )  funksiyası sıfır dərəcəli bircins 
funksiya adlamr.

^  = f ( x , y )  (8)
dx

diferensial tənliyinə baxaq.
T ə г i f. 2 Əgər /(x,jy)funksiyası sıfır dərəcəli bircins 

funksiya olarsa, onda (8) tənliyi bircins diferensial tənlik adlanır.

Tutaq ki, (8) tənliyi bircins tənlikdir. Əgər t -  — götürsək,

onda (7) bərabərliyinə əsasən alarıq:

f ( x , y )  = f( tx , ty)  = f \ 1, -  •
V x j

Bu halda, aydmdır ki, (8) tənliyi
f

dx
' \ Л  I (9)

X

şəklinə düşər.

Bu tənlikdə — - u  əvəzləməsini edək. Bu halda 
x

—  - u  + x —  olar. Buifadələri (9)tənliyindənəzərəalsaq 
dx dx

du
U +  X - —  = /(1,м) 

dx
və ya

х ^  = / ( 1,« )-м  (10)
dx

tənliyini alarıq.
Aşağıdakı hallara baxaq.
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a) Tutaq ki, f  (l,u) -  и Ф 0.  Bu halda (10) tənliyini 
dəyişənlərinə ayjraraq

du _ dx 
x

şəklində yazxb, inteqralladiqdan sonra alariq

f -= lnlxl + с . (11;
J / (  1,« ) - «  1 '

УSol təıəfdəki inteqralı hesabladiqdan sonra и dəyişəmni — ilə
x

əvəz etsək bircins (8) tənliyinin ümumi inteqrahnı almış olarıq.

b) Tutaq ki, /(1 , и) s  и . Bu halda f ( x , y ) = / f  1 ,-1  = —
V x )  x

olar və (9) tənliyi —  = — şəklinə düşər ki, bu tənliyin də ümumi
dx x

həlli у  = cx bərabərliyi ilə təyin olunur.
c) Tutaq ki, f ( l , u ) - u  ifadəsi U dəyişəninin u = u0 

qiymətində sıfıra çevrilir: /(1 ,м 0) = u0 . Bu halda (10) tənliyinə 

əsasən alarıq ki, u - u Q və ya у  = uüx  funksiyası da bircins 
tənliyin həllidir.

dy x 2 —y 2
Misal 1. —  = ----- —  tənliyini həll etməli.

dx 2 xy
Bu tənlik bircins tənlikdir. Doğrudan da, əgər

2 2 x  — у
f ( x , y )  =   —- götürsək, onda asanhqla yoxlaya bilərik ki, bu

2 xy
funksiya üçün f { t x , t y ) - f ( x , y )  bərabərliyi ödənir- TənliyThəll 

у
ctmək üçün — - u  əvəzləməsini edək. Bu zaman

x

у = xu, —  = и + x — . olar və bunları tənlikdə nözərə alsaq 
dx dx
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du 1 -3  и 2x —  = ------------------------------------  (12)
dx 2 и

tənliyini almış olarıq.
Bu tənliyi dəyişənlərinə ayırıb inteqrallasaq

~  ln M  +  *n H  v ə  Уа  ln jl — З г /2 1 =  —3 1пјсл:|

у
bərabərliyini almış olanq. и = — olduğunu nəzərə alsaq, axırmcı

JC
bərabərlik aşağıdakı şəklə düşən

(x2 - 3  y 2)x = c.  (13)
Bu bərabərlik baxılan tənliyin ümumi inteqralım təyin edir.

(12) tənliyinin sağ tərəfi и = ± olduqda sıfra çevrilir.
V з

Ona görə tənliyin (13) həlli ilə yanaşı у  -  ± —U x həlləri də var.
V  з

3. Bircins tənliyə gətirilan tənliklər

Bircins olmayan 
dy _ ax + by + c
dx а^х + ЬуУ + Cı

tənliyinə baxaq. Burada a, b, с, а , , 6,, с, -həqiqi ədədlərdir. Əgər
с = с, = 0 olarsa, onda bu tənlik bircins tənlikdir. Əks halda, yəni

с və С] ədədlərindən heç olmazsa biri sıfra bərabər olmadıqda,
(14) tənliyi bircins tənlik deyil. Bu halda (14) tənliyini bircins 
tənliyə gətirməyə çalışaq. Bu məqsədlə

x = Ç + a,  y  = rj + f i  (15)
əvəzləməsini edək. Burada ^və ?/ -yeni dəyişənlər, а у ә  /3 isə 
hələlik məlum olmayan ədədlərdir.

(15) əvəzləməsini və d x - d ğ ,  dy = drj bərabərliklərini (14) 
tənliyində пэгэгэ alaq:
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dt] aÇ + brı + a a  + b p  + c
 —   (16)
dÇ + b{?j + axa  + Ь ф  + c,
a  və /3 ədədlərini aşağıdakı xətti cəbri tənliklər sisteminin 

həlli kimi təyin edək:
[ a a + b B + c  = 0,

(17>[.ala + b lj3+ci = 0 .
İki hala baxaq:
а ) abx - a xb Ф 0 . Bu halda (17) sisteminin yeganə həlli var. 

Əgər (15) əvəzləməsində iştirak edən a  və јЗ ədədlərini bu 
sistemin həllindən təyin etsək, onda (16) tənliyi

dÇ a ^  + btf
şəklinə düşər. Bu tənlik isə bircins tənlikdir. Əgər bu tənliyi həll 
etsək və alman həldə ğ = x - a ,  r/ = y -  ЈЗ götürsək, onda 
baxılan halda (14) tənliyinin ümumi inteqralını almış olarıq.

(14) tənliyini
dy ax + by + c
dx k(ax + by) + с, 

şəklində yaza bilərik. Bu tənlikdə ax + by = z əvəzləməsi etsək və

—  = -----------1-a şəıtıınə auşər. du ləmiK ısə aəyışənlərinə
dx kz + cx

ayrılan tənlikdir.
Q e у d. Yuxarıda izah olunan üsulu daha ümumi olan
dy _ j  ax + by + с 4
dx \кахх  + Ьху  + сх y

drj _  aÇ + brj
(18)
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şəkilli tənliklərin həllinə tətbiq etmək olar. Burada f  -öz 
arqumentinin məlum kəsilməz funksiyasıdır.

_ dy З х - у - 1
Mısal 2. —  = ------------  tənlıymı həll etməlı.

dx x + y - 3
x - ^  + a ,  y  = Tj + ЈЗ əvəzbməsini edək. Bu əvəzləmədən 

sonra tənlik

sistemini ödəsin. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, «  = !;/? = 2- bu
sistemin həllidir.

Buzaman əvəzbmə x  = Ç+ \ ,y  = ıj + 2,  axırıncı tənlik isə 
drj _ 3 ğ  - t j  
~dğ~ Ç + r/

şəklinə düşər. Bu tənlik dəyişənlərinə ayrıla bilən tənlik

dr/ 3 £ - п + З а - B - \   — —_ 1 --------1--------  SƏK
dğ Ç + rj+a + /3 -3

Təbbedəkki, a  və f3 ədədləri 
f 3 a - / ? - l  = 0 

[ar + /? - 3  = 0

şəklinə düşər.

şəklinə düşər. Bu tənlik bircins tənlikdir.

du _  3 - 2 u ~ u 2 
d i  1 + u

olduğundan onu 

inteqrallasaq alarıq:

(1 + u)du _ dÇ
şəklində yazıb

(и-1)(и + 3) Ç

{u -  1)(м + 3) = ~ ү .
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п у  — 2
Bu bərabərhkdə и = — =  olduğunu tıəzərə almaqla

£ x -1
baxılan tənliyin Gmumi inteo’-almi { y - x - l)(_y + Зх -  5) = с 
şəklində taparıq.

/  V

4. Birtərtibli xətti tənlikbr

Axtarılan funksiya və onun törəməsinə nəzərən xətti olan 
tənliyə birtərtibli xətti diferensial tənlik deyilir. Ümumi halda bir - 
lərtibli xəti diferensial tənliyi aşağıdakı şəkildə yazmaq olar:

A(x) —  + B(x)y  + C(x) = 0.  
cbc

Burada A(x),B(x) ,C(x) -məlum kəsilməz funksiyalardır.
1 Tutaq ki, A(x) Ф 0 . Bu halda tənliyin һәг iki tərəfmi A(x)

əmsalma bölsək, alman tənliyi aşağıdakı şəkildə yaza bilərik:

~  + P(x)y  = q(x). (20
dx

+ Bu tənliklə yanaşı

(X )

^  + p (x )y  = 0 (21) - ( e )
ax

tənliyinə baxaq. (21) təniiyi bircins, (20) tənliyi isə qeyri-bircins 
xətti diferensial tənlik adlanır. Bu tənliklərin sol tərəfləri eyni 
olduğundan, (21) tənliyinə (20) tənliyinə uyğun bircins tənlik 
deyilir.

l Xətti bircins (21) tənliyi dəyişənlərinə ayrıla bilən tənlik 
olduğundan, onu asanlıqla inteqrallamaq olar:
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—  = -p (x )dx ,  f —  = -  f p(x)dx + lnlcl,
У J У J (22)

Bu (21) tənliyinin ümumi həllidir.
(20) tənliyinin ümumi həllini tapmaq üçün sabitin variasiyası 

adlanan üsuldan istifadə edək:
Bu tənliyin həllini

у  = c(x)e~İpMdx (23)

şəklində axtaraq. Burada c(x) - ixtiyari diferensiallanan 
funksiyadır. (23) funksiyası və onun

^  = c \ x ) e ^ p{x)dx -  c(x)р(х)еЧр(х)сЫ 
dx

törəməsini (20) tənliyində nəzərə alsaq 
c \ x ) e - ipWdx -  c(x)p(x)e~lpWdx +

+  p(x)c(x)e~lp(x)dx = q(x)

vəya

c \ x )  = q(  x)elp(x)dx

bərabərliyini alarıq. Axırıncı bərabərlikdən c(x) funksiyasmı 
tapaq:

c(x)=  jg(x)e^pMdxdx + с .

Qeyd edək ki, sağ tərəfdə iştirak edən с toplananı- ixtiyari 
sabitdir.
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c(x) -in bu ifadəsini (23) bərabərliyinin sağ tərəfində yerinə 
yazsaq (20) qeyri-bircins xətti diferensial tənliyinin ümumi həllini

у (х )  = еЧр(х)Л \c + \q{x)eipix)dxdx\ (24)

bərabərliyi ilə təyin etmiş olarıq.

Misal 1. (x2 + l)y  + 2xy = x 2 (x2 + 1) tənliyini həll etməli.

Bu tənliyin hər iki tərəfini x 2 +1 -ə bölək:

2x 2
У + -Г ~ 7 У  = Х ■ x  +1

Aydmdır ki, bu tənlikdə p(x)  = —-----, q(x) = x .
x  +1

j p(x)dx  = j*— — dx = = \n(x2 + 1) olduğunu nəzərə
x  i 1- x  ı 1

alsaq (24) düsturuna əsasən yaza bilərik:

y(x)  = e-'*x2+l)[c+ \ x 2e ^ ^ d x \  =

=̂ тт(с+Јх2(х2+1)Л)=jc2 +1 5 3

Beləlikls alırıq: 

У(х) = - ү -
(  5 3 Л

X X
с + — -t—

5 3х л+1

Bu baxılan tənliyin ümumi həllidir.
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Щ 5. Bernulli tənliyi

~ -  + P(x)y = q (x )yn (25)
ax

tənliyi Bernulli tənliyi adlanır. Burada p(x)  və q(x)  - məlum
kəsilməz funks iyalar, П - ixtiyari həqiqi ədəddir. n = Q olduqaa 
Bernulli tənliyi xətti qeyri-bircins diferensial tanliyə, 
n = lolduqda isə xətti bircins diferensial tənliyə çevrilir. Ona görə 
fərz edəcəyik ki, Bernulli tənliyində n Ф 0, n 1.

(25)tənliyinin hər iki tərəfini у  n-ə vuraq:

У~"̂ ј - + Р(х)У1~п =q(x).  
dx

Bu tənlikdə y ^ n =  z  əvəzləməsini etsək,

—  = (\ -n ) y ~ n—  olar. Bunları axırıncı tənlikdə nəzərə alsaq 
dx dx
z = z(x) funksiyasına nəzərətı aşağıdakı tənliyi alarıq:

~  + ( l - n ) p ( x ) z  = ( \ - n )q (x ) .  (26)
ax
Bu tənlik bir tərtibli xətti qeyri-bircins diferensial tənlikdir.

Əgər (26) tənliyiııin ümumi həllində z  -i y x~n ilə əvəz etsək, onda
Bernulli tənliyinin ümumi inteqralmı almış olarıq.

dy 2x  7 о
Misal 1. — -------- r- у  = (1 + x )y  tənliyini həll etməli.

dx 1 + x
_2

Bu tənliyin hər iki tərəfini у  -yə vuraq:

, - ı $ L + b y - ^ l + x ’ . 
dx 1 + x

у  1 = z əvəzləməsi etsək —  = - y ~ 2 —  olar. Bunları axırmcı
dx dx

tənlikdə nəzərə alsaq, Z dəyişəninə nəzərən

dz 2X -z = - ( 1 + x2) (27)
dx 1 + x 2



xətti qeyri-bircins diferensial tənliyini alarıq. Bu tənliyin ümumi 
həllini tapaq:

Deməli z = (l + x 2) ( c - x ) -  (27) tənliyinin ümumi həllidir. 

Əgər bu bərabərlikdə z  = y~l götürsək, alanq:
1

tənliyi Rikkati tənliyi adlanır. Burada p(x) ,q (x) ,r lx)-  məlum 
kəsilməz funksiyalardır. Aydmdır ki, p(x)  = 0 olduqda Rikkati 
tənliyi xətti diferensial tənliyə, r(x)  = Oolduqda isə Bernulli 
tənliyinə çevrilir.

Rikkati tənliyinin sadə şəklə malik olmasına baxmayaraq, bu 
lənliyi ümumi halda inteqrallamaq mümkün olmur.

Göstərək ki, Rikkati tənliyinin hər hansı bir xüsusi həlli 
məlum olarsa, onda onun ümumi həllini tapmaq mümkündür.

Tutaq ki, у -  у, (x) -xüsusi həlldir. Rikkati tənliyində 
у  = z  + y x (x) əvəzləməsini edək. burada z  = z(x) -yeni məchul 
l'unksiyadır. Bu zaman zməchul funksiyasına nəzərən

^  ( l + x 2) (c -x )
Bu baxılan tənliyin ümumi həlidir.

(6. jRijiCfcati tərfliy?

= P (x )y2 + q{x)y  + r{x)
dx

(28)

-  (2p (x )y t (x) + q(x))z = p (x ) z 2
dx

(29)
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tənliyini alarıq. Bu tənlik Bernulli tənliyidir. Onu həll etmək üçiin 
yuxanda qeyd olunan üsuldan istifadə edək. Bu tənliyin hər iki 
tərəfmi z~2-yə vuraq:

dz
z~1 —  - { 2 p { x ) y l{x) + q{x))z-1 = p (x ) . 

ax
z_1 = и əvəzləməsindən sonra axırmcı tənlik 
du
—  + (2p(x)yx (x) + q(x)) и = -p (x )  
cbc

şəklinə düşər. Bu tənlik xəttı tənlik olduğundan onun ümumi həlli 
-Ј л  ( * ) * [ „ _  , , . J p X{x)dxu =  e - l ^ [ c - j p ( x ) e spı{x>axdx)  (30)

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada 
P\ 0 0  = 2 p(x )yx (x) + q(x).
Aydındır ki, (30) bərabərliyi ilə təyin olunan U funksiyası 
u=c<pi(x) + ç>2(x)

şəkilli funksiyadır. z~l = и olduğundan alarıq:
1z  —-------------------- .

C(pl {x) + (p2{x)

Əgər z  -in bu ifadəsini у  = z  + y, (x) bərabərliyində nəzərə 
alsaq Rikkati tənliyinin ümumi həllini taparıq:

у _ сЧ'1(х) + у/2( х ) ' (31)
C(px(x) + <p2{x)

Burada y/x (x) = y { {x)(px (x), ц/г (x) = 1 + y, (x)ç>2 (x) .
(31) bərabərliyindən görünür ki, Rikkatı təniiyinin ümumi 

həlli с sabitinə nəzərən kəsr- xətti funksiyadır.
Bu faktın tərsi də doğrudur. Yəni, əgər diferensial tənliyin 

ümumi həlli с sabitinə пәгәгәп kəsr-xətti funksiyadırsa, onda bu 
tənlilc Rikkati tənliyidir (İsbatedin).

( Ъ\Misal 1. y'  = -5xy2 + 20x2 + — _y-(20x3 +4)  tənliyini
V xJ

həll etməli.
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Asanlıqla yoxlamaq olar ki, y  = 2x bu tənliyin xüsusi
həllidir, Ona görə bu tənlikdə у  = z  + 2x  əvəzləməsini edək. Bu
zaman Z -ə nəzərən

, 3  .  2z  z  = -5xz
x

tənliyini alarıq. Bu tənlik Bernulli tənliyi olduğundan onun һәг
—2iki tərəfini z  -yə vuraq. Bu zaman tənlik 

r~2z ' -  — z~x = - 5 x
X

şəklinə düşər.
z~x = и əvəzləməsini etsək -  z~2z ' = u'o\ax və и dəyişəninə 

nəzərən aşağıdakı tənliyi alarıq
r 3 и н— и =  ЭХ .

X
Bu tənlik xətti tənlik olduğundan, məhım düsturundan 

istifadə edərək onun ümumi həllini tapa bilərik:
C X 3м= —r- + x 2. Bu zaman z  —   olar və у  = z + 2x

x  c + x
olduğundan, baxılan tənliyin ümumi həlli aşağıdakı bərabərlik 
vasitəsilə təyin olunar:

_ 2cx + x3(l + 2x3)
У ~ ~5 , . ’

№  ( 7. Таш dlfereHsialı tənIIHsr

M (x, y)dx + N(x ,y )dy  = 0 (32)
diferensial tənliyinə baxaq. Burada M (x ,y )və  N (x ,y )  məlum 
funksiyalardır.
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Т э г i f. Əgər (32) tənliyinin sol tərəfi müəyyən и  =  u ( x , y )
funksiyasımn tam diferensialına bərabər olarsa, onda bu tənlik 
tam diferensiallı tənlik adlanır.

Tutaq ki, (32) tənliyi tam diferensiallı tənlikdir və onun sol 
tərəfı müəyyən и =  u ( x , y )  funksiyasınm tam diferensialma 
bərabərdir:

ди ди
M(x ,y)dx  + N(x,y)dy  = — clx + — -dy = du (33)

дх ду
Bu zaman (32) tənliyi du(x,y)  = 0 şəklinə düşər və bu 

tənliyin ümumi inteqralı
u(x, у)  — с (34)

bərabərliyi ilə təyin olunar.
Digər tərəfdən (33) bərabərliyindən alarıq:

~  = M(x ,  у),  = N(x,  y)  (35)
ox ду
Bu bərabərliklərdən birincisinin hər iki tərəflni у  dəyişəninə, 

ikincisinin isə һәг iki tərəfıni x dəyişəninə görə diferensiallasaq 
(fərz olunur ki, bu törəmələr var və kəsilməzdirlər) aşağıdakı 
bərabərlikləri alarıq:

д^и__дМ_ д 2и _  dN
дудх ду ’ дхду дх
Bu iki bərabəriliyin müqayisəsindən alarıq:

,36,
ду дх

Bu, (32) tənliyinin tam diferensiallı tənlik olması üçün zəruri 
şərtdir.

Göstərək ki, bu şərt eyni zamanda həm də kafi şərtdir. Yəni, 
(36) şərti ödəndikdə (35) bərabərliklərini ödəyən u = u(x,y)  
funksiyası var.

Tutaq ki, (36) şərti ödənir. Əvvəlcə (35)-dəki birinci 
bərabərliyi ödəyən и = M(x,y)funksiyasmı tapaq. Asanlıqla 
yoxlamaq olar ki,
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и(х, у )  = \М(х,  у  )dx + <р(у) (37)
*о

funksiyası belə bir funksiyadir. Burada ç>(y)- ixtiyari 
diferensiallanan funksiyadir. Tələb edək ki, bu funksiya (35)-dəki 
ikinci şərti də ödəsin:

ди хгдМ ,
Т~ = J— <йс + <р(у)

olduğundan (35)-dəki ikinci şərtdən alarıq 

N (x ,y )  = ] ~ d x  + <p'(y).
İ  дУ

(36) şərti ödəndiyindən, bu bərabərliyi aşağıdakı şəkildə yaza 
bilərik:

xrdN
N (x ,y )  = f— -cbc + tpXy)

J дх*0
və ya

Ç>'(y) ~ N ( x 0, y ) .
Buradan isə tapırıq ki,

у

<p(y)= f N ( x 0,y)dy-
Уо

Bu ifadəni (37) bərabərliyinin sağ tərəfində nəzərə alsaq (35) 
bərabərliklərini ödəyən u (x ,  y )  funksiyasını tapmış olarıq:

x  У

u(x ,y )=  ^M(x ,y )dx  + JN (x 0, y ) d y . (38)
•%  Уо

Beləliklə aşağıdakı teorem isbat olundu.
т  ' дМ dN  . .T e o r e m .  Əgər - —  və —  torəmələrı varsa və

ду дх
kəsilməzdirlərsə, onda (32) tənliyinin tam diferensiallı tənlik 
olması üçün zəruri və kafi şərt (36) bərabərliyinin ödənməsidir.

(32) tənliyi tam diferensiallı tənlik olarsa, onda (34) və (38) 
bərabərliklərinə əsasən bu tənliyin ümumi inteqralı
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^M(x,y)dx + j N (x 0,y)dy = с (39)
* o  Уо

bərabərliyi ilə təyin olunar.

Misal 1. (xy + 2x + \)ydx + {xy + x + \)xdy -  0 tənliyini həll 
etməli.

Bu tənlikdə
M(x, у)  = (xy + 2x + 1)у , N (х, у)  = (ху + х  + 1) х ,
дМ  .  .  , 3N  0 , „
 = 2ху + 2х + 1, —  = 2ху + 2х +1 olduğundan
5у дх

=^ L  şərti ödənir. Deməli, baxılan tənlik tam diferensiallı 
ду дх

tənlikdir. (38) bərabərliyinə əsasən bu tənliyin ümumi inteqralı
i  у

j(xy + 2x + 1 )ydx + j(x0y  + x0 +1 )x0dy = с bərabərliyi ilə
xo Уо

təyin ohrnur. Əgər sol tərəfdəki inteqralları hesablasaq, onda 
baxılan tənliyin ümumi inteqralını aşağıdakı bərabərlik vasitəsilə 
təyin etmiş olarıq:

2 2 
X  У  j
 Һ x у  + xy = С  .

. ». Inteqrallayıcı vuraq

Tam diferensiallı tənlikləri öyrənərkən məlum oldu ki, onları 
həmişə inteqrallamaq mümkündür. Ona görə belə bir sual 
meydana çıxır: tam diferensiallı olmayan tənlikbri tam 
diferensialh tənliklərə gətirmək olarmı ?

Bir çox hallarda bunu etmək mümkündür. Daha dəqiq desək, 
eb  ju = ju(x,y) funksiyasını tapmaq olur ki, tam diferensialh 
olmayan
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M (x,y )dx  + N(x,y)dy  = 0 (40)

tənliyinin hər iki tərəfini bu funksiyaya vurduqda alınan tənlik 
tam diferensiallı tənliyə çevrilir. Belə / u -  fj.(x, y)  funksiyası (40) 
tənliyi üçün inteqrallayıcı vuruq adlanır.

Əgər elə co(x,y) diferensiallanan funksiyası varsa ki,
дМ dN  
ду дх

= Н(а>),
. тда) дсо
N  М  —

дх ду
yəni sol tərəfdəki nisbət yalnız со dəyişəninin funksiyası olsun,
onda bu dəyişəndən asılı inteqrallayıcı vuruq var və

Гя(<в)Л» 
ju(co) = e >

düsturu ilə tapılır. Aydmdır ki, xüsusi halda, yalnız x-dən asılı 
inteqrallayıcı vuruğun (ca(x,y) = x ) )  varlığı üçün

1 дм dN
— -T-) = # (* )»N  ay дх

yalnız у  -dən asılı inteqrallayıcı vumğun (co(x,y) = y ) )  varlığı 
üçün

M  ду dx 
olmalıdır.

Misal 1. (xy2 +1 )dx + ydy  = ® tənliyini həll etməli.
Bu tənlik tam diferensiallı deyil. öoğrudan da

\r( ч 2 , x„ л дм _ SN  a m  dNM ( x , y )  = xy  +1, N ( x , y )  = y,  —  = 2xy, —  = B, — - .
dy ex dy dx

Lakin

± (™ - ™ ) = 2x 
N  dy dx
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inteqrallayıcı vuruqdur. Tənliyi bu vuruğa vuraraq tam 
diferensiallı tənlik almdığım yoxlamaq və onu həll etmək olar.

Misal 2. y (  1 + xy)dx -  jc(1 -  xy)dy = 0 tənliyini həll etməli. 
дМ dN _  
ду дх

olduğu üçün tənlik tam diferensiallı deyil və

N  -  х(1 -  xy) ’ M  y(\ + xy) 
ifadələrindən görünür ki, yalnız jc -dən və yalnız у  -dən asılı 
inteqrallayıcı vuruq yoxdur. Lakin co(x,y) = xy funksiyası üçün 

дМ dN

olduğundan ju = /u(co) = pı(xy) inteqrallayıcı vuruğu var və

2 2 2 2

ду дх 1 1

дх ду

CO xy
şəklindədir. Tənliyin hər iki tərəfini bu vuruğa vursaq

(— + y)dx -  (— -  x)dy = 0
x У

tam diferensiallı tənliyini alarıq. Ona görə
Jt У

u(x,y)  = I M (x,y )dx+  j N ( x 0,y)dy
Уо

= 1п|дс| + xy -  ln|_y| + ln —  -  x 0y 0

və tənliyin ümumi inteqralı
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In — + x y  = с 
У

şəklində olar.

Misal 3. (х2 + у 2 + 2х)сһс + 2ydy = 0 tənliyini həll etməli.
Bu tenlik üçün

ЭМ dN
 =2 у,  —  = 0
ду дх

olduğundan о tam diferensialli tenlik deyil. Amma со = x 2 + y 2 
funks iyası üçün

дМ dN
ду dx 1 1

л г ^ - м —  *2 + /  ®
dx dy 

olduğundan

ju(co) = e
-f -dm 1J O) _

CO x 2 + y 2
şəklində inteqrallayıcı vuruq var. Tənliyin һәг iki tərəfıni 

1
—   -a vursaq
X +y

л + < н р ^ р _  = о ,
X + y

buradan isə
x + \n(x2 + у 2) -  с 

ümumi inteqralm ı tapırıq .
Qtyd edək ki, inteqrallayici vurugu tapm aq həmişə 

mümkün olm ur. A m m a isbat etmək olar ki, əgər (40) 
tənliyinin diferensiallanan u(x,y)  inteqrali varsa , onda
rnütləq bu  tənliyin inteqrallayici vurugu v ar (Isbat edin).

Bəzi hallarda inteqrallayici vuruğu tənliyə daxil olan tam 
diferensialları ayırmaqla təyin etmək mümkün olur. Bu zaman
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d(xy)~  ydx + xdy, d ^ y d x - x d yx

\ У ; У 2

d(x2) = 2xdx, d ( l n x ) - —  və s.
x

düsturlarından istifadə etmək lazımdır.

Misal 4. (y  -  —)dx + — dy = 0 tənliyini həll etməli. 
x У

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, bu tənlik tam diferensialh tənlik 
deyil. Doğrudan da,

M (x ,y )  = y - ~ ,  N ( x , y ) = -  
x  у

olduğundan
дМ ƏN дМ  dN
 = 1, ----- = 0 və  ф  .
ду дх ду дх

Tənliyi həll etmək üçün, onu aşağıdakı şəkildə yazaq:
d x d y  ydx -  xdy .

y d x ------н------ = 0 və ya ydx -    — = 0 .
x у  xy

XBu tənliyin һәг iki tərəfıni — ə vuraq:
У

xdx_ y b - x d l  =

у 2
Alınan axırıncı tənliyi

d ( ^ - ) - d { - )  = 0 
2 у

və ya
( r 2 Л

d
x x

= 0

şəklində yazaq. Buradan isə alarıq:



X2 X _

Т ~ у ~ с ‘
X

Bu baxılan tənliyin ümumi inteqrahdır. Deməli tənliyi — -ə
У

vurmaqla, onu tam diferens iallı tənliyə gətirdik.
2 3Misal 5. у  dx -  (xy + x  )dy = 0 tənliyini həll etməli.

Bu tənlik də, asanlıqla yoxlamaq olar ki, tam diferensiallı
tənlik deyil. Onu

2 3у  d x - x y d y - x  dy = 0
şəklində yazaq. Buradan alarıq: 

yiydx -  xdy) -  x dy = 0 .
1

Bu tənliyin hər iki tərəfıni — -na vuraq. Bu zaman

y - y d x  + * ly  0 tfs ya l d ( y ) + dy = Q V3 ya

X 2 X X

1 2d[— (—) +y\  = 0 tənliyini alarıq ki, bu tənliyin də ümumi
2 x

in te q ra lı

1(Z 2 x
bərabərliyi ilə təyin olunur.

2 x
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M İ S A L L A R
Tənlikləri həll edin.

1. x ( y 2 +1 )dx + y ( x 2 +1 )dy = 0 .

2. x-Jy2 +1 dx +  улјх2 +1 dy = 0.

3. (л;2 +1 )y'  + 2xy = 0.
4. siny  d x -cosjc  dy = 0.
5- У' = ( y - 2 ) c t g x .

y ' , 1
6. — j=  - x  =  2x +1, у (0) - — .

2 4 у 9

7. У  =  5 >47 -

8 . y '  = ex~y .
9. x y ' - y  = y 2.
10. y '  + x 2y 2 = x 2y .
11. y ’- \ = t g ( y - x ) .
12. y' = 2y -  Зх + 5 , y(2) = 1 .
13. (2x + y)y '  = 1, y (l) = -2 .

14. y '  + 1 -  д/јс + у -  2

15. (xy2 -  x)dx + 2(y  + xy)dy = 0.
16. (x + y)dx -  xdy = 0 .
17. (x + y)dx - ( x -  y)dy  = 0 .

У У У У18. sin— dx + cos—dy = — cos—dx.
x x x x

У
19. xy' -  2 x e x -  у .
20 . xydy - ( x -  y ) 2 dx = 0 .

21. (2x + т/xy)dy  -  2ydx = 0 .

22. xy' -  yjx2 + у 2 = у .

23. 2xyy' = 2x2 + у 2.
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24. (х -  2у  + \)dx -  (у  + 2х  -  3)dy -  0.
25. (х ~ у  - 2)dx - (х - Зу -1  )dy = 0.
26. (4х + 8у  -  2)dy + (2х + 4у  + 1 )dx = О.
27. (2х + 2у  + 1)й£с + (2х + 2у  — 1 )dy = О.

28. /  = £ ± Z ^ .
у - х

29. у '  + Зх = 5у[у .
30. х(2ху  + 1)у' + у  = 0.

3 1 .х у '-у  = 2х3.
32. (х + 2)у'  + у  = 2х.
33. co sx y ' + у sinx = 1.

34. хех (у ' + у)  -  3 = 0.
35. у  = х (у ' -  х  sin х ) .
36. (Зе2у -  x)dy = (Ä .

dy 237 . -----b y /g x  = cos х.
dx

38. y ' - 2 y  = y V 2x.

39. 3у 2у '  = х - у \

40. x 2y ' - 2 х у  = у[у .

41. 2^ '  ү~~У ~~~•
\ X - 1  у

42. 2ху' - у  = y 3cosx.

X3
43. ху' = ху2 + у  -  — .

44. у ' - у 2 + 4 е >  = 2ех + 4 е 2\

45. у ' + у 2 = 2ysinx  + c o s x - s in 2 х .
46. (х2 + у 2 )<&: + 2xydy = 0.
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47. x \ n y d x  + — dy = 0.
2 у

48. (x2y 3 + 2x)dx + (д:3y 2 -  2y)dy = 0.
49. (x + y - y 2 )dx -  x(2y -1  )dy = 0.
50. (Зх2 -  у 4 sin 2x)dx -  2(2у ъ sin2 x  -1  )dy = 0.

51. (x + y ) 2dx + (x2 - y 2)dy = 0.

52. (x2 -  у 2 + x)dx -  ydy -  0.

53. 2 x d x -  (xdy + ydx)ex .
2 2 У54. ydx -  xdy = 2x  cos — dx.

x
55. y(x -  y)dx -  (xy + 1 )dy = 0.

X



П FƏSİL

BİRTƏRTİBLİ DİFERENSİAL TƏNLİK ÜÇÜN KOŞt 
MƏSƏLƏSİNİN HƏLLİNİN VARLIĞIVƏ YEGANƏLİYİ. 

MƏXSUSİ NÖQTƏLƏR VƏ MƏXSUSİ HƏLL0R

§1. НәШп varlığı və yeganəliyi >

■ = f i . x , y )  (1)

Tutaq ki,
Ф
dx

diferensial tənliyi verilib və bu tənliyin
У(х0) = Уо (2)

$ərtini ödəyən həllini tapmaq tələb olunur.
T e © r e m 1 (Koşi -Pikar ).Tutaq ki, / (x,y)  funksiyası

qapalı В  = {x0 -  а < x < Xq + a, у$ -  b < у  < + b} düzbucaqlı
oblastında kəsilməzdir və bu oblastda у  dəyişəninə nəzərən 
Lipşits şərtini ödəyir:

| / ( * , 5 0 ~ / ( * J ) |^ N |y - y | .  (3)
Onda (1) tənliyinin (2) başlanğıc şərtini ödəyən və 
fх 0 — Һ,Х0 + Һ\ parçasında təyin olunan yeganə həlli var.

Burada h = min
j j

a,—  \, M  = ш ах |/(х ,у )]. 
M

Q e y d .  Əgər f ( x , y ) funksiyasmm D  oblastmda —
dy

xiisusi törəməsi varsa və bu törəmə məhduddursa, onda f ( x , y )  
funksiyasi baxilan oblastda у  dəyişəninə nəzərən Lipşits şərtini 
ödəyir. Doğurdan da, Laqranj teoreminə əsasən yaza bilərik;

/ (* , y) -  /(* , Й  = - y \ , 0 < g < l .
ду
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Əgər D  oblastında —  < N  şərti ödənərsə, onda bu
&

bərabərlikdən (3) Lipşits şərtinin doğruluğu almar.
Teoremin isbatx haqqmda:
Teoremin Pikar tərəfindən veriimiş isbatmı qeyd edək. Bu 

isbata, demək olar ki, diferensial tənliklər kursu üzrə yazılmış 
bütün dərsliklərdə rast gəlinir. İsbat prosesində ardıcıl 
yaxmlaşma üsulundan istifadə edilir. Bu zaman nəinki həllin 
varlığı və yeganəliyi isbat edilir, eyni zamanda onun təqribi 
hesablanma qaydası da verilir.

Teoremin isbatı ona əsaslanır ki, (l)-(2) məsələsi inteqral 
tənlik adlanan___

tənliyinə ekvivalentdir. Yəni (1) tənliyinin (2) şərtini ödəyən həlli 
(4) inteqral tənliyinin həllidir və tərsinə, (4) inteqral tənliyinin 
həlli (1) tənliyini və (2) şərtini ödəyir.

(4) tənliyinin həlli ardıcıl yaxmlaşma üsulu ilə tapılır və 
П -ci yaxmlaşma

bərabərliyi ilə təyin olunur. Teoremin şərtləri daxilində isbat 
edilir ki, bu bərabərliklər vasitəsib təyin olunan 
{^„WJardıcıllığı müntəzəm yığılır və ardıcıllığm limit funksiyası
(4) inteqral tənliyinin həllidir. Daha sonra bu həllin yeganəliyi 
isbat edilir.

Misal 1. —  = x 2 + у 2, y(0) = 0 Koşi məsələsinin yeganə 
dx

həlli olduğu hər hansı bir parçanı tapmalı və bu həllə ardıcıl y i 
və y 2 yaxmlaşmalarını qurmalı.

= 0, Уо = 0 olduğundan D  qapalı oblastı olaraq 

D = {-1 < x  < 1, -1  < у  < 1} düzbucaqlı oblastmı götürək.

X

(4)

X

У„(х ) = Уо + \ f ( x , y n-X(x))dx, n = \,2,...,y0( x ) - y 0
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Haxılan tənliyin sağ tərəfi - / ( х , у ) - х г + _y2funksiyası bu 
oblastda kəsilməz və у  dəyişəninə nəzərən Lipşits şərtini ödəyir.

а = 1, b -  1, m axj/(x , j ) |  = 2 olduğundan
D

2 ’2
a,—  ] = — olur və deməli baxılan məsələnin 

v M)  2
parçasmda yeganə həlli var.

Həllə yaxmlaşmaları tapaq. _y0(x) = y 0 = 0 olduğundan

- Py 2(x)= X  +
2:

о V

X 3

" T
5

6
X

dx
3 7

X X
T + 63‘

Koşi məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi haqqmda 
aşağıdakı teoremləri qeyd edək.

\ İ T c o r  e m 2 (Peano teoremi). Əgər f ( x , y )  funksiyası
G oblastmda məhdud və kəsilməz funksiyadırsa, onda bu 
oblastın istənilən (x0,j>0) nöqtəsindən (1) tənliyinin ən azı bir
inteqral əyrisi keçir.

Göründüyü kimi, bu teorem həllin varlığı haqqında 
teoremdir. Xüsusi halda, əgər G oblastı qapalı oblast olarsa, 
onda f ( x , y ) funksiyasmm kəsilməzliyi, oblastın һәг bir 
nöqtəsindən keçən inteqral əyrisinin varlığını təmin edir.

T e о r e m 3 (Osqud teoremi). Tutaq ki, f ( x , y ) funksi- 
yası G oblastının istənilən iki (x, y )  və (x,y) nöqtəsi üçün

\ f ( x , y ) - f ( x , y ) \ < < p § y - y §  (5)
şortini ödəyir. Burada <p(u) > 0 və aşağıdakı şərtləri ödəyən 
l'ıınksiyadır.

1) <p(u) 0 < u < a  intervalmdakəsilməzdir;

, . ar du
2 )  /  ım  I    =  o o .

£->0 J <p(u)
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Onda G oblastmm istənilən (x0, y0) nöqtəsindən (1)
tənliyinin birdən çox inteqral əyrisi keçmir.

Bu teorem həllin yeganəliyi haqqında teoremdir. Qeyd 
edək ki, K  > 0 olduqda <p(u) = Ku, <p(u) = Ku\lnu\,

<p(u) = Ku^n «||lnjln м|| funksiyalarınm һәг biri Osqud teoreminin 
şərtlərini ödəyir.

(p(u) = Ku olduqda (5) şərti у  -э nəzərən Lipşits şərtini 
ifadə edir.

Peano və Osqud teoremlərinin isbatları [1], [2] və [3]-də 
verilmişdir. Burada isə

т - '1 (6)cix
tənliyi üçün G = { -а<  x  < a,  —b< у  < b} düzbucaqlısmda bu 
teoremləri təhlil edək.

2

Sağ tərəf- f ( x , y )  = y 3 funksiyası G -də kəsilməzdir və 
deməli Peano teoreminin şərtini ödəyir. Tənliyin

У = ~ { х  + с)ъ (7)

şəklində ümumi həlli var və G -nin hər bir (x0, y 0) nöqtəsindən 

1 -

у  = —  ( x - x 0 + З у 03)3 həlli keçir, yəni Peano teoreminin

hökmü də ödənilir.
G düzbucaqlısınm (x,0) və (x, у ) ( - а  < x  < a ,

- b <  у  <b)  nöqtələri üçün

| /(*,0) - / ( јс ,д О Н ? 15
2

olduğundan (5 ) şərtindəki (p{u) funksiyası üçün (p{u) > |и|3 
olar. Onda
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а  , а  _2 1
lim f—— < l i m [и ^du -  За^  < оо ,

£->0^Ç>(u) £->0 '

yəni Osqud teoreminin 2) şərti ödənmir. G düzbucaqlısmın hər 
bir (x0,0) nöqtəsindən (6) tənliyinin iki inteqral əyrisi keçir: 

1
у  = 0 və у  = — ( x -  x0) . Buradan һ ә т  də у ^ О - т  (6) 

2 *7
tənliyinin məxsusi həlli olması aşkara çıxır.

§2. Məxsusi nöqtələr
Tutaq ki,

~ -  = f ( x , y )  (1)
dx

tənliyi verilib. Bu tənliklə yanaşı

~  = — 1—  (2)
dy f ( x , y )

lənliyinə də baxaq.
T ә r i f 1. Əgər (xq , Уо) nöqtəsinin istənilən kafi qədər

kiçik ətrafmda (1) və (2) tənlikbrinin sağ tərəfləri varlıq və 
yeganəlik haqqmda teoremin şərtbrini ödəmirsə, onda bu nöqtə
(1) tənliyinin məxsusi nöqtəsi adlanır.

T ә r i f  2. Əgər ( x q  , _y0 ) məxsusi nöqtəsinin kafı qədər
kiçik ətrafmda digər məxsusi nöqtə yoxdursa, onda bu nöqtə
i/.ölə (təcrid) edilmiş məxsusi nöqtə adlanır.

Məsələn,
dy ax + by
л  ~Tdx cx + dy

lonliyinə baxaq. Burada a,b ,c ,d-  həqiqi ədədlərdir. Fərz 
ccbcəyik ki, bu ədədbr a d -ЬсФ  Oşərtini ödəyir. Əks halda (3) 
ı.mliyinin sağ tərəfi sabitə bərabər olar. Doğrudan da, əgər
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a d - b e  = 0 olarsa, onda a = kc,b = kd  olar və bu zaman (3) 
tənliyinin sağ tərəfi aşağxdakı şəklə düşər: 

ax + by _ k(cx + dy) _ ;— —  j ç  _

cx + dy cx + dy
Baxılan (3) tənliyi üçün x = 0, у  -  0 nöqtəsi yeganə izolə 

edilmiş məxsusi nöqtədir (İsbat edin).
Bizim məqsədimiz tənliyin həllərinin məxsusi nöqtə 

ətrafinda özlərinl песә aparmasmı tədqiq etməkdir. Sadəlik üçün 
bu işi (3) tənliyi üçün edək.

(3) tənliyinin inteqral əyrilərini məxsusi nöqtə ətrafinda 
tədqiq etmək üçün bu tənliyi

£  = a  jc+ By,
С4)ГЈ-үХЛ-ду.

əvəzləməsi vasitəsilə sadələşdirməyə çalışaq. Burada a,  p , y , S  - 
müəyyən ədədlərdir və fərz edəcəyik ki, bu ədədlər a ö  ~ /Зү Ф 0 
şərtini ödəyir.

Aydmdır ki, (4) əvəzləməsi x  = 0,y = 0 məxsusi 
nöqtəsinin yaxın ətrafını £ = 0, ?; = 0 nöqtəsinin yaxm ətrafina 
keçirir. Bu əvəzləmədə iştirak edon a,  /3, ү, 8  ədədlərini elə seçək 
ki, nəticədə ^və  i] dəyişənlərinə nəzərən alınan tənlik

± L  = M .  (5)
d (  Ы

şəklinə düşsün. Burada Дј və Л2 - müəyyən sabitlərdir.
(4) bərabərliklərinin һәг iki tərəfmi diferensiallayaq: 
dÇ = adx  + 13dy,
d ıj = ydx + ödy.

Bu bərabərliklərdən alarıq: 
drj _ ydx + ödy 
dÇ adx + f3dy



Əgər bu bərabərliyin sağ tərəfmin surət və məxrəcini dx-a.
, dy . . . . .  ax + by .bolub , m yerınə (3) tənlıymə əsasən  — -ı yazsaq, onda

dx cx + dy
sadə çevirmələrdən sonra

drj y(cx + dy) + S(ax + by)
 =   (6)
dÇ a{cx + dy) + (3{ax + by)

bərabərliyini alarıq. a,f3,y  və S  ədədlərini elə seçək ki, bu
2 ү)

bərabərliyin sag tərəfi —— yə bərabər olsun:

y{cx + dy) + 5{ax + by) _ Лхгј A^iyx + öy)
a(cx  + dy)  + f3(ax + by) Лг% Я2 (ах  + /Зу)

Əgər
у(сх + dy) + S(ax + by) = Aj (yx + dy),

a(cx + dy) + J3(ax + by) = i00? +  Py)- 
borabərlikləri ödənərsə, onda aydındır ki, axırmcı bərabərlik də 
ödənər. Bu iki bərabərlik isə x və у  məchullannm ixtiyari 
<|iymətlərində aşağıdakı şərtlər ödəndikdə doğru olar:

[{с -Л х)у + ад = 0,

\ d y  +  { b - l x)S =  0;
{ ( с - Л 2)а  + а/3 = 0,
[d a  + ( b -  Л2){3 = 0.

Cəbr kursundan məlumdur ki, əgər X\ və ədədləri 
c - Ä  а

b - Ä
0

ya

Я2 -  (b + с)Л + bc -  ad  = 0 (9)
ı.nıliyinin kökləri olarsa, onda (7) və (8) sistemlərinin trivial 
olmayan həlləri var.

(9) tənliyini (3) tənliyinə uyğun xarakteristik tənlik, onun 
KAklorini isə xarakteristik ədədlər adlandırırlar.
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Tutaq ki, (9) xarakteristik tənliyinin iki müxtəlif Ajvə 
kökü var. Äı və -nin bu qiymətlərində (7) və (8) sistemlərini həll 
edərək a,  /3,y və 8  ədədlərini təyin edə bilərik.Bu zaman tapılmış 
a , p , у  və 8  -lar üçün a 8  -  f3y Ф 0 şərti ödənər.

Deməli а ,(3 ,ү  və 8  -nm tapılmış qiymətlərində (4) 
əvəzləməsindən sonra (3) tənliyi

(5)
İ İ  Ы

şəklinə düşər.
Bu tənliyin inteqral əyrilərinin = 0, ?] = 0 məxsusi 

nöqtə ətrafında özlərini aparması, xarakteristik tənliyin 
köklərindən asılıdır.

(5) tənliyini inteqrallayaq: 
di) _ Л, dl;

İ L
l  =  c \ Ç \ x 2 . ( 1 0 )

Burada с -ixtiyari sabitdir.
Aşağıdakı hallara baxaq:
1) Tutaq ki, Ä1vəÄ2 eyni işarəli müxtəlif həqiqi

köklərdir. Ümumiliyi pozmadan fərz edə bilərik ki, X\> /,2 > 0 . 
Bu halda (10) bərabərliyi ilə təyin olunan bütün inteqral əyriləri 
£ = 0, 77 = 0 məxsusi nöqtəsindən keçir.

Əgər (5) tənliyini

ä l = M
dr/

şəklində yazsaq, onda aydm olar ki, Ç = 0 xətti də bu tənliyin 
inteqral əyrisidir və bu əyri də ğ -  0, 7 = 0 məxsusi nöqtəsindən 
keçir.

= VƏ ү -  > 1
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olduğundan, ?;'(0) = 0. Bu о deməkdir ki, (10) bərabərlikləri ilə 
təyin olunan inteqral əyriləri # = 0 , 7 = 0 məxsusi nöqtəsində 
OÇ oxuna toxunurlar. Belə məxsusi nöqtə düyün nöqtəsi adlanır.

2) Tutaq ki, \  və Aq. əks işarəli həqiqi köklərdir. Bu 
Л 1

lıalda —-  < 0 olduğundan yalnız /7 = 0 və ğ  = 0 inteqral əyriləri 
^2

Ç = 0, 7 = 0 məxsusi nöqtəsindən keçir. Digər inteqral əyriləri 
isə məxsusi nöqtədən keçmir. Belə məxsusi nöqtə yəhərvari nöqtə 
adlanır.

Л1 və Л2 kökləri kompleks qoşma ədədlər olduqda
ınəxsusi nöqtə fokus, xüsusi halda, köklər sırf xəyali ədədlər 
olduqda məxsusi nöqtə mərkəz adlanır. Bu hallarda və köklər 
iist-üstə düşdükdə, baxılan tənliyin inteqral əyrilərini məxsusi 
ııöqtə ətrafmda müvafıq qaydada tədqiq etmək mümkündür.

Misal 1. Məxsusi nöqtə ətrafında —  = х + tənliyinin
dx x - 2  у

uıteqral əyrilərini tədqiq etməli.
ğ = a x  + (Зу, ıj = y x  + ö y  (11)

.ıvozbməsini edək. a = 1, b = 4, с = 1, d  = -2  olduğundan A -ya 
ııozərən

Л.2 -  5Л, + 6 = 0
Unliyini alarıq. Aj = 3, = 2 bu tənliyin kökbridir. Deməli
moxsusi nöqtə düyün nöqtəsidir. Дј və Л2 -nin bu qiymətlərində 
(7) və (8) sistembrini yazaq:

J -  2y  + Ö -  0, Г- а  + p  = 0,
\ - 2 y  + S  = 0; \ - 2 a  + 2/3 = 0.
у - l ; S  = 2 və a =  ј З - 1, uyğun olaraq bu sistembrin

lu l l id ir .
a,/3v5 y , S -nın bu qiymətlərində (11) əvəzləməsi 

ıiyıığıdakı şəkb düşər:
£ = x  + y,  r/ — x  + 2 y.

45



d ğ - d x  + dy,dr] = dx + 2dy 
olduğundan alırıq:

dr] _ dx + 2dy
dÇ dx + dy

Yuxarıda qeyd olunan əməlləri yerinə yetirsək bu tənlik 
drj _  3ij

~ d i~ 2 4
şəklinə düşər.

Bu tənliyi inteqrallasaq, alarıq:
3

V = c\Ç\ 2
Burada С  -ixtiyari sabitdir. Bütün inteqral əyriləri çf =  0 , 

r/= 0 məxsusi nöqtəsindən keçir.

§3. Məxsusi həllər 

Həllin varlığı və yeganəliyi teoremindən bilirik ki, əgər

^  = f(x,y) (1)
dx

diferensial tənliyinin sağ tərəfl тйэууэп bir oblastda kəsilməz 
funksiya olub, bu oblastda у  dəyişəninə nəzərən məhdud xüsusi

törəməyə malik olarsa, onda oblastm ixtiyari (x 0, J 0) 
nöqtəsindən bu tənliyin yeganə inteqral əyrisi keçər (həllin 
yeganəlik xassəsi).

T ə r i f 1. Нәг bir nöqtəsində yeganəlik xassəsi pozulan 
həllə diferensial tənliyin məxsusi həlli deyilir.

Tərifdən aydın olur ki, diferensial tənliyin məxsusi həlli 
onun elə həllidir ki, bu həllin hər bir (x,y)  nöqtəsindən tənliyin 
ən azı iki inteqral əyrisi (yənı onun özündən başqa daha bir 
inteqral əyrisi) keçmiş olsun.

Həllin varlığı və yeganəliyi haqqmda teorem baxılan 
oblastda məxsusi həllin olmaması üçün kafi şərtləri təyin edir.
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Deməli, məxsusi həllin olması üçün zəruridir ki, bu teoremin 
ıprdəri ödənməsin. Əgər f ( x , y )  funksiyası baxılan oblastda
knsilməzdirsə, onda məxsusi həll oblastm о nöqtelərindən keçə 
bilər ki, bu nöqtələrdə Lipşits şərti ödənməsin.

Aşağıdakı misala baxaq:

f - Ғ у .

Bu misalda f ( x , y ) - - J y . Aydmdır ki, у  > 0 olduqda bu
Qr -j|

funksiya kəs ilməzdir. —  = — =■ olduğundan y  = 0 xətti
t y  2 Ј у

iizərində Lipşits şərti ödənmir. Ona görə (2) tənliyinin məxsusi 
lıolli yalruz у  = 0 ola bilər.Aydmdır ki, bu funksiya (2) tənliyinin 
h.ıllidir. Asanlıqla yoxlamaq olar ki,

У = \ { х  + С)2 (3)
4

lııııksiyasi (2) tənliyinin ümumi həllini təyin edir.
y  = 0 xətti üzərində ixtiyari (xo,0)nöqtəsini qeyd edək. 

bıı ııöqtədən, aydmdır ki, (3) həlbr ailəsinə ^axil olan bir integral ...
1 7

>yı isi də keçir. Buəyri y = —( x - x g )  əyrisidir. Ona görə y  = 0

I-’ ) tanliyinin məxsusi həllidir. Çünki bu əyrinin hər bir 
iKkıtəsindən (2) tenliyinin iki inteqral əyrisi keçir: у  -  0 xəttinin 
I '/ и və (3) həllər aibsinə daxil olan əyri.

Bu sadə misal göstərir ki, (1) şəkilli diferensial tenliyin 
.ııft brəfi kəsilrnəz olduqda, onun məxsusi həllini aşağıdakı qayda 
ib tapmaq olar:

1. Oblastda f ( x , y )  funksiyasmm у-в  görə Lipşits 
'itiııi ödərmdiyi nöqteləri çoxluğunu, yəni praktiki olaraq ,

л /

< >nlu —  törəməsinin olmadığı nöqtebr çoxluğunu tapmalı;
ду
2. Alınan nöqtobr çoxluğunun hər hansı bir əyri təyin 

• lılıyini və bu əyrinin inteqral əyrisi olduğunu yoxlamalı;
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3. Tapılan əyri tənliyin inteqral əyrisi olduqda, onun hər 
bir nöqtəsində həllin yeganəlik xassəsinin pozulduğunu 
yoxlamalı.

Əgər bu sonuncu şərt ödənərsə, onda tapılan inteqral 
əyrisi tənliyin məxsuäi həllini təyin edir. Əks halda tənliyin 
məxsusi һәШ yoxdur.

Tutaq ki, törəməyə nəzərən həll olunmamış 
F(x ,y ,y ' )  = 0 (4)

diferensial tənliyi verilib. Əgər bu tənlik y '  - ə nəzərən həll 
olunsaydı, yəni ( 1) şəklinə gətirilə bilsəydi, y uxarda

gördüyümüzkimi, m əxsusihəll —  = —  sonlu törəməsinin
ду ду

oJm adğı nöqtələr çoxhığundan axtarılm alı idi. O na gö rəd ə  
(4)-dən у  -э nəzərən törəmə alsaq

дҒ дҒ ду'
—  + — — = ®, 
ду ду ду

buradan isə
а ғ

ду' _ Şy 
ду дҒ  

ду'
alındığından , bu nəticəyə gəlirik ki, F  diferensiallanan 

ду'
funks iyadırsa sonlu törəməsinin olmaması üçün 

ду

^  = 0 (5)
Sy'

şərtinin ödonməsi zəruridir. (4) və (5) bərabərliklərindən y '  -i 
yox etməklə alınan ф(х,у) -  0 tənliyinin təyin etdiyi əyriyə (və 
ya əyrilərə) funksiyalar nəzəriyyəsində (4) tənliyinin diskriminant 
əvrisi devilir. Aydmdır ki, (4) tənliyinin məxsusi həlli varsa о 
diskriminant əyriləri içərisindədir, yəni sonuncu bərabərlikdən 
təyin olunan y - ( p { x ) funksiyaları içərisindədir. Əgər belə
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funksiya (4) tənliyini ödəyirsə, о məxsusi həlldir. Məxsusi һәШп

Diferensial tənliyin ümumi inteqralını bilməklə də, onun 
məxsusi həllini tapmaq olar.

Tutaq ki,
ф(х,у,с) = 0 (6)

(4) tənliyinin ümumi inteqralıdır. Bu bərabərliyin һәг iki tərəfmi 
С -уэ nəzərən diferensiallayaq: 

дф(х,у,с) _ 0 
дс

(6) və (7) tənliklərindən С -ni yox etsək 
y/(x,y)  = 0

münasibətini alarıq. Diferensial hndəsə kursundan məlumdur ki, 
sonuncu bərabərlıklə təyin olunan әуп (6) əyrtfer ailəsinin 
cj urşayanıdır, yəni elə əyrıdır kı, hər bir nöqtəsində (6) ailəsinin 
bir əyrisinTloxunur (ortaq toxunanä malikdir'). Onda aydındır 
ki, həmin əyrinin hər bir nöqtəsində (x;y;y ')  üçlüyü (6) ailəsinin 
bir əyrisinin müvafiq üçlüyü ilə üst-üstə düşür. Deməli bu əyri (4) 
tonliyinin məxsusi həllini təyin edir. Məxsusi həllin tapılmasmm 
bu üsuluna .a ursavan üsulu devilir.

Misal 1. xy'2 — 2 yy' + x = 0 tənliyinin ümumi və 
məxsusi həllərini tapmalı.

Tənliyin əwəlcə ümumi həllini tapaq. Bu məqsədlə onu
y' -ә nəzərən həll edək: 

x
Bu tənlik bircins tənlik olduğundan, onu həll etmək üçün 

у  = xu əvəzləməsini edək. Bu əvəzləmədən sonra U dəyişəninə
ı ıa zərən

du _ + dx 

л1и2 - 1  ~ x
ı.nıliyini alarıq. Əgər bu tənliyin һәг iki tərəfmi inteqrallasaq, bu 
/ııınan aşağıdakı bərabərliyi alarıq:
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In u + yfu* = ±ln)jc| + ln|cj.

и — — olduğunu nəzərə alsaq, bu bərabərlik
л:

In
y  + J y 2 - X 2

= ± ln|x| + ln|c| (8)

şəklinə düşər. Əgər bu bərabərlikdə ln|x| toplananını müsbət
işarə ilə götürsək, onda elementar çevrilmələrdən sonra alarıq:

2 су  =  X 2 + c 2 . (9)

Əgər (8) bərabərliyində ln|x| toplananını mənfl işarə ilə
götürsək, onda yenə də (9) bərabərliyini almış olarıq (yoxlamalx).

(9) bərabərliyi baxılan tənliyin ümumi inteqralmı təyin 
edir. Bu inteqraldan istifadə edərək qurşayan üsulu ilə tənliyin 
məxsusi həllini tapaq:

ф (х ,у ,с )  =  x  + c  — 2 cy olduğundan,

—  = 2c -  2y olar və (7) bərabərliyinə əsasən alarıq: С — у . 
дс

Əgər с  -nin bu ifadəsini (9) -da nəzərə alsaq, taparıq: 
у  = ±X .

Bu bərabərlik tənliyin məxsusi həliərini təyin edir.
İndi verilmiş tənliyin məxsusi həllini diskriminant üsulu 

ilə axtaraq:
F (x ,y ,y ')  = xy'2 - 2 yy' + x 

olduğundan

дҒ  о ' о —  = 2xy - 2у .
ду

дҒ
Ғ  = 0 və —  = 0 bərabərliklərändən y ' -i yox etmək üçün ikinci

ду'
bərabərlikdən y'  -i tapıb, birincidə yerinə qoysaq
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diskriminant tənliyini alarıq. Buradan tapılan у  = ±x  
lııııksiyalarıran hər biri verilmiş tənliyi ödədiyindən, onlar məxsusi 
Imllərdirlər.

M İ S A L L A R

Aşağıdakı məsələlərin həllərinə y t , y 2, y 3 ardıcıl 
yııxınlaşmalarını qurmalı.

%, y '  — x + у  , >-(0) = 0.
57. y' = sinx + 2y ,  jy(O) = 1.

Aşağıdakı diferensial tənliklərin verilmiş başlanğıc şərtləri 
ttdəyən yeganə həllərinin olduğu hər hansı bir parçanı təyin
ctməli.

SK. y' = x 2 + y 2, y(0) = 0.
V). y'  = x 2 + 2 y 2 - 7 , y ( 0 )  = L
(>(). y' = x 2 + y 2 -  2x,  j>(l) = 1.

Aşağıdakı tənliklərdə məxsusi nöqtələri tədqiq etməli.

, dy 3x - у(> I. —  = ------ — .
dx x  + у

. dy x + 2 у
—  =  —.
dx 2 x  + y

Aşağıdakt tənlikləri həll etməli və eyni zamanda onlarm 
moxsusi həllərini tapmalı.

51



63. у ' г = 8у.
64. у ' 2 - у 2 +1 = 0.
65. у 2( 4 - у ' 2) = 1.
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IIIFƏSİL 

TÖRƏMƏYƏ NƏZƏRƏN HƏLL OLUNMAMIŞ BİR 
TƏRTİBLİ DİFERENStAL TƏNLİKLƏR 

§1. Тоғәтәуә nəzərən həll olunmamış bir tərtibli sadə diferensial 
tənliklərin həlli

Əvvəlki fəsillərdə qeyd etmışdik ki, törəməyə nəzərən həll 
olunmamış birtərtibli diferensial tənliyi ümumi halda

Ғ (х ,у ,у ' )  = 0 (1)
şoklində yazmaq olar. Burada F  -öz arqumentlərinin məlum 
l'ıınksiyasıdır. Bu paraqrafda biz (1) şəkilli tənliyin elə xüsusi 
lıallanna baxacağıq ki, onları inteqrallamaq mümkün olsun.

1. Əvvəlcə
Щ(x,y)y 'n + ax( x , + . . .  + a„_l(x ,y )y  + +an(x,y)  = 0 (2)

innliyinə baxaq. Burada a t ( x , y ) ,  1 =  0,1,...,« '- müəyyən
oblastda kəsilməz funksiyalardır. Bu tənlik bir tərtibli, n  dərəcəli 
ıliferensial tənlik adlanır.

Fərz edək ki, baxılan oblastda a0( x , y )  Ф 0 . Bu halda

(2) tənliyi һәг bir qeyd olunmuş (x,_y)üçün, cəbrin əsas 

leoreminə əsasən, у  -in n sayda qiymətini təyin edir. Bu 

qiymətlər icərisindən kompleks qiymətləri atsaq, m (m  < n)  
sayda

y '  = f k ( x , y ) , k  = \,2,...,m, (3)
•pkilli diferensial tənlik alarıq.

Tutaq ki, у  = <pjc(x ,c ) ,k  = 1 , 2 , (3) tənliklərinin
llıııumi həlləridir. Onda bu həllərin һәг biri, eyni zamanda, (2) 
f.mliyinin də həlli olar.

Qeyd edək ki, II fəslin sonunda baxdığxmız misaldakı 
diferensial tənlik (2) şəkilli diferensial tənlik idi.

2. Tutaq ki, (1) tənliyində у  dəyişəni aşkar şəkildə iştirak
t lmir. Bu halda tənlik
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Ғ ( х , у ' )  = 0  (4)

şəklinə düşər. Əgər bu tənliyi у  -ə nəzərən həll etmək miimkün

olarsa, onda bir və ya bir neçə у  — f i x )  şəkilli tənlik alarıq ki,
bu tənliyi də asanlıqla inteqrallayıb (4) tənliyinin ümumi 
inteqralmı taparıq.

Tutaq ki, (4) tənliyini у  -ə nəzərən həll etmək mümkün
deyil, lakin onu X dəyişəninə nəzərən həll etmək olur. Fərz edək 
ki, bu zaman

*  =  <Р(У') (5)
şəkilli tənlik almıb. Bu tənliyi parametr daxil etmə üsulu adlanan 
üsulla həll edək. Bu məqsədlə y' =  p  götürək. Bu halda

x = ç (p ) ,  dy =  pdx  olar. dx =  ç'(p)dp  olduğundan, 
alarıq:

dy  =  p(p'{p)dp və ya у  =  Jp<p'(p)dp +  с .
Deməli,

X =  (p(p), у  =  \p (p \p)dp  +  с . (6)
Bu (5) tənliyinin parametrik şəkilli ümumi həllidir.
Əgər (6) tənliklərindən p  parametrini yox etmək

mümkün olarsa, onda (4) tənliyinin ф ( х ,у ,с ) =  Oşəkilli ümumi 
inteqralını almış olarıq.

3. Tutaq ki, (1) tənliyində X dəyişəni aşkar şəkildə iştirak 
etmir. bu halda tənlik

Ғ(у ,у ' )  = o (7)
şəklinə düşər. Əgər bu tənliyi y' -ə nəzərən həll etmək mümkün 

olarsa, onda bir və ya bir neçə y' = f  ( у )  şəkilli tənlik alarıq. 

f  ( у )  ^  0 olduqda axırıncı tənliyi

f ( y )
şəklində yazıb, inteqrallasaq ,bu tənliyin ümumi inteqralını 
aşağıdakı bərabərlik vasitəsilə təyin etmiş olarıq:
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dy = x  + c .

Qeyd edək ki, əğər a it i = \,2,...,m, ədədləri f { y ) ~  0 
i.mliyinin kökləri olarsa, onda у  -  a ., i ~ 1,2,..., m , funksiyalari 
da у  = f ( y )  tənliyininhəlləri olar.

Tutaq ki, (7) tənliyini y '  -э nəzərən həll etmək mümkün 
ıleyil, lakin onu у  -ə nəzərən həll etmək müxnkündür və bu zaman
(7) tənliyi

pklinə düşür. Bu tənliyi də parametr daxil etmə iisulu ilə həll

у
Ogor bu bərabərliyə у  =  Ç>(p) bərabərliyini qoşsaq, onda (7) 
i.mliyinin parametrikşəkilli

Iwrabərlikdən alarıq:
dx  =  (ep + l)dp. dx-in bu ifadəsini dy = pdx 

Ixuabərliyində nəzərə alsaq

У = <р(у ') (8)

ed ak :

У =P, У = <p(p); dy = pdx, dy = <p\p)dp;

P
Axırmcı bərabərlikdən alırıq:

P
iiınumi həllini alarıq.

Misal 1. ey + у  — X = 0 tənliyini Һә11 etməli.
Butənliyi X -ә razərən həll etsək, alarıq:

x = ey + y ' .

y' = p  götürək. Onda dy  =  pdx  və x = ep +  p  olar. Axırıncı
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d y  = p ( e p + 1  )d p  və ya у  =  //? (е р + 1  )d p  +  с 

P2və ya y  = e p ( p - 1) + - у  + с bərabərliyini alarıq. Deməli

2
x = e p + p , y  = e p ( p - \ )  + —  + c 

baxılan tənliyin parametrikşəkilli həlidir.

§ 2. Ümumi halda parametr daxil etmə üsulu 
Laqranj və Klero tənlikləri

Əwəlki paraqrafda törəməyə nəzərən həll olunmamış bəzi 
tənlikləri parametr daxil etmə üsulu ilə həll etdik. İndi isə yenidən

Ғ (х ,у ,у ' )  = 0 (1)
tənliyinə baxaq və bu tsnliyi də parametr daxil etmə üsulu ilə həll 
etməyə çalışaq.

Tutaq ki, (1) tənliyini у  -ə nəzərən həll etmək 
mümkündür:

У = Д х ,у ' ) .  (9)

У — p  götürsək (9) tənliyi

У = А х >р) (10)
şəklinə düşər.

dy = — dx + ~ d p  və d y - p d x  
дх др

olduğundan
df  j  df  л — dx +— dp = pdx  
дх др

olar və buradan törəməyə nəzərən həll olunmuş

Н р ~ Ш
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lonliyini alarıq.
Tutaq ki, p  = <p(x,c) bu tənliyin ümumi inteqralıdır. 

Onda p -n in  bu ifadəsini (10) bərabərliyində nəzərə alsaq (9) və 
ya (1) tənliyinin ümumi həllərini 

v = f(x,ç>(x,c)) 
bərabərliyi vasitəsilə təyin etmiş olarıq.

İndi isə fərz edək ki, (1) tənliyini X dəyişəninə nəzərən həll 
ctmək mümkündür.

x  = f ( y , y ' )  (12)
У — p  götürsək (12) tənliyi

X = f ( y , p ) (13)
şəklinə düşər və

df df dyd x ~ — dy + — dp, dx = —  
ду др p

olduğundan
d f  d f  dy
ir~dy + д  Ф  = 
ду op p

olar və buradan isə törəməyə nəzərən həll olunmuş

ф  ( } _ _ ¥ _
dy ( p  ду / 

tonliyi alınar.
Tutaqki, p  = ç>(y,c) bu tənliyin ümumi həllidir. Onda

л = f(y, <Р(У>с)) -
(12) və ya (1) tənliyinin ümumt inteqralı olar,

Тогэтэуэ nəzərən həll olunmamış (9) və ya (12) 
tonliklərinin həllinə parametr daxil etmə üsulunu tətbiq etdikdə, 
(örəməyə nəzərən həll olunmuş (11) və ya (14) tənliklərini aldıq. 
llu tənlikləri, ümumiyyətlə, iqteqrallamaq mümkün olmur. Lakin, 
törəməyə nəzərən həll olunmamış elə tənliklər var ki, onları 
parametr daxil etmə üsulu ilə həll etdikdə həmişə inteqrallana 
bilən diferensial tənliklər alınır. Belə tənliklərə misal olaraq 
1 .aqranj үә Klero tənliklərini aid etmək olar.

(14)
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ч| Laqranj tənliyi. Asılı olmayan X dəyişəni və məchul 
у  = y{x) funksiyasma nəzərən xətti olan 

A (y ')y  + B(y ')x  = C(y') 
tənliyinə Laqranj tənliyi deyilir. Burada А, В  və С -məlum 
funksiyalardır.

Tutaq ki, A (y ’) Ф 0 . Onda, tənliyi у  dəyişəninə nəzərən 
həll etsək, alarıq:

У ~ Х (р { у ')  + у / { у ' ) .  (15)

Bu tənlikdə y '  =  p  götürsək
y  = xç>(p) + y/(p) (16)

və
d y  =  <p(p)dx +  x ( p \ p ) d p  +  y / ' ( p )d p  

olar. Digər tərəfdən d y  =  p d x  olduğundan, alarıq:

[p -  <p(pj]dx = (x ( p \ p ) +  y / \ p ) ) d p . (17)
Tutaq ki, <p(p) Ф p . Bu halda axmncı tənliyin һәг iki tərəfmi 

[ p - < p ( p ) \ ip  - уә bölsək, xətti

^  , <p '(p ) X7= v Xp )
dp <p(p)-p р~(р(р)

tənliyini alarıq. Aydındır ki, bu birtərtibli xətti tənlikdir və 
bildiyimiz kimi onun ümumi həlli

x  = cox( p ) c  + а)г ( р )  (18)
şəkilli funksiyadir. Burada С -ixtiyari sabitdir.

Əgər x-m bu ifadəsini (16) bərabərliyində nəzərə alsaq,
onda

У = [щ (P)c + g>2 (P)\P(P) + VİP)  (19)
olar və (18), (19) bərabərlikləri birlikdə Laqranj tənliyinin 
parametrik şəkilli həllini təyin edər.

Tutaq ki, p  parametrinin тйэууэп P ~ P q qiymətində 

ç(Po ) = Pq. Bu halda, aydmdır ki, p  = Pq (17) tənliyini ödəyər
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və (16) bərabərliyində p  = P q götürsək, onda Laqranj tənliyinin 
daha bir həllini almış olarıq: 

y  = x<p(p0)+ y/(p0).
Klero tənliyi. Klero tənliyi Laqranj tənliyinin xüsusi 

halıdır. Əğər (15) Laqranj tənliyində Ф{у) = у  olarsa, onda 
alınan tənlik Klero tənliyi adlanır. Deməli

y  = xy '+ y/(y ')  (20)
tonliyi Klero tənliyidir.

Bu tənlikdə y '  = p  götürsək Klero tənliyi 
y  = xp + y/(p)  (21)

tfəklinə düşər.
dy = pdx  + xdp + if/'(p)dp və dy = pdx  olduğıından

alanq:

[ * +¥/ o » ] * = o
dx

Bu bərabərlik isə

^  = 0, x  + W'(p) = 0 (22)
dx Г

olduqda ödənir. /  )
dp =  0 - dan alxrıq ki, p  — С . p  — nin bu qiymətini
d x

(21)-də nəzərə alsaq
у  = cx + t//(c) (23)

hollini alarıq. Bu Klero tənliyini ümumi həllidir.
x  + ı//'(p) = 0 tənliyinə baxaq. Tutaq ki, bu tənüyi p -yə

ııəzərən həll etmək mümkündür və bu zaman p -c o (x )  alınır. 
Əgər p  -nin bu ifadəsini (21)-də nəzərə alsaq, Klero tənliyinin 
daha bir həllini tapmış olarıq:

у  = хо)(х) + у/\со(х)\
Bu həll Klero tənliyinin məxsusi həllidir (İsbat edin).

Misal 1. у  = 2 x y ' - ln y '  tənliyini həll etməli.
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Bu tənlik Laqranj tənliyidir. y'  = p  götürsək 
у  = 2 х р - Ы р  (24)

olar. dy = 2pdx + 2 x d p - ~ dp və dy = pdx  olduğundan, alarıq:
P

2 pdx  + 2 xdp ~ — dp = pdx  
P

və ya

pdx + 2 x d p - —dp .
P

Bu tənliyin hər iki tərəfini pdp  -yə bölək ( р ф  0 
olduqda):

dx 2 _  1

dp P p 2 ’
Bu tənlik xətti tənlik olduğundan, onun həllini məlum

düsturdan istifadə etməklə tapmaq olar:

x  = - \ - ( c  + p ) .
P

Tapdığımxz bu ifadəni (24) bərabərliyinin sağ tərəfində 
nəzərə alsaq у  üçün

у  = — (c + p ) - l n p  
P

ifadəsini alarıq. Deməli
1 2

x = —=—(c + р), y  = — (c + p ) - l n p
P P

baxılan tənliyin parametrik şəkilli ümumi həllidir. p  = 0 -dan isə 
y '  = 0 və у  -  с alınjr. Bunu tənlikdə yerinə yazsaq с = 0 olur. 
Yəni у  = 0 daha bir həlldir. Yoxlaya bilərik ki, bu məxsusi 
həlldir.

Misal 2. у  — xy — еу tənliyini həll etməli.

Bu tənlik Klero tənliyidir. y '  = p  götürsək
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у  = х р - е р (25)

olar. dy = pdx + xdp -  e pdp  və d y - p d x  olduğundan, 
ıılanq:

pdx  +  xdp -  epdp  =  pdx
vo ya

( x - e p)dp  =  0 .
d p -  0 olarsa, p  — С olar və (25) bərabərliyinə əsasən 

yııza bilərik:

у  -  с х  -  е с .
Bu funksiya baxılan Klero tənliyinin ümumi həllidir.

x - e p =0  olarsa, e p =  x  və p  = \nx  olar. Onda (25) 
I ornbərliyindən alarıq: 

у  -  x  ln x  -  x .
Hıı isə Klero tənliyinin məxsusi həllidir.

M İ S A L L A R

Aşağıdakı tənlikləri törəməyə nəzərən həll edib, daha 
Nnnra adi üsullarla tənliyin ümumi həllini tapmalı.

66. y '2 - 4 y '  + 4 = 0.

67. y '2 - x y '  — 2 х г = 0.
68. у '2 + yy' - e 2x (y '  + y)  = 0.
69. xy'(xy' - 4 y )  + 3 y 2 = 0 .
70. y(xy' -  y )  = y -  2xy'.
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Aşağıdakı tənlikləri parametr daxil etmə üsulu ilə həll
etməli.

71. х  = 2 у 'ъ - 3 y'.
72. x (y '2 + 1) = y '.

73. y  = yj\ + y '2.
74. xy' = y ln y ' .
75. у  = xy' + x 2y ' 2.

Aşağıdakı Laqranj və Klero tənliklərini həll etməli.

76. y  = 2xy' + y '2.
77. .уу' = ху'2 +1.
78. y ' ( y - 3 x y ' )  = 2.
79. у  = - x y '  + lny'.
80. у  = xy' - e y .
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IVFƏSİL

YÜKSƏKT ƏRTİBLİDİFERENSİ ALT ƏNLİKLƏR VƏ 
BİRTƏRTİBLİ DİFERENSİAL TƏNLİKLƏR SİSTEMİ

§ 1. Koşi məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyi haqqında teorem

Tutaq ki, x - i asılı olmayan dəyişən, y  = y (x ) -  mochul 
lımksiyadır.

T ә r i f  1. Asılı olmayan X dəyişənini, məchul у  = y(x)
I ııııksiyasım və onun у',у",.. . ,у(п)(п > 2) törəmələrini özündə 

ıxlayan tənliyə n  tərtibli diferensial tənlik deyilir.
Ümumi halda n  tərtibli diferensial tənliyi

,>klində yazmaq olar. Burada F  -öz arqumentlərinin məlum 
Itmksiyasıdır. Bu tənlikdə x, y , y \ . . . , y (”~İ!-hr aşkar şəkildə
r..lirak etməyə bilərlər, lakin y^toram asi tənlikdə mütləq iştirak 
cltnəlidir.

Tutaq ki, (1) tənliyini У л) törəməsinə nəzərən həll etmək 
miimkündür. Bu halda tənliyi

•pklində yazaq.
Fərz edək ki, у  = (p(x) funksiyası miiəyyən (a,b) 

ıııtervalında təyin olunmuş və bu intervalda П -ci tərtibədək 
loırməsi olan funksiyadir.

T ә r i f  2. Əgər у  = cp(x) funksiyasını və onun törəmə-
l.nini (1) və ya (2) tənliyində yerinə yazdıqda bu tənlik (a,b) 
iııtcrvalmda eynilik kimi doğru bərabərliklərə çevrilirsə, onda 
I (p{x) funksiyası (a ,b ) intervalmda (1) və ya (2) tənliyinin 

M li adlanır.
(2) tənliyinin

F ( x , y , y (n)) = 0 (1)

(2)
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başlanğıc şərtlərini ödəyən həllinin tapılması məsələsi Koşi

məsələsi adlanır. Burada Х0, у ^ \ у ^ \ , У ^  -məlum həqiqi
ədədlərdir.

Koşi məsələsinin həllinin varlığı və yeganəliyini tədqiq 
etmək üçün (2) tənliyini n  məchullu, n  sayda birtərtibli 
diferensial tənliklərdən ibarət sistemə gətirmək 
məqsədəuyğundur. Bunu aşağıdakı qaydada etmək olar:

Уг — У işarə edib, у 2,Ут,-,---,Упməchullarmı aşağıdakı 
bərabərliklər vasitəsilə təyin edək:

dy± _  „ „ Ф - 1 _
а  ■ У г ' - Г  =  Уъ’'~’- ^ Г  = Ун­ах dx dx

dyx dy d 2y t
У 2 = -Г  = - Г ’ У з= -7-Г’- ’Уг, dx dx dx

dn~x'Ух
dx и-1 dxn~]

olduğundan

dyn d ny  
dx dxn

f(x ,y i ,y2, - , y n)

olar.
Beləliklə y l, y 2,---,yn məchullarma nəzərən 

dyx
dx
dy2
dx

(4)
dy„-i _

dx
dy„
dx

Уп>

= f ( . x ,y l9y 2,..., y n)

diferensial tənliklər sistemini aliriq.
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Əgər У ~  У] funksiyası (2) tənliyinin həllidirsə, onda

У1 ,У2 ,—,У„ funksiyaları (4) sisteminin həllidir. Bu faktm tərsi 
də doğrudur:
Əgər У1»У2>—>У» funksiyaları (4) sistemini ödəyirsə, onda 

У ~  У\ ftmksiyası (2) tənliyinin həllidir.
(3) başlanğıc şərtləri (4) sistemi üçün aşağıdakı şəklə

düşür:
У1О 0) = У ? \ У г { х 0) = У 2 }>~>Уп(х о) = у Т  (5)

(4) sistemindən daha iimumi şəklə malik olan aşağıdakı 
diferensial tənliklər sisteminə baxaq

^ r  = M x , y v y 2,...,yn\  
ax
dy2 r , 4—r- = M x,yv,y2,...,yn),

d~ -  = f n(x ,y i ,y 2’-> У Л, ax
Bu sistemə daxil olan hər bir tənliyin sol tərəfmdə bir 

ınəchul funksiyanm törəməsi, sağ tərəfmdə isə asılı olmayan 
V dəyişəni və məchul funksiyalar iştirak edir. Beb sistemə normal 
pkilli diferensial tənlikbr sistemi deyilir.

T э r i f 3. (a,b) intervalmda təyin olunmuş diferensial-
lanan у] = <Р\(х),У2  ~ (Р2 (х),...,уп = cpn(x) funksiyalarını və
< uıların törəməbrini (6) sisteminin tənliklərində yerinə yazdıqda, 
I uitün tənliklər baxılan intervalda eynilik kimi doğru bərabərliyə 
rcvribrsə, onda bu funksiyalar (a, b) intervahnda (6) sisteminin
11.illi adlanir.

Yuxarıdakı mühazirələrdən ay dm olur ki, əgər 
V\=yl( x ) ,y 2 = y 2(x),...,y„=y„(x) funksiyalari (4) tənliklər 
■ isteminin (5) başlanğıc şərtbrini ödəyən həllidirsə, onda
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У = У\(х) funksiyası (2) tənliyinin (3) başlanğıc şərtlərini ödəyən 
həllidir.

T e о г e m 1. Tutaq ki, f i ( x ,y l , y 2 ,...,yn ), i = 1,2,..., и

funksiyaları qapalı D = {x0 -  а < x  < x0 +a, yf0) -  b<  y t <

< y .0)+b, i = l,2,...,n} oblastında kəsilməzdirlər və bu

oblastda у у , у 2, . . . , у п йэу'щэпЪппэ nəzərən Lipşıts şərtini 
ödəyirlər:

\ / i{x ,y l, y 2,...,yn) - f X x , % y 2,...,y„)\<

< JV(|ü - y l\+\y2- y 1\+...+\yn-y„\),i = 1,2,..., П.
Onda, (6) sisteminin (5) başlanğıc şərtlərini ödəyən və 
[x0 ~h,XQ+ h] parçasmda təyin olunan yeganə y\ = yj (x) ,

f  b ^у 2 = у 2(х),...,уп = y n(x ) həlli var. Burada h = min a,—
V M

M  = m |x |/:|, / = 1,2,...,«.

Q e y d .  Əgər f j ( x , y h y 2, - , y n), / = 1,2,...,« funksi-

yalarmm D  oblastında y \ , y 2,—, y n dəyişənlərinə nəzərən 
məhdud xüsusi törəmələri varsa, onda bu funksiyalar həmin 
oblastda y l, y 2,...,yn dəyişənlərinə nəzərən Lipşits şərtini 
ödəyirlər.

Nəzərə alsaq ki, (2) tənliyinin (3) başlanğıc şərtlərini 
ödəyən həllinin tapılması məsələsi (4) diferensial tənliklər 
sisteminin (5) başlanğıc şərtlərini ödəyən həllinin tapılması 
məsələsinə gətirilir, onda yuxarıda qeyd olunan teoremdən 
istifadə edərək (2) tənliyinin (3) başlanğıc şərtlərini ödəyən 
həllinin varlığı və yeganəliyi haqqmda aşağıdakı teoremin 
doğruluğunu alarıq:

T e о r e m 2. Yüksək tərtibli törəməyə nəzərən həll 
olunmuş n  tərtibli (2) diferensial tənliyinin sağ tərəfi bütün

arqumentlərə nəzərən kəsilməz və y , — -
dx dx
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arqumentlərinə nəzərən Lipşits şərtlərini ödəyirsə, onda bu 
tənliyin (3) başlanğıc şərtlərini ödəyən yeganə həlli var.

Bu teoremdən istifadə etməklə (2) tənliyinin ümumi həlli 
haqqmda məlumat almaq olar. Doğrudan da, əgər x = Xq -a qeyd

olunmuş ədəd, у j , y l^  , . . y^0-* -lara isə müxtəlif qiymətlər ala
bilən parametrlər kimi baxsaq, onda (2) tənliyinin (3) şərtlərini 
ödəyən həllini

y = ^(x,yı(0),y^0) ,...,y^0)) (7)
bərabərliyi vasitəsilə ifadə edə bilərik.

у ^ \ у 2 \ . . . , у ^  başlanğıc qiymətlərini, uyğun olaraq 

Cl ,C2,...,Cn sabitləri iləəvəzetsək, onda (7) bərabərliyi

y  = <p(x,Cl ,C2,...,Cn )  (8)
şəklinə düşər. Bu (2) tənliyinin ümumi həllidir. Deməli, n tərtibli 
(2) tənliyinin ümumi həlli özündə n sayda ixtiyari sabit saxlayır. 

Qeyd edək ki, ümumi həldən C1,C2,...,Cn sabitlərinin
һәг bir konkret qiymətlərində alman həllə (2) tənliyinin xüsusi 
lıəlli deyilir.

nteqrallana bilən və tərtibi azaldda bilən bəzi 
yüksək tərtibli diferensial tənliklər

Bu paraqrafda biz inteqrallana bilən bəzi yüksək tərtibli 
diferensial tənlikləri nəzərdən keçirəcək və tərtibi azaldıla bilən 
bir sxra tənliklərlə tanış olacağıq.

1. İlk olaraq aşağıdakı П tərtibli diferensial tənliyə
baxaq:

y {n)=f(x)  . (1)
Burada f ( x )  müəyyən (a,b) intervalında təyin olunmuş 

kosilməz funksiyadir.
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Bu tənliyin ümumi inteqralını tapmaq iiçün onu ardıcıl 
olaraq n  dəfə inteqrallayaq:

yiK-i) = X̂f (x )d x  + cv
*0 

X  X

y("~2) _ Јлбс j /  (x)dx + cl( x - x Q) + c2,
дг0 х 0

y(»-3) _ f ( x ) d x + — +
2!дг0 x0 *0

c2( x - x 0)+ c3,...,

у  =  ] л  ) d x J j  / ( * ) &  +  +
Х п  X n  Xn \  /  *

« dəfə ( 2 )

2 v-л. — X0 Jс2( х - х 0)"~2
+ — 7— ^ г г -  + ... + c„_l( x - x 0) + cn.

( n -  2)!

Burada x0 - (a, b) intervalına daxil olan ixtiyari nöqtə,

C] , c 2,..., - ixtiyari sabitlərdir.
(2) bərabərliyi (1) tənliyinin ümumi həllini təyin edir. bu 

bərabərliyin sağ tərəfındə duran birinci toplanan
x x  x

у  = J ö 6 t ^dx... I  f ( x )d x  (3)

n dəfə
funksiyası, aydındır ki, (1) tənliyinin xüsusi həllidir. Cünki o, 
ümumi həldən c, = c2 =... -  c„ = 0 olduqda almır.

Bu xüsusi həll özündə П qat inteqral saxlayır. Göstərək 
ki, bu həlli elə çevirmək olar ki, о yalnız bir inteqral vasitəsilə 
ifadə olunar.
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Əvvəlcə n  =  2 halına 
baxaq. Bu halda 
inteqrallama dəyişənləri- 
ni müxtəlif hərflərlə işarə 
edərək (3) həllini

У = \ f ( z ) d z
*0 *0

şəklində yazaq. Bu 
inteqrala ikiqat inteqral 
kimi baxsaq göıərik ki, 
inteqrallama oblastı 
şəkildə qeyd olunan 
ştrixlənmiş üçbucaqdır. 
Inteqrallama növbəsini 
dəyişsək alarıq:

у = j'dÇ j f ( z ) d z  = jdz  j f ( z ) d ç  =
X0 x 0

X  X X

= \ f ( z ) d z  Jdg  = J ( x  -  z) f{ z )d z \
X0

п - Ъ  halında

(4)

X X X
y  = ^dx^dx ^ f (x )d x

x 0 Xq x0
oiduğurıdan, (4) bərabərliyinə əsasənyaza bilərik:

(5)

x  x

у  =. jd&c J(x -  z ) f ( z ) d z .
*0 *0

(6)

Burada da, inteqrallama dəyişənlərini müxtəlif hərflərlə işarə 
etsəkvə analoji qaydada, inteqrallama növbəsini dəyişsək,alanq:
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У= f ä f e ~ z)f(z)dz=\dzfe-z)f(z)dğ=
Лл Лл Хп z

=]f(z)dzj(Z;-z) dğ=^ ’t y x - z f  f(z)dz.

(7)

% 2
Bu prosesi ardıcıl olaraq davametdirsək, ixtiyari n üçün: 

У = . - 1 , ) o - z )”~' f ( z ) d z . (8)
(« “ О! 4

bərabərliyini alarıq. Bu düstur Koşi düsturudur. Qeyd edək ki,
(8) bərabərliyi ife təyifl ölUhäri БәТГ (1) tənliyinin 
y (x 0) = 0, У(л:0) = 0»—» = 0 şərtiərini ödəyənhəllidir.

2. Gös tərək ki, П tərtibli
Ғ (У и),У "-1)) = 0 (9)

şəkilli diferensial tənliyi də həmişə inteqrallamaq mümkündür. 
Burada F - ö z  arqumentinin məlum funksiyasıdır.

( п )Əvvəlcə fərz edək ki, (9) tənliyini у  törəməsinə nəzərən 
həll etmək mümkündür və bu zaman

У ’ = / ( / - '> )  (10)

tənliyi alınır. Əgər bu tənlikdə j / ” Г) =  z  əvəzləməsini etsək, 
onda tənlik

z' = f ( z )
şəklinə düşər və bu tənliyi inteqr alias aq, alarıq: 

fI = x  + c, .
Ј ж >

dz 

№
Cj - burada ixtiyari sabitdir.

Tutaq ki, aldığımız bu bərabərliyi z-ə nəzərən həll edib 

Z  =  (p(x, С у) bərabərliyini almışıq. Z  = у (п ^ olduğundan bu 
bəraterük

/ и_,) = Çf(x,Cl )
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ıpklinə düşər ki, bu tənliyi də ardıcıl olaraq П — 1 dəfə 
inLeqrallasaq (10) tənliyinin ümumi inteqralmı taparıq.

dcyil. Bu zaman parametrik şəkilli tənliyə keçməklə tənliyi həll
edək.

Tutaq ki,

(9) tənliyinə uyğun parametrik şəkilli tənlikdir. Bu tənliklərdən
alarıq:

Bebliklə X və у  dəyişənlərini t  parametrindən asılı 
l'unksiyalar kimi təyin edə bildik. X dəyişəni özündə bir ixtiyari 
sabit, у  dəyişəni isə П — 1 sayda ixtiyari sabit saxlayır. Deməli,
lapdığımız Һә11 tənliyin ümumi həllidir.

İndi isə tərtibi azaldıla bibn bəzi yüksək tərtibli 
diferensial tənlikbrə baxaq.

l.Tutaq ki, n  tərtibli diferensial tənlik məchul у  -  у(х)
liınksiyasmı və onun k  — 1 -ci tərtibə qədər törəmələrini özündə 
.axlamır. Belə lənliyi aşağıdakı şəkildə yazmaq olar:

Tutaq ki, (9) tənliyini y ^ -э nəzərən həll etmək mümkün

y (n) = (p(t), / и_1) = y/(t) (11)

I )aha sonra ardicil olaraq, tapariq:

dy(n 3) = y {" 2)dx,...,dy = y'dx, у  = jy'dx  + c„.

(12)
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F (x ,z ,z ' , . . . ,z l" к)) = 0. (13)
şəklinə düşər. Bu tənlik П — k  tərtibli diferensial tənlikdir. 

(k)Deməli y y — z  əvəzləməsi etməklə biz (12) tənliyinin tərtibini
к  vahid azaltdıq.

Tutaq ki,
Z = (p(x,Cx,C2,...,Cn_k) (14)

(13) tənliyinin ümumi həllidir. Onda (12) tənliyinin ümumi həllini 
tapmaq üçün

у {к) =(р(х,сх,с2,...,сп_к)
tənliyini alarıq ki, bu tənliyi də yuxarıda izah olunan qaydada 
inteqrallamaq olar.

Əgər (13) tənliyinin (14) ümumi həlli əvəzinə onun
®(x,z ,cl tc2,...,cn_k) = 0

ümumi inteqralı tapılarsa, onda (12) tənliyinin iimumi 
inteqralının tapılması

(о(х,у(к),сх,с2,...,сп_к) = 0 
tənliyinin həllinə gətirilər.

2. Asılı olmayan X dəyişənini aşkar şəkildə özündə 
saxlamayan n tərtibli

Ғ ( у , (15)
tənliyinə baxaq. Bu tənlikdə y' — p  əvəzləməsini edək. bu 
zaman fərz olunur ki, p  məchulu у  dəyişəninin funksiyasıdır:

Р - Р ( у ) -  У* 1 У"’’• • •>У и) törəmələrini р  və onun törəmələri 
vasitəsib ifadə edək:

,, d  . dp dp dy dp
у  = -----( v , )  =  - ü  =  _ i l _ £ -  =

dx dx dy dx dy

dx dx
dp ) ——
dy. dx

d 2p
dy2

+
r , \ г dp

dy
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Bu ifadələrdən görünür ki, y'  — p (y )  əvəzləməsindən

sonra һәг bir j / tö r ə m ə s i ,  p  və onun k — 1 -ci tərtib 
törəmələri vasitəsilə ifadə olunur. Ona görə bu əvəzləmə 
nəticəsində (15) tənliyi n  — 1 tərtibli tənliyə çevrilir, yəni 
У' = Р ( у ) əvəzləməsi (15) tənliyinin tərtibini bir vahid azaldır.

3. Aşağıdakı П tərtibli diferensial tənliyə baxaq: 
F ( x , y , y \ y " , . . . , / n)) = 0 . (16)
Tutaq ki, bu tənliyin sol tərəfi y .y ' ,  y",...y<r!) 

dəyişənlərinə nəzərən bircins funksiyadir. Bu о deməkdir ki, 
ixtiyari t ədədi üçün

F ( x , t y , t y \ t y C , t y w ) ^ t mF ( x , y , y ' , / , . . . , / n)) (17)
şərti ödənir.

Bu halda (16) tənliyi məchul funksiya və onun 
törəmələrinə nəzərən bircins tənlik adlanır.

Göstərək ki, ‘bu halda da tənliyin tərtibini bir vahid 
azaltmaq mümkündür. Bu məqsədlə

y ’ = y z  (18)

əvəzləməsini edək. Burada z — z(x) - yeni məchul funksiyasıdır. 
Bu zaman
y" = y 'z  + yz '  = y ( z 2 + z '), y'" = y ' ( z 2 + z ') +

+ y(2zz' + z") = y ( z 3 + 3  zz' + z " ) , . . . , y ^  = yco(z,z',...,z^n^ )

olduğundan (10) tənliyi
F ( x ,y , y z ,y ( z 2 + z ') ,y (z3 +3 zz' + z"),...,

y<o(z,zr,...,z(n~l))) = 0
şəklinə düşər. Bu tənliyi isə F  funksiyasmm (17) bircinslik 
xəssələrindən istifadə etsək aşağıdakı şəkildə yaza bilərik:

F(x,l, z , z 2 + z ’, z 3 + 3 zz' + z " c o ( z ,  z ' z (n_,))) = 0.
Bu n -1  tərtibli diferensial tənlikdir.
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Misal 1. y IV = — tənliyinin ümumi həllini tapmalı. 
x

(2) həll düsturundan istifadə etsək və bu zaman xüsusi 
həllin (8) ifadəsini nəzərə alsaq, baxılan tənliyin ümumi həllini

\ \  ч3 З л q ( x - l )3y  = — \ ( x - z )  —dz + —-----------4-
3!" z  3!

Гп( ү - П 2
- + C3( x - 1) + C4,

2

2!
şəklində yaza bilərik. Əgər bu həldə iştirak edən inteqralı 
hesablasaq, onda ümumi həil aşağıdakı şəklə düşər:

3
I I П 2

у  =  —  In |x | + Cjx + C 2 X  + C 3 X  +  C 4.

Misal 2. xy* = y " -  2xy" tənliyinin ümumi həllini tapmalı. 
у " =  z  əvəzləməsini etsək, z -ə nəzərən aşağıdakı bir

tərtibli
xz' = (1 -  2 x)z

tənliyini alarıq. Bu tənliyi dəyişənlərinə ayırıb, inteqrallasaq, 
alarıq

z  =  c xxe~l x . 
y ” = z  olduğundan baxılan tənliyin həllini tapmaq üçün 

y" = CjXe2x
diferensial tənliyini inteqrallamaq lazımdır. Bu tənliyi bir dəfə 
inteqrallasaq

У - 2
'  1 I -2,x + - e  +c 2’
V 2 

ikinci dəfə inteqrallasaq

у  = ^ - (x  + \)e~2x + c2x + c3

həllini alarıq. Bu baxılan tənliyin ümumi həllidir.
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t2 ffMisal 3. 2  у  + y y  = 0  tənliyinin ümumi həllini
tapmalı.

Tənlikdə asılı olmayan X dəyişəni aşkar şəkildə iştirak 
etmədiyindən y ' = p (y )  əvəzləməsini edək. Bu halda y "  = p p '

olduğundan,baxılan tənlik 2p 2 + ypp' = 0 və ya p (2 p  + yp') = 0
şəklim düşər. Buradan alarıq:

1) p  = 0, y '  = 0, у  — c.

2) 2 p  + yp ' = 0, y ^ j -  = ~2p, —  = - 2 ~ ,
dy P У

С с
1пЫ = - 21пЫ + 1пЫ, р  = - ү ,  y '  =

у  у -

7 у 3 3у  dy = c^dx, ~  = схх  + с2, у  ~ с хх + с2.

B u, baxılan tənliyin ümumi inteqralıdır.

M İ S A L L A l

Aşağıdakı tənlikləri həll etməii.

81. y 3y" = l.
82. У  + У 2 =2e~y.

83. xym + y" = x.

84. yy” + y ’2 = 1.

86. xyy" + xy '2 -  2y y ” = 0.
87. x 2yy" -  (y  -  xy')2.
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Aşağıdakı tənliklərin verilmiş başlanğıc şərtləri ödəyən 
həllərini tapmalı.

88. y y ' - y ' 2 = y 2y ' , y ( 0) =  1 , / ( 0 )  =  1.

89. 2 y m -  ЗУ 2 = 0, y(0) = -3  , / ( 0 )  = 1, y"(0) = -1 .

90. y № = e ' ,  y(0) = 0, y'(0) = л/2 .

76



V FƏSİL 

YÜKSƏK TƏRTİBLİ XƏTTİ DİFERENSİAL 
TƏNLİKLƏRİN ÜMUMİ NƏZƏRİYYƏSİ

$1. ТәгШәг və ürııumi xassələr

Aşağıdakı tənliyə baxaq:
. . d " y  . d"~ly  . .d y  , . .

ao O ) -T V  + a\ (*) ~7TT + -  + an-ı (*) ~ r  + +a« W y  = F №- dhc ax dx
Burada a0{x),ay{x),...,an{x) və F(x)  funksiyaları 

müəyyən (ci,b) intervalmda təyin olunmuş kəsilməz 
funksiyalardır. Bu təıılik n  tərtibli xətti diferensial tənlik 
adlanır.Fərz edək ki, baxılan intervalda af) (x) funksiyası sıfırdan 
fərqlidir: <з0(х) Ф 0. Bu halda tənliyin һәг iki tərəfini
a0 (x ) əmsalına bölərək, onu aşağıdakı şəklə gətirək:

tənliyinə də baxaq.
(1) lənliyi (eləcə də bu şəklə gətirilən ilkin tənlik) qeyri- 

bircins, (2) tənliyi isə bircins xətti diferensial tənlik adlanır. (1) və
(2) tənliklərinin sol tərəfləri üst-üstə düşdüyündən, (2) tənliyinə 
(1) tənliyinə uyğun bircins tənlik deyilir.

Xətti diferensial tənliklərin aşağıdakı iki xassəsini qeyd
edək:

1) Asılı olmayan X dəyişəninin istənilən x  = <p(ç) 
.ıvozləməsi zamanı xətti tənlik öz şəklini dəyişmir (xətti tənlik

Burada aydmdır ki,

Bu tənliklə yanaşı

+ -  + Pn- ı ( x ) ~  + Р„(х)У = 0. (2)
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olaraq qalir). Burada (p{ğ) funksiyasi <p'(ğ) Ф 0 şərtini ödəyən və 
П -ci tərtibə qədər törəməsi olan ixtiyari funksiyadir.

2) Məchul funksiyanm istənilən у  = а(х)и  + /?(x) xətti 
çevrilməsi zamanı xətti tənlik öz şəklini dəyişmir. Burada a(x)  və 
J3(x)- n -ci tərtibə qədər törəmələri olan ixtiyari funksiyalar, 
и = u(x) isə yeni məchul funksiyadir.

Bu xassəbrin doğruluğuna birbaşa yoxlama vasitəsilə 
inanmaq olar ( Yoxlaym).

(1) və ya (2) tənliyinin sol tərəfmi L[y] ilə işarə edək:

Bu bərabərlik vasitəsilə təyin olunan L[y\-ə xətti 
diferensial ifadə və уa xətti operator deyilir. L[y] -in aşağıdakı iki 
miihtim xassosini qeyd edək ( İsbat edin):

Qeyd edək ki, axırıncı bərabərlikdə iştirak edən C- 
ixtiyari sabitdir.

Xətti diferensial tənliklər nəzəriyyəsində funksiyalarm 
xətti asılılığı anlayışı mühüm rol oynayır. Məsələn, xətti 
diferensial tənliklərin ümumi həllinin tapılması məsəiəsi bu 
anlayışdan istifadə etməklə həll olunur.

Tutaq ki, (a, b) intervalında təyin olunmuş
(px (x), cp2 (x),..., <pn (x) funksiyaları üçün, heç olmazsa biri sıfırdan 

fərqli elə a l, a 1,...,an ədədlərini tapmaq mümkündür ki, bu 
intervalda

bərabərliyi ödənir. Onda deyirlər ki, <pl(x),<p2(x),...,çll(x)
funksiyaları (a,b) intervalmda xətti asılıdır. Əks halda, yəni (6)
bərabərliyi yalnız və yalnız a l ~ a 2 = ... = « и = 0 olduqda
ödənərsə, onda bu funksiylar xətti asılı olmayan funksiyalar 
adlanır.

1) L[yt + y 2] = L[yl] + L[y23;
2) L[cy] = cL[y].

(4)
(5)

a x(px (x) + a 2cp2 (x) + ... + a n(pn (x) = 0 (6)
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Aşağıdakı misallara baxaq:
1) l , x , x 2 ,...,xn funksiyaları istənibn intervalda xətti asılı 

olmayan funksiyalardır.
Doğrudan da, əgər bu funksiyalar müəyyən bir (a, b) 

intervalmda xətti asılı olarsa, onda heç olmazsa biri sıfırdan 
fərqli eb  a x, a 2,...,an ədədlərini tapmaq olar ki, Vx e  (a,b) 
üçiin

a 0 + a lx + a 2x 2+... + a nx" =0  (7)
bərabərliyi ödənir. Bu isə mümkün deyil. Çünki (7) bərabərliyi 
x  dəyişəninin n -dən çox sayda qiymətlərində ödənə bilməz.

2) ç>ı(x ) -  ch2x, <рг(х) = sh2x, (р3(х) = 1 funksiyaları ixtiyari 
intervalda xətti asılıdır. Doğrudan da, əgər a x - 1, 
a 2 = - 1, ce3 = -1  götürsək

ch2x  -  sh2x  -1  = 0 
eyniliyini alarıq.

§2. Xətti bircins diferensial tənlikiərin ümumi nəzəriyyəsi 

Г| јо  Yenidən n tərtibli xətti bircins

L[y] = + ~ + P"-№ %  + P"My = 0 (1)
tənliyinə baxaq. Fərz edəcəyik ki, bu tənliyin р ;(x), i = 1,2,...,«, 
omsalları müəyyən (a, b) intervalmda kəsilməz funksiyalardır.

Bu tənliyin həlləri haqqmda aşağıdakı teoremləri qeyd
edək:

T e о r e m 1. Əgər və y 2 = y 2(x)- (1) xətti
bircins diferensial tənliyinin həlbridirsə, onda y x + y 2 cəmi də 
bu tənliyin həllidir.
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İ s b а 11. Tutaq ki, y { və y 2 funksiyaları (1) tənliyinin 
həlləridir. L[yx] -  0 və L[y2] = 0. Bu bərabərliklərə və xətti 
operatorun yuxarıda qeyd olunan birinci xassəsinə əsasən ahrıq: 

ЦУ\ + У 2 1 = ЦУх ] + L[y2 ] = 0.
T e о r e m 2. Əgər y\ = y \(x )  -(1) xətti bircins diferensial 

tənliyinin həllidirsə, onda c y { -də bu tənliyin həllidir. Burada с  - 
ixtiyari sabitdir.

İ s b a t ı. Tutaq ki, y x funksiyası (1) tənliyinin həllidir:

В Д  = 0 . Onda xətti operatorun ikinci xassəsinə əsasən yaza 
bilərik:

L[cyl] = cL[yl\ = 0.

T ə r i f. Tutaq ki, y l(x ) ,y2(x),...,yn(x)-  (n - l) -c i
tərtibədək kəsilməz törəmələri olan funksiyalardır. Bu
funksiyalar və onların törəmələrindən təşkil olunmuş aşağıdakı 
determinanta baxaq:

y t(x) y 2(x) ... y n(x)

y[(x) у'2(х) ... y'„(x)
W(x) =

УГ (x) У Г \ х ) . . У Г \ х )
Bu determinant y l(x ) ,y2(x),...,yn(x) funksiyalarmın 

Vronski determinantı adlanır.
T e о r e m 3. Əgər y x (x), y 2 (x),...,yn (x) funksiyaları

.xjtti asılı olarsa onda bu funksiyalarm Vronski determinant! 
eynilik kimi sıfıra bərabərdir.

İ s b a t l. Tutaq ki, y x(x ) ,y2(x),...,yn(x) funksiyalari 
xətti asılıdır. Onda heç olmazsa biri sıfırdan fərqli elə 
a, ,« 2 a n ədədləri var ki,

a ,y t (x) + a 2y 2 (x) +... + a ny n(x) = 0 .
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Ümumiliyi pozmadan fərz etmək olar ki, (Xn Ф 0 . Bu 
halda axırıncı bərabərlikdən alarıq:

Əgər (2) bərabərliyini ardıcxl olaraq П — 1 dəfə 
diferensiallasaq və alman ifadələri y n {x)  -in ifadəsi ilə birlikdə
Vronski determinantmın axırıncı sütununda nəzərə alsaq, onda 
determinantın məlum xassələrindən istifadə etməklə asanlıqla 
alarıq ki, W(x) = 0 .

Qeyd edək ki, xətti asılı olmayan funksiyalarm da 
Vronski determinant! eynilik kimi sıfıra bərabər ola bilər.
Məsələn, (-oo, +oo) intervalmda diferensiallanan x\x\ və x 2 
funksiyalarınm Vronski determinant!

xjxj x 2
2|xj 2x

olsa da bu funksiyalar həmin intervalda xətti asılı deyillər. 
Doğrudan da

a xx\x\ + a 2x 2 = 0

bəraərliyindən x  < 0 olduqda ~ a {+ a 2 = 0 , x > 0 olduqda isə 
a, + a 2 = 0 almir ki, bu iki münasibətdən a { = a 2 = 0 olduğu, 
voni funksLv-alarm xətti asılı olmamaları ortaya çıxır.

Aşağıda göstərəcəyik ki, xətti bircins tənliyin , yəni (1) 
şəkilli tənliyin həlləri olan funksiyalarm Vronski determinant! 
sıfırdırsa, bu funksiyalar xətti asılıdırlar. Bu məqsədlə əvvəlcə (1) 
lonliyinin həlləri olan y x(x ) ,y 2(x ) , . . . ,yn(x) funksiyalannin 
Vronski determinant! üçün Liuvill diisturu adlanan

У„ (x) = РхУх (x) + РгУг (*) + ... + Рп-\Уп-\ (л) (2)
ОС

Burada Д. = ---------/ = 1,2,...,и-1.

W(x) = W (x0)e (3)
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düsturımun doğruluğunu isbat edək. Burada x0- (1) tənliyinin
baxıldığı intervalın hər hansı qeyd olunmuş nöqtəsidir. 
Determinantdan törəmə alma qaydasından və iki sətiri eyni olan 
determinantm sıfıra bərabər olması xassəsindən istifadə etməklə

Burada , y ; (x ) , i  = 1,2,...,«, funksiyalarmın (1) tənliyinin həlli 
olmalarını, yəni

у!п)(х) = - р х(x)yf"~l)( x ) p „ ( x ) y i(x) (i = 1, 2 ,...,и)
bərabərliklərini, sonuncu sətirdə nəzərə alsaq, yenə də 
determinantm xassələrindən istifadə etməklə

bərabərliyini alarıq. Bu dəyişənləri ayrılan diferensial tənlikdir. 
Onu həll edərək (3) Liuvill düsturunu alarıq. Bu düsturdan çıxan 
"laraqlı bir faktı qeyd edək:

X ə t t i  b i r c i n s  d i f e r e n s i a l  t ə n l i y i n h ə l l ə r i -  
n i n  V r o n s k i  d e t e r m i n a n t ı  y a  e y n i l i k  k i m i  
s ı f ı r d ı r  ( bu d e t e r m i n a n t  h ə r  h a n s ı  b i r  n ö q tə -  
d ə s ı f ı r a b ə r a b ə r d i r s ə ) ,  y a d a  h e ç b i r n ö q -  
t ə d ə s ı f ı r a ç e v r i l m i r .

T e o r e m  4. Xətti bircins (1) tənliyinin 
y x( x ) ,y 2(х ) , . . . ,уп(х) həllərinin (a,b)  intervalmda xətti asılı
olmaları üçün zəruri və kafı şərt onlarm Vronski determinantınm 
bu intervalda eynilik kimi sıfır olmasıdır.

İ s b a t ı. Zəruriliyin, yəni y t(x ) ,y 2(x) ,.. . ,yn(x) 
funksiyaları xətti asıhdırsa W(x) = 0 - dır faktının isbatına

tapırıq: \
y t(x) y 2(x) ... у п(х)

W'(x) =
y l”-2\ x )  y["-2)(x) ... / Г 2\ х )  
У[п\ х )  / ”\ x )  ... / : \ x )

W'(x) = - p , ( x W ( x )
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ehtiyac yoxdur. Çünki bu fakt 3-cü teoremdə istənilən rı - 1 -ci 
tərtibə qədər törəmələri olan funksiyalar üçün isbat olunmuşdu.

К  a f  i 1 i k. Tutaq ki, W(x) = 0 .  İsbat edək ki, 
y l(x ) ,y 2(x ) , . . . ,yn(x)  həlləri xətti asılıdırlar. İxtiyari 

x0 g (a, b) nöqtəsində

>i(*o) y 2(x o) -  У Ax o)

W '(xo) = У [ Ы y'2(x o) -  y'Ax o) = 0

у Р М У{2и\ х 0) ... y ln)(xo)

olduğundan, bu determinantm sütunları xətti asılı vektorlardır, 
yəni hamısı sıfır olmayan elə Д  ,/?2 ədədləri var ki,

Ј31у[к\ х 0 ) +  Ј32у {2к)(х 0 ) + ' - + Р п У {пк)(х 0 ) =  0 ,

к = 0 , l , . . . ,w - l .  
y 0(jc) = Д_у,(х) + /32у г(х) + ...+ (3„у„(х) funksiyasinabaxaq. Bu 
funksiya (1) tənliyinin həllidir
( Teorem 1 və 2-yə görə) və yuxandakı bərabərliklərə əsasən

Уок)(х о) = 0, k  = 0 ,1 ,...,«  —1. (4)
Varlıq və yeganəlik haqqmda teoremə görə (bax: IV fəsil, §1, 
Teorem 2) (1), (4) Koşi məsələsinin yeganə həlli var və aydındır ki, 
bu həll y 0 (x) = 0 -dır. Onda

Р\У\  ( * )  +  РгУг  О )  + - + Р п У „  (x)  =  0 .
Bu isə y l( x ) , y 2(x ) , . . . , y „ (x )  funksiyalarınm xətti asılı olmaları
deməkdir. Teorem isbat olundu.

Ч( ^ T ə r i f 2. Xətti bircins (1) tənliyinin n sayda xətti asılı 
olmayan həllərinə bu tənliyin fundamental həllər sistemi deyilir.

T e о r e m 5. Əmsalları müəyyən (a,b) intervalında 
kəsilməz olan istənilən xətti bircins diferensial tənliyin bu 
intervalda fundamental həllər sistemi var.
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İ s b a t I. y,(x),y2(x), ...,yn(x) - larla (1) tənliyinin, 
uyğun olaraq

M *o) = 1, y[(x0) = y';(x0) =...= У""!)(х0) = 0; 
у 2 (x0) = о , у '2 (x0) = 1, y l ( x 0 ) = ... = y\n-X) (x0) = 0;

Уп(хо) = X W = - =  yln~2\ x 0) = 0, У ”"1>(х0) = 1 
şərtlərini ödəyən həllərini işarə edək. Varlıq və yeganəlik 
haqqmda teoremə görə belə həllər var və yeganədirlər. Belə 
həllərə uyğun Vronski determinantı üçün 

1 0 ... 0

W(x0) =
0 1 ... 0

at 1

0 0 ... 1
olduğundan tV ( x ) * 0 .  Deməli həllər xətti asılı deyillər və 
fundamental sistem təşkil edirlər.

b d i  isə xətti bircins diferensial tənliyin ümumi həlli
 haqqmda aşağıdakı teoremi qeyd edək.   —

T e о r e m 6. Əgər y l(x ) ,y2(x),...,yn(x) funksiyaları (1)
tənliyinin fundamental həllər sistemini təşkil edirsə,onda bu 
tənliyin ümumi həlli

У  = с , у 1 (x )+ c2y 2 (x) + ...+ cny n (x) (3)
bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada ixtiyari
sabitlərdir.

İ s b a 1 1. Aydmdır ki, ixtiyari cl,c2,...,cn sabitləri üçün
(3) bərabərliyi ib  təyin olunan у  funksiyası (1) tənliyinin həllidir. 
(1) tənliyinin ümumi həlli özündə n sayda ixtiyari sabit saxlayan 
elə həlldir ki, bu həldən sabitbrin müəyyən ədədi qiymətlərində 
onun istənilən xüsusi həlli alımr. Digər tərəfdən varlıq və 
yeganəlik teoreminə əsasən hər bir xüsusi həll

У(хо) = у{°\ у \ х о) = У 0>,...,У"“1)(х0) = у („0) (4)
başlanğıc şərtləri ib  birqiymətli təyin olunur.
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Göstərək ki, (3) həllinə daxil olan cl,c2,...,cn sabitlərini 
elə seçmək olar ki, bu zaman (4) şərtləri ödənər. Bu məqsədb (3) 
bərabərliyinin һәг iki tərəfmi ardıcıl olaraq n -1  dəfə 
diferensiallayaq və (4) şərtlərinin ödəməsini tələb edək:

W ı  (Xo) + c2>’2(Xo ) + ... + cny„ (x0) = y[0), 

ctfl  (х0) + с2У (х 0) + ... + c„y'„ (x0) = y (20),

сху\"~Х) (x0) + с2у (2пЧ) (x0) + ...+ сУ„"ч> (x0) = y l0).
Bu xətti cəbri tənliklər sisteminin determinantx W (x0) -a

bərabərdir. y l(x ) ,y2(x),...,yn(x) funksiyaları (1) tənliyinin
?•

fundamental həllər sistemini təşkil etdiyindən W(x0) Ф 0 . Ona 
görə (5) tənliklər sisteminin yeganə cx,c2,...,cn həlli var. Əgər 
c ,,c2,...,cn-in bu qiymətlərini (3)-də yerinə yazsaq, onda alman
həll (4) başlanğıc şərtlərini ödəyər.

Beləlikb göstərdik ki, (1) tənliyinin (3) bərabərliyi ilə təyin 
olunan həllindən onun istənilən xüsusi həlli alınır. Teorem isbat 
olundu.

Xətti bircins diferensial tənliyin həlli ib  bağlı aşağıdakı iki 
teoremi də qeyd edək:

T e о r e m 7. Tərtibi П -ə bərabər olan xətti bircins (1) 
təniiyinin n +1 sayda ixtiyari y x(x ) ,y2(x),...,yn+l(x) həlli xətti 
asılıdır.

T e о r e m 8. Əgər
d"y  ,  чd n~ly  . .d y  . . л
^ + P , M ^ + ~ + / v , ( * V / ’. M y = o

və
d "y  _  d"  1 у  _  dty _

— + P\ (X) — Г +.. • + p„_! (x) - ү  + Р„ (x )y  = 0dx„ 'dx
tənlikləri eyni fundamental həllər sisteminə malikdirlərsə, onda 
bu tənliklər (ist-üstə düşürlər, yəni p j (x) = p j (x), i = 1,2,..., n .
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Axırıncı iki teoremin isbatıyla, məsələn, [2]-də tanış 
olmaq olar.

§3. Qeyri - feircİEs xətti tənliklər

l.Qeyri-Mrcins xətti tsHİiyin ümumi həlll faqqmda teorem 

Aşağıdakı П tərtibli xətti qeyri-bircins diferensial tənliyə
baxaq:

tənliyi, yuxarıda qeyd olunduğu kimi, (1) tənliyinə uyğun bircins 
tənlik adlamr.

Fərz edəcəyik ki, bu tənlikbrin p l(x) ,p2(x),...,pn(x) 
əmsalları və (1) tənliyinin sağ tərəfi- f ( x )  funksiyası müəyyən 
(a,b) intervalmda kəsilməz funksiyalardır.

T e o r e m .  Qeyri-bircins (1) tənliyinin ümumi həlli bu 
tənliyin һәг hansı bir xüsusi həlli ib  uyğun (2) bircins tənliyinin 
ümumi həllinin cərninə bərabərdir.

I s b a 11. Tutaq ki, Y = Y(x) funksiyası (1) tənliyinin hər 
hansı bir xüsusi həllidir. Bu tənlikdə

əvəzləməsini edək. Burada z = z(x)  -yeni məchul funksiyasıdır. 
Bu əvəzləməni (1) təniiyində nəzərə alsaq, Цу]  xətti 
operatorunun xassəsinə əsasən ($1, (4)) yaza bibrik:

Y = Y(x) funksiyası (1) tənliyinin həlli olduğundan, axırmcı 
bərabərlik

Bircins

у  = z + F(x) (3)

L[z]+L[Y] = f ( x ) .

L[z] = 0 (4)
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şəklinə düşür. Bu (1) tənliyinə uyğun bircins tənlikdir.
Tutaq ki, y t(x ),y2(x),...,yn(x) - (2) (və deməli (4))

tənliyinin fundamental həllər sistemidir. Onda
С\У\ (*) + C2y 2(x) + ... + cny„ (x)

ifadəsi (2) bircins tənliyinin (və deməli (4) tənliyinin) ümumi 
həllini toy in edər. Əgər bu ifadəni (3) bərabərliyində z  -in yerinə 
yazsaq, onda (1) tənliyinin həllini

У = СхУх 0 0  + c2y 2(x) + ... + cny n (*) + Y  О ) (5)
bərabərliyi vasitəsilə təyin etmiş olarıq. Burada cx,c2,...,cn-
ixtiyari sabitlərdir.

Əvvəlki paraqrafda isbat olunmuş teorem 6-dakı üsuldan 
istifadə etməklə asanlıqla göstərmək olar ki, bu həll (1) tənliyinin 
ümumi həllidir.

2. Sahitin variasiyası iisulu.

Qeyri-bircins xətti tənliyin ümumi həlli haqqmda teoremə 
əsas^ı belə tənliyin ümumi həllini tapmaq üçün onun һәг hansı 
bir xüsusi həllini və uyğun bircins tənliyin fundamental həllər 
sistemini bilmək lazımdır. Göstərək ki, yalmz bircins tənliyin 
fundamental həllər sistemi məlum olduqda, qeyri-bircins tənliyin 
iimumi həllini tapmaq mümkündür. Bunun iiçiin Laqranja 
məxsus olan və sabitin variasiyası adlanan iisuldan istifadə 
edəcəyik.

Tutaq ki, y\(x), у  2(x),..., у  n(x) funksiyalari (2) bircins
diferensial tənliyinin fundamental həllər sistemini təşkil edir. 
Onda bu tənliyin ümumi həlli, məlumdur ki,

У = с, у, (х) + с2у 2 (х) + ...+ спу„(х) (6)
bərabərliyi vasitəsilə təyin olunar. Burada cl,c2,...,cn-ixtiyari 
sabitlərdir. Aydmdır ki, (6) bərabərliyi ilə təyin olunan funksiya 
c,,c2,...,c„ sabitlərinin heç bir qiymətində qeyri-bircins (1)
tənliyini ödəmir. Lakin cl,c2,...,c„- lərə X dəyişəninin 
l'unksiyaları kimi baxaraq (1) tənliyinin həllini

У - ° x ( x ) y l(x) + c2(x)y2(x) + ... + c„(x)y„(x) (7)
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şəklində axtaracağıq.
Tələb edək ki, (7) bərabərliyi ilə təyin olunan 

у  funksiyası (1) tənliyini ödəsin. Bu məqsədlə (7) bərabərliyini
ardıcıl olaraq n  dəfə diferensiallayaq və hər bir
diferensiallamadan sonra cx,c2,...,cn funksiyalarmı təyin etmək
üçün müəyyən münasibət almağa çalışaq:

dx dx ax dx
dc, dc, dc„

+ y , L + у  у    + ... + V  2-
I S  I  1 s  n  jdx dx dx

Tələb edək ki,
dc. dCy dc„

У\ + У2 ~~Г + - + Уп ~ Г  ~  o (80dx dx dXj
dybərabərliyi ödənsin. Bu halda —- törəməsi aşağıdakı bərabərliklə
dx

təyin olunar:

f  = c,W ^  + c2W ^  + ... + c , W ^ .  (7,)
dx dx dx dx

Yenidən bu bərabərliyi diferensiallayaq və ct(x),c2(x),...,
cn (x) funksiyalarmm törəmələrinin iştirak etdiyi hədlərin cəmitıi
sıfıra bərabər edək. Bu halda alarıq:

dyx dcx | dy2 dc2  ̂ | dy„ dc„
dx dx dx dx dx dx

(82)

dJ  ~ C' {X)dd L +C2{X)dc £  + ~  + Cn{X)d<k' ‘ (?2>
Bu prosesi ardıcıl olaraq davam etdirsək, w -l-c i 

addımda alarıq;
d n- \  dcx d"-2y 2 dc2 d"-2y n dc„
dxn-2 dx dx"-2 dx dxn~2 dx ’
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d"~xy  ,  ч d n-xy x . . d n~xy 2 
dx"~x ~ C' (X) d x - '  +Cl(X) dxn~x + -  +

"v Ä " '1
Nəhayət, məchul funksiyanm n -ci tərtib törərmsini

tapaq:
d ny  , чd ”y- ,  . d ny 2 , ^ d ny n— — = c,(x)— — + c J x ) ----- -  + ... + сп(х)   +
dxn dxn 2W  dxn Л  '  dxn (7n)

d n-xy x dcx d n-ly 2 dc2 | ^ [ d ”~'yn dc„
dxn~l dx dxn~x dx dx”~l dx

Məchul y ( x )  funksiyasmm və onun törəmələrinin 

(7),(71),...,(7„) bərabərlikləri ilə təyin olunan ifadələrini (1) 
tənliyində nəzərə alsaq, sadə çevirmələrdən sonra alarıq:

+ d ^ y ^ d c ^  +  + d ^ y ^ d c ^  = ^  (8n)
dxn dx dxn dx dx” dx

dc dc dc
(81), (82),...,(8„) tənlikləri — L,— — -məchullarma nəzərən

dx dx dx
n xətti cəbri tənlikdən ibarət sistem təşkil edir. bu sistemin 
determinantı fundamental həllər sisteminin Vronski determinant! 
olduğundan, о sıfırdan fərqlidir.

Ona görə bu sistemin yeganə həlli var və Kramer qaydası 
ilə asanlıqla tapıla bilər. Tutaq ki,

do, ,  .  .  ,  _— ]- = <pj(x), ı = 1,2,..., и,
dx

(8ı)-(8n) tənliklər sisteminin həllidir. onda 
ct (x) = JV; (x)dx + c,, i = 1,2,..., n, 

olar. Burada с ,,с2,...,сй ixtiyari sabitlərdir.
Əgər ct (jc) -larm tapdığımız axınncı ifadələrini (7)-də 

yerinə yazsaq, onda qeyri-bircins (1) tənliyinin həllini taparıq:
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У = с1>'| (*) + с2у 2 (х) 4- . . .  4-  спу п (х) + ]Г у, (х) (х) А .
/=1

Bu (1) tənliyinin ümumi həllidir.

Misal. у" + ——- y ' - —у  -  x, х ф  О, tənliyinin ümumi
X  X

həllini tapmalı.
Uyğun bircins tənliyə baxaq:

„ x -1  , 1 .у  4 у  у  = 0,
X  X

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, y \ = x - 1 və у 2 = е~х bu 
tənliyin xətti asılı olmayan həlləridir. Ona görə axırmcı tənliyin 
ümumi həlli

—X  ^У — C\{x-Y) + c2e 
bərabərliyi idə təyin olunur.

Qeyri-bircins tənliyin həllini
у  = с, (x)(x -1) 4- c2 (x)e~x (9)

şəklində axtaraq. Sabitin variasiyası üsulunun sxeminə əsasən 
alarıq:

y ' -  c,(x) - сг(х)е~х +C,'(x)(x-1) + C2(x)e^  
c[ (x)(x -1 ) 4 - c'2 ( x ) e x = 0 qəbul etsək 
y '  = c, (x) -  c2 (x)e~x olar. Bu halda 
у ” = c\ (x) -  c'2 (x)e x 4-  c2 (x)e~x. 

у, y ' və у ” -in ifadələrini tənlikdə yerinə yazsaq, alarıq: 

c[(x)-c'2(x)e~x = x .
Deməli, c j ^ v ə  c'2(x) tötəmələrinə nəzərən aşağıdakı 

cəbri tənliklər sistemi almır:
j  c\ (x)(x -1) 4-  с'г (x)e ~x = 0,

[cj (x) -  c2 (х)е~х = x.
Asanlıqla yoxlamaq olar ki, 
c[(x) = 1 үә с2 (x) = (1 -  x)ex
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bu sistemin həllidir. Bu bərabərlikləri inteqrallasaq, alariq: 
c, (x) = x + c ,, c2 (x) = ex (2 -  x) + c2. 
c,(x)və с2 (x) -in bu ifadələrini (9) bərabərliyində nəzərə 

alsaq, sadə çevirmələrdən sonra baxılan tənliyin ümumi həllini 
tapmış olarıq:

у  = cl( x - l )  + c2e~x + x 2.

M I S A L L A R

Aşağıdakı funksiyaların xətti asılılığım tədqiq etməli.

91. x + l , x - 3 .
92. 4 x - 2 ,6 x - 3 .
93. l - x , 3  + 2 x ,x  + 2.

94. l,c o s2x ,cos2x .
95. s h x ,c h x ,e x.

Aşağıdakı tənliklərin xüsusi həllərini tapmalı. Belə həlhri 
ya cəbri çoxhədli, ya üstlü funksiya, ya da digər münasib şəkildə 
axtarmalı.

96. (x + 3) y ” -  2xy' + 2y -  0.
97. xy" -  (Зх +1 )y ' + (2x + 1)^ = 0.

98. (ex + \ ) y " - 2 y ' - e xy  = 0.
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V IFƏ StL

XÜSUSİ ŞƏKİIXİ XƏTTİ DİFERENSİAL IƏNLİKLƏR 

§1. Sabit amsallı xətti bircins diferensial tənliklər

Aşağıdakı П tərtibli xətti bircins diferensial tənliyə
baxaq:
rr , _ d Hy  d ”-xy  d n-2y  dy
X[yl = ——- + a ,  p + ou T- + ... + Ö , —— һ а у  — 0. (1)

dxn 1 <Ы~' 2 dx"-1 dx пУ
Burada al,a2,...,an_l,an- həqiqi ədədlərdir. Bu halda (1)

tənliyi sabit əmsallx xətti bircins diferensial tənlik adlanır.
Göstərəcəyik ki, heç bir inteqrallama əməliyyatı 

aparmadan, yalnız cəbri əməliyyatlardan istifadə etməklə (1) 
tənliyinin həllini həmişə tapmaq mümkündür.

Sabit əmsallı (1) tənliyinin həllini
y  = eb (2)

şəklində axtaraq. Burada к -sabitdir. Əgər bu funksiyanm n -ci 
tərtibədək törəmələrini tapıb (1) tənliyində yerinə yazsaq, alarıq: 
L[eb ] = ekx(kn + a,k"-' + a2k “~2 +...+an_xk  + an)= 0.

Bu bərabərlikdən görünür ki, əgər к  ədədi
k n + <2jk n 1 + 2 ®n-\k + = 0 (3)

.  ]çx
tənhyinin kökü olarsa, onda у  = e funksiyası (1) tənliyinin 
həlli olar.

Qeyd edək ki, П dərəcəli (3) cəbri tənliyi (1) tənliyinə 
uyğun xarakteristik tənlik adlanır.

Aşağıdakı hallara baxaq.
1. Tutaq ki, (3) xarakteristik tənliyinin П sayda müxtəlif 

kökü var. Bu kökləri 
kx,k2,...,kn 

ilə işarə edək. Onda (1) tənliyinin n sayda

y ^ e l ' \ y 2 = e l^ , . . . , y n = e ^  (4)
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xüsusi həilərini almış olarıq. Asanlıqla göstərmək olar ki, bu 
həllər (1) tənliyinin fundamental həliər sistemini təşkil edir. 
Bunun üçün (4) həllərinin Vronski determinantınm sıfırdan fərqli 
olduğumı göstərmək kifayətdir.

Tapılan həllər fundamental həllər sistemini təşkil 
etdiyindən, baxılan halda, (1) tənliyinin ümumi həlli

у  = c{ek'x + c2ehx +... + cnek"x (5)
bərabərliyi vasitəsilə təyin olunar. Burada ct,c2,...,c„-ixtiyari 
sabitlərdir.

Misal 1. y " - 3 y '  + 2y  = 0 tənliyinə baxaq.

k 2 -  Зк + 2 = 0 tənliyi uyğun xarakteristik tənlikdir. 
Xarakteristik tənliyin kökləri кг =\, k2 = 2 olduğundan

y x =  e*və у 2  =  в 1х xüsusi həllər, у  = ctex + c2e 2x isə baxılan 
tənliyin ümumi həllidir.

Tutaq ki, (3) xarakteristik tənliyinin kökləri içərisində 
kompleks köklər var. Fərz edək ki, k{= a  + /3 i -xarakteristik 
təniiyin kompleks köküdür. (1) tənliyinin əmsalları həqiqi ədədlər 
olduğundan (3) xarakteristik tənliyi də həqiqi əmsallı tənlikdir. 
Ona görə kt = a  + J3i kökünəkompleks qoşma olan k2 = a - / 3 i  
ədədi də xarakteristik tənliyin köküdür.

Aydındır ki, bu köklərə uyğun həllər
y  _  е ( в + Д Х  v ə  y  =  e ( a - f i O x

funksiyalarıdır. Xətti bircins tənliyin məlum xassəsinə görə 
bu həllərin ixtiyari xətti kombinasiyası da (!) tənliyinin 
həllidir:

Ц.С\У\ + c1y 1\ = clL[y{] + c2L[y2] = *.

Əgər c, = ■—, c2 = gitürüb Eyler düsturundan istifaäə

oüsək

y x ~ ~ У 1 + ^У? = ~ eax(cosfä + l s in flc) +
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+ ̂ e ax (cos/З с - /sin Дс) - е ах cos (Зх,

cı = ~~ , с2 = götürsək,
2ı 21

У2 ~ ТГ.У\ ~ XT-У2 = ^ a ı (cos/2ç + /s in /& )-  
2/  2/ 2

-  — еах (cos /Зх- i sin ЈЗх) = eax sin /Зх 
2/

həqiqi həllərini alarıq. Bu həllər xətti asılı deyillər. Çünki 
с ^ ( х )  + с2у 2(х) = О 

eyniliyindən
е ах (с, cos/Зк+с2 sin /Зх) = 0 , 

buradan isə с, cos + с2 sin /Зс = 0 alm ar ki, cos /Зх və 
sin /Зх funksiyaları xətti asılı olmadıqları üçün (göstərin!) 
с, = с 2 = 0 olar.

Beləliklə, (3) xarakteristik tənliymin һәг bir cüt 
kompleks qoşm a a m + i/3m və a m -  i(3m kökünə bir cüt xətti

asılı olm ayan ea" x cos/3mx ,  ea"x sin /Зтх  həqiqi həlli uyğun
olur. Bu qayda ilə düzələn n sayda xüsusi həll xətti asılı 
olm ayan həllərdir. (Bunu isbat edin).

Misal 2. y " - 2 /  + 5y = 0 tənliyinə baxaq. Xarakteristik 
tənlik к 2 -  2k + -5 = 0 , onun kökləri isə kx = 1 + 2/ və k2 = 1 -  2/ - 
dir.

y  = ek'x = e(l+2l)x = ex cos2x + iex sin2x

olduğundan, у, -  ex cos 2x, y 2 = ex sin 2x funksiyalan baxilan 
tənliyin xətti asılı olmayan xüsusi həlləridir. Ümumi həll 

у  = ex (с, cos 2х + с2 sin 2x) 
bərabərliyi ib  təyin olunur.
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Misal 3. y'" -  4 у" + y '  + 26 у  = 0 tənliyinə baxaq.
Xarakteristik tənlik к ъ - 4 k 2 + к + 26 = 0 , onun kökləri isə 
кх =3 + 2/, к2 = 3 - 2 / ,  к3 = - 2 -dir. Xətti asılı olmayan həqiqi 
xüsusi həllər

e2x cos2x, e 3x sin2x, e ~2x, 
ümumi həll isə

у  = e 3x (c, cos 2x + c2 sin 2x) + c3e~2x -dır.

2. Tutaq ki, xarakteristik tənliyin kökləri içərisində 
təkrarlanan köklər var. Fərz edək ki, к = кх - xarakteristik 
tənliyin m  dəfə təkrarlanan həqiqi köküdür. İsbat olunub ki, bu 
halda к = кх kökünə uyğun m sayda xətti asılı olmayan həll var 
və bu həllər

y t(x) = е к'х, у 2(х) = хек'х,.. .,ут = (9)
bərabərlikləri ilə təyiıı olunurlar.

Misal 4. y" -  4y ’ + 4y  = 0 tənliyinə baxaq. Bu tənliyə
uyğun xarakteristik tənlik к 2 -  4к + 4 = 0, onun kökləri isə 
к{ = к2 = 2 -dir. У \= е2х və y 2 = x e 2x - xətti asılı olmayan 

һәИәг, у  = e 2x(c] + c2x)-ümumi həlldir.
Əgər к{ = a  + Pi -xarakteristik tənliyin m dəfə 

Ləkrarlanan kompleks kökü olarsa, onda (9) bərabərliklərinə 
əsasən bu kökə т sayda

У1(х) = e ^ i)x,y 2(x) = xe(a+pi)x,...,ym(x) = х ^ е ^
lıəlləri uyğun olar. Bu həllər, aydındır ki, kompleks qiymətli 
həllərdir. Əgər bu həllərin həqiqi və xəyali hissələrini ayırsaq, 
onda к{ = a  + Pi kökünə uyğun 2m sayda həqiqi

y[l) (x ) = еш cos Px, y 2] (x ) = xem cos Px,...,

y ^ { x )  = x m-xe axcosPx,
_y[2>(X) = em sin Р х ,у{2 \ х )  = xe™ sin ptc,...,

Ут} (X) = Sİn Px,
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həllərini almış olarıq.
Misal 5. y ıv + 8y” + \6 y  = 0 tənliyinə baxaq. uyğun

xarakteristik tənlik k 4 + 8к2 +16 = 0, onun kökbri isə
кх=к2 = 2/, кг — к4 = —2/ -dir. A: = 2i kökünə

у, (x) = e 2lx, у 2 (x) = xela 
həlləri uyğundur. Xətti asılı olmayan həqiqi həllər 

У\ ] (х) = cos 2х, у {21) (х) = х cos 2х,

у[2) (х) = sin 2х, у (22) (х) = х sin 2х,
bərabərlikləri ilə təyin olunduğundan, baxılan tənliyin ümumi 
һәШ aşağıdakı şəklə malikdir:

y  = (ct + c2x)  cos 2x + (c3 + c4x) sin 2 x .

Burada c,,c2,c3,c4- ixtiyari^ sabitlərdir.

§2. Sabit ənısallı xətti qeyri-bircins diferensial tənliklər

Sabit əmsallı n tərtibli xətti qeyri-bircins diferensial 
təniiyə baxaq:
„  , d 'y  d"-'y  <1-гу  dy
а д = ^ +a' Ä ^ + ' '2 * ^ + ••■+a- л +й•:,' = / w < 1 ,

Əvvəlki paraqrafda göstərdik ki, bu tənliyə uyğun bircins 
tənliyin ümumi həllini həmişə tapmaq mümkündür. Əgər (1) 
tənliyinin hər hansı bir xüsusi həlli məlum olarsa, onda ümumi 
nəzəriyyəyə əsasən, bu tənliyin ümumi həllini də yaza bilərik. 
Digər tərəfdən, əgər uyğun bircins tənliyin ümumi həlli məlum 
olarsa, onda sabitin variasiyası üsulundan istifadə etməklə də (1) 
tənliyinin ümumi həllini tapmaq olar.

Bəzi hallarda (1) tənliyinin xüsusi həllini heç bir 
inteqrallama əməliyyatı aparmadan tapmaq mümkün olur. Bu 
paraqrafda məqsədimiz belə halları nəzərdən keçirməkdən 
ibarətdir.

Əvvəlcə aşağıdkı faktı qeyd edək.
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Tutaq ki, (1) tənliyinin sağ tərəfi iki funksiyasmm cəminə 
bərabərdir: / (x) = / ,  (x) + / 2 (x).

Fərz edək ki, _y,(x) və y 2 (x) funksiyaları, uyğun olaraq 
L[y] = / ,  (*) və L[y] = f 2 (x) 

tənliklərinin həllidir. Onda у  = y,(x) + y 2(x) funksiyası (1) 
tənliyinin həllidir.

Bu faktm doğruluğuna bilavasitə yoxlamaqla inanmaq
olar.

Tutaq ki, (1) tənliyinin sağ tərəfi müəyyən bir çoxhədli ilə 
üstlü funksiyanm hasilinə bərabərdir:

f ( x )  = Pm(x)eca . (2)
Burada Pm{ x ) - m  dəracəliçoxhədli, a  isəədəddir.

Belə olduqda xüsusi həlli qurmaq üçün iki hala baxaq:
1. a  ədədi (1) tənüyinə uyğun
k n + alk n- '+ a 2k n-2 +...+an_lk + an =0  (3)

xarakteristik tənliyinin kökü deyil.
Bu halda (1) tənliyinin xüsusi həllini
y(x) = Qm(x)ewc (4)

.pklində axtarmaq lazmıdır. Burada Qm (x) - m dərəcəli
çoxhədlidir:

Qm (x) = q0xm + +... + qm. xx + qm. (5)
Bu çoxhədlinin əmsalları qeyri-müəyyəndir. Xüsusi həllin

(4)-dəki ifadəsini (1) tənliyinin sol tərəfində nəzərə alıb,

е ш vuruğunu yox etdikdən sonra, sağ və sol tərəflərin eyni 
dərəcəli hədlərinin əmsallarını bir-birinə bərabər etməklə bu 
.ımsalları tapmaq olar.

2. a  ədədi (3) xarakteristik tənliyinin s dəfə təkrarlanan
köküdür.

Bu halda (1) tənliyinin xüsusi həllini
У(х) = х ‘в т(х)еа* (6)

г
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şəklində axtarmaq lazımdır. Burada Qm (x) - (5) şəkilli, qeyri -
müəyyən əmsallı çoxhədlidir. Bu çoxhədlinin əmsalları da 
yuxarıda izah olunan qayda ilə tapılır.

Əgər (1) tənliyinin sağ tərəfi (2) şəkilli bir neçə 
funksiyanm cəminə bərabər olarsa, onda yuxarıda qeyd olunan 
fakta əsasən (1) tənliyinin sağ tərəfmdəki hər bir toplanana 
uyğun xüsusi həffini tapıb, onları toplamaq lazımdır.

Tutaq ki, (1) tənliyinin sağ tərəfi aşağıdakı şəklə malikdir:
f ( x )  = em \р™ (x) cos /Зх + р ^ ] (x) sin /Зх]. (7)

Burada a v ə  (3- həqiqi ədədlər, p ^ ( x ) v ə  p i2)(x) isə 
dərəcələri m -i aşmayan çoxhədlilərdir. Fərz olunur ki, bu 
çoxhədlilərdən heç olmazsa birinin dərəcəsi m -ə bərabərdir.

İki hala baxaq:
1. Tutaq ki, a  + i/3 ədədi (3) xarakteristik tənliyinin kökü 

deyil. Bu halda (1) tənliyinin xüsusi həllini
У=-ет [öi" (*)cos (Зх + Qi2) (x)sm /Зх\ 

şəklində axtarmaq lazımdır. Burada və Q^2> -  m dərəcəli, 
qeyri-müəyyən əmsallı çoxhədlilərdir.

2. Tutaq ki, a  + i/3 ədədi (3) xarakteristik tənliyinin s 
dəfə təkrarlanan köküdür. Bu halda (1) tənliyinin xüsusi həllini

у  = x 'e "  [q ^  (x ) c o s  /Зх  + Q™  (x)sin /Зх j

şəklində axtarmaq lazımdır. б1')үә Qm]birinci halda olduğu 
kimi m  -dərəcəli, qeyri-müəyyən əmsallı çoxhədlilərdir.

§3. Sabit əmsallı tənlikiərə gətirilə bilən tənüklər

Əgər dəyişən əmsallı xətti diferensial tənliyi əvəzləmə 
vasitəsilə sabit əmsallı xətti tənliyə gətirmək mümkün olarsa, 
onda bu tənliyi həll etdikdən sonra ilkin tənliyin də həllini 
tapmaq olar.
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Sabit əmsallı xətti tənliklərə gətirilə bilən aşağıdakı 
tənliklərə baxaq:

1. ( \ - х 2) ^ - - ү - х - ^ -  + п2у  = 0. (1)
dx dx

Bu tənliyi sabit əmsallı tənliyə gətirmək üçün iki halı 
nəzərdən keçirək.

a) |xj <  1 . Bu halda (1) tənliyində x  =  cos (p əvəzləməsini 

edək. Onda

dy _ dy d(p _  1 dy d 2y  _  1 d 2y  _  cos(p dy
dx dcp dx ш\(р dcp dx2 sin2 (p d(p2 sinг (p dcp

Bu ifadələri tənlikdə nəzərə alsaq, sabit əmsallı
d 2y + n y  = 0
dtp2

tənliyini alarıq. Bu tənliyin xətti asılı olmayan həlləri y { = cos ncp 
və у 2 = sin n<p olduğundan

у  у =cos(«arccosx) və y 2 = sin(warccosx) 
funksiyaları (1) tənliyinin fundamental həllər sistemini təşkil edir. 
n-  müsbət tam ədəd olduqda y t = cos(warccosx) həlli n 
dərəcəli çoxhədlidir. Bu çoxhədli Çebışev çoxhədlisi adlamr və 
Tn (x) ilə işarə edilir:

Г„(х) = cos(narccosx).

b) [x| >  1. Bu halda (1) tənliyində x - c h t  əvəzləməsini
edək.

dy _ d y  1 d 2y  _  d 2y  1 dy cht
dx dt sht ’ dx2 d t2 sh2t dt sh^t 

olduğundan, bu əvəzləmədən sonra (1) tənliyi
£ y _
d t2

— n2 у  — 0
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şəklinə düşür. Bu tənliyin xətti asılı olmayan həlləri y t = ent və 
y 2 = e~n' olduğundan, asanhqla yoxlamaq olar ki,

y t = ('х + л/х2 - l j^  və у 2 — [x + ̂ /x2 — 1 j funksiyaları 
(1) tənliyinin fundamental həllər sistemini təşkil edir. П -in tam 
qiymətlərində

(x + sjx2 - \ f  +(х + л1х2-  i)T T„ (x) = A A-------------L_

funksiyası П dərəcəli çoxhədlidir. Bu çoxhədli də Çebışev 
çoxhədlisi adlanır.

2. x 2— y  + x —  + (x2 - n 2)y  = 0 (2)
dx dx

w 1
Bu tənlik Bessel tənliyi adlanır. n = + — olduqda (2) tənliyi

^ § + 4 + ( , > - I ) y = o (3)
dx dx 4

şəklinə düşür. Göstərək ki, bu halda Bessel tənliyini sabit əmsallı
tənliyə gətirmək mümkündür.

z
əvəzləməsini edək. Bu halda alarıq:

т 1 1 3 j 2  1 3 /-» 5dy ~z , 1 -т a  „ ' 7 , 3  -г
—  = x  2z  — л: 2z, — rr — x  2z - x  2z + — x  2z
dx 2 dx 4
Bu ifadələri (3) tənliyində nəzərə alsaq, sadə

çevirmələrdən sonra, sabit əmsallı
z" + z -  0.

tənliyini alarıq. z, = cosx və z2 = sin x -bu tənliyin xətti asılı 
olmayan həlləri olduğundan

cosx sinx
У\ = ~~ г~  v ə  У2 = ~ Г  ylx v x

(3) tənliyinin fundamental həllər sistemini təşkil edir.
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3. х п^  + а,*"-1 +... + а А  + а„у = 0. (4)
dx" 1 dx"'1 dx "

Burada al,a 2,...,an -haqiqi ədədlərdir. Bu tənlik Eyler tənlıyi 
adlanir.

Eyler tənliyini sabit əmsallı tənliyə gətirmək üçün, bu 
tənlikdə

X =  e 1 ( x  < 0 olduqda X — —е ‘ ) əvəzləməsini edək. Bu 
zaman alarıq:

dy _ d y  dt _ dy
dx dt dx d t ’
d 2y -e-‘±

/

- p - 2 ‘
f d2y

dx2 dt
С

\ dt)
—  c-

{ dt2 dt j

d  у  _ d
dxl dt

(  J3

(  Jİ-21 d  у  dy 
dt2 dt

d  y . - 3 d  y  ■ п<*У
dt3

- + 2- 
dt dt

dxk

(  Jkd*y_
dtk

d k~xy  dy
— CC,  Г-Г + ...+  Öl I ---

1 dtk~l *■' dt

\

Burada а , ,  а 2 -tam ədədlərdir.
Əgər törəmələrin bu ifadələrini (4) tənliyində nəzərə alsaq,

d kyk-nm  һәг bir qiymətində
dx

k törəmələri akx k - a ke k'-lərə

vurulduğundan, üstlü ifadələrin hasili vahidə bərabər olacaq və 
ııəticədə sabit əmsallı xətti tənlik almacaq.

2 d 1y  dy
Misal 1. x  — ү - х —  + y  -  Otənliyinə baxaq. Aydmdır 

dx dx
ki, bu tənlik Eyler tənliyidir. Əgər bu tənlikdə x  = e' əvəzləməsini
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etsək, törəmələrin yuxarıda tapdığımız ifadələrini nəzərə almaqla, 
aşağıdakı sabit əmsallı xətti tənliyə gəlirik:

d 2y  dy _
— r- — 2 —— + у  = 0. 
dt dt

Bu tənliyə uyğun xarakteristik tənlik k 2 - 2 k  + \ = 0 olduğundan, 
bu tənliyin kökləri = k2 = 1 və xətti asılı olmayan həllər 

y t = e' və y 2 =te‘-dir. Ona görə baxılan tənliyin xətti asılı 
olmayan həlləri

y, = x və y 2 = x ln x  
bərabərlikləri ilə təyin olunur.

M İ S A L I İ A R

Aşağıdakı tənliklərin ümumi həllərini tapmalı.
99. y" -  3y '  + 2y = 0.
100 . у "  + у в - 2 у '  = 0.
101. y"' + y  = 0 .
102. у !У - 5 y "  + 4y  = 0.
103. y m + y " - y ' - y  = 0.

104. y ” + 4y '  - 5 у  = 5x2 -  8x -  2.
105. y ” - 2 y '  - З у  = 5е*х.
106. у" + 4y  = 5xex.
107. y ” + 2 y ' - 3 y  = 8xex.
108. y" + y  = sinx.

Aşagıdakı tənliklərin xüsusi həllərini qeyri-müəyyən 
əmsallar üsulu ilə tapmalı.
109. у" + З у ' - 4 у  = (х + 2)е3х.
110. у" + 3y' - 4 y  = xe~4x.
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111. у ” + Ay = (2 x - l ) s in 2 x
112. у т- у ' = е х sin3jt.
113. у ” -  2y ' + у  = хех.

Eyler tənliklərini həll etməli.
114. x 2y " - 9 x y '  + 21y = 0.

115. x 1y" — xy ’ — Ъу = 0.

116. x 2y m- 2 y '  = Q.
117. x 2y ” - x y '  + у  = 2x.
118. x 2y" -  2xy' + 2у  = 2 x 3 -  x.
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İKİ T0RTİBLİ XƏTTİ TƏNLİKLƏR

§1. Bircins tənliklərin həUərinin sıfıriarı

Aşağıdakı sabit amsallı xatti tənliklərə baxaq: 
y * - a 2y = 0, (1)

y" +  a 2y  =  0. (2)

(1) tənliyinin xətti asılı olmayan həlləri y x -  eaxva 

у  = e~ax olduğundan, onun ümumi həlli

y  = c,eax+c2e~ax (3)
bərabərliyi, (2) tanliyinin xətti asılı olmayan həlləri isa 
y, = cos ax va у 2 = sin o r  olduğundan, onun ümumi həlli

у  = с, cosax+ c2 sin ax (4)
bərabərliyi ib  təyin olunur.

Asanliqla yoxlamaq olar ki, (1) tənliyinin istənibn 
həllinin ya sıfırı yoxdur, ya da ən çoxu bir sifm var. Lakin (2) 
tanliyinin har bir hallinin sonsuz sayda sıfırları var. Buna 
inanmaq üçün (4) hallinda c, = ^ s in a ,  c2 = A cos a  götürüb, bu 
halli у  = Asin(ax + a )  şəklində yazmaq kifayatdir. Hallin bu 
ifadabrindan istifada etmakla, eyni zamanda, göstərmək olar ki,

Я
onun iki qonşu sıfırı arasindaki masafa —-ya barabardir.

a
T a r i f. Əgar diferensial tanliyin hallinin müəyyan 

intervalda birdən çox sıfırı yoxdursa, onda bu hall baxilan 
intervalda rəqs etmayan hall, aks halda isa raqs edan hall adlamr.

Yuxandaki iki misaldan görünür ki, y" + qy = 0 
tanliyinin q < 0 olduqda har bir halli istanilan intervalda raqs

Яetməyəndir, q > 0 olduqda isa har bir halli uzunluğu -ү=- dan
V?

böyük olan istanilan intervalda raqs edandir.

VII FƏSİL
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Bu nəticəni dəyişən əmsallı iki tərtibli xətti difeısial 
tənliklər üçün ümumiləşdirək. Bu məqsədlə

y ” + Q (x)y = 0 5)
tənliyinə baxaq.

T e o r e m .  Əgər (a, b) intervahnda Q{x) < prti 
ödənirsə, onda (5) tənliyinin istənilən həlli bu intervaldrəqs 
etməyən həlldir. ^

İ s b a t ı. Teoremi əksini fərz etməklə isbat edəlFərz 
edək ki, (5) tanliyinin müəyyən bir y(x) həllinin ı,b)
intervalmda iki sıfırı var: y (x x) -  0, y (x2) = 0, x, x2,
x,,x2 g (a,b) Eyni zamanda fərz edək ki, (x,, x 2) intervtnda 
bu həllin digər sıfırı yoxdur. Bu halda y(x) həlli 
(x ,,x2) intervalmda öz işarəsini dəyişmir və ümumiliyi pozidan 
fərz edə bilərik ki, y(x) > 0, x e ( x , ,x 2). Onda aydınr ki, 
У(Хј) > 0 . Q(x) < 0 olduğundan (5) tənliyindən y"(x>- 0, . 
x e (x , ,x 2) bərabərsizliyinin doğruluğunu ahrıq.Bu ə о 

deməkdir ki, У(х) törəməsi (x,,x2) intervalında azalayan 
funksiyadir: y'(x) > У(х,), x  e  (x,,x2).Bu bərabərsizliyi эгэгэ 
almaqla, sonlu artım teoreminə əsasən yaza bilərik:

y (x 2) > y(x ,) + y '(x  1 )(x2 -  x ,) = y \ x  1 )(x2 -  x ,) > (
Bu isə y (x 2) ~  0 şərtinə ziddir.

Teorem isbat olundu.
T e o r e m ( Ş t u r m ) .  Əgər x, və x2 -(5) təıyinin 

(x)həllinin iki ardıcıl sıfırlarıdırsa, onda bu tənliyin y f)  ilə 
xətti asılı olmayan istənilən y 2 (x) həllinin x, və x2asında 
yalnız və yalnız bir sıfırı var.

İ s b a t ı. Əksini fərz edək. Öncə tutaq ki, (5) təyinin 
y ((x) həlli ilə xətti asılı olmayan y 2(x) həllinin ı,,x2) 
intervalında sıfırı yoxdur. y l (x) və y 2 (x) funksiyasmm ''onski 
determinantma baxaq:

y { (x)y2 (x) -  y[ (x )y2 (x) = W (x).  (6)
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у 2 (х) həlli у { (х) həlli ilə xətti asılı olmayan həll olduğundan bu 
həll [xj,x2] parçasmm uc nöqtələrində də sıfıra bərabər ola 
bilməz. Əks halda W(x) determinant! bu nöqtələrdə sıfıra 
çevrilərdi. W(x) Ф 0 olduğundan, о öz işarəsini dəyişmir. 
Müəyyənlik üçün fərz edək ki, W(x) > 0 . (6) bərabərliyinin hər 
iki tərəfıni y \ (x) -a bölsək

bərabərliklərini alarıq. Axırıncı bərabərfiyin һәг iki tərəfini X, - 

dən x 2 -dək inteqrallayaq:

У|(Х|) = y ,(x2) = 0 olduğundan bu bərabərliyin sol tərəfi sıfıra 
bərabərdir. Sağ tərəf isə, aydındır ki, mənfidir. Bu ziddiyyət 
göstərir ki, y, (x) həllinin iki ardıcıl sıfırı arasmda y 2 (x) həllinin 
heç olmazsa bir sıfırı var.

İndi tutaq ki, y 2(x) həllinin (x,, x2) intervalında iki 
sıfırı var: x ,vəx2: y 2 (x,) = y 2 (x2) = 0, x ,< x ,< x 2 < x 2. Bu
halda _v,(x)və y 2(x) həllərinin rollarını dəyişsək, alarıq ki, 
y x (x) həllinin (x,, x2) intervahnda heç olmazsa bir sıfırı var. Bu 
isə teoremin şərtinə ziddir. Belə ki, teoremin şərtinə görə X[VƏ 
x2 - У\ (x) həllinin iki ardıcıl sıfırlarıdır.

Teorem isbat olundu.
Q e y d .  Şturm teoreminin hökmü (5) tənliyindən daha 

ümumi şəklə malik olan iki tərtibli xətti

y t(x)y'2(x ) - y [ ( x ) y 2(x) _ IV(x)

yl(x) yl(x)
və ya

x = x-

y" + p(x)y ' + q(x)y = 0
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bircins diferensial tənlik üçün də doğrudur.
Aşağıdakı iki tərtibli xətti diferensial tənliklərə baxaq:
y" + Qı(x)y = 0, z " + Q2(x )z = 0 (7)
T e o r e m  (M ü q a y i s ə  t e o r e m  i). Tutaq ki, (7) 

tənliklərinin əmsalları (a, b) intervalında Q2 (x) > Qx (x) şərtini 
ödəyir. Onda birinci tənliyin istənilən y (x )  həllinin bu 
intervalmdakı iki sıfırı arasında ikinci tənliyin istənilən z(x) 
həllinin ən azı bir sıfırı yerləşir.

İ s b a t ı. Tutaq ki, x,və x 2- y  (x) həllinin iki ardıcıl

sıfırıdır. Fərz edək ki, bu sıfırlar arasmda z(x)  həllinin sıfın 
yoxdur. Ümumili pozmadan fərz edə bilərik ki, (x,,x2) 
intervalında y (x )  > 0, z(x)  > 0. Bu halda, aydındır ki, 
у ' (x,) > 0, y '  (x2) < 0 bərabərsizlikləri ödənəcək.

Bu həlləri (7)-dəki uyğun tənliklərdə yerinə yazıb, sadə 
çevirmələridən sonra alarıq:

y"(x)z(x) -  z"(x)y(x)  = [Q2 (х ) -  Q] (x)]y(x)z(x)
Sol tərəf y'(x)z(x) -  z'{x)y(x)  fərqinin törəməsinə 

bərabər olduğundan, bu bərabərliyi Xj-dən x 2-yə qədər 
inteqrallasaq, alarıq:

[yl(x )z (x ) -z '(x )y (x )]xxl2  = \[Q2 (x) -  Qx (x)}y(x)z(x)dx.
*\

y(Xj) = y (x 2) = 0 olduğunu nəzərə alsaq bu bərabərlik aşağıdakı 
şəklə düşər:

*2
y'(x2)z(x2 ) -  /(x , )z(xl) = j[ö 2 (x) -  Q, (x)]y(x)z(x)dx.

*ı
Bu bərabərliyin sağ tərəfi müsbət, sol tərəfi isə mənfidir. Deməli 
fərziyyəmiz doğru deyil.

Teorem isbat olundu.
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§ 2. Sərhəd məsəbsi və sərhəd məsətasinin 
Qrin funksiyasi vasitəsilə һәШ

İki tertibli xətti

dx dx (1)

tənliyinə baxaq, Burada p ( x ) ,  q (x )  və f { x )  funksiyaları 
[a,b\ parçasm da təyin olunmuş kəsilməz funksiyalardır.

Tutaq ki, (1) tənliyinin

şərtlərini ödəyən həllini tapmaq tələb olunur. Burada 
a^ c tp O ^P o .p , vəP2 - həqiqi ədədlərdir.

(2) şərtlərinə sərhəd şərtləri, (1) tənliyinin (2) şərtlərini 
ödəyən həllinin tapılması məsələsinə isə sərhəd məsələsi deyilir.

dy
Sərhəd şərtləri y ( x )  həllimn və onun —  törəməsmımn

dx
nə x  = a -da, пә də x  = b -də qiymətlərini tapmağa imkan 
vermir. Ona görə sərhəd məsələsini Koşi məsələsinə gətirmək 
mümkün deyil.

Sərhəd mssələsi üçün aşağıdakı halların һәг biri 
mümkündür.

a) sərhəd məsələsinin yeganə həlli var;
b)sərbəd məsələsininsonsuz sayda həlli var;
c)sərbəd məsələsinin həlli yoxdur.

Misal 1. İki tertibli xətti

dx (2)

y" + y  = 0 
tənliyi üçünüç sərhəd məsələsinə baxaq:
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1. (3) tanliyinin 
X0) = 1, У(Я) = - 1 

sarhədşərtlərini ödəyan həllini tapmalı. 
Baxılan tənliyin ümumi həlli 
y  = c{ COSJC + C2SİnX

(4)

(5)
olduğundan, tələb edək ki, bu həll (4) şərtforini ödəsin. Bu zaman 
alarıq:

y (0) = c, = 1, у '(л )  = - c 2 = -1, və ya c2 = 1

c, va c2 -nin bu qiymətlərini (5j-də yerinə yazsaq (3) tanliyinin
(4) sarbad şar tlərini ödəyən həllini alar ıq:

у  = cosx + sinjc.

Deməli, (3)-(4)sarhad məsəhsininyeganə həlli var.
2. (3) tanliyinin

sərhəd şərtlərini ödəyən həllini tapmalı.
Talabedak ki, (5) həlli bu şartlari ödasin:

У(0) = сг = 1, y'(n)  = - c 2 = -1 və ya c2 = 1.

Beləliklə alırıq ki, c, sabitinin ixtiyari qiymətinda 
_y = CjCOSX' + Sİn^

(3) tanliyinin (6)sarhədşərtlərini ödəyan hallidir. Demali, (3), (6) 
sərhəd məsəlasinin sons ıız sayda halli var.

3. (3) tanliyinin

sarhadşartlarini ödəyənhəllini tapmalı. Bu zaman alırıq:

У(0) = 1, / ( * )  = - 1 (6)

У(0) = ı, У 0 0  = 1 (7)
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/ ( 0 )  = с2 = 1, / О )  = - с 2 = 1 və уа с2 = -1 .

Deməli, (3) tənliyinin (7) sərhəd şərtlərini ödəyən həlli yoxdur.
Qrin funksiyası vasitəsilə sərhəd məsələsinin həllinin 

tapılması üsulu ilə taruş olaq.
Tutaq ki, (1) tanliyinin bircins

+ «!><«) = 0,
dx

А ^ + й # ) = о
dx

sərhəd şərtlərini ödəyən həllini tapmaq tələb olunur. Fərz 
edəcəyik ki, bu məsələnin yeganə həlliyar.

Qeyri-bircins (1) tənliyi ilə yanaşı, uyğun bircins

^ l  + p ( x ) ^  + q( x ) y  = 0 (9)
dx dx

tənliyinə də baxaq.
Aydındır ki, (1), (8) məsələsininyeganə həlli varsa, (9), (8) 

məsələsinin yalrnz trivial (sıfır) həlli var. Doğrudan da. Əgər 
y(x)- (1), (8)-in həlli və y 0(x) " (9), (8)-in trivial olmayan
həllidirsə, onda (1), (8)-in y (x )-d ə n  başqa y (x)  + y 0(x) həlli 
də olardı.

Tutaq ki, y  = y l( x )  və у  = у г( х )  (9) tanliyinin һәг 
hansı iki xətti asılı olmayan həlləridir. Onda həmin tənliyin 
ümumi həlli

y(x)  = cly l(x) + c2y 2(x)

şəklindədir. Bu həllin (8)şərtlərini ödəməsini tələbetsək

Cl К  d}>Xy ^  +  <*\У\ ( « ) ]  +  C2 [« 0  dy^ Ü) +  « 1^ 2  Ш  = 0  >dx dx
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с Ж  Д л ( » ) ] + е 2[А  А л й = оох ах
cəbri tənliklər sistemini alariq. Bu bircins sistemin yaln trivial 
həllinin olması üçün

Д =

dyı(a) d yJa )  , 4
« о — :—  + «i>'i («) « 0—3—  + « Л ( а )afc dx

л * & + А я т  А * & + А у , тdx dx

0

olması zəruri və kafidir. Deməli, bizim fərziyyəmiz, yəni(l), (8) 
məsələsininyeganə həllininolmasışərti daxilində Д * 0  -ır.

İndi (1) tanliyinin həllini sabitin variasiyası üsulu ? quıaq.
Həlli

У(х) = с, {x)yx (x) + c2 (x )y2 (x) (10)
şəklində axtararaq, buüsulunsxeminə görə alarıq:

« ,’<*)- a g / w .w(x) w(x)
Burada w(x) - ^ ( x )  və y 2(x) həllərinin Vronski 
deter minantıdır. Bu bərabərlikləri inteqrallamaqla

cıW  = c ıı ~ c2(x) = c12 + X\ ^ f L c(t)dt
a W(0  İ M f)

və ya

c,(x) = С21 -  c2(x) = c22 + ] ^ j l f( t )d t
i  w(0  i  H t

ifadələrini tapırıq. Bunları (10)-da yerinə yazmaqla (1) tnliyinin 
ümumi həllini

y(x)  = c ,xy , (x) + cl2y 2(x )-  ) — ■■ f ( t )d t
a M f )

və уа

= З д  <*)+ З д  w  -  у л * » л > ) - у л , ) у 2(* т л  
İ  w(0
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ş ə k l in d ə  if a d ə  e d ir ik .  B u r a d a  c n , c l2, c 2l, c 22- i x t i y a r i s a b i t i ə r d i r .  

B u  ifacfoləri to p la y ıb  у а п у а  b ö ls ə k  və

h  ч К
C l  ~  2 C 2 ~  2  12 + С ; 2 2 '

işaraetsak, alarıq:
ь

y ( x )  =  СуУу (x) +  c2y 2 ( x )  +  J'P(x, t ) f ( t ) d t  (1 1 )
а

Burada

P ( x , t )  =

y ı ( x ) y 2( f ) - y x( t ) y 2(x)  a < t < x 
2 w(t )

У, (х)у  2 (0  -  УI ( 0 у 2(х ) x < t< b
2w(t )

Q e y r i-b irc in s  (1 ) ta n l iy in in  {1 1 ) ü m u m i h a l l in in  (8 ) 

ş ə r t lə r in i  ö d a m ə s in i  tə la b  e t s ə k  с , v ə  c2 ə m s a l l a r ı  ü ç ü n  a ş a ğ ıd a k ı  

c a b r i  ta n l ik lə r  s is te m in i  a la r ıq :

c, [a0 + a xy x (a)] + c2 [ a 0 + a xy 2 (a)] =
dx dx

< Д  +Рл (»)1 + ^ЈГ1+Ал Wl =ш: ах

= )[/30^ ^ + А р ( һ , 0 ] / № .

Д  ^  О o ld u ğ u  ü ç ü n  b u  s i s te m in  y e g a n ə  h a ll i  v a r  v a  b u  

h a ll i K r a m e r  q a y d a s i  ila t a p m a q  o la r .  Ə g ə r  b u  s i s te m d a n  c , v a

c 2 -n i t a p ı b  (1 l ) -d a  y e r in a  y a z s a q ,  s a d a  ç e v i r m ə l a r d a n s o n r a

ь

y ( x )  =  J g ( j c , 0 / ( 0 < *  (1 2 )
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düsturunu alarıq ki, burada G (x,t) funksiyası baxılan məsələnin 
Qrin funksiyası adlanır və

P(x,t) y x(x) у г(х)

dP^a ,t)- + a xP{a,t) Myx(ä) My2(a)
u dx

Ä ^ r + д т о  Myx (b) My2(b) 
axG (x,t) =

A
düsturuilə hesablanır. Burada

Myk(a) = a 0 dy- ^ -  + a xy k( ä ) , 
dx

МУкф ) = /30^ Р -  + /31Укф ) ,  к = 1,2.
cbc

Eyni qayda ilə (ll)-in (2)sərhədşərt]ərini ödəməsini tələb 
elsək, (l)-(2) məsələsinin həlli üçün

y(x) = JG(x, t ) f  (t)dt + ~  {a 2 [/?0 ^ г~ ~  + Р\Уг 0)1 ~
а

-  А  К  - j - -  +  а ху 2 (о )]  } у , ( х )  + ) - { Р 2 [«о  +
dx A dx

+ а ,у ,  (а)] -  а 2[/30 d)>y ~  + Д у , (6)]}y2(x) 
dx

düs turunu alarıq.

Qrin funksiyasmm aşağıdakı xassəbrini qeydedək:
1. x ФI olduqda G(x,t) funksiyası bircins (9) tənliyini 

ödəyir;
2. G(x,t)  funksiyası (8)sərhədşərtiərini ödəyir;
3. G (x,t) funksiyası x = t olduqda kəsilməzdir;
4. G'x(x,t) funks iy as ı x = t -də birinci növ kəsilməyə 

malikdir və G'x(t + 0 ,t)-G 'x( t - 0 , t )  = l.
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M I S A L L A R

Aşagıdakı tənlikiərin verilmiş sərhəd şərtlərini ödəyən 
həlbrini tapmalı.

119. у" + / - б у  = 0, y(0) = 0, y'(Y) = 1.
120. y" + y  = 0, у(0) = 1, У  (я )  = -1 .

121. y" + 9y = 3x, у(0) = 1, у '( л )  = К

Aşagıdakı sərhəd məsələlərinin Qrin funksiyasmt 
qurmalı.

122. /  = / ( х ) ,у ( 0 )  = 0 ,Я 1 )  = 0.
123. y '  + y  = f ( x ) ,  y (0) = 0, у'(ж) = 0.
124. /  -  у  = f ( x ), y(0) = 0, y (  1) -  у 1'(1) = 0.
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VIII FƏSIL
BİRTƏRTİBLİ XƏTTt DİIERENSİAL TƏNLİKLƏR

SİSTEMt
§ 1. Xətti bircins sistemlər

Aşağıdakı birtərtibli xətti bircins diferensial tənliklər 
sisteminə baxaq:

ф -  + Я11 COtt + «12 (х)У2 + -  + а1 n ('*)Уш = °>cbc

- ~  + a2l(x )yx + a22(x)y2 +... + a2n(x)y„ = 0,

dy
~  + « « 1 ОМ + ö «2 (х)у2 +•••+«„„ 00Л = 0 ах

Fərz edəcəyik ki, % (x), i,k = 1,2, əmsalları müəyyən

(a,b) intervalında kəsilməz funksiyadir.

Tutaq ki, y f'(x ), y {2 (x),...,y (n'}(x) funksiyaları (1)
sisteminin hər hansı bir xüsusi həllidir. Onda asanlıqla yoxlamaq 
olar ki, cy<lv>(x),cy(2r>(x),...,cy<'Ji(x) funksiyaları da busistemin

həllidir. Burada c-ixtiyari sabitdir. Əgər ^ ( х ) , } ^ * ) » —̂ У® (*)

funksiyaları ilə yanaşı y,(2)(x),y (22)(x),...,y{2)(x) ftmksiyaları da

(1) sisteminin xüsusi həllidirsə, onda y1(I)(x) + y,(2>(x),

y 2\ x )  + y 22\ x ) , . . . , y ^ \ x )  + y (2)(x) funksiyaları da bu sistemin
həllidir.

Tutaq ki,
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У1,(1) №
,(2) (2)

у;,(«) у ? ,

УЛ

^ 2),
(2)

(1)sisteminin nsayda xüsusi həllərindən təşkil olunmuş sistemdir. 
Əgər bu həllər sistemindən təşkil olunmuş

y[v / 2lJ ••

D ( x )  = уГ .. y?>

у(пЈ •• y (;>

(3)

determinant! (a, b) intervahnda eynilik kimi sıfra bərabər 

deyilsə, onda (2) həllər sistemi fundamental һәИәг sistemi 
adlanır.

Aşağıdakı teoremi isbat edək:
T e o r e m .  Tutaq ki, x0 e  (a,b) nöqtəsində D(x0) Ф 0 . 

Onda (a,b) intervalmm heç bir nöqtəsində D(x)  determinanti 
sıfra ЬэгаЬэг deyil.

I s b a t l. Teoremi isbat etmək üçün D{x) determi- 
nantmin törəməsini tapaq va bu zaman diferens iallanmam 
sütunlar üzrə aparaq. Onda, sadə çevirmələrdənsonra alarıq:

D \x )  = ~(au + a22 +.... + an„)D(x)
və ya

D'ix)
D(x)

= - (a n +a22+.... + am).
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Əgər bu bərabərliyin һәг iki tərəfıni jc0 -dan x  -a qədər 
inteqrallasaq, onda

- j(‘>U+‘’22+-+am)dx
D (x )  = D ( x J e *  (4)

olar. Bu bərabərlikdən görünür ki, əgər В ( х 0)Ф  0 olarsa, onda 
(a ,b) intervalinm istənilənx nöqtəsində D ( x ) ^  0.

Teorem is bat olundu.
Qeyd edək ki, (4) düsturu Qstroqradski -  Liuvill -Yakobi 

diisturuadlanir.
Bu teoremdən nəticə kimi çıxır ki, (l)-in fundamental 

həllər sistemi var. Doğrudan da, hər hansıcırlaşmayan
а л a i2 a \ n

A =
a 2l a 2 2 •  a 2 n

a n 2  • '  a n n

matrisini götürsək, birtərtibli diferensial tənliklər sisteminin 
həllinin varlığı və yeganəliyi haqqında teoremə əsasən (bax. IV 
fəsil, §1) (l)sisteminin

y f ( x Q) = akJ, j  = 1,2,...,«,

şərtlərini ödəyən y[k)(x), y[k\ x ) ,  ..., y („k)(x) həlli var və 
yeganədir. к = 1,2,...,« qiymətlərinə uyğun bu n sayda həll 
üçün(3)-lə təyin olunan D(x) deter minantı 

D(x0) = det Л Ф0 
olduğundan, teoremə əsasən (a.b)  intervalının heç bir 
nöqtəsində sıfıra çevrilmir. Deməli, qurduğumuz n sayda həll 
fundamental həllər sistemini təşkil edir.

T e o r e m  Əgər (2) funksiyalar sistemi (1) sisteminin 
fundamental həllər sistemini təşkil edirsə, onda bu sistemin 
iimumi həlli aşağıdakı bərahərliklərlə təyin olunur:
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УI = С1У\1) + сгУ12) + •• + спУ\П)> 

У 2 = Cı У? + сгУ\2) + ■■ + спУ2 \
(5)

Уг,=с1Уп) + с2У(п2)+~ + с„У1,П)’

Burada с1,с2,...,сп ixtiyarisabitlərdir.
I s  b a  11. Päraqrafməwəlində qeyd olunan fakta əsasən

(5) bərabərlikləri ilə təyin olunan _y,(x), y 2(x),...,yn(x)
funksiyaları (1) sisteminin həllidir. Bu həllin ümumi həll 
olunduğunu isbat etmək üçün göstərmək kifayətdir ki, 
cv c2,...,cn sabitlərini elə seçmək olar ki, (5) həlli x = x0 
olduqda

y ı ( x j  = y{*), у 2(х0)  = у (20), У„(хЈ = у (п0) (6)
başlanğıc şərtlərini ödəyir. Burada x0 e (a,b) ixtiyari qeyd

olunmuş nöqte, y{0) , y (2 } , y („0J isə ixtiyari ədədlərdir.
(5) həllinin (6) başlanğıc şərtlərini ödərmsini tələb elsək 

b u zaman c ,,c2,...,c„-lərə nəzərənn xətti cəbri tənlikdən ibarət
sistemalarıq ki, busistemin əsas detcrminantı D(x0)-a  bərabər 
olar. D(x0) ф 0 olduğundan bu sistemin yeganə həlli var. Əgər
sabitlərin busistemdən tapılmış qiynıətlərini (5) bərabərliklərində 
nəzərə alsaq, onda (6) başlanğıc şərttarini ödəyən xüsusi həlli 
alarq.

Teorem is bat olundu.

§ 2. Xətti qeyri-bircins sistemlər. Sabitin variasiyası üsulu

Aşağıdakı birförtibli xətti qeyri-bircins diferensial 
tənliklər sisteminə baxaq:
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— ■ + an(x)y t + a12(x)y2 +... + aXn(x)yn = f {(x), 
ax

d~ r  + а2\(Х)У\ + а22(Х)У2 + -  + а2п(Х)Уп = f l ( X\  ах

“ Г  + а"'(*)И + ап2 (х)Уг + -  + апп (х)Уп = /„ (*)ах

Bu sistemdə f ( x )  = / 2(х) = ...= f„(x) = 0 götürsək, onda

ф -  + о ,, (х )у { + а12 (х )у2 +... + а1п (х)уп = О, 
ах

~Г~ + «21 О М  + °22 (Х)У2 + -  + а2п (Х)У„ = ах

~  + ап1(х)У1 +о„2(Х)у2 +... + апп(х)уп = О 
ах

tənliklər sistsmini alarıq. Busistem (1) sisteminə uyğun bircins 
sistem adlanır.

T e o r e m .  Qeyri-bircins (1) sisteminin ümumi həlli bu 
sistemin һәг hansı bir xüsusi həlli ilə uyğun bircins (2) sisteminin 
ümumi həllinincəminə bərabərdir.

İ s b a 1 1. Tutaq ki, Уј(х),Г2(л:),...,^;(л:) - qeyri-bircins
(l)sisteminin һәг hansı bir xüsusi həllidir. Busistemdə

У\ = z \ +ү\(х) ,  Уг = г 2 +Y2(x),.. .,y„=z„+Yn( x )  (3)

əvəzləməsini edək. Burada z l, z 2,...,zn - yeni məchul
funks iyalaıdır.

(3) əvəzləməsindən sonra z v z 2,...,zn dəyişənlərinə nəzərən 
bircins
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dz
—1 + a n (x)zl + an (x)z2 +... + aln(x)zn = 0, 
ax
dz
— L + a2x{x)zx+ a22{x)z1 + ... + a2n(x)z„ =0, 
dx (4)

dz
- f -  + a„l(x)zl + an2(x)z2 + ... + am(x)zn = 0 
ax

sistemini alırıq. Göründüyü kimi bu sistem (1) sistemim uyğun 
bircins sistemidir.

Tutaq ki,

* (i\  у л  .....
y,<2), y f ,  у™, (5)

у<л),

(2) bircins sisteminin fundamenital həllər sistemini təşkil edir. 
Onda (4)sistemininümumi həlli

z, = с У "  +с2у™ +..+c„y\n\  

z 2 - с 1Уг] +c2y 22) + ..+cay^n),

z „ =с,Уп>+с2У(„2)+~+сУ пп)’

bərabərlikləri ilə təyin olunar. Əgər bu ifadələri (3)-də nəzərə 
alsaq, onda alarıq:
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УI = cMl) + с2у12) + •• + c„y(ın) +
У 2 = cxy f  + c2y f  + .. + c j 2 ] + Y2(x),

Уп = W ™  + c2y f  + .. + cny ln) + Ym(x)

Buqeyribircins (l)sistemininhəllidir.
Bircins sistemin ümumi halli haqqinda teoremin 

isbatmda istifadə olunan analoji iisulla isbat etmək olar ki, bu 
həll (1) s is teminin ümumi həllidir.

Teorem isbat olundu.
Bu teoremin hökmüm əsasən, əgər qeyri-bircins (1) 

sisteminin hər hansi bir xüsusi həlli və uyğun (2) bircins 
sisteminin fundamental həllər sistemi malum olarsa, onda bu 
sistemin ümumi həllini qurmaq olar. Göstərək ki, yalmz uyğun 
bircins sistemin fundamental həllər sistemini bilməklə, qeri- 
bircins sistemin ümumi həllini tapmaq mümkündür. Bunun üçün 
s a b i t i n  v a r i a s i y a s  ı üsulundan istifada ecbk.

Tutaq ki, (5) funksiyalari (2) bircins sisteminin 
fundamental həllər sistemini təşkil edir. Onda, bildiyimiz kimi, bu 
sistemin ümumi həlli

у, = cı у!'} + c2 y\2)+••+спУ\п)-> 1= n’ (6)
bərabərlikləri ilə təyin olunar. Burada cv c2,...,cn ixtiyari 
sabitlərdir.

Qeyri-bircins (1) sisteminin həllini də (6) şəklmdə axtaraq. 
Lakin, bu zaman с,,с2,...,си-1әгә sabitlər kimi deyil, x 
dəyişəninin funksiyalari kimi baxaq:

Уј ~ c1(x)yjt) + с2(х)уј2} + .. + с„(х)ујп), 1 = 1,2,:.,П, (7)

Bu bərabərlikləri diferensiallasaq, alarıq:
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dy, d y ^  ^dyj2)_ . ч ( , ) _  + * ( , ) _  + + {g)

+ c| (x )y f} + c '(x )> f  > + .. + c' (x)yl"\ i = 1,2,...,«.

Qeyri-bircins (1)sistemini

-y-+-an( x ) y l +an ( x ) y 2 +... + ab,(x)y„ = f , ( x ) ,  / = 1,2,...,«, 
clx

şəklində yazıb, (7) və (8) ifadələrini bu tənlikbrdə nəzərə alsaq, 
sacb çevirməbrdənsonra alarıq:

У?] ■ c[(x) + y,(2) • c2 (x) + ... + y ("} ■ c'n(x ) = Д х ) ,  I = 1,2,...,n.

c[(x),-c'2(x),...,c'n(x) törəmələrinə nəzərən aldığımız bu xətti 
qeyri-bircins cəbri tənliklər sisteminin əsas determinantı 
D(x) Ф 0 olduğundan, onun yeganə həlli var.

Tutaq ki, c'(x) = (p,{x), i = 1,2,...,n -bu sistemin həllidir. 
Onda, bu bərabərliklərin һәг birini inteqrallamaqla alarıq:

ci(x) -  I<pt(x)dx + cn i = 1,2,...,«.

Bu bərabərliklərin sağ tərəflərində iştirak edən cl,c2,...,cn-lər 

ixtiyari sabitbrdir. Əgər c,(x), / = 1,2,..,и funksiyalari üçün
aldığımız axırıncı ifadələri (7) bərabərliklərində nəzərə alsaq, 
onda (1) sisteminin ümumi həllini aşağıdakı bərabərliklər 
vasitəsilə təyinetmiş olarıq:

Уı = с,у,(1) + c2y ,(2) +... + cny jn> + X  y \k) j<Pk(*)dx, i = 1,2,..,«.
k=1
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§3 Sabit əmsallı xətti diferensial tənliklər sistemi

Aşağıdakı xətti bircins diferensil tənliklər sisteminə
baxaq:

+ any x + auy 2 +... + alny„ = 0,
dx
dy> r\+ any { + a22y 2 +... + а2пУп = 0,

dy
~ Г  + а п\У\ +  а тУ2 +  -  +  а тУп =  0  ax

Burada ајк , i ,k  = 1,2,...,и, əmsalları həqiqi ədədlərdir.
Bu sistemin həllini

. V ı = y ı A  У 2 = Ү 2 е *Х>->Уп=Упе ** ( 2 )
şəklində axtaraq. Burada у1,ү2)...,ү„ və Я, sabitlərdir.

Əgər у 1,у 2,...,>'л-щ bu ifadələrini (l)sistemində nəzərə

alsaq və alınan bərabərliklərin hər tərəfmi е л -a bölsək, onda 
aşağıdakı cəbri tənliklər sistemini alarıq:

(ап + Л) / 1 + ö 12̂ 2 +... + 0\„y„ =0, 

ö2l/l + («22 + ^ ) / 2-  + “2пГ„ = 0,

«ШП +«„2^2 + -  + («ПЙ + ̂ )Л, =0.

,...,;Kn-lərə nəzərən xətti bircins olan bu sistemin
trival olmayan həlli yalnız va yalniz onun determinant! sifra 
bərabər olduqda var. Ona görə tələb edək ki, bu determinant 
si.frа ЬзгаЬэг olsun
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Д(А) =
агг + Л

(4)

аПП

Bu determinantın elemetlərindən təşkil olunmuş 
aşağıdakı matrisə də baxaq:

(4) tənliyi Л -ya nəzərən n dərəcəli cəbri tənlikdir. Bu 
tənlik (1) sisteminə uyğun .xarakteristik tenlik adlamr. 
Yuxarıdaki mülahizələrdən aydındır kı, (1) sisteminin (2) şəkilli 
trivial olmayan həlli yalnız və yalnız Я ədədi (4) xarakteristik 
tenliyinin kökü olduqda ola bilər.

Aşağıdaki iki hala baxaq:
l.Tutaq ki, (4) xarakteristik tənliyinin bütün kökləri 

müxtəlifdir. Bu kökləri Л[,Л2,...,Лп ilə işarə edək:
Д(Л*) = 0 ,k  = 1,2,...,n . Baxılan halda asanlıqla göstərmək olar 
ki, &(Ak) determinantımn n - 1 tertibli minor larmdan heç 

olmazsa biri sıfırdan fərqlidir. Bunun üçün А'(Лк)ф  0, 
к = 1,2,...,и ,, ölduğunu isbat etmək kifayətdir. Bu faktın 
doğruluğu isə Л1,Л2,...,Л„ köklərinin sadə köklər olması 
şərtindən asanlıqla alınır.

Xətti bircins (3) sistemində Л = Лк götürsək, Д(Л.4) = 0 
olduğundan, bu sistemin trivial olmayan həlli var. Tutaq ki, 

-beb həllərdən biridir. М(Лк) matrisinin ranqi

n - 1 - э  bərabər olduğundan (3)sisteminin həlli
bir sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin olunur.

М (Л) =

ÖTj j + Л Öj2 

@2\ ^22Ü22 + Я.

а,
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Beləliklə baxılan halda xarakteristik tənliyin hər bir 
Л = Лк kökünə (l)sisteminin

y w  = = / 2к)е ^ , . . . , у („к) = r lk)eÄiX,k  = 1,2,...,и
xüsusi həlli uyğun olur və bu sistemin ümumi həlli aşağıdaki 
bərabərliklər vasitəsilə təyin olunur:

У\ = сМ г)+ c2 у\2) + - + с*У™>

У 2 = с хУ{2 +  с гУ (2 +  -  +  сп У г \

Уп = сУп] + сгУ(п ] + -  + СУ " ]-
Tutaq ki, xarakteristik tənliyin kökləri içərisində 

kompleks köklər var. Fərz edək ki, Лx = a  + /3i bu tənliyin 
kompleks köküdür. Xarakteristik tənlik həqiqi əmsallı tənlik 
olduğundan Лг = a - / 3 i  ədədi də bu tənliyinkökü olar.

Əgər (3) sisteminin Л = Лх — a  + /?/-уә uyğun trival 
olmayan həllini yx,y 2,—,y„ ib işarə etsək, onda ух,у г,...,у„ bu 
sisteminЛ -  Лг = a -  J3i-уә uyğun həlli olar. Burada 
үх,ү2,—,У„ ədədləri yl,y 2,—,y„ ədədlərinə kompleks qoşma 
ədədləridir. Buhalda A, və Л2 köklərinə uyğun həlləri

y f  = r / a+fii)\  у j2) = y / a-fii)\  j  = 1,2,...,«

şəklində ifadə edə bibrik.
Tutaqki, y } = ö j+ i£ j ,  j  = 1,2,...,«. Buhalda

y (P  = em (Sj cos f i x  -  S j sin /? x) + iem (Sj sin f i x  + Sj cos p  x), 

yf'* = em(Sj cos јЗ x -  Sj sin /3 x) -  iem (5} sin /3 x + s} cos f3 x),
j  =  l ,2, . . . ,n ,

olar və asanlıqla ğöstərmək olar ki, bu həlbrin həm həqiqi, həm 
cb xəyali hissəsi halldir. Deməli, xarakteristik tənliyin 
Лх = a  + /3i və Л2 - a - f i i  kökbrinə (l)sisteminin
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у (р  = ет (Sf cos f i x  -  Sj sin fix) ,  j  = 1,2,...,«,
VƏ

у j2) =eax (Sj sin/3 x  + Sj cos /Зх), j  = 1,2,..., n, 
həlləri uyğundur.

2. Tutaq ki, xarakteristik tənliyin kökləri içərisində 
təkrar köklər var. Fərz edək ki, X = \  xarakteristik təniiyin m 
dəfə təkrarlanan köküdür. Bu halda A(Xy) = A'(Xy) = ...= 

= Д (т_|)(Л1) = 0, А,'т)(Х1)фО  və A (Xy) determinantmm n - m  
tərtibli minorlarmdan heç olmazsa biri sıfirdan fərqli olar. Əgər 
rank M(Xy) = r işarə etsək, onda r > n ~ m  münasibəti öciənər və 
(3 )cəbri tənliklər sistemi X = Xy olduqda r sayda asılı olmayan 
tənliklərdən ibarət sistemə çevrilər. Xətti cəbr kursundan 
məlumdur ki, bu halda n — r sayda dəyişən ixtiyari qiymət ala 
bilər. Əgər r = n - m  və yaxud n — r = m olarsa onda (3) 
sisteminin m sayda xətti asılı olmayan həlli olar. Bu halda 
xarakteristik tənliyin m dəfə təkrarlanan Xy kökünə (1) 
sisteminin də m saydaxətti asıh olmayan həlli uyğunolar.

Əgər r > n - m  və yaxud n - r  <m  olarsa, onda (1) 
sisteminin Xy kökünə uyğun həllərinin sayı m -dən az olar. Bu

halda çatışmayan həlləri еЛ'х ,х еЛ'х ,...,хт~1е Л'х funksiyalarınm 
xətti kombinasiyasışəklində axtarmaq olar.

Misal 1. Aşağıdakı sistemin ümumi həllini tapmalı.

tfyy
, 2У,+У2’ax

^ -  = 3уу+4у2. 
ax

(5)

Həlli Уу = Уув** , y 2 = y2eÄX şəklində axtaraq. Bu 
ifadələri sistemdə nəzərə alsaq , у  у və у г-уэ nəzərən aşağıdakı 
cəfcri tənliklər SBtemini alarıq:
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Г ( Л - 2 ) ү , - ү 2 =0,

I -  3 /, + (Я -  4)ү2 = 0.
Bu sistemin trivial olmayan həllinj tapaq. Bu məqsədlə 

xarakteristik tənliyi yazaq və onun kökləriıı tapaq:
Л — 2 — 1

= 0 vəya (Л -2 )(A -4 )-3  = 0 
-3 Л - 4  J У A

Mötərizələri açsaq bu tənlik Л2 - 6 Л +5 = 0 şəklinə düşər. 
Asanlıqla yoxlamaq olar ki, Л1 = \,A^ = 5 hi tenliyin kökləridir.

(6) sistemində Л = 1 götürsək , alarıq: Ү\+Үг=®-
Aydmdır ki, үх = 1 ,ү2 = -1 bu tənliyi ödəyr. Ona ğörə

У1 = ех ,У 2 =~ех 
(5) sisteminin həllidir.

(6)sistemində Л = 5 götürsək, a n a o j i  qaydada alarıq 
3 y , - y 2 =0.

У\ ~ 1^2 = 3 bu tənliyin həlli olduğundan 
* = е 5' , Л =Зе5'

(5)sisteminin həllidir.
Bunları nəzərə alsaq,(5)sistemininümumi həllini
У1 — cxe + с2в ,

y 2 = -c\ex + 3 c2e5x 
şəklində yaza bilərik.

M İ S A L L A R

Aşağıdakı xətti diferensial tənliklərsistemini həll etməli.

dy\

125.
, :У1 - У 2 >dx

dy2 .
- ~  = - 4  y, + y 2.
dx
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-у  ı +*Уг’ 

У\+Уг-

У\+Уг>

-271+3^2

У1 - З у 2’ 

3^1 + у 2- 

-у, -5у2,

УХ+У2-



IX F Ə SL

BİRTƏRTİBLİ DtFERENSİAL TƏNLİKLƏR 
SİSTEMtNİN HƏLLİNİN DAYAMQLIÖ

§ 1. Əsas anlayışlar

Aşağıdakı birtərtibli diferensial tənliklər sisteminə baxaq:

Tutaq ki, T = {t0 <t <co}, X  isə x i,x2,...,xn dəyişənləri 
fəzasınm məhdud oblastıdır. Fərz edəcəyik ki, 
f k(t,xx,...,xn), к = 1,2,..,«, funksiyalari D = T x X  oblastında

funks iyalar dır. Bu halda həllin varlığı və yeganəliyi haqqında 
teoremə əsasən (l)sisteminin

başlanğıc şərtiərini ödəyən yeganə həlli var. Burada
(x°x,x°2,...,xl)e. X  ixtiyari nöqtədir.

(1) diferensial tənliklər sisteminin (2) başlanğıc şərtlərini 
ödəyən həllini xk = xk(t), к = 1,2,..,и, bu sistemin ixtiyari
başqa həllini isə xk = x k(t),k = 1,2,..,« ilə işarəedək.

dt

(1)

at

kəsilməz və məhdud
л /

k , j  = 1,2,..., и, xüsusi törəmələri olan
дх,

(2)

129



Т э r i f 1. Tutaq ki, istanilan e  > 0 ədədi üçün eiə 8  > О 
ədədi var ki,

KtOo)-**Oo )!<<?> к  = 1,2,..., и, (3)

olduqda
|х* (0 - **(0| k  = l,2,...,n, t0 < t<  оо (4)

şərti ödənir. Onda (1) sisteminin хк = xk(t), к = 1,2,..,n, həlli 
Lyapunov mənada dayamqlı Һә11 adlanır.

T э г i f 2. (1) sisteminin x k = xk(t), k  = l,2,...,n, həlli 
dayamqlı həll olub, (3) şərtlərini ödəyən istənilən 
xk = xk(t), к  = 1,2,....,и, həlli üçün

limlx* (?) -  x k (f)j = 0, к = 1,2,..., n,/-> OO1 '

münasibətini ödəyirsə, onda bu həll Lyapunov rm nada 
asimptotik dayamqlı həlladlamr.

(1) sisteminin dayamqlı olmayan həlli bu sistemin
dayamqsız həlli adlanır. Bu о deməkdir ki, əgər
xk = x k(t), k = \,2,...,rı, həlli (1) sisteminin dayanıqsız
həllidirsə, onda elə s  > 0 ədədi var ki, ixtiyari kafi qədər kiçik 
8  > 0 ədədi üçün, bu sistemin (3) şərtini ödəyən həlləri 
içərisində elə həll tapmaq olar ki, buhəll t -nin müəyyən t > t0 
qiymətində (4) bərabərsizliyini ödəmir.

(1) sisteminin sıfirdan fərqli həllinin dayamqlığınm 
tədqiqini digər sistemin sıfir həllinin dayanıqlıgının tədqiqinə 
gətirmək olar . Bu nroqsədlə, əwəlcə (1) sistemini aşağıdakı 
şəkildə yazaq.

ı —fk(?,Xy,x2,...,хи), к — \,2,...,п (5)
dt

Tutaq ki, x k = x k(t), k  = \,2,...,n, bu sisteminin hər 
hansi bir həllidir. Bu sistemdə
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х к -  У к + **(0» к = \,2,...,п 
əvəzləməsini edək.

(6)

, к = 1,2,..., и,

olduğundan, (6) əvəzləməsindansonra (5)sistemi

(7)

şəldinə düşür. Burada
Fi (t,y{,y2,...,yn) = f k{t,yx+xx(t),y2+x1(t\...,yn+xn(t))- 
-  fk (t,xx(t\x2(t),...,x„{t)), к = 1,2,..,и.

Axırıncı bərabərliklərdən görünür ki.
Fk (7,0,0,...,0) = 0,k  = 1,2,.., n. Deməli, (6) əvəzlə məsindən sonra 

(1) sistemi (7) sisteminə, (1) sisteminin xk = xk(t),k = 1,2,...,и 
həlliisə (7)sisteminin y k =0 , k  = l,2,..,n həllinə keçir.

§ 2. Xətti sistemin dayanıqhğı

Aşağıdakı xətti diferensial tənliklər sisteminə baxaq:

—1 = an(t)xx + an (t)x2 + ... + aln(t)xn,
dt

—Г  = «2i(0 ^ı + a22(t)x2 +... + a2n(t)x„,
(1)

-ЈГ = aA f )xı + ani(0x2 +... + am(t)x, 
at
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Fərz edəcəyik ki, aik( t \  i,k  = 1,2,...,и funksiyalari
t0 < t < со yarımoxunda kəsilməz funksiyalardır.

Tutaq ki, х,(<г)(0 , x (2k)(t),..,x(„k)(t) funksiyalari (1) 
sisteminin
x\k)(t0) = 0 ,.., x£>(/#) = 0 , x[k)(t0) = 1, x lk+](t0) = 0,..., 

xlk)(t0) = 0 , k  = \,2,..,n,
şərtlərini ödəyən n sayda xətti asılı olmayan həllərdir.

Sütunları bu həlbr olan matrisi V(t,t0) ilə işarə edək. 
Qeyd edək ki, (1)sisteminin fundamental həllər sistemindən teşkil 
olunmuş V(t,t0) matrisi bu sistemin fundamental matrisi

adlanır. Aydındır ki, V(t0, t0) = E . Burada E  -vahid matrisdir.
(1) sistemini 
dx
—  = A(t)x  (2)
at

şəklində yazaq. Burada A(t) - (1) sisteminin aik(/) əmsalların-

dan düzəldilmiş kvadrat matris, јс = ||јс1, х2,..,л:п|Г isə sütun 
vektorudur.

Tutaq ki, x  = x( t) -  (2) sisteminin x(t0) = x0 şərtini 

ödəyən həllidir. Burada x0 = Цх^х^.^х^! qeyd olunmuş

vektordur. Bu halda x = x(/) həllini V(t,t0) matrisindən istifadə 
etməklə

x(t) = V(t,t0)x0 
şəklində yazmaq olar.

Eyni qayda ilə (2) sisteminin y(tc) = y 0 şərtini ödəyən
həllini

y( t )  = V(t , t0)y0
şəklində yaza bibrik. Bu halda

x(t) -  У(0  = V(t,t0)(x0 - y 0) . (3)
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Aşağıdakı hallara baxaq.
1) Tutaq ki, V(t,t0) matrisi məhduddur. Yəni elə 

M  ədədi var ki,

\V(it, t0) \ = £ jaik(/)| < M , t > t 0 olduqda.
i ,k = l

Buhalda (3) bərabərliyinəəsasən yaza bibrik:

\x(t)- y (0 | z \v { t , t0) |• |x0 - y 01 < M\x0 - y 01

Bu bərabərsizlikdən görünür ki, əgər

|д:" “ л |< < 5 = ¥  
olarsa, onda aşağıdakı bərabərsizlik ödənər:

|x(0 -  y(?)j <s, t > t Q olduqda.
Deməli baxılan halda, (1) və ya (2)sisteminin x  = x(f) 

həlli dayamqlıdır.

2)Tutaqki, lim F(M 0) = 0.

Buhalda V(t,t0) matrisi t > t0 olduqda məhduddur və 
deməli x  = x(t) həlli dayamqlıdır. Bundan başqa (3) 
bərabərliyinə əsasən ixtiyari у  ~ y(t)  həlli üçün 

lim |х(Г) -  y(t)\ = 0(->oo ' 1
Deməli x  = x(t) həlli həm də asimptotik dayanıqh

həllidir.

§ 3 Sabit əmsallı xətti sistemin dayamqlığı. Qurviç meyarı

Əvvəlki paraqrafda xətti diferensial tənliklər sisteminin 
dayanıqlığı üçün kafı şərt aldıq. Bu şərt fundamental matrisin
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məhdudluq şərtidir. Xətti diferensial tənliklər sisteminin 
fundamental matrisini qurmaq mümkün olduqda bu şərtdən 
istifadə etməklə dayanıqhğı tədqiq etmək effektli olur. Sabit 
əmsallı xətti diferensial tənlikbr sistemi beb sistemlərdəndir.

sisteminə baxaq. Burada aik, i ,k  = 1,2,...,и -həqiqi ədədlərdir.
Sadəlik üçün fərz edək ki, bu sistemin bütün xarakteristik 

ədədləri müxtəlif və həqiqi hissələri mənfi olan ədədlərdir. Bu 
ədədləri Л1,Л2,...,Лп ilə işarə edək. Onda (1) sisteminə uyğun

fundamental V(t,t0) matrisini yazsaq, məxsusi ədədlərin həqiqi 
hissələri mənfi ədədlər olduğundan bu malris üçün

bərabərliyi doğru olar.
Den»li baxılan halda (1) sisteminin bütün həlbri 

asimptotik dayamqlıdır.
Bu nəticə göstərir ki, sabit əmsallı xətti bircins diferensial 

tənlikbr sisteminin həlbrinin dayanqılığı uyğun xarakteristik 
tənliyin kökbrinin tədqiqini təbb edir. Daha dəqiq desək, bu 
məsələnin həlli xarakteristik tanliyinin bütün köklərinin həqiqi 
hissələrinin mənfı işarəyə malik olmasım təmin edən şərtbrin 
tapılmasına gətirilir. Beb şərtbr Qurviç teoremi adlanan 
teoremdə öz əksini tapıb.

Tutaq ki, dərəcəsi и-ә bərabər olan

dx2
2й «5 (1)

■ иял н »

lim V(t,t0) = 0

о0Лп + 1 + а2Лп 2 +... + сгп_\А + an = 0 (2)
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cəbri tənliyi verilib. Bu tənliyin əmsalarmdan düzəldilmiş 
aşağıdakı determinantlara baxaq:

<h «o 0

ax a0 0 ....0 0 0 

аъ a2 Op.,.0 0 0

Дп (3)

О О О 0 0 а„

T e o r e m  ( Q u r v iç  t e o r e m  i). Cəbr i (2) tanliyinin 
bütün köklərinin mənfı həqiqi hissəyə malik olması üçünzəruri 
və kafi şərt (3) determinantlarmm müsbət olmasıdır:

Д, > 0 , Д2 > О, Д3 > 0,..., An > О.

Misal. Qurviç teoremindən istifadə etməklə aşağıdakı 
diferensial tənliklərsisteminin dayamqlığmı tədqiq etməli:

^ -  = - З у 1+ 2у2 + 2у3,

(4)

Baxılan s is temin həllini

Ух = Yı«**, У2 = У2̂ >  У з= У ъ ^
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şəklində ax tars aq / , , уг və уъ -э nəzərən 

(X + У)ух ~ 2уг -  2у3 = О,
З/ ı  + (Я + 1)у2 - у 3 =0,
Һ ~ 2 у 2 +Лу3 = 0 

xətti cəhri tənliklər sistemini alanq. Məlumdur ki, bu sistemin 
trivial olmayan həlli yalnız və yalmz onun determinanü sıfıra 
bərabər olduqda var:

Л + 3 - 2  - 2

3 Ä+ l  -1  

1 - 2  Л
= 0 .

determinantı açsaq А.-уa nəzərənüç dərəcəli 
Л,3 +4A.2 +9A, + 10 = 0 (5)

tənliyini alarıq. Bu (4)sisteminə uyğun xarakteristik tənlikdir.
Qurviç teoreminin şərtbrini yoxlayaq.

Alınan (5) xarakteristik tənliyi üçün
a0 = 1, ax = 4, a2 = 9, a 3 = 10 olduğundan

A, = = 4 > 0, A,

4 1 0
4 1

= 26 > 0, A, = 10 9 4
10 9 7 j

0 0 10

260 > 0

Deməli (5) xarakteristik tənliyi üçün Qurviç teoreminin 
şərtləri ödənir. Ona görə (4)sisteminin həlləri dayanıqlıdır.

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, (5) xarakteristik tanliyinin 
kökləri Лј = -2, Л, = -1  + 2/ və Л3 = -1  -  2i bərabərlikləri ilə
təyin olunurlar. Ona görə baxılan diferensial tənliklər sisteminin 
həlləri, həm də asimptotik dayamqlıdırlar.
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XFƏSİL

BİR TƏRTİBLİ XÜSUSİ TÖRƏMƏLİ DİFERENSİAL 
TƏNLİKL0R

§ 1. Əsas anlayışlar

Tutaq ki, məchulz funks iyası x,,x2,...,x„ (n> 2)
sərbəst dəyişənlərindən as ılıdır.

T ә r i f. Sərbəst х ,,х2,...,хл dəyişənlərini, məchul z

_ . . dz dz dz   ,   ,funksıyasını və onun — ,---- —-  xususı torəmələrmı ozundə
дх1 дх2 дхп

saxlaypan tənliyə birtərtibli xüsusi törəməli diferensial tənlik 
deyilir.

Birtərtibli xüsusi törəməli diferensial tənliyi ümumi 
şəkildə aşağıdakı kimiyazmaq olar:

dz dz dz л
F.

Эх, ’ дх2 ’ ’ дхп j
= 0 (1)

Burada Ғ  - öz arqumentlərinin məlum funks iyasıdır.
T ә r i f. Əgər n ölçülü fəzanın müəyyən D oblastında 

təyin olunmuş z = (p(xx,x2,..,xn) funksiyasının bu oblastda

kəsilməz xüsusi törəmələri varsa və bu funksiya
<Эх, дх2 дхп

və onun xüsusi törəməbrini (1) tənliyində yerinə yazdıqda bu 
tənlik eynilik kimi doğru bərabərliyə çevrilərsə, onda 
z = <p(xv x 2,..,xn)  funksiyasına (1) tanliyinin həlli deyilir.

T ә r i f. Əgər məchul z funks iyası və onun
dz dz dz ...............  1 , ... . . .  . j

— ,---- ,...,----- XUSU51 torərrelərı (1) tənlıymə xəttı daxıl
Эх, дх2 8xn
olarsa, onda belə tənlik xətti tənlik adlanır.

Birtertibli xüsusi törərmli xətti diferensial tənliyi ümumi 
şəkildə aşağıdakı kimi yazmaq olar:
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Tutaq ki, bu tənlikdə / ( х , , х 2,...,хя) з  0 . Onda (2) tənliyi 
aşağıdakı şəklə düşər.

/ ч &  / \ dzP\ (xt , x 2 x n) — I- p 2 (x{, x2 x n) — h ... +
дх, & 2 (3)

+  P n  ( * 1  > * 2  ) —  +  0  ( * | .  * 2  V ,  X „ ) z =  o
Ö X „

Bu tənlik birtertibli xüsusi törəməli xətti bircins tənlik adlanır.
T ə r i f. Yalnız z  məchul funks iyasının törəmələrinə 

nəzərənxətti olan tənliyə kvazixətti diferensial tənlik deyilir.
Birtərtibli xüsusi törəməli kvazixətti tənliyi ümumi şəkildə 

aşağıdakı kimi yazmaq olar.

/ , Əz , ч dzp l(xl,x2,...,xn, z ) —  + p 2(xl,x2,...,xn, z ) —-  + ...+
(4)

, dz .+ /?„(*,,x2,...,x„,z)—  = / ( x „ x 2,...,x„,z). 
дх„

dz
Tutaq ki, (1) tənliyini, məsələn, ----  xüsusı törəməsmə

öx,
nəzərən həll etmək mümkündür:

4
dz f  dz dz
Я — x ı>x2 y->xn,z,— 
öx, ^ дх2 дхп j

Aşağıdakı məsələyə baxaq: 
(5) tənliyinin



z(x° ,х2,..,х„)=(р(х2,х3,..,х„) (6)
şərtini ödəyən həllini tapmalı. Burada х х verilmiş sdəd 
ф(х2,x3,..,xn) məlumfunksiyadir.

(5) tanliyinin (6) şərtini ödəyən həllinin tapılması 
məsələsinə Koşi məsələsi deyilir.

§ 2. Birtərtibli xüsusi törəməü xətti bircins diferensial tənliklər

Aşağıdakı tenliyə baxaq:
/ >3z dzp 1(xl,x2,...,xn)—  + p 2(xl,x2,...,x„)-r  + ...+ 

дх, дх-.
dz (1)

+ /?„(x,,x2,...,xfi) — = 0.
дх„

Bu tenlik, bildiyimiz kimi, bir ter tibli xüsusi törərrali xətti 
bircins tenlikdir.

(1) tenliyi ilə yanaşı
dxx _ dx2 _ dxn

p x(xx, x 2,...,xn) p 2(xx,x 2,...,xn) p n(xx,x 2i...,xn)

adi diferensial tenliklər sisteminə də baxaq. Bu sistemi (1) 
tenliyinə uyğun adi diferensial tənliklər sistemi adlandıracağıq. 

Tutaq ki,
ç x(xx,x 2,..,xn) = cx, 

ç>2(xx, x 2,..,xn) = c2,

<Pn-l(X i,X 2,..,X„) = C„_x

(2) sisteminin ümumi inteqralidir. Bu halda (3)-э daxil olan һәг 
bir berabərlik (2)sisteminin birinei inteqrah adlarur.

139



T e o r e m .  Əgər q>l( x l,x2,..,xn)  = c-(2) sisteminin 
istanilan birinci inteqraldirsa, onda z  = cp(xl,x2,..,x„ )  funksiyasi 

(1) tanliyinin həllidir və torsinə, agar z  = (p(xl,x2,..,x„)-(1) 
tanliyinin həllidirsə, onda (p(xl,x 2,..,x„J = c-(2) sisteminin
birinci inteqralıdır.

Bu teoremdən istifadə etməklə isbat edilib ki, əgər (3) 
barabərlikləri (2)sisteminin ümumi inteqralıdırsa, onda

funksiyasi (1) tanliyinin ümümi həllidir. Burada F  öz
arqumentlərinə nazərandiferensiallanan ixtiyari funksiyadir.

dz dz dz
Misal 1. x .  + x ? 1-... + x„ = 01 <*4 -L fl /-ЧдХу дх2 дхп

tanliyinin ümui hallini tapmali.
Bu tanliya uyğun adi diferensial tənliklər sistemini

yazaq:

dx i _ dx 2 _ _ dxn
x, х г x n

Bu sistemin ümumi inteqralmi tapaq. Bu məqsədlə

tanliklarinin har birini inteqrallayaq. Bu zaman

iimumi inteqralmi alariq.
Deməli baxilan tanliyin iimumi halli

z  = F{<px,<p2 (4)

/

Vx« Xn
barabarliyi ila təyin olunur.

'П J
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-> dz dz
Misal 2. x  у 2 —  = 0 tanliyinin z(x, 1) = 1 + x

dx dy
şərtini ödəyən həllini tapmalı.

Əvvəlcə tənliyin ümumi həllini tapaq. Bu məqsədlə

dx _  dy 

x 2 У2
tanliyinin ümumi inteqralmi tapaq. Asanliqla yoxlamaq olar ki, 

x  + у = c
xy

bu tənliyin iimumi inteqralidir. Ona görə

z = f { ^  )  (5)
I  ^  J

baxılan tənliyiıı iimumi həllidir.
Təlab edak ki, bu həll z(x ,l)  = 1 + x  şərtini ödəsin:

.  ( x + l^
z (x ,\ )  = F  ------ = l  + x

V  X  J
Bu bərabərlikdən asanliqla alariq ki,

т ~ Т Г х-
Deireli, (5) bərabərliyinə əsasən baxılan məsəhnin həlli 

x + y
Z  = ----------- - ------

x  + у  -  xy 
bərabərliyi Иә təyin olunur.
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§ 3. Birtortibli xüsusi törəınəSi kvazixətti tənliklər

Əwəlki paraqrafda qeyd olunduğu kimi
. . d z .  . dz

/? j(X p X 2 ,. . . ,X w, z ) — p 2 \ X ı , X 2 , » ; X n, Z )  -Һ ...+
ÖC, O X 7

Əz (1)
Pn(.x ı,X2 , - ;X n, z ) — = f  (xl,x2,---,xn,z)  

дхп
tənliyi birtərtibli xüsusi törəməli kvazixətti diferensial tənlik 
adlanır. Burada p , ,p 2,...,p„və /  funksiyalari məlum kəsilməz
funks iyalardır.

Əvvlki paraqrafda baxdığımız xətti bircins tənlik bu 
tənliyin xüsusi halıdır. Doğrudan da, əgər bu tənlikdə /  = 0
götürsək və förz elsək ki, p n i = 1,2,..., и, əmsalları z-dənasılı
deyil, onda bu tənlik bir tərtibli xətti bircins diferensial tənliyə 
çevribr.

(1) tanliyinin həllini

V(z,xv x2,...,}c„) = 0 (2)

şəklində axtaraq. Burada V -məchul funksiyadir.
Bu bərabərliyin һәг iki tərəfmi xk dəyişəninə nəzərən 

diferens iallayaq:

ƏV dz dV  .  , , _ + --= o, я = 1,2,..,/?.
dz дхк дхк 

Bu bərabərlikdən alırıq:
dz dV ,dV  , = --------/ ----, к = 1,2,.., я. (3)
дхк дхк dz .

Əgər (3) bərabərliklərini (1) tənliyində nəzərə alsaq və alınmış
dV

bərabərliyin hər iki tərəfm i ə vursaq, onda V məchuluna
dz

nəzərən aşağıdakı tənliyi alarıq:
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. 8 V  . dV
p {(xl,x2,...,xn, z ) —  + p 2(xl,x2,...,xn, z ) — - + ...+ 

oxx дх2
, . d V  . .  .

+ p„(x1,x2,...,x„,z)—  + f ( x l,x2,...,xn, z ) —-  = 0.
дхп dz

Bu birtərtibli xüsusi törəməli xətti bircins tənlikdir. 
Uyğun adi diferensial tənliklər sistemini yazaq

dxl _ dx2 _  _ dxn _ dz

(4)

Px Pl Pn f
Tutaq ki,

(pl( x l ,x2,..,x„,z) = cl ,
ф 2( x l,x2,..,x„,z) = c2,

(5)

(p„(xl,x2,..,x„,z) = cn 

bu sistemin ümumi inteqralıdır. Onda (4) tanliyinin ümumi həlli 

V = F((p,,(p2,..,(pJ

bərabərliyi ib  təyin olunar. Burada F  ixtiyari diferensiallanan 
funksiyadir.

Əgər V -nin tapdığımız ifadəsini (2) bərabərliyində 
nəzərə alsaq

F (  Ф ,,Ф 2,. . ,Ф Ј  = 0 (6)

münasibətini almış olarıq. z və x l,x2,...,xn dəyişənləriarasmda 
münasibət təyin edən (6) bərabərliyi (1) tənliyini ödəyir.

Misal. x y — -  x 2 —  = yz  tanliyinin həllini tapmalı.
дх ду

Bu tənliyə uyğun adi diferensial tənliklər sistemini yazaq.
(5)-ə əsasən
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dx _ dy _ d z
xy  -  x 2 yz

sistemi baxılan təniiyə uyğun adi diferensial tənliklər sistemidir. 
Bus is temin iimumi inteqralim tapmaq üçün əwəlcə 

dx _  dy
xy - X 2

tənliyinə baxaq. Bu tənliyin hər iki tərəfmi
x 2y -э vurub, inteqrallasaq, alariq:

2 2 X + y  = c{
İndi isa

dx _ d z  
xy yz

tənliyinə baxaq. Bu tənliyin hər iki tərfmi у  -э vurub, 
inteqrallasaq, alariq: 

z
~~ — C2 
X

Deməli, baxılan tənliyin həlli

bərabərliyi ilə təyin olunur. Burada F  -ixtiyari diferensiallanan 
funksiyadir.

M İ S A L L A R

Aşağıdakı tənliklərin ümumi həllərini tapm.
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132. х —  + (х + 2 у )—  =  0 .
дх ду

. . .  . .д и  , . d u . d u .
133. ( x - z ) —  + ( y - z )  —  +  2 z —  - 0 .

ÖJC d y  ö z

, . .  ди ди ди
134. у —  + х  —  +  z —  = 0 .

дх ду dz
dz dz

135. у  i - x —  = x + y.
dx dy

136. 2 x —  + ( y - x ) —  = x 2.
dx dy
dz 2 dz

137. x y  x  —  = yz.
dx dy

. ч2 dz dz
138. ( z - y )  Yxz—  = xy.

dx dy
dz dz у

139. V —  + z —  =  — .
dx dy x
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C A V A B L A R

1. (x2 + l ) ( y2 + l )  = c;

2. лЈх2 +1 + J y 2 +1 = с ; 

с
3 - У =

х2 + 1 '

^ 1 + sinx  1 + cosy  _ 
1 — sin л: 1 -c o s y

5. у  = 2 + csinx;

,  (x + 1)6 
«■> = — — ;

7. y  = (x + c)5;

8. у = x;

cx9. y  =
1 -c x

10. у = 2 e 3 ;

11. s in ( y - x )  = cex ;

12. 4y = 6x -  7 -  e 2(x~2);

13. In |4x + 2y + 1| = 2y + 4;

, 4. , =  < ^ - х  + 2;
4

15. у 2 = 1 + c(x + Ү)в~х I
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16. у  = х  lnjcxj;

17. la r c tg  — =Ы(х2 + у 2) +с; 
х

. у  
IB. xsm  — = с;

_У_

19. е * + 21п|сх| = 0;

20. x in jx -  2у| + 2у  = -З х  In |сх|;

су .

х 2

: СХ2

2 , . 4 ^ - Ь ,

22. у  + ^  х 2 + у 2 =

23. у 2 = х(с + 2х);

24. у 2 + 4ху -  х 2 -  2х -  6у  = с ;

25. х 2 - 2ху  + Ъу2 - 4х + 2у  = с;

26. (х + 2у ) 2 + (х -  2у)  = с ;

27. (х + _у)2 + ( х - у )  = с;

28. у 2 -  2ху -  х2 + 4х = с ;

29 (2л/у -  Зх)3 = c ( J y  -  х )2 ;

_1_
3 0 . /  e v =c;

31. у  = х(с + х2);
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32. у  = — (с + х 2);
х + 2

33. у  = ccosx  + sinx;

34. у  = <?~*(с + 31п|х|);

35. у  = c x -x c o s x ;

36. х = се~у + е 2у;

37. у = C C O S X  +  —sin2x; 
У 2

38. у ( с - х )  = е2* ;

1
39. у -

се * +  х  -  Г

4 0 .у -
(сх + 1) _ 

1 6 х 2

41. у 2 = Сд|х2 - 1| + х 2 -1

42. у 2 (sin х + с) = х;

с + е 2
4 3 .у  = ---------

2 ( с - е  1 )

АА.у = 2ех -----— ;
х + с

145. у  = sınx + ------- ;
х  + с



х3 +3 xy2 = с; 

x 2 In |y| = с ; 

х ъу г + 3(х2 - у 2) = с; 

х 2 + 2 х ( у -  у 2) = с; 

х3 -  у 4 sin 2х + 2у  = с;

46

47

48

49

50

51. х 1 - у 1 + 2ху = с; 

1
х + —In]х2 - у 2 = с;2 1 152

53

54. tg — + 2х = с ;

ху + е х = с;

55. ^—- х у -1 п \у \  = с;

56.

57.

У\
х 2 х3

 з У 7 — ---------'
2 2 2 6

х 2 х 3 х 4у  = -----1------ 1----- ;
•̂ 3 2 6 24

у х = 2  + 2 x -c o s x ; у 2 = 2 х 2 + 4x  + 2 - c o s x - 2 s in x ;  

4х3
Уз - + 4х + 4 x - 2  + 3 c o sx -2 s in x ;

58.

59.

I - 1  
2 ’  2 _

1 . 1
7 ’ 7
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6 0 . м  ;
L4 4_|

61. Ү ehərvari nöqtə ;

62.D üyün nöqtəsi;

63. 21 у 2 = 8(2x + c)3; y  = 0;

64. In (у  + тЈу2 - 1 )  = ±х  + с ; у  = ±1;

65. 4 у 2 — 1 — 16(л: + с)2 ; у  -  ±-^;

66. j/ = 2х + с;

6 8 . у - —е 2х+с; у  = се 
2

69. у  = сх3; у  = сх;

70. (сх + 1)2 = \ - у 2;

71.
х  = 2 р 3 -3 /7 ,

У = ^ Р 2(Р 2 -1 )  + с;

72. х = - ? — ; y  = ^ ln (/7 2 + l)  + - i —  + с;
/ 7 + 1  2 / 7 + 1

1Ъ. х  = ln(/7 + д/l + /72) + С, у  = тЈ\ + р 2 

74. сх =ln су , у  = е* ;
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с 1 /—79. x = - p r  ; у  = Inp  + l - c ^ p ;
л1Р Р

80 . у  — сх — е с \ у  = x(in х  -1 );

81. сху 2 -1  = (ctx  + c2)2;

82. е у +С[ = (х + с2)2 ;

х 3
83. у  = —  + с,х(1п х -1 ) + с2х + с3;

84. _у2 = х 2 + с,х + с2;

85. у  = х(х + Cj In х + с2);

86. у 2 = с{х 3 + с2 ;

_а
87. у  = с2хе * ;

89. у(х + 2) = -х  - 6 ;



90. e 2 = 1 ± —= x ;
y/2

91 .X ətti asılı deyil;

9 2 .X ətti asılıdır;

9 3 .X ətti asılıdır ;

94. X ətti asılıdır;

95. X ətti a s ıld ır ;

96. у  = kx;

97 . y  = ex ;

98. y  = e x - l ;

99. у  = c le x + c2e 2x;

100. у - с у + c2ex + c3e~2x;

ım  -* j  \x( . л/З101 . y  = c te + е г (c2 co s-^ -x  + c3 sın— x);

102. у  = cxe x + c2e~x + c3e 2x +c4e~2x;

103. у  = cxe x + e~x(c2 + c3x)\

104. у  = ciex + c2e~Sx - x 2;

105. у  = Cle~x + c2e3x + e4x;

2
106. у  = с, cos2x + c2 sin 2x + (jc -  —)ex;

107. у  = c le x + c2e~3x + x ( x ~ — )ex;

1
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108. y  = c j cosx + c2 s in x -  — cosx;
X

4. у  = х 3(с1 + с2х4);

с 3 С 25. у  = с,х + — ;
х

6. у  = с, + с2 In |х| + с3х3;

1. у  = х(с1 + с2 1п|х| + 1п2|х|);

8. у  = х In jx| + с,х + с2х 2 + х 3;

120. у  = cosx + sinx;

121. у  = cos3x + —;
3

[ (х -1 ) / ,  t <х<1.

123. G(x,t)

124. G(x,t) ■

[ - s in x  cost, 0 <x<t,  
[ - c o s x s in / ,  t < x < n .

1 - e x , 0 < x<  t,
ex( l - e ‘)
— Ц  -- , t <x< 1.

e

125. у, = C[ e * + c2 еЪх, y 2 = 2c, e~x -  2c2 e 3x;

126. у, = 2c, c 3jt -  4 c 2 е~3* , y 2 = с, e3x + c2 <T3x
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127
у 2 = е 2зс[(с, + c2)cosx  + (c2 -  с ,) sinx];

128 -̂ ı ~ cos3x с2 sin Зх), 
у  2 = ех (с, sin 3 х -  с2 cos Зх);

129 = ) c° s 2х — (2С[ + c2)sin2x),
’ у 2 = с, cos2 x + c2 sin2x);

130. z  = F ( x 2 - y 2)-,

131. z  = F((x  + y)y);

132. z = F (—jJL = );
ујХ + У

m . u = F ( ( * z y l
z z

134. и = F i x 1 - jv 2, —
z

135. F (x 2 - y 2,x  + y - z )  = 0;

136. F ( ( i ± i ä İ , 4 - 4 z )  = 0;
x 2

137. Ғ (х 2 + / , - )  = 0;
x

138. F ( y 2 - z 2, x 2 + ( y - z ) 2) = 0;

139. F ( z - ln |x j , 2 x ( l - z )  + y 2) = 0 .
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