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GIRIS

Bu dorslik Ali riyaziyyat {iglin istifado olunan programin
osasinda orta ixtisas tohsili miiosisalori lig¢lin yazilmisdir.
Nozori material miimkiin qodor sados, basa diisiilon sokildo
yazilmigdir.Vosait biitlin program1 ohato edir. Burada
matrislor, determinantlar, xotti tonliklor,iki tortibli ayrilar,
funksiyalarin limiti, Lopital qaydasi, téroma, geyri miioyyan
Vo miioyyon inteqrallar, inteqrallama iisullari, diferensial
tonliklor vo s. bu kimi moévzular ardicilligla vo oxunaqli
sokildo sorh edilmisdir.

Kitabda toriflor,teoremlor, qaydalar solis sorh edilmis,
miioyyon anlayislarin fiziki monasi ilo yanasi , hondasi izahi
da ayani olaraq sokillorlo verilmisdir.

Orta ixtisas tohsil sisteminin yenidon qurulmasi talobo
kontingentindon darin vo mohkom riyazi biliya malik
olmagi, riyaziyyati miiasir elmi masalalorin hallina
totbigetmo bacarigr vo miistoqil islomo vordisi tolob edir.
Golocok texniki kadrlarin hazirlandigi orta ixtisas tohsiil
miiassisalorinds dyronilon fonlor arasinda Ali riyaziyyatin
xiisusi ohomiyyati vardir. ©On miixtolif saholordo riyazi
metodlar genis totbiq edilir.

Talabalorin riyazi biliyini yiiksaltmak, onlarin yaradici
tofokkiirinii, goxsiyyatini, montiqi vo fordi diisiinmo
gabiliyyatini vo istedadlarini inkisaf etdirmok, miistaqil
islomo vo hesablama aparmaq verdislorini artirmaq tiglin
“Ali riyaziyyat” kursu mithiim shomiyyato malikdir.

Azorbaycan Texniki Universiteti nozdindo Baki Dovlot
Rabito vo Nogliyyat Kollecinin talabalori ii¢lin yazilmis “Ali
riyaziyyat” proqrami yeddi fosildon ibarotdir. Hor bir
paragrafda niimuno kimi masoalalor holl edilib vo hor bir



movzu vo ya faslin sonunda nozori materiallarin talobalor
torofindon daha yaxs1 qavranilmasi mogsadi ilo sarbast hall
etmok ti¢iin mosalo vo misallar verilmisdir.“Ali riyaziyyat”
orta ixtisas tohsiil miiassisalorinds riyaziyyatin mithandislik
Vo basqa texniki ixtisaslar i¢lin riyazi osasini Oyradon
hissasidir. Sirf riyaziyyat ixtisas1 {izra tohsil alanlardan forgli
olaraq burada miihondislor riyaziyyatin praktikada tatbiqi
lizro molumat alirlar.

Ali riyaziyyat kursu texniki vo bazi digar ixtisas
moktablorinds tadris edilir. Ali riyaziyyat kursuna, asason,
analitik hondaso, diferensial vo inteqral hesab1 vo ali cobrin
elementlori daxildir. EImi toraqginin talablori ilo slagadar
olaraq Ali riyaziyyat genislonir vo ona digor riyazi fonlor
olavs edilir.
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Matrislor vo determinantlar

| FOSIL
Matrislar va determinantlar.

§ 1. Matris anlayisi. Matrislor iizarinds amoallor. Iki va
ii¢ tortibli determinantlar. Determinantlarin
hesablanmasi

Matris anlayisi

Matris anlayis1 codval monasinda halo b. e. a. I11 asrlo b.
e..-nin III asri arasinda namalun Cin riyaziyyatgisi torafindon
daxil olunmusdur.

Matris va ya Matriks — Xatti cobr anlayist olub, m sayda
sira va n sayda siitundan ibarat olan ragomlar cadvalidir.

Tutaqg ki, m va n natural adadlordir, m-n sayda adaddan
diizbucaqli soklinds diizaldilmis m sayda sotri vo n sayda
stitunu olan cadvalo (m x n) — dlgiili matris deyilir. Matrisi

a11 a1z e am
a21 a‘zz e azn
am1 amz a'mn
(1)

soklindo yazirlar. Bazon qisa olmaq fligiin matrisi bdyiik
horflo (A, B, C, X, Y, ...) vo ya a; (I1=1m, j=1n)
soklinds isara edirlar.

Matrisi toskil edon a;; ododlorina onun elementlari
deyilir. Elementin asagisinda yazilan iki ( ij) indeksdon
birincisi ( 1) homin elementin yerlosdiyi sotrin nomrasini,
ikincisi (j) isa onun yerlagdiyi stitunun nomrasini gostarir.

Masalon: (3 5 4 O)

2 01 7 (2% 4) olgiilii matris



Matrislor vo determinantlar

(mxn) —ol¢ilii (1) matrisinin satir va siitunlarinin say1
barabar oldugda (m=n) ona kvadrat matris deyilir. Bu
halda n adadins kvadrat matrisin tartibi deyilir. Masalon,

3 5
A= — ikitortibli matris,
7 8

0O 1 -3
B=|2 -4 7 |-ictortiblimatris.
0 3 4

Eyni 0l¢iili vo biitiin uygun elementlori barabar olan
matrislara barabar matrislor deyilir.
Bir elementdan ibarst olan matrisa birtortibli matris deyilir.

A=(8)
Ancag bir satri olan matrisa satir-matris
A=(2789),
ancaq bir siitunu olan matrisa iso siitun-matris deyilir
1
-2
B= .
0
4

n tortibli



Matrislor vo determinantlar

kvadrat matrisinin yuxari sol kiinciindo yerloson 4, elementi
ilo asag1 sag kiinciindoki a,, elementini birlosdiron diiz xatt
pargasi

tizorindo yerlogon 4 ,ad a  elementlori ¢oxlugu

117 T2 1T N
homin matrisin bas diaqonali adlanir. Yalniz bas diaqonal
elementlori sifirdan forgli olan kvadrat matriso diagonal
matris deyilir. Biitiin elementlori vahido borabor olan

diagonal matris vahid matris adlanir:

1 00
=10 1 O
0 01

Biitin elementlori sifra boarabor olan kvadrat matrisa
sifir matris deyilir vo O ils isara olunur. Masalan,

0 0O
O=|0 0 0}.
0 0O

Matrislar iizoarinda amallar va onlarin xassalari.
1. Matrislarin comi. Eyni (mxn) — olgiilii A=(a;;)

Vo

B = (b;;) (I1=1,m; j =1 n) matrislorinin comi homin &l¢iilii

va hadlari

c,=a,+bh, (i=Lm;j=1n)

D
Kimi toyin olunan C = (c;;) matrisino deyilir vo C=A+B ilo
isara olunur.



Matrislor vo determinantlar

12509 0272 14 12 11
M959I9n:<2741>+<3097>=<5713 8)
6 510 0 100 6 6 1 0

Torifdon aydindir ki, matrislorin toplanmasi yerdoyismo
Vo gruplasdirma xassalorino malikdir, yani eynidl¢iilii A, B
vo C matrislori tigiin

A+B=B+A,
A+(B+C)=(A+B)+C
miinasibotlori dogrudur. Eyniol¢iili A matrisi vo O sifir
Matrisi i¢lin homiso A+ O =A miinasiboti dogrudur.

2. Matrislarin farqgi. Eynidlgili A vo B
matrislorinin forgi hamin 6l¢iili elo C matrisino deyilir ki,
onu B ils topladigda A-ya boarabar olsun: A=C+B. Avo B
matrislorinin forgini A-B=C (cijj = ajj— bj;) ilo isaro edirlor.
Aydindir ki, homiso A-A=0.

12509 027 2
Misal: (2741)—(3097>=
6 510 0 100
1 0 -2 7
(—17—5—6)
6 4 1 0

3. Matrisin adads vurulmasu Verilmis A = (aj;)

(i =1,_m; jzl,_n) matrisinin hagiqi A oadadina hasili
hadlori b, =Aa, (i =1m; j=1,n) kimi toyin olunan B =
(Aaj;) matrisine deyilir vo B=AA ils isars olunur.

12509 5 10 25 45
Moasalon: 512 7 4 1]=1(10 35 20 5

6 510 30 25 5 0

10



Matrislor vo determinantlar

Aydindir ki, ixtiyari A, B matrislori vo A4, u adadlori tigiin
(Au)A=21 (uA), A(A+B)=1A+ 1B,
(A+u)A=1A+ uA
xassoalori dogrudur. Bundan basqa

(A+B)" = A" +B*, (MA)" =2A".

4.1ki matrisin hasili. (mxn) dlgiilii A = (a;)
(i=1m; j=1n) matrisinin (nxk) dlgiilii B = (by;)
(i=1n;j=1K) matrisino hasili hodlori

c,=ab,+a,b, +.+ab, = Za,p ’
(i=Lm;j=1k)
kimi tayin olunan (mx p) 8lgiilii C = (cy;) (1 =1m:j=1k)
matrisino iki matrisin hasili deyilir vo C = A B ilo isaro
olunur.
Torifdon aydindir ki, ixtiyari 6l¢iilii iki matrisi vurmaq
olmaz.
A matrisini 0 zaman B matrisina vurmag olar ki, A-nin
stitunlarinin say1 B-nin satirlorinin sayina barabor olsun.
Xiisusi halda
all alZ bll b12 allbll + a12 b21 all blZ + a12 b22
aZl a22 b21 b22 a'21b11 + aZZ bZl a21 blZ + aZZ b22
2 4
. 135 B
Masalan: (2 0 4) ((1) (3)) =
(1-2+3-1+5-0 1-4+3-0+5-3):(5 19)
2:240-144-0 2:-44+40-0+4-3 4 20

11



Matrislor vo determinantlar

Qeyd edok ki, matrislorinin hasili tgiin yerdoyismo
xassosi dogru deyil: AB # BA. Lakin istonilon A kvadrat
matrisi ilo eynitortibli olan 1 vahid vo O sifir matrislarinin
hasili ii¢lin yerdoyismoa Xassasi homiso dogrudur

1A =Al = A,
OA=A0=0.

Matrislorin hasilinin bir sira basqa xassalori do vardir.

Moasalan, ixtiyari A, B, C matrislori va hagiqi A adadi {igiin
(AA)B = A(AB) = A(AB),
(A+B)C=AC+BC,
C(A+B)=CA+CB,
A(BC)=(AB)C,
(AB)* = B*A*

barabarliklori dogrudur.

Matrisin transponira olunmasi.

Verilmis A matrisinin biitiin uygun satir vo siitunlarinin
yerinin dayisdirilmasine (ndmrasi saxlanmagla) hamin matrisin
cevrilmasi vo ya transponira edilmasi deyilir vo A* ilo isaro

olunur. Masalan,
3 .
(g o) 5 3
. _

1 -2 0)

3 4 7)

Aydindir ki, (A")" =A. A= A* oldugda A matrisins
simmetrik matris deyilir. (2) matrisinin simmetrik olmasi

O N -

sortini @, =a, (i, j=1n) kimi yazmaq olar. a; =-a,

oldugda A matrisina ¢gapsimmetrik matris deyilir.

12



Matrislor vo determinantlar

2. ki vo ii¢ tortibli determinantlar. Determinantlarin
hesablanmasi.
Torif: Kvadrat matrisin  ododi xarakteristikasi onun
determinant1 adlanir.
Ovvoalca ikitartibli
_ [@11Q12
42 = [a21a22]

@ g . |
matrisino baxaq. Bu matrisin elementlorindon diizoldilmis
determinant

_ |11 Q12
dirdx—di2 dz1 = |a21 a22| (2)
kimi isara olunur. (1) matrisinin (2) determinantin1 A(A2) Vo
ya det A; ilo isara edirlar.

Masalan: |§ Ef:4-5—6-2=20—12=8

Uctartibli
ail a2 ais
Asz= A1 ap2 Az (3)
d31 ds2 as3

matrisinin elementlarindon diizoldilmis.
ai1dz azs+ azi1dzzasy taziasz a1z — a3 Az Az1 — Az ax
azz—ai azax (4)
ifadosino homin matrisin determinanti (vo ya iigtortibli
determinant) deyilir vo
A(As) = (5)

az1 Az dzz

a1 Qg2 a13‘
az1 dzz 0433

ilo isara olunur. Belalikls,

13



Matrislor vo determinantlar

ai; A1z Ag3
a1 dzz dAz3
31 dzz dAzz
—QA130A22031 — A120210433 — Q11023033

= Q11022033 + Q12033033 + A21A32013 —

Bu boraborliyin  sag torofindoki (4) ifadasino (5)
determinantin1 agilist (vo ya qiymati) deyilir. Verilmis
determinantin qiymotini tapmaq ti¢lin onun barabor oldugu
(4) ifadasini hesablamaq lazimdir.

Masalan:

14 2
3211=1:-2-0+4-1-2+2-3-1—-2-2:2—-4-3-
210

0— 1-1-1=04+484+6—-8—-0—-1=5

Ug tortibli determinantlarin  hesablanmasmin basqa bir
qaydas1 da vardir.Bu qayda Sarrius qaydasi adlanir.Forz
edok ki, ligtortibli determinant verilmisdir.

a1 Q42 Qi3
Az1 0Qpz dzz
asz; 4z dsz

A(As) =

Sarrius qaydas1 asagidaki kimidir. Determinanta dordiincii
Vo besinci siitun (satr) olaraq birinci va ikinci siitunu (satri)
olavo edorak alinan ii¢ sol diaqonal elementlorinin hasilini
miisbot isaro ilo alman {i¢ sag diaqonal elementlarinin
hasilini iso monfi isaro ilo gotirmoklo determinantin
giymatini hesablamagq olaraq ilk iki siitun alavas edilib.




Matrislor vo determinantlar

di2 dis

33 ilk iki satir olava
edilib

Pierre Frederik Sarrius —fransiz riyaziyyatgisi (1798 -
1861). Ug tortibli determinantlarin hesablanmast iigiin sado
gayda tapdi va variasiyalarin hesablanmasinda asas komokg¢i
teoremi siibut etdi.

Ucbucaq qaydasu.

Sarrius gaydasina aid misal:

0 0/ 3=2-3-3+5-1-1+9-0-7-9-3-1-2-1-7-5-0-3=
-18
7

2
=5-0-1+2-5-0+7-2-8-0-0-7-8-5-5-1-2-2=92
0

15



Matrislor vo determinantlar

Matrislor kimi determinantlar da satir vo siitunlardan
ibaratdir. Ikitortibli determinantin iki satri vo iki stitunu,
tctortibli determinantin iso ii¢ sotri vo ii¢ siitunu vardir.
Determinant1 togkil edon ai j odoadlori onun elementlari
adlanir.

QEYD. determinant adaddir va ya cabri comdir ,
matris isa cadvaldir.

Calhismalar:

Matrislor iizarinda amallari yerina yetirin.

1.A=<é g) B=(2 1) C:G 2):

3 4 3 5
A-B_2C=?
-1 5 -2 40
2.A:<3 1),5:(25 @,Cz( 4 2 1):
—2 4 105
A-B+3C=2

2 0 0 2 -2 0
3.A:<1 1), B:<5 3), C:< 4 1 ):
-1 —4 -1 7 1 5
2A+3B-5C="?

-1 5 0 2
4. A=( 3 1), B:<5 3): 3A+2B = ?

—2 4 17
4 -1

5. A=[2 -3 B:@‘O) 2A-B= 29
7 2 3

16



Matrislor vo determinantlar

6. Hesablayin: ((3) 1)2

7. Matrislorin hasilini hesablayin :

3
312\ /0 (ﬂ

1) (502)-(2), 2)(4 012 —=5)-| 0
415/ \3 \—6/

1

1053
3) .<2 13 4) DIGPEE

SR RPWR OR

8. Iki tortibli determinantlar1 hesablayin:

2 2 2 =5

) g 2[5 23

sina cosa -2 5

3) |—cosa sina| 4) | 3 6

9. Ug tortibli determinantlar1 hesablayn:

0 2 3 1 0 2
1) |5 1 2 2) 11 5 4
2 1 4 1 3 1

17



Matrislor vo determinantlar

1 2 3 -1 -3 -2
3) |4 1 5 4910 5 -1
2 3 1 2 4 0
10. Tonliyi hall edin:
x x+1]_ x—1 2|_
) 4 x+1_O 2) |4 x+1|_o

§ 2. Determinantin xassalori. Minor va cabri
tamamlayici. Tars matris vo onun tapilmasi. Matrisin

Minoru va ranqi
Minor va cabri tamamlayici.

Matris kimi determinantlar da sotir vo siitunlardan
ibaratdir. n tortibli determinantin hor hansi elementinin
yerlosdiyi sotir vo siitunu sildikdon sonra yerds galan
elementlor ( nisbi vaziyyatlorini doismodon) n—1 tortibli
(tortibi verilmis determinantin tortibindon bir vahid az olan)
determinant omoalo gotirir. Bu determinanta homin
elementin minoru deyilir. a;; elementinin minorunu Mj; ils
isaro edirlor. Mij minorunun (1) vurugu ilo hasilino a'
elementinin cobri tamamlayicis deyilir vo

Aj = (_1)i+j M ij

ilo isara olunur.

18



Matrislor vo determinantlar

Ikitortibli determinantinin a1 elementinin minoru
M11 = az Cobri tamamlayicist iso Ar (-1)*Mu = ay;
tctortibli determinantinin ai;z Vo a3 elementlorinin
minoru uygun olaraq

Az1 QAz2 a1 Q12
M13:|a31 a32| vo M23:|a31 a32|
cobri tamamlayicilari iso
_ (oqyes|F21 Q22 — (11243
Ass= (1) 2! a32| Vo A= (-1)
|a11 a12|
azp Az
125
Moasalon: A=| 7 4 1
510
_ _14 1|, 4_ o |4 12
an=1 My= ! 01|_4 1=3  Au=(-1) . OJ 3
= = =7-b5= =(-1)1*2 =-
a1,=2 M12—|5 %|_752 As=(-1) |5 of 2
a13=5 M13:|; 1|:7-2o:-14 Au=(-1)H |; =

14

Determinantin satir va ya siituna gora ayrihsi.

T eorem 1. Hor bir determinant hor hansi bir satir vo
ya siitun elementlorinin 6z cobri tamamlayicilart ilo
hasillarinin camins barabardir.

Teorem tigtortibli determinant1 ikitortibli determinantlar
vasitasila, ikitortibli determinanti 1) birtortibli
determinantlar vasitosilo tayin etmoayo imkan verir. Bu gayda

19



Matrislor vo determinantlar

ilo dord, bes va s. tortibli determinantlar1 da ardicil olaraq
toyin etmok olar.
Moasalon, dordtartibli
di1 di12 A1z di4
A4 = | 21 a2 Az ax
ds1 d32 Az ds4
da1 d42 Aa3 Aag

matrisinin A(As) determinantini (dordtortibli determinanti)

A(As) = a1 A11 + a2 Ap + a3 A1z + a4 Aws

(6)

Kimi toyin etmok olar. Burada A1, A1z, A13 Vo Aus
komiyyatlori dordtartibli
a1 Q412 Q13 Aq4
A1 Az Q3 Ay
A(As) =
(4e) 31 dzp (33 Q34
Qg1 Q4 A3 Agg

(7)

determinantinin  1-ci  sotir  elementlorinin  tgtortibli
determinantlar  vasitosilo ifado olunan uygun cobri
tamamlayicilaridir. (7) determinantini bagqa satir vo ya siitun
elementlori iizro ayrihiglar vasitesilo do toyin etmok
mumkiindiir.

1 42
Masalon: A={ 0 3 5

410
Au=(-1)"*" -Mn Ax=(-1)*"! ‘Mz Aa=(-1)*1
‘M3
AA=1 -A111t0 -An+4 -Asz =51

20



Matrislor vo determinantlar

Bu miilahizalor asason n-tortibli determinanta asagidaki
kimi torif vermak olar.
Torif. (n>1)-tortibli

(a1 a2 ... an
An = . ... ..
\_@n1 an2 ... dm
matrisinin
di1 ai2 ... din
A(An) = ... .. 0.
ani aAn2 ... Amn

determinanti (n-tortibli determinant)

A(An) = X1, (—1) ¥la 1M «
Vo ya

A(An) =Xk a1k Ark

adadina deyilir. Burada Mk ilo An matrisinin 1-ci satrini va Kk
- nomrali siitunu pozmagqla alman (1-n) - tortibli matrisin
determinanti isara olunmusdur.

Yuxarida isbat olunan teorem gostorir ki, iki vo tigtortibli
determinantlara avvalca verdiyimiz tariflor bu toriflo n=2 vo
n=3 oldugda ekvivalentdir. Homin teorem n-tortibli
determinantlar {i¢iin do dogrudur:

T eorem 2. n-tortibli A(An) determinant1 va istonilon i (1
<i<n)Vvaj (I <j<n)ligiin

A(An) = Y= Qi A 8
Vo

A(An) = Y (=1) M a M 9)

barabarliklari deyilir.

21



Matrislor vo determinantlar

(8) barabarliyino A(An) determinantinin i — nomrali satir
elementlori {izra ayrilisi, (9) barabarliyino iso onun j —
nomrali siitun elementlori Gizra ayrilisi deyilir.

Misal 1. Vahid matrisin determinant: vahida barabardir.
Dogrudan da,

1 1 0

- 0 SN _
L= ‘0 1‘ oldugda A(Iz)—lo 1‘—1,
100 |1 00
Il3=10 1 0| oldugda AG)=|0 1 0| =1,
0 0 1 0 0 1
I=| 1..00.0
00.0.. 1
oldugda A(ln) = A(ln1) = Afln2) = ... = A(L) = 1.

Determinantin 3sas xassalari.

Determinantin tortibi artdigca onun elementlorinin vo
hadlarinin say1 artir.

Determinantlarinin hesablanmasin1 asanlagdiran bir sira
xassalor vardir. Istonilon tortibli determinantlara aid olan bu
xassolori biz ancaq tigtortibli determinantlar iiclin burada
sOylomakls kifayastlonirik.

X assal. Determinantin biitiin satirlori ilo stitunlarinin
uygun olaraq yerini doyisdikds onun giymati doyismoz:
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di1 a1z ai3 11 a12 ai3
A =laxn ax axzs |= @1 ax ax: 3
d31 ds32 as3 1 d32 a3z

Bu barabarliyin dogrulugunu isbat etmoak ti¢iin sol
torofdoki determinanti A ilo, sag torafdoki determinanti iso
A* ilo isara edok. A determinantinin birinci sotir elementlori
iizro ayrilisini vo A* determinantinin birinci siitun
elementlori lizro ayrisin1 yazaq:

A = anAu + aA + aizAss,
A*= anAn™ + aA™ + aisAas™.

810 8 2 6
Moasalon: A=[2 5 1[=-10 Ax=|1 5 2[=-10
6 20 010

A= Aur*, Ao = A* vo Aiz=A*oldugda A = A*.
Determinantin biitiin satirlori ilo siitunlarinin uygun olaraq
yerini doyigsmasine onun ¢evrilmasi va ya transponira
edilmasi deyilir. Isbat etdiyimiz xasso gostarir ki,
determinantin ¢evrilmasi zamani onun qiymati doyismir,
yani A matrisi ilo onun A* ¢evrilmasinin determinantlari
homiso barabardir:
A(4) = A(4%) (2)

N 3 ti ¢ 9. Hor bir determinantin satirlori ils siitunlar1 eyni
hiiquqgludur. Buna goérs do determinantin bundan sonraki
xassalorini ancaq satirlori va ya ancagq siitunlari {igiin
soylomak kifayatdir.

X ass9a 2. Determinantin iki satrinin (va ya siitununun)
bir-biri ilo yerini doyisdikds determinantin ancaq issarasi
doyisar:
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ail adi ais di1 a2 ais
dz1 dx2 dz3 |= - |d21 dAz2 a3
ds1 dsz2 das3 d31 a3z as3

Dogrudan da, sol torafdoki determinantin birinci satir
elementlori {izro ayriligini:

A= a11A1n1 + a2Az + azAnz

Vo sag torofdoki determinantin ikinci satir elementlori tizra
ayriligini:

A'= anAn’ + apA’+ asAs’

yazib, A11 = - Aur', Az=- A1z, Aiz=- A1z’ oldugunu nazars
alsaq, onda (3) barabarliyinin dogrulugu aydin olar.

6 15 6 15
Moasalon:  A=|0 3 1|=-28 A=|2 6 2[=28
2 6 2 0 31

X a s sa 3. ki satri eyni olan determinant sifra barabordir:

di1 diz ai3
A= | a1 a2 az| =0.
dz1 Az2 as3

Dogrudan da, A determinantinda birinci va ikinci satirlorin
bir-biri ilo yerini doyissok, onda A=-A. Buradan 2A=0, A=0

251
251
6 20

Masalan; A= =0
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X a s s a 4. Determinantin har hansi bir sotir elementlorinin
ortaq vurugu olarsa, onda homin vurugu determinantin
Xaricina gixarmagq olar.

dil  di2  ais
Aax Aax Aaxs

di1 diz2 a3
= Al|az ax ax

4)
dz1  d32 as3 az1 a3z ass
Bu barabarliyinin sol torafindoki determinanti
A1=Aaz21Az21tAa22A22+AazsA2s=M(az21A21+az2Az2+a23A23) = AA.

8 6 4 4 3 2
Moasalon: A=|2 5 1|= 2-|2 5 1|=-84
6 20 6 20

N 3 tica 1. Determinantin har hansi bir satrinin biitiin
elementlori sifir oldugda determinant sifra barabor olar.
Noticanin dogruluguna inanmagq iigiin (4) boarabarliyindo
A=0 gotiirmok kifayatdir.

9 4 7 9 4 7
Masalan: A=14 8 1/=0-14 8 1/=0
00O 0 0O

N 9 t i c 9 2. Determinantt bir adodo vurmaq ii¢iin
determinantin hor hasni bir satrini hamin ododo vurmaq
kifayotdir.

Bu naticonin dogruluguna inanmaq tiglin (4) baraborliyini
sagdan sola oxumagq kifayotdir.

X a s s a5 Determinantin hor hansi bir satrinin biitiin
elementlori  iki odadin comi kimi verildikda, hoamin
determinant iki determinantin comina borabar olar, bu
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determinantlarin birindo hamin satir elementlori olaraq
birinci toplananlar, o birindo iso hamin satir elementlori
olaraq ikinci toplananlar gotiiriiliir.

anta'n arzta'lz aizta'p a1l ar ai a a

a3 L [ \
do1 dz dzs ax ax aps I+ azx ax

axs (5
as1 asz ass d31 a32 as3 ds1 as2 ass

Dogrudan da, barabarliyin sol tarafindoki determinanti A1,
sag torofdoki determinantlari iso uygun olaraq A Vo A’ ilo
isaro edorak, A1 determinantini birinci satir elementlori tizra
ayirsaq:

A1= (aurta'i)Au+ (a2ta't2) A+ (awz+a'is) As=
=(awAn + aAwp + a13A13)+(@'11A11 + a'2A +
a'13A13)=A+A’
Vo ya talob olunan

A1=A+A' Dbaraborliyini alirq.

Moasalan:
8+21+5 0+3] |81 0 253

A= 2 5 11=12 5 1|+|2 5 1|=-10-52=-
6 2 0 6 20 6 20

62

X as sa 6. Determinantin hor hansi satrinin biitiin
elementlorini bir adads vurub onun bagqa bir sotrinin uygun
elementloari {izarina olavas etsok, determinant doyismoz:

a1 ar as antiaz aptiaz aptiaz
az ax axz|=| aa ax az (6)
ds1 a3 as as1 as ass
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Bu toklifin dogrulugu 3, 4 va 5 xassalordon aydindir.
X assa 7. Determinantin iki satri (siitunu) miitonasib
olarsa, onda determinant sifra barabar olar.

25 10 45 5 29
10 4 18|=5-2|5 2 9|=0
7 2 0 7 2 0

X a s s 9 8. Determinantin har hansi bir satir vo ya siitun
elementlorinin basqa bir satir vo ya siitunun uygun cabri
tamamlayicilari ila hasillorinin comi sifra baraboardir.

Tars matris anlayist.
Tutaq ki, A har hansi tortibli kvadrat matris va I hamin
tortibli vahid matrisidir. Bu halda

AA=AA= (1)

boraborliyini 6doyon A matrisinin A matrisinin torsi
deyilir. (1) boraborliyi gostorir ki, A* matrisi A matrisinin
torsidirse, onda A matrisi do A matrisinin torsidir:
(A) 1=A )

yoni A vo At matrislori garsiligh tors matrislordir.
A matrisinin torsi varsa, bu ancag yegans ola bilor.
Dogrudan da, A matrisinin A%y vo A%, Kimi iki tors matris
olarsa, onda

AAL - A=l - 1=0.

Bu boraborliyin hor iki torofini soldan A™; matrisino
vursag:
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Al AAY - AL)=I(AY - A=At - AL=0
Vo yaxud
Al = AL

A matrisinin  determinantt  A(A) olsun. A()=1
oldugundan (1) barabarliyins asasan
A(AA™)= A(4)- A(AM)=1
Vo yaxud

AA) AAY=1, M) =1 3)

miinasibati dogrudur. Buradan aydindir ki, verilmis A
matrisinin A torsi olmas iigiin A(A)#0 olmalidir. Bu toklifin
torsi do dogrudur. Demoli, verilmis A matrisinin tors A*
matrisi olmasi i¢iin onun A(A) determinantinin sifirdan
forgli olmasi zaruri vo kafi sortdir.

Determinanti sifra barabar, yoni A(A)=0 olan kvadrat A
matrisino cirlasmis (vo ya moxsusi) matris deyilir.
Determinant1 sifra borabaor olmayan kvadrat A matrisino iso
cirlasmamis  (vo  ya qgeyri-maxsusi) matris  deyilir.
Dediklorimizdon aydindir ki, cirlasmamis matrisin torsi
vardir.

Verilmis matrisin tarsini nece tapmagq olar?
Tutaq ki, ikitortibli cirlasmamis

Az =| an1 an
dz1 az
matrisi verilmisdir. Bu matrisin torsi:
A Az
) A,  AA ) 1 [ Q2 —Ag2
Ay = é A_222 voya A erA) —dz1 a11]
Ay, AA,
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Bunun dogruluguna inanmagq iigiin A2 A=l oldugunu
yoxlamagq kifayatdir.
Indi tgtortibli cirlasmamig (A (A43)#0)
dil a2 ais
As = an ax as

(4)
ds1 asz2 ass
matrisini gotiirok. Bu matrisin torsi:

1 All A21 A31
Al = o Az Az Az ®)
3
13 Az Asz o _
Dogrudan da, burada Aj « ilo a « elementinin cobri
tamamlayicis1  isaro  olundugunu vo determinantlarin
Xassassini nazors alsaq:

A(43) 0 0
Als Az = ﬁ 0 A(4s) O
s 0 0  A(Ay
Vo yaxud tolab olunan
1 0 O
Atz Az = lo 1 o] = I3
0 0 1

borabarliyini aliriq.

Uctortibli (4) kvadrat matrisinin (5) torsinin qurulma
sxemi ¢ox sadadir: (4) matrisinin aix elementi onun uygun A;
k Cobri tamamlayicisinin AA3 adading nisbati ils avaz olunur.
Aliman matrisin  ¢evrilmosi (bas diaqonala nozoron
cevrilmosi) (5) matrisino borabordir. homin qayda ilo n-
tortibli cirlagmayan kvadrat
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ai1 a2 ... aun
A =| ax ax .. an | (A4)%0)

dn1 an2 ... Ann
matrisinin
A1 Aot ... Ang
A'lzﬁ A Az ... An2
Aln A2n Ann
tors matrisini qurmagq olar.
Misal 2.
(3 1 4
A= |2 0 5| , A(A)=-15
o 1 2 3
matrisinin tars matrisi:
) 10 -5 -5
a4 1
At= = 1 -5 7
|—4 5 2
Matrisin ranq
Tutaq ki, (m - n) — o6l¢iili
dil a2 din
A =| axn ax azn
dml @m2 ... Amn
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matrisi verilmigdir. Bu matrisin ixtiyari k sayda satrinin
ixtiyari k sayda siitunu ilo Kasisdiyi elementlor k-tortibli bir
kvadrat matris toskil edir. Bu k-tortibli matrisin
determinantina A martisinin k-tortibli minoru deyilir. Burada
k adadi m va n adadlarinin kigiyindan boyiik ola bilmoz.

A  matrisinin he¢ olmasa bir elementi sifirdan,
forglidirss, onda onun sifirdan forqli minorlar1 igarisinda
elo birisi vardir ki, onun tortibi on bdyiikdiir. A matrisinin
sifirdan forqli minorlar1 tartiblorinin an boyiiyiine homin
matrisin ranq1 deyilir.

A matrisinin ranqini r(A) ilo isars etsok, onun ii¢iin

0= r(A) < min(m,n) (1)
borabarsizliyi dogru olar.

Aydindir ki, A matrisinin ranqi1 r olarsa, onda onun
sifirdan fargli r-tortibli minoru vardir va tortibi r-don boyiik
olan biitiin minorlar1 sifra barabardir.

Ranqi r olan A matrisinin sifirdan forgli olan r-tortibli
minoruna onun bazis minoru deyilir. A matrisinin sifirdan
forgli bir nega r-tortibli minoru ola bilor. Bu halda, hamin
minorlarin har biri hamin matrisin bazis minoru olur.

A matrisinin kasismolorinda bazis minorun elementlori
yerloson satir va siitunlarina bazis satirlori va bazis siitunlari
deyilir. Bazis minoru, bazis sotir vo siitunlari haqqinda
asagidaki kimi toklif vardir:

Teorem (bazis minoru haqqinda teorem). Bazis satirlori
(stitunlar1) xotti asili deyildir. A matrisinin istonilon sotri
(situnu) onun bazis satirlorinin  (slitunlarinin)  xotti
kombinasiyasidir.

Bu teoremdon istifado edorok gostarmok olar ki, A
matrisinin xotti asili olmayan satirlorinin say1 (albatto,
maksimal say1) onun ranqina barabardir.

Misal 1.
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31 4
A= {2 0 5
1 2 3

matrisinin determinant1 A(A) = - 15 # 0 oldugundan onun
ranqu:

r (A) =3.
Misal 2.

A =

Ol N
s w s

1
-1
1

N OB

matrisinin biitlin Gi¢tortibli minorlar1 sifra borabordir:
1 2 1 1 2 4 1 1 4

<O 1 —1)2 (0 1 3 >=<0 -1 3) = ..
2 5 1 2 5 11 2 1 11

=0
Lakin onun ikitartibli

_ (1 2y _ ., o=
A= (, 1) =170
minoru sifirdan farglidir. Demali, matrisin ranqi: r (A) =

2.

Calismalar:
1. Determinantin xassalorindon istifados edarok hesablayin :

0013
3421 9 36
1) |2410 2)(512)

6 8 4 2 4 15
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2. Cobri tamamlayicilarin komayi ilo determinanti
hesablayn.

2 036 3120
3148 3451
1 00 35 2) 0000
0 004 6 3 29
3. Determinantin xassalorindon istifads edorok, determinanti
hesablayin
x+y z 1
<y+z x 1)
z+x y 1
4. Matrisin ranqin1 tapin:
1234 2 4 7
1) (2 4 6 8 2)l6 12 4
5792 5 10-3
5. Iki tortibli matrislorin tors matrislorini tapin :
10 57
D (g6 2 (4 3)
6. Ug tortibli matrislorin tors matrislorini tapn :
135 123
1) 2 46 2) {2 4 6 )
369 579

7. Matris tonliklori hall edin:
3 =2\ _ (-1 2
nx-(G =G o)

1 2 -3 1 -30
2) Y- |3 2 -4]= (1027
2-1 0 10 7 8
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8. Cobri tamamlayicilari tapmaqla verilmis matrisin tarsini
tapin.

1 3 -2
A=12 1 -3
3 4 2
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11 FOSIL
Xatti tonliklar sistemi

§ 1. Xotti tanliklar sistemina aid asas anlayislar. Xotti
tanliklar sisteminin Kramer qaydasi ilo halli

Xatti tanliklar sistemi haqqinda anlayis.

ax+ax+..+ax =h,
ax-+ax-+..+aXx =hb,

a X +a X +..+a X =b

1)

soklinds olan sistem n moachullu m xatti tonliklor sistemi vo
i=1m; j=1n
( J=50) -

ododlordir. Tonliklorin sag toraflorindoki .7 %+-:bs
odadlarinin hamust sifra boarabar olarsa, onda hamin sistema

bircins  xotti  tonliklor  sistemi  deyilir. bl’bZ""’bm
ododlorinin he¢ olmasa biri sifirdan forgli oldugda (1)
sistemina bircins olmayan xotti tonliklor sistemi deyilir.
Sistemo daxil olan tonliklorin  hor birini  6doyan

X =C,X =C,...X =C

sistemin holli deyilir.

Verilmis sistemin halli ola da bilor, olmaya da bilar;
sistemin holli varsa, ona uyusan vo Yya birgo sistem, oks
halda iso uyusmayan vo ya birgo olmayan sistem deyilir.
Tonliklor sistemi uyusan oldugda onun bir vo ya birdon ¢ox
halli ola bilar. Tonliklorin sayr machullarin sayma barabor
olanda sistems kvadrat sistem deyilir.

ya Xotti sistem adlanir, burada ajj , b

giymotlor ¢oxluguna hamin
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(1) xatti tonliklor sistemini matris tonliyi soklinda yazmaq
olar.

Mochullarin  omsallarindan diizolmis matrisi A, sag
torofdoki molum ododlordon diizolmis siitun-matrisi B,
axtaritlan mochullardan diizolmis siitun-matrisi iss X il
isaro edok:

11 12 n Xl 1
A — 21 22 2n X — X2 B — 2
am1 amz amn Xn bn

A matrisin siitunlarinin say1 X matrisinin satirlorinin
sayina barabar oldugdan, AX hasilini tapa bilorik

ax +aX +..+a X

AX ax +aX +..+a, X

a X +a X +..+a X

(1) tonliklor sisteminin sag torofi B siitun-matrisin
elementloridir vo buna gora do matrislarin barabarliyi sortine
asasan

AX=B (2

yazmag olar. (2) tanliyina matris-tonlik deyilir.

Ikimachullu iki xatti tanliklar sistemi.

Tutaq ki, ikimachullu iki xatti tonlik sistemi verilmisdir:

auX + awy = by, (1)
a1X + axy = bo.
Tonliklorin sag torafi olan by va b odadlorinin ikisi do

sifra borabar, yoani bi=b,=0 olarsa, onda hamin sistemo
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bircinsli xotti tonliklor sistemi deyilir. b1 vo b adadlorinin
he¢ olmasa biri sifirdan forgli oldugda (1) sistemina bircinsli
olmayan xatti tonliklor sistemi deyilir. Sistemo daxil olan
tonliklorin har birini 6dayan X=Xo, Y=Yo qiymatlor ¢oxluguna
hamin sistemin halli deyilir.

Orta moktobin riyaziyyat kursundan molumdur Ki,
verilmis tonliklor sistemi avazetms tisulunu, machullarin yox
edilmasi tisulunu, xoatti ¢gevirma {isulunu va S.tothiq etmoklo
hall olunur. Bu zaman verilmis tonliklor sistemi onunla
eynigiiclii (vo ya ekvivalent) olan sados tonliklor sistemina
gatirilir vo sonra da hamin sistemi hall etmoaklo verilmis
tonliklor sisteminin halli tapalir.

Tonliklor sistemini xotti ¢evirmo tsulu ilo hall edarkan
bazon sohv miihakima aparildigindan homin {isul hagqinda
avvalca alave malumat vermayi lazim bilirik.

Tutaq ki,
flxy) =0,
{fZ xy) =0 @)

sisteminin tonliklorini verilmis A1, A2, p1 Vo po oadadlaring
novba ilo vurub toplamagla

M (xy) + k2 f2 (xy) =0, 3)
w fr (x,y) + p2 f2 (x,y) = 0.

tonliklor sistemi alimmisdir. Bu halda deyirlor ki, (3)
sistemi (2) tonliklor sistemindon Xotti ¢evirmo vasitosilo
alimmisdir.

Ay ,12‘
B Hal = Mpo -2

d =
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adadina homin Xatti ¢evirmonin determinanti deyilir.
Tobii bir sual qarsiya ¢ixir: (2) vo (3) sistemlori
eynigiicliidiirmii?

Teorem.
Ay A,
d =1 Hz2)¥0

olarsa, onda (2) sistemi (3) sistemi ilo eynigiiclidiir.
Isbati (2)sisteminin halli (Xo, Yo) olsun. Onda
fi (X0, ¥0) =0, f2 (X0, ¥o) =0
dogru odadi barabarliklordir. buradan, ixtiyari A1, A2, u1 Vo
w2 odadlori tiglin dogru olan.

M Fi (Xo ,Yo) + 22 F2 (Xo o) =0,

pa f1 (Xo ,Yo) + p2 f2 (Xo ,yo) = 0

barabarliklori alinir ki, bu da (X0 ,Yo) addalari ciitiiniin (3)
sisteminin halli oldugunu gostarir.

Eyni qayda ilo do (4) sorti 6donildikds (3) sisteminin hor
bir (Xo ,Yo) halli (2) sisteminin da holli oldugunu isbat etmoak
olar.

Anoloji teorem n machullu n tenlikl sistemi haqqinda da
dogrudur.

Qeyd. (4) sorti ddonilmadikda (2) vo (3) sistemlori
eynigiiclii olmaya da bilar. Masalan,

Xx+3y—-10=0 (5)

2Xx-y+1=0

tonliklor sistemi, ondan determinanti
1 2

d=2 4|=0

olan xatti ¢cevirma ilo_alinan
5x +y-8=0, (6)
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10x +2y—-16=0

tonliklor sistemi ilo eynigiiclii deyildir. (5) sisteminin
yegana (1, 3) halli (6) sisteminin do hallidir. Lakin (6)
sisteminin (2, -2), (3, -7) va s. kimi ¢ox (sonsuz sayda)
hallari var ki, onlar (5) sisteminin halli deyildir.

2. Kramer iisulunun mahiyyati.

(1) sistemini A = a11822 — 12821 = 0 oldugda hall etmok
ticlin onun birinci tanliyinin har iki torafine az , ikinci
tonliyin har iki torafini iss (-a12) adadina vurub toplamag,
sondara birinci tonliyin hor iki torafini (a21) , ikinci tonliyin
1o har iki torafini a11 adaddine vurub toplamaq lazimdir.
Onda

(a11822 — @12a21) X = biaz — boaiy,
(a11822 — @12a21) X = au1bo— bian

Va yaxud
[ yq au]
gy Gz’ X

7 gz
@21 G y =

sistemini aliriq. Buradaki ikitortibli determinantlari

[ﬂn ‘112] El '5’*12] En by ]
A=\821 @ ) A= Wz Gy J Ay = @21 G

ilo isars etsok, sonuncu sistemi

A-x=A1 (7)

A y=A

kimi yazmaq olar. A¥ 0 oldugundan (1) va (7) sistemlori
ekvivalentdir.

11
&
B3
"
—

|

=oa
R
(A

L'.!"H’-'J"h
—
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Qabriel Kramer — Isvegrali riyaziyyatci Qabriel
Kramer, 1704-ci ildo Cenevrado anadan olmusdur.
Cenevrado riyaziyyat va falsofo professoru olmusdur.

Buna gora do, (7) sisteminin yegans

A1 Az

X=a, Yy=a (8)

halli (1) sisteminin da yegans halli olur.

(8) diisturlarina Kramer diisturlari, A determinantina iso
(1) sisteminin determinant1 deyilir.

Beloliklo, isbat etmis oluruq ki, (1) sisteminin A
determinanti sifirdan forgli oldugda hamin sistemin yegano
halli var vo bu hall (8) Kramer diisturlar1 vasitasilo tapilir.
Buna Kramer qaydas: deyilir.

Indi (1) sisteminin A determinant: sifir olan hala baxag.

Oldugda moalum teoremo gora:

d21 = Aa11, Az = Aan )

Onda (1) sisteminin ikinci tonliyinin sol torofi birinci
tonliyin sol torofini A adadins vurmagla alnar:

Q21X + a2y = A (a21X + awzy) . (20)
Buradan asagidaki kimi naticalor aliriq:

1. Ogoar (1) sisteminin sag tarafindali by vo b2 adadlori

(9) miinasibatins uygun

b2=2Ab1 (11)

miinasibatini ddayarss, onda (1) sisteminin ikinci tonliyi
birinci tonliyindon A adoadine vurulmagla alinar. Bu halda
sistemin birinci tonliyinin hor bir halli ikinci tonliyinin va
buna goro do (1) sisteminin halli olar.

Sistemin birinci

auX +any = by (12)
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tonliyinin iso sonsuz sayda holli var: doyisonin birina
ixtiyari qiymatlor verarok (12) tanliyindan ikinci dayisonin
giymatlorini tapsag, onda tapilan adadlar (12) tonliyinin halli
olar.

Demoli, bu halda (1) sisteminin sonsuz sayda halli var.

2. Ogoar b: vo by odadlori (11) miinasibatini 6domazsa,
yani b, ¥ Ab; olarsa, onda (1) sisteminin helli olmaz. Ciinki,
bu halda, sistemin birinci

a11X + any = b

tonliyini 6dayan heg bir x = xo Vo Yy = Yo adadlori ikinci
tonliyini 6days bilmaz:

81 Xo+ a2 Yo —Ab1 ¥ by

dediklorimiza asasan belo bir natica alirig: (1) sisteminin
determinant1 sifirdan forgli (A¥ 0) oldugda homin sistemin
yegana holli var, sistemin determinanti sifir olduqda iso
homin sistemin ya sonsuz sayda halli var, ya da heg bir halli
yoxdur.

Notico. A¥ 0 oldugda

aux +apy =0, }

aX+axy=0 (13)

bircinsli xotti tonliklot sisteminin yegana x=0, y=0 halli
(sifir halli) var. £=0 olduqda iso (13) sisteminin sonsuz
sayda sifir olmayan halli olar.

Ucmochullu ii¢ xatti tanliklar sistemi.

Ugmachullu ii¢ xatti tonlik sistemi

auX + awy + aisz = by,

A1 X+ axny+an=Dby, } 1)
a31X + asy + as3 = bs

soklindo yazila bilor. by = b, = bz = 0 oldugda (1)
sistemindan bircinsli Xatti tonliklor sistemi alinir. b1, by, bs
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ododlorinin he¢ olmasa biri sifirdan forgli oldugda (1)
sistemina bircinsli olmayan xatti tonliklor sistemi deyilir.

(1) sisteminin hoar bir tonliyini dogru adadi barabarliys
(eyniliya) ¢eviran x=0, y=0, z=0 giymatlor ¢oxlugu hamin
sistemin halli adlanir. Sistemin halli varsa, ona uyusan, heg
bir halli olmadiqda iso ona uyusmayan (uyusan olmayan)
sistem deyilir.

Verilmis (1) sistemini hall etmok tiglin hamin sistemin
determinantini

99 G473 Gqg
fl3y Gd3z dgg

ilo, determinantin ajk elementinin cobri tamamlayicisini
iso Aik ilo isaro edok. (1) sisteminin birinci tonliyini Aii-o
ikinci tonliyini Azi-o, liglincii tonliyini Asi-o vurub, alinan
borabarliklori torof-torofs toplasaq
(a11A11 + @21A21 + a31Az1) - X+ (a12A1 + a22A21 + a2Aa) -
y+ (ai3Au1 +a23A21 + a33A31) - z = b1Au1 + D2A21 + D3As;
)

borabarliyini aliriq. Determinantlarin satir vo siitun
elementlori {izro ayrilmasi xassasine gora:

A =anAu + aznAa + asiAa,

0 = ar2Au1 + a2A21 + az2Aa1,

0 = a1sAu1 + a23A21 + a33Aai.

Onda (2) barabarliyi

A - x =biAuw + b2A2 + bsAz

soklinds yazilar.

Eyni gayda ilo do (1) sisteminin tonliklorini oavvalco
uygun olaraq A1z, Az, Az adadloring, sonra da Ais, Az, As3
odadlarini vurub alinan barabarliklari toraf-torafs toplasaq
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A -y =Db1A12 + b2A2 + bsAsz

Vo

A - z=Db1A13 + D2A23 + b3As3

Borabarliklorini alirig. Belalikla, (1) sistemi avazino

AX = b1A11 + b2A21 + bsAag
Ay = b1A12 + b2A2 + b3Asz, 3)
Az = b1A13 + boAzs + b3As3

sistemi alinir.
Misal:

x+2y+3z=14 123 X 14
3x+2y+z=10 A=| 3 2 1| X=|y| B= [10
2x+3y—z=5 23 -1 z 5

123
A=3 2 1 |=20
2 3 -1
14 2 3
Ay=110 2 1|=20
5 3-1
1 14 3
Ay={3 10 1|=40
2 5-1
1 2 14

Ay=13 2 10(=60
202 35 40 60

X=—=1; y:—=2; Z=—=13
20 20 20
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Cahsmalar:

Verilmis xatti tonliklor sistemini Kramer qaydasi ils hall

edin.

1{3x—4y=—6
(3x+4y =18

x+y+z=4
3 x+2y+3z=7
| x+y+5z=8

x+2y+z=0
5.{3x—5y+22=0
2x+7y—z=0
-x+3y+5z=1

3x+y+3z=2
|5x+3y—z=-3

5x -3y +2z=15

7x +2y+3z=15
9.{
10x — 11y + 5z = 36

2X+2y+3z1=7
2.4x-y=0
—X+2y+2=2

xX+2y+z=4
443x —5y+3z=1
2x+7y—z=28
4x —3y+z=3
X+5y—6z=6
x+4y+2z=12

xX+2y+z=4
2x —y+4y =5
3x+2y—5z=0

x+y+z=6
108 x+y—z=0
2x—2y+3z=7
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§ 2. Xotti tanliklor sisteminin Matris iisulu ilo halli.
Matris iisulunun mahiyyati.

Tutaq ki, n machullu n xatti tonliklor sistemi verilmisdir
a11Xy + apXe + ... + ainXn = bl,
A21X1 + azX2 + ... + axmXn = by,

................ (1)

an1X1 + an2X2 + ... + amnXn = bp,
Vo machullarin amsallarindan diizalmis asas matrisin

di1 a2 ... din
A= | ax ax .. an (2)

determinanti sifirdan forglidir.
(1) sistemini ona ekvivalent olan matris tonliyi ilo avoz
edok. AX=B, (3)
Burada A — sistemin asas matrisi, X va B isa siitun-
matrislordir.

X1 bl
X = | X2| , B =| b2
Xn bn

A matrisinin A determinant: sifirdan forgli oldugu ti¢iin
onun A tors matrisi var. Tutaq ki, (1) sistemin halli var,
yani (3) matris tonliyini eyniliys ¢eviron X siitunu vardir. Bu
halda (3) tonliyinin hor iki torofini soldan A matrisino
vursaq, alariq

AYAX)=AIB  (4)

45



Xatti tonliklar sistemi

Buradan {ic matrisin hasilinin xassesini vo A'A = |

(burada I vahid matrisdir) oldugunu noazars alsaq onda
AYAX) = (ATAX =IX=X

Noticados, (4) diisturundan aliriq ki,

X=A'B (5)

Beloliklo, isbat etdik ki, (3) matris tonliyinin halli varsa,
onda o (5) miinasibati ilo birgiymatli toyin edilir.

Asanligla yoxlamaq olar ki, (5) miinasibati ilo toyin
edilon X siitunu dogrudan da (3) matris tonliyinin hallidir,
yani bu tanliyi eyniliys ¢evirir. Dogrudan da, agor X matrisi
(5) miinasibati ilo tayin edilirso, onda

AX =A(A'B)=AA'B=IB=B.

Demoli, agar A matrisinin determinanti sifirdan forgli
olarsa, onda (5) miinasibati ilo toyin edilon (3) matris
tonliyinin yegano halli vardir.

11 Qgpeennndy, X, b,
[> PO a X
A= 21 722 2n : X= 2 : B: 2
A, 8,8, X, b,
a'll 12 a'1n Xl 1
21 22 2n . X2 _ bZ
a'nl an2 a‘nn Xn bn

X1 = % (Axbr+ Azibo +....4+ Anbn)
X2 = % (A12b1+ Axbz+....+ An2bn)

Xn :% (Alnbl + A2nb2 +....+ Annbn)
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Burada Ajj aijelementinin cabri tamamlayicisidir.

. 2x+y =3
Misal: {x+3y —4

21 _x 13 e
A_|1 ; 1x_|y| B= |4| A -X=B
oletA:|1 3] =5%0
A= 3 Axn= -1
A= -1 Axn= 2
X=2(33-4)=1 y= 1 (-1-3+2:4)=1

Calismalar:

Verilmis xatti tonliklor sistemini Matris tisulu ilo hoall edin.

3Ix—2y+z=-14 3x+2y+z=5
1.[x+4y =5 29 x+y—z=0
5x —3z=-12 4x —y+5z=3
2x+y—2z=5 2x+3y+22;i00
3.[x—2y+22= -5 4, 3x+)2/+z4— __14
7x+y—z=10 Xt+oy+az=
(2x—3y+z=2 2x—y+z=3
5 <x+2y+32=7 6 X+2y—z=2
)3x+y—-6z=1 —x+y+z=4%
\
(2x—y+z=1 3x+2y+z=>5
7 <4x+2y—32=5 8 2x+3y+z=1
x+ 3y =7 2x+y+3z=11
\
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x+3y—4z=1

5 37— 6 2x—3y+z=2
X—y+sz= 10. {x+5y—4z=—5
3x+y—2z=5 4x +y—3x = —4

§ 3. Ixtiyari xatti tonliklor sistemi iiciin Qauss (ardicil
yoxetma) tisulu va bu iisulun imumi sxemi

Qauss iisulu

Tutaq ki, kvadrat xatti tonliklor sistemi verilmisdir:
ax+ax+..+ax =b,

ax-+ax+..+a x =b,
ﬁ

@A+%A+m+%%=q.(n
Bu sistemin holli igiin istifado edilon machullarin yox
edilmosi lisulunun vo ya Qauss ilsulunun mahiyyoati

asagidaki kimidir. Tutaq ki, a, ¢0. Onda sistemin birinci

a

21

tonliyinin hor iki torafini A adoading vurarag, alinan

a12a21 alna21 aZl
axX + X 4. X =h 2
a a

11 11 11
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tonliyini sistemin ikinci tonliyindon torof-torofo ¢ixaq.
Aldigimiz tonlikda *¢ mochulu istirak etmir:
ax+ax-+..+a x =h

Yohan Karl Fridrih Qauss

(30 aprel 1777 — 23fevral 1855 Géttingen Hannover
krallig1) — gorkomli alman riyaziyyatgisi, astronom vo
fiziki, biitiin dovrlarin on yaxsi riyaziyyat¢ilarindan biri,
"riyaziyyatin krali" hesab olunur.

a

31

Sonra sistemin birinci tonliyinin har iki torofini A sdadine
vuraraq alian tanliyi sistemin tigiincii tanliyindan torof-
torafo ¢ixaq. Bu miithakimoni ardicil totbig etmokls (1)
sistemini

ax+ax+..+ax =hb,
ax +..+a x =h,

2n-n

! ! !/
| a X +..+a x =b @

soklinda sistema gatirmok olar. Aldigimiz yeni sistemin
2-ci, 3-cii va s. tonliklorindon istifads etmoklo yuxarida

gostordiyimiz tisulla X, moachulunu da yox etmok olar. Bu
mithakimani ardicil olaraq totbiq etmoklo (1) sistemini ona
ekvivalent olan
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Xatti tanliklor sistemi
(ax+ax +..+a.x =h,

azlzxz +..t a'z,nxn = bz"

2™y = p™
nn n n (3)
tonliklor sistemina gotirmak olar. (3) sistemina pillovari
(vo ya pillalar saklinda) sistem deyilir. Sonuncu tonlikdan

X, mochulu tapilir, sonra yuxar1 qalxaraq Xoa va bu gayda
ilo davam edorok birinci tonlikdon >4 moachulunu tapirig. (1)
sistemini Qauss tsulu ilo hall edorkon tonliklor tizarinda
aparilan omollori bozon onlarin amsallarindan diizolmis

a, a, .. a, |b
a21 a‘zz e a‘zn bz
a, a, .. a_|b

matrisi tizorinds aparmaq daha miinasib olur. Belo matris
genislonmis matris adlanir.

CXTS-nin halli ii¢iin Qauss iisulu

a; X, +a,X, +..+a, X, =b
A, X, +8,X, +...+a,,X, =b,

Ay X, +8,,X, +..+a, X, =b, )
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a, 8, .. a, b, X,
ay QA o A b, X, ?)
AX=B (©))

(1) sistemindo mochullarin vo tonliklorin say1 ist-iisto diisiir.
Qauss iisulu daha imumi halda totbiq edilos bilir. Machullarin
say1 satirlorin sayindan forqli olduqda da Qauss tisulu tatbiq
edilo bilor. Sistemin matrisi A ilo isara edilir, machullarin
omsallarindan ibaratdir. (3) miinasibatino sistemin matris
sokilinda ifadosi deyilir. Umumiliyi azaltmadan forz edok Ki,

&1 # 0 5ks halda hansi sotirdo *1in omsali sifirdan farglidirso,
homin satirlo birinci sarin yerini doyismaliyik. Birinci satiri

_an

41 adadine vurub, 2-ci satir tizarina alava etsak, 2-ci satirda

X1-in amsal1 0 olar. 2-cidon sonra galon biitiin satirlorde *:-in
omsalin1 0-a ¢evira bilorik, naticods asagidaki sistemi alariq.
Ay X, +a,X, +aX; +..+a, X, =b,

1n*n

! ! ! !

0-X +8y, X, +8y; X3 +...+8,, X, =D,
!’ ! ! !

0-X +83, X, + 855 Xg +...+ 85, X, =,

(4)

Sonuncu sistemdan  goriiniir ki, x mochulu yalniz 1 satirds
istirak edir. Demoli satirlordo "—1 sayda mochul vardir. Ona
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gorode N—1 sayda machullu sitemo avvalki omaliyyat: analoji

’

b, =0

qaydada totbiq edo bilir. Basqa sozlo & gobul etmokla

11dan sonra golon satirlorin hamisindan *2 mochulunu yox
ede bilarik.

Ay, X, +a,X, +a.X; +..+ 8, X, =b;

[ ! [ 1
0-X, +ay, X, +8y X; +...+8,, X, =D,
n n "

0:-X +0-X, +85; X3 +...+8,, X, =D,

()

Analoji gaydada 4-cii sotirdon baslayaraq X3 moachulunu yox
edo bilorik vo s. Sonuncu sotiro deyilonlori tothiq etsok
noticodo asagidaki sistemi alariq.

ay X, +a,X, +aX; +..+a,X, =b,

In“*n

! ! ! !

0-X +8y, X, +8y3 X3 +...+8,, X, =D,
n "

!
0:-X +0:-X, +855 X +...+8;, X, =D,

n

Wx, =b

(6)

Bura godarki amaliyyat Qauss iisulunun diiz gedisi adlanir. Bu
tisulda machullar novba ilo yox edildiyindon homin tisula hom
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do mochulu yox etmo iisulu deyilir. (6) {igiin asagidaki
variantlar ola bilor.

1. O'X” =0 ola bilor. Bu halda sistemin sonuncu hoalli var.

ogor sistemin determinanti sifira borabordirse, onda (6)-nin

.. X .
axirincet satirinda " " -in amsali sifira baraboar alinir.

2. 0-x, =1 Bu halda (1)sitemin halli yoxdur (1) (6) sistemlori
bir-birilo ekvivalentdir

a™ %0 A . . :
3. 7nn Bu halda sistemin halli yeganadir. Homin yegans
halli tapmaq f{iglin (6)-nin sonuncu satirlorindon baslayaraq
mochullar1 tors nizamla tapmaq lazimdir. Bundan sonra galon
omoliyyatlar1 birlikdo Qauss tisulunun tors gedisi deyilir.
_by
Ak X, . . I X1
nn -in tapilmis ovvalki satirlordo yazmagla "

tapirig. Onun qiymatin  avvalki sotirlordo  nozoro alsaq

Xoo11 K01 Xq1 X3, X5, X tapiriq.

X

Qeyd 1: Qauss iisulu iiclin yazilmis alqoritimde yuxarida
tosvir etdiyimiz kimidir. Machullarin say1 az olanda hamin
algoritimdoan istifade etmodikdo sistemin omsallarina asil
olarag omoliyyat ardicilligt  doyiso bilor. Bu halda da
mochullar bir-bir tapilir ( hor hansi miivafiq nizamla).

Qeyd 2: (6) sisteminin matrisinin dioganal elementlordon
istirak edon Qauss iisulu ilo hom do (1) sisteminin bas
determinant1 hesablamaq miimkiindiir. Qauss iisulunun tors
gedisino gadar yani (6) sistemini alana godar satirlor tizorinds

53



Xatti tonliklar sistemi

elo elementar ¢evirmolor aparmisiq ki, sistemin  bas
determinantinin ~ odadi  qiymoti  sabit qalib  yoni

’
_ (n)
D=a,,+a,, +a,, +..+a,,

Misal:
2X+2y+32=17
Xx-y=0
—X+2y+2=2
2 2 3 1 -4 -3
A=1 -1 0 At=|1 -5 -3
-1 2 1 -1 6 4

On avval tors matrisinin diizgiin oldugunu yoxlayaq

2+2-3 -8-10+18 -6-6+12 1 00
A" =| 1-1+0 —-4+5+0 -3+3+0(=(0 1 O
-1+2-1 4-10+6 3-6+4 0 01

Sistemin matrisinin tapilmasina géra homin sistemin hollini
tors matris vastosiylo yaza bilorik.

1 -4 -3|7 7 0 -6 1
x=A"B=|1 -5 -3|0|=|7 0 —6|=[1,x=y=2
-1 6 1|2 -7 0 8 1

Indi isa sistemi Qauss tisulu ila hall edak
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2X—-2y+32=17

x-y=0 4x+3z2=7 [0-y-z=-1
=

0O+y+z=2 y+z=2 y+z=2

Sonuncu sitemin birinci satirindo z tapilir. z=1 x=y=I.
verilmis misali Kramer tisulu ilo holl edok

2 2 3
D= -1 0=-2+6-3-2=-1
-1 2 1
7 2 3
D,=0 -1 0=-1 Dyz =6-7=-1
2 2 1 -1
2 2 7
D,=|1 -1 0=-11
-1 2 2
D
x_DX_l z_DZ_l y=—=1
D D D

Qeyd 3: XCTS-nin tors matris tisulu ilo halli, Kramer
tsulu, Qauss iisulu doqiq tisullardir. Lakin mochullarin say1
¢ox oldugda hesablama xotasinin méveud olmasi tiglin dogiq
holl tapilmir. Ona gérado homin {isullarla tapilan halli elo
togribi hall gobul edorok dogiq hollo kafi godor yaxin

diismok iiciin tisullar toklif olunmusdur. Kramer N=4
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oldugda olverisli deyil. Qauss ilisulu doaqiq iisulu olsa da
hesablama xotasinin olmasi naticasinds doqig hall tapilmur.
Digor torofdon praktiki masalalords sistemin amsallar1 daqiq
molum olmur. Ona goro do machullarin say1 ¢ox oldugda
sistemin daqiq hallinin axtarmagin manasi olmur.

Cahismalar:

Verilmis xatti tonliklar sistemini Qaus tisulu ils hall edin.

2x+y+3z=7 3y—5z=1
5x—y=3 2 x+y+2z=5
x+3y—z=6 " |2x—y+3z=3
2x—y+2z=1 ( x+2y+z=7
x+3y—4z=-11 4 —2x+y+3y=1
3x+2y+3z=>5 3x+2y+4z=14
\
Sx—y—2z=7 (x+2y—z=2
2x—y+3z=6 2x+y =3
5 64
x+y—5z=-2 3x+y+z=5
x+2y+z=4 x—2y+3z=3
7 2x—y+4z=>5 8 4x+y—4z=>5
3x+2y—-5z=0 2x+3y—5z=2
x+5y+4z+3k=1 2x—3y+z=2
942x—y+2z—k=0 104x + 5y —4z = -5
S5x+3y+8z+k=1 dx+y—3z=—4
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111 FOSIL
iki tartibli ayrilar
§ 1. Cevro, Ellips va onlarin kanonik (sada) tanliklori

Cevra

Miistovi tizorinds morkoz adlanan ndéqtodon borabor
uzaqliqda yerloson noqtalorin handasi yeri
cevra adlanir.

Cevranin tonliyini ¢ixarmaq ti¢iin / Megy)
diizbucaqli Oxy koordinat sistemindo R
morkazi koordinat baslangicinda olan Q J
r radiuslu ¢evra lizarindo ixtiyari bir
M(x;y) noqtasi gotiirak (sokil.1) . sokil 1.
Onda iki noqto arasindaki mosafo
diisturuna asason

OM=r=,/x? + y?
Vo ya har iki torofi kvadrata yiiksaltsok x2+y?=1r2 (1)

borabarliyini alariq. M ndqtosi ¢evra iizorindo gotiiriilmiis
ixtiyari noqto oldugundan deyo bilorik ki , ¢evra tizarindoki
biitiin ndqtolorin koordinatlart (1) tonliyini 6dayir. (1) tanliyi
morkazi koordinat baslangicinda olan ¢evrs tonliyi adlanir.

Moarkazi O; (a;b) noqtasinda yerlason gevranin tonliyini

cixarmagq li¢iin koordinat baslangicini,

oxlar tizorindaki istigamoti
doyismodon, paralel olarag O
noqtasine kogiirok  (sokil.2). Alinan
yeni O1 XY koordinat

sistemina nazaran verilon ¢evranin
morkazi O: koordinat baslangicinda
olduguna gora onun tanliyini

X2+Y?2=r2 (2)

Y
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kimi yazmaq olar. Burada X = x —a, Y =y — b yazsaq,
alarq:

(x—ay+(y-by=r ()

Buna moarkazi O: (a;b) noqtasindo olan gevra tonliyi
deyilir.

(3) tonliyindoki métarizalori agib

x?-2ax +a?+y?-2by+b*=r2

ifadosindo D = -2a, E = -2b, F = a? + b? - r? isaralorini

goabul etsok, alariq:
x2+y?+Dx+Ey+F=0 4)

goriindilyii kimi c¢evra tonliyi cari (x;y) koordinatlarina
nozaran ikidaracali tonlikdir. (x;y) koordinatlarindan asili
ikidaracali tonliklor iso imumi sokildo asagidaki kimi
yazilir:

Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F=0 (5)

(4) vo (5) tonliklorinin miiqayisesindon goriiniir ki, (5)
tonliyinin ¢evro tonliyi olmasi iicin A = C vo B = 0
olmalidir.

Demali, (5) tonliyinin ¢evra tonliyi olmasi ii¢iin, oradaki
x? vo y? -nin amsallar1 eyni, Xy qarisiq hasilinin omsal1 is9
sifra barabar olmalidir.

Ellips va onun tanliyi.

Fokus adlanan F1 vo F2 noqtoalorindon moasafolori comi
sabit komiyyat olan noqtalorin handasi yerins ellips deyilir.
Ellips tizarindo My, M2, M3 va s. noqtalorini gotiirsok
(sokil.3) torifo goro
[FiM|+|FoM4| = |[FiM2| +|FaM2| =|FiM3| +|FoMs| = ... =
constyazmagq olar.
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3 /#ﬁ(m
2
%Ml w .
F2 F1 Fie.0)
gokil 4.

gokil.3.

Ellipsin  tonliyini ¢ixarmaq t¢iin diizbucaqli Oxy
koordinat sistemini agagidaki kimi segok.

F1 vo F, fokus noqtalorindon kegon diiz xotti Ox oxu
Kimi, F2 F1 pargasiin orta noqtasindon ona perpendikulyar
kegon diiz xatti iso Oy oxu kimi gotiirak (sekil.4) . Onda,

F2F1 = 2c ilo isara etsok, fokus noqtalorinin koordinatlari
F2 (-c,0) vo F1 (c,0) olar. Ellips iizorinds ixtiyari M(X,y)
noqtasi gotiirlib, torifdo gostarilon sabit komiyyati 2a ilo
isaro etsok

[FiM| + |F2M| = 2a
Vo ya iki noqto arasindaki mosafs diisturuna asason

JE-0?2+y2 + Jx+0)?+y? = 2a

¢y

yazmagq olar. Bu sec¢ilmis koordinat sistemindo

axtarilan  ellipsin  tonliyidir. (1)  boraborliyinds
irriasionaliqdan azad olub, alinan ifadoni sadalogdirsok

2 2

t7=1 @

a? b?
tonliyini alariq. Burada a > ¢ olduguna gora b? = a? - ¢? ilo
isaro edilmisdir.
(2) tonliyina ellipsin kanonik tonliyi deyilir. Bu tonliys
asason ellipsin formasini aragdiraq. (2) tonliyindon

2 2

y

—<1, yx <1
a
barabarsizliklorinag asason alariq:
-a<x<a, -b<y<b (3)
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Bu o demokdir ki, ellips (3) barabarsizliklari ilo toyin
olunan diizbucaqli daxilinds yerlosir (sokil.5). Digor torafdon
()

tonliyina cari koordinatlarin yalniz kvadratlar1 daxil
oldugundan, aydindir ki, M(x,y) noqtesi ellips iizarindo
oldugda (-x,y) (-X,-y) va (X,-y) noqtalori do ellips tizorinds
olar. Demali, ellips koordinat oxlarina nazaran simmetrik
oyridir. Buna goéra do onun birinci riibdo yerloson hissasini,
yani (2) tonliyindon alinan

y=§'m (0<x<a) (4

funksiyanin qrafikini qurmaq kifayatdir. (4) ifadasindon
goriiniir ki, x = a oldugda y = 0, x = 0 olduqda isa y = b olur
Vo X doyisoni sifirdan a-ya Kimi artirdigda y doyisoni b-don
sifra kimi azalir.
Bunlara osason oavvalco
ellipsin birinci riibda yerlogon

AiB1 qOvsii, sonra iso

koordinat oxlarmin / \
|

simmetriya oxlar1 oldugunu
nazoro almagla biitiin ellips ‘
qurulur (sokil.5). sokil.5.

Simmetriya oxlarmin kosisdiyi O noqtosi ellipsin
morkoazi, fokus noqtolorindon kegon simmetriya oxu iso
ellipsin fokal oxu adlanir.

Ellipsin simmetriya oxlari ilo Kasisdiyi A1 ,A2 ,B1 vo Bz
noqtalori ellipsin topalari, A1A2 vo B1B: pargalari iso, uygun
olaraq, ellipsin boyiik vo Ki¢ik oxlar1 adlanir. Boyiik oxun
uzunlugu 2a kigik oxun uzunlugu 2b-dir. a vo b adodlori,
uygun olaraq, ellipsin bdyiik vo kicik yarimoxlar1 adlanir.

Ellipsin  formast Z nisbatindon vo ya ellipsin
ekssentrisiteti adlanan
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e=t=1-G O

komiyyatindon asilidir. 0 < ¢ < a oldugundan 0 <e < 1
olur. (2) tanliyi b = a (yani e = 0) oldugda

x>+ y*=a? (6) cevro

tonliyina ¢evrilir. Demoali, ¢evra ellipsin xiisusi halidir. b =0

(yani e = 1) oldugda isa ellips boyiik oxa gevrilir. Ellipsin

fokal oxuna perpendikulyar olan x = %Vs X = -%dﬁz xatlori

. . . - a
onun direktrislori adlanir. 0 <e <1 oldugundan; > a olur.

Demoali, ellipsin direktrislorinin biri A: topasinin sagindan,
digari iso Az topasinin solundan kegir va ellipsi kasmirlor.

Iki tartibli ayrilar. Cevra, Ellips vo onlarin kanonik

(sado) tanliklari:

1. x%+y? +4y=0 tonliyi ilo verilmis ¢evranin markazinin
koordinatlarini tapin.

2. Morkoazi C( 2;-3) noqtasinda,radiusu r=7 olan ¢evranin
kanonik tonliyini yazin.

3. M(2;6) noqtasi, markazi C(-1;2) ndqtasinds olan gevra
tizarindadir. Bu ¢evranin kanonik tonliyini yazin.

4. Asagidaki verilanlara gors ellipsin kanonik tanliyini

yazin:
a) boyiik yarimox a=5, fokus noqtalari arasindaki
masafo  8-o barabardir.

b) fokus noqgtalori arasindaki masafo 6-ya ekssentristeti z

-3 borabordir.
5. 9x%+ 25y?=225; Ellipsin oxlarin1 vo
eksentristetini tapin .
6. x2+4y?=1 ellipsinin yarimoxlarin1, foks
noqtalorinin koordinatlarini vo ekssentristetini tapin .
7. 16 X2+ 25y? =400 ; Ellipsin yarimoxlarini,
eksentristetini vo foks ndqtalorini tapin .
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x%  y? .. .. .
8 =t 5= 1 ; Ellipsin foks noqtalarini vo

direktrisinin tonliklorini tapin .

2 2
9 =+ X =1, Ellipsin oxlarini vo eksentristetini
169 = 144

tapin .

10. Direktrislori arasindaki masafa foks néqtalori
arasindaki mosafodon 3 dofo boyiik olan ellipsin
eksentristetini tapin.

§ 2. Hiperbola, Parabola va onlarin kanonik (sada)
tanliklari

Hiperbola va onun tanliyi.

Fokus adlanan F1 vo F2 noqtalorindon mosafolori forqi
miitlog giymatco sabit komiyyst olan noqgtolorin handasi
yerina hiperbola deyilir.

Hiperbola tizorindo M1, M2, M3 va s. noqtalorini gotiirsok
(sokil.6.) , onda torifo gora
| F1 M1 - F2 My| = |[F1 M2 - F2 M| = | F1 M3 - F3 M|
=...=const yazmag olar.

>

sokil.e. sokil.7.

Hiperbolanin tonliyini ¢ixarmaq ti¢iin koordinat sistemini
Ellips ve onun tonliyinds oldugu kimi se¢ib FoF1 = 2¢ ilo
isaro etsok, fokus noqtalorinin koordinatlar1 F1(c,0) vo Fo(-
c,0) olar (sokil.7.). Burada da hiperbola ixtiyari M(X,y)
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noqtasi gotiiriib, torifdo gostorilon sabit komiyyati 2a ilo
isaro etsok
|FiM - FoM| = 2a
Vo ya iki noqta arasindaki mosafa diisturuna asason
=2a

( C)Z 2 ( _C)Z 2
‘\/ X+ +Y \/X +YVy . (]_)

yazmaq olar. Bu se¢ilmis koordinat sistemindo axtarilan
hiperbolanin tonliyidir. (1) barabarliyinds irriasionalligdan
azad olub alinan ifadoni sadoalosdirsok

a? 2}2 =1 (2)
tonliyini alariq. Burada ¢ > a oldugundan b*=c?-a?ilo
isara edilmisdir.

(2) tonliyino hiperbolanin kanonik tonliyi deyilir. Indi
bu tonliys asason hiperbolanin formasini arasdiragq.

(2) tonliyindon goriiniir ki, y = 0 oldugda x = + a olur,
yani hiperbola absis oxunu A: (@, 0) vo A2 ( - a 0)
noqtalorinda kasir. Bu noqtalors hiperbolanin topalori deyilir.
x = 0 olduqda isa

y2=-Db? (b € R, y = £bi € R) olur, yani hiperbola ordinat
oxunu heg bir néqtodo kasmir.

Ellips kimi hiperbola da koordinat oxlarina nozaran
simmetrik oldugundan onun birinci riibdo yerlagan hissasini
gurmag kifayatdir.

(1) tonliyindon aydindir ki,

Crleza Kza
a
yani saquli X = - a Vo x = a diiz xatlori arasindaki zolaqda
hiperbolanin heg bir noqtasi yerlogmir. (2) barabarliyindon
b b b
Y T e s d XY
borabarsizliyini yazib x-i geyri mohdud olaraq artirsaq
hiperbola ayrisi Y = S x diiz xattins yaxinlasar. Bu

63



Ikitortibli ayrilar

Y =2 x diiz xottine hiperbolanin asimptotu deyilir.

a
Dogurdan da
V.oys_ b
y x+Vx2—a?

borabarliyindon x-i geyri-mohdud olaraq artirsaq (Y - y)
forqi sifra yaxinlasir.

Deyilonlora oasason ovvalco hiperbolanin birinci riibde
yerloson hissasi, sonra isa, koordinat oxlarmin simmetriya
oxlar1 oldugunu nozoro almagla, biitiin hiperbola qurulur
(sokil.B).

Simmetriya oxlarmin O ndqtasine hiperbolanin morkazi,
fokus noqtalorindon  kegon  simmetriya oxuna s
hiperbolanin fokal oxu deyilir.

8-ci sokildon goriiniir ki, hiperbola ayrisi ortaq noqtasi
olmayan iki hissadon ibaratdir va onun tanliklori
y:Z. X,y=-§-x

olan iki asimptotu vardir. Uzunluqglari

2a Vo 2b-yo borabor olan AiA2 vo BiB: A

parcalarina, uygun olaraq, hiperbolanin
hogigi vo Xoyali oxlar1 deyilir. a vo b

odadlari uygun olaraq hiperbolanin hagiqi
Vo Xoyali yarimoxlart adlanir. Toroflori

2a Vo 2b-yo borabar olan CiCoCsCs
diizbucaqlisina hiperbolanin osas
(sokil.B).

diizbucagqlisi deyilir 8-ci gokildon goriiniir

ki, hiperbola A1 va A topa ndqtalorinds asas diizbucalinin
C1C4 Vo C2C3 qarsi torafloring toxunur vo onun asimptotlari
osas diizbucaqlinin dioqanallart  lizro  yOnolir. ©Osas
diizbucagli quruldugdan sonra hiperbolanin qurulmasi
asanlagir.
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Hiperbolanin formasi1 b/a nisbatindon va ya onun
ekssentrisiteti adlanan

e=t= |1+ (Yy (3)

komiyyatindon asilidir ¢c>a oldugundan e>1 olur. b = a
olduqda (2) tonliyi
X2 y2= (4)

barabartorofli  hiperbola tonliyino ¢evrilir. Borabartorofli
hiperbolanin asimptotlar1 bir-birina perpendikulyar olub,
simmetriya oxlar1 arasindaki bucaqlar1 yariya boliir.

Hiperbolanin fokal oxuna perpendikulyar olan x = - a/e vo
x = a/e diiz xatlori onun direktrislori adlanir. e>1 oldugundan
a/le < a olur. Demali hiperbolanin direktrislori onun topo
noqtalari ilo koordinat baslangici arasindan kegir.

Tonliklori

xZ 2 2 x2
=.X=1 v L-Z=1
a? b2 b2 a2

olan hiperbolalar qosma hiperbolalar adlanir. Bu
hiperbolalarin asimptotlar1 iist-iisto diismoklo barabar birinin
hogigi oxu digorinin xayali oxu, xayali oxu iso hagigi oxu
olur.

Parabola
Parabola (yun. mapofoAin, tatbiq) — kvadratik
funksiyanm (y = x?) qrafikino verilon addir.

Parabola Hiperbolanin torsidir. Parabola dedikdo miistovinin
elo néqtalorinin handoasi yeri basa diisiiliir ki, bu noqtalarin
miistovinin verilmis diiz xoattindon vo verilmis noqtasinda
olan moasafalori bir-birina barabar olsun. Miistavinin verilmis
bu diiz xottino parabolanin direktirisi, verilmis ndqtasing iso
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parabolanin fokusu deyilir. Parabolanin fokusunu
adoton F ilo isara edirlor.

Parabolanin tonliyini ¢ixarmaq tgiin F fokusunun absis
oxu tizorindo yerlosdiyini vo d direktrisinin homin oxa L
oldugunu qobul edok. Fokusla direktris arasindaki mosafo
FD=p olsun . Forz edok ki, koordinat baslangici FD
pargasinin orta ndq-tasinds yerlosir. Onda

G

Vo parabolanin V M (x,y) ndqtosi iigiin ;

MF=MN

Buradan

2 2
p 2 _ 2
Xo—xp+| — | +y* =X+ xp+| —
P (2) ’ i @

Vo yaxud

©

y? =2px (1)

P komiyyati parabolanin parametri adlanir. Parabola
ayrisi absis oxuna nazaron simmetrikdir. Parabola ayrisinin 1
simmetriya oxu varsir. O ndqtasi onun topa noqtasi, OX oxu
iSo onun fakal oxu adlanir.

Bir parabolasi ilo ordinat oxuna nazaran simmetrik olan
parabola

y? = -2pX
tonliyi ilo tayin olunar.
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(1) tonliyino parabolanin kanonik tanliyi deyilir.

-

N3 Mx, )
Py /\

o

|
D G\F x

ki tortibli ayrilar. Hiperbola, Parabola vo onlarmm
kanonik (sads) tanliklari:
. y= =£2x diiz xotlori  hiperbolanin  asimptotlaridir.

(_Z ;% )noqtosi isa homin hiperbola iizorindodir. Bu

hiperbolanin kanonik tonliyini yazin.

. Asagidaki verilonloro goéro hiperbolanin kanonik tonliyini
yazin:

a) fokuslar arasindaki mosafo 2c¢=10, topa ndqtolori
arasindaki mosafo iso 2a=8-dir.

b) hagiqi yarimoxu a=2+v/5 -9, ekssentristeti e=y/1,2 —yo
borabordir.

. 9x?- 16y?= 144 hiperbolas iizorinds elo ndqto tapin ki, bu
noqtodon sol fokusa godor olan masafo,sag fokusa qodor
olan mosafadon 2 dofs kigik olsun.

. Asagidaki verilonloro goro parabolanin kanonik tonliyini
yazin:
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a) (0;0), (1;-3) noqtealorindon kegir vo absis oxuna

nozaron simmetrikdir.

b) (0;0), (2;-4) noqtalorindon kegir vo ordinat oxuna
nozaron

simmetrikdir.

C) topasi koordinat baslangicinda , fokus noqtasi iso

F(0;-3) noqgtasindadir.

5. y?=8x parabolasi iizorinda elo ndqto tapm ki, bu ndqtodon
homin parabolanin direktrisino godor olan mosafo 4-o
borabar olsun.

6. 6 16x2- 9y?= 144 ; Hiperbolanin oxlarmi vo eksentristetini

tapin .
x2 2

1. o ;’—6 =1 ; Hiperbolanin  yarimoxlarmi1 vo  foks

noqtolorini tapin .

8. y?=20x ; Parabolanin direktisinin tanliyini vo foks noqrasini
tapin.

9. Foks noqtesi F(4;0) noqtasi vo topasi koordinant
baslangicinda olan parabolanin tonliyini yazin.

2
10. % - % = 1; Hiperbolanin yarimoxlarmni, eksentristetini

va foks noqtolorini tapin .

2 2
11. 2—4— 33’—6 = 1,; Hiperbolanin oxlarin1 vo foks nodqtalorini

tapin .
12. 24x* — 25y?* = 600. Hiperbolanin  yarimoxlarmi vo
eksentristetini tapin .
13. Fokus noqtolori absis oxu iizerinds koordinant baglangicina
simmerik , foks ndqtolori arasindaki mosafo 2¢=6 vo

eksentristeti e= ;3 olan hiperbolanin tonliyini tapin.
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IV FOSIL
Funksiyanin limiti.

§ 1. Funksiyanin limiti. Limiti olan funksiyanin
xassalari. Limitlorin hesablanmasi. Qeyri
miiayyanliklorin agihsi, Lopital qaydasi.

Funksiyanin limiti
Torif 1. X ¢oxlugunun a-ya yigilan istonilon

. 1, #zan=12.)

noqtalari ardiciligina f(x) funksiyasinin uygun olan

{f(X” giymatlori ardicilligmmin  hamisi eyni bir A

adadino yigildigda , hamin A odoadine x—a sortindo f(9)
funksiyasinin limiti deyilir.
Aydindir ki, a-ya yi1gilan he¢ olmazsa iki

) e )

ardicilligina f(X) funksiyasinin

{0a) ), 100}

uygun qiymotlori ardicilliglart miixtalif limitloro yigilarsa,
onda f(x) funksiyasinin x=a ndqtosinds limiti yoxdur.
Funksiyanin néqtads limitinin bagqa torifi do vardir.

Moshur fransiz riyaziyyatgist olan Auqusto Luis Kosi
Bastiliyanin igsgalindan sonra Parisdo 21 avqust 1789-cu ildo
anadan olub.  Limit anlayisinin  sistematik  totbigins
osaslanan riyazi analizin klassik kursunun miiollifidir.

69


https://az.wikipedia.org/wiki/Limit_(riyaziyyat)

Funksiyanin limiti

Analitik funksiyalar noazariyyssinin osasini qoyanlardan
biridir.
Torif 2. Tutaq ki, sonlu a vo A adadlari va istanilon

e>a odoadi tUiglin elo >0 odadi varki, x-in X ¢oxlugundan
gotiirtilmiis vo

0<|x —al < é (1)
borabarsizliyini 6doyan biitiin qiymatlorindo
lf(x) — Al <e )

miinasibati 6danilir. Onda A adodine x—a sortindo  f(X)
funksiyasimin limiti deyilir.
Qeyd edok ki, A adodi x—a sortindo  f(x) funksiyasinin
limiti oldugda (2) barabarsizliyinin x=a giymotinds 6doanilib
odanilmomasinin he¢ bir ohamiyyati yoxdur. f(x)
funksiyas1 x=a noqtasinds toyin olundugda isa onun hamin
noqtads limiti xtisusi ~ f(X) giymatina barabar olada bilar,
olmayada bilar.

Funksiya limitinin birinci torifino “ limitin ardicilliq
dilinds torifi ” (vo ya Heyns monada torifi) , ikinci torifine
1S9

“ limitin ¢, dilinds torifi ”(vo ya Kosi monada torifi)
deyilir.

Limitlar haqqinda asas teoremlar.

Teorem 1. Sonlu limitlori olan sonlu sayda

fk(x) (k - 1’2’""n') funksiyalarmin cominin limiti onlarin
limitlori comina barabordir. (1)
Teorem 2. Sonlu limitlari olan sonlu sayda

fk(x) (k - 1’2’""n') funksiyalarmin hasilinin limiti
onlarin limitlori hasilino boarabordir. (2)
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lim 2 fc®)=2 lim fi(

X=X, k=1 k=1l X=X, (1)
lim IT %G)=TT lim ()

X%, k=1 k=l XX, (2)

Sabit vurugu limit isarasi Xaricina ¢ixarmaq olar.

lim [c f(x)]:e-[um f(x)]

Teorem 3. f(x) vo P (x) funksiyalarinm sonlu limitlori

lim o(x)=0 L

varsa Vo X% olarsa, onlarin nisbatinin limiti
limitlarinin nisbatina borabardir;

lim f(x)

x—>0
le_rD <P(X) lim (pixi
x—0
Mashur limitlar.
. sinx
lim——=1
1. x>0 X
. 1
lim [1+*] =e .
2. xow X adadi.

1

n
[-+2)
Torif . NJ dayisen komiyyatinin M=% sortindo
limitino e ododi deyilir.

l n
e=|im (1+ )
Nn—o0 n
odadi borabarsizliyini 6dayir.
e odadi 2<e<3
¢~2,7182818284

Funksiyanin  kasilmazliyi. Noqtads  funksiyanin
kasilmazliyi.
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Torif 1. Tutaq ki, istonilon € > 0 odadi ti¢iin elo § >
o odadi var ki, x-in |x — x| < & borabarsizliyini 6dayan
biitlin giymotlorindo  |f(x) — f(xy)| < € borabarsizliyi
odonilir. Bu halda f(x) funksiyasina x=xo noqtasinda
kasilmayan funksiya deyilir.

Parcada kasilmoz  funksiyamin bazi xassalari.

Xassal. (Veyerstrasin birinci teoremi) Sonlu [a, b]
pargasinda kasilmayan f(x) funksiyasi homin parcada
moahduddur.

Xassa 2. (Veyerstrasin ikinci teoremi) Sonlu [a, b]
parcasinda kosilmayon f(x) funksiyast  bu parganin heg
olmasa bir a ndqtasinds 6ziintin hamin par¢adaki doqiq asagi
sorhaddini, he¢ olmasa bir 8 noqtasinds iso doqiq yuxari
sorhaddini alir, yani

f(a)= inf f(x)=my , f(B)= sup f(X)=M,
xe[a ] xefa,b]
(1)

Xassa 3. [a,b] parcasinda kasilmayan y=f(x)
funksiyast homin par¢anin uc noqtalorinde miixtalif isarali
giymotlor alirsa, onda a vo b noqtolori arasinda yerlogon an
az1 bir C(a<c<b) noqtesi var ki, bu noqtads f(x)

funkstyasi sifira ¢evrilir; f(c)=0

Xasse 4. la,b] parcasinda kasilmoyan  y=f(x)
funksiyast homin parcanin uc ndqtalorinds borabar olmayan
A=f(a)# B = f(b) qiymaotlorini alirsa, onda homin A vo B

ododlori arasinda yerloson har bir ¢ odadi tigiin  [a, b]

pargasinda yerloson on azi bir g noqtasi var Ki, f&=c
olar.
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Karl Teodor Vilhelm Veyerstrass ( Karl Theodor Wilhelm
Weierstral3, 31oktyabr 1815 — 10fevral 1897)—
alman riyaziyyatgisi."Miiasir analizin atas1" hesab olunur.
Onun funksiyanin kasilmazliyi hagda Veyerstrass
teoremi vardir.

Xassa 5. Mohdud va qapali X ¢oxlugunda kasilmayan

f(x) funksiyasminf(x) giymotlori ¢oxlugu mohdud va
qapali ¢oxlugdur, yani mohdud vo gapali X ¢oxlugunda

kasilmoyan f(x) funksiyast homin ¢oxlugu mohdud vo

qapali  f(X) ¢oxluguna inikas etdirir.
Tars funksiyanin kasilmazliyi.

Teorem . [a,b] pargasinda toyin olunmus kasilmayan

vo artan (ya da azalan) y=f(x) funksiyasmin tors
funksiyasi olan x=@(y) funksiyasi [c,d] (c=f(a),d=f(b))
pargasinda kasilmoyandir .

Kantor teoreminin soylanilmasi va izah edilmasi.

Teorem . Pargada kasilmayan funksiya homin pargada
miintozom kasilmayondir.

Demoali funksiyanin parcada kasilmozliyi anlayisi ilo
parcada miintozom kosilmozliyi anlayisi eynidir. Lakin bu
xassa interval va yariminterval tigiin dogru deyildir.

Masalon;  f(x) = % funksiyas1 (0,1) intervalinda

kosilmoyondir, lakin  homin intervalinda miintozom
kosilmoyan deyildir.

Teorem 2. Ogor a(x) = a;(X) (x—a), B(x) = B1(X)
(x—a) Vo Zl—gg = A (x—a) olarsa, onda
1
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Funksiyanin limiti

a(x)
B(x)
Dogrudan da, x—a olduqda

lim 2. = =logy_qa [a(x) L ﬁl(x)} =1-A-1=

- A (x—a).

x—a B (x) a(x)  B1(x) B(x)
A.

Bu teorem gostorir ki, iki funksiya nisbatinin limitini
hesabladiqda, onlar1 uygun olaraq ekvivalent funksiyalarla
ovaz etsok limitin giymati doyismoz.

Qeyri-miiayyanliklorin agihisi, Lopital qaydasi.

0

0 sokilda geyri-miioyyanliyin acilist.

Teorem 1. ( Lopital qaydasi.) Tutaq Kki, F() vy olx)
funksiyalart x=a nodqtasinin miioyyan otrafinda (a ndqtasini
miistasna olmagla) toyin olunmus , diferensiallanan,

lim f(x)=1lim ¢(x)=0 o

vo @'(x)=0 ( a noqtasi homin otrafinda) sortlorini
odoyon funksiyalardir. ©Ogor funksiyalarin tdromalori
nisbatinin

. f'(x)

=A
le_rQ ¢'(x) )
Limiti varsa, onda funksiyalarinin 6zlarinin da nisbatinin
limiti var vo homin adado bgrabardir

f(x) f(x) 3

im ()~ ILafp() v
Lopital qaydasi1 (teoremi) (homg¢inin Bernulli —
Lopital qaydasi) — funksiyalarin limitinin tapilmasi
metodudur. Bu metod on ¢ox vo qeyri-miiayyanliklorinin

tapilmasinda istifado olunur. Metodu osaslandiran teorem
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iddia edir ki, bazi sortlords funksiyalarin alagesinin limiti
onlarin téramoalari limitino barabardir.Qeyri-miiayyanliklorin
bu ciir acilis tisulu 1696-c1 ildo miiallifi Giyom Lopital olan
"Analyse des Infiniment Petits" dorsliyindo dorc edilmisdi.
Metodu ilk kosf edon Iohan Bernulli moktubunda Lopitala
bu hagda bildirmisdi.

o0

®©  goklinda geyri-miiayyanliyin agilisi.
Teorem 2.( Lopital qaydasi.) Tutaq ki, f(xX) vo ¢(x)
funksiyalart x=a ndqtasinin miiayyan otrafinda (a noqtasi
miistosna olmaqgla) toyin olunmus , diferensiallanan  vo
¢@'(x) # 0 ( a noqtasi homin otrafinda)  sortlorini 6dayan
funksiyalardir;

lim () =lim o(x)=co

x—a x—a (4)
Ogor funks1yalar1n toramoalari nisbatinin

lim ).

x—>a P (X) (5)

limiti varsa, onda funksiyalarin 6zlarinin da nisbatinin
limiti var vo homin ododa borabardir ;

f(x) F(X)_
lim ()l (6)

xsa P\X x—a ¢()

Teylor diisturu.
Tutaq ki,

P(x) = ag +a X+ ayx> +...+a,x" (a, #0) (1)

n doaracali ¢coxhadli vo a hor hansi hoqiqi oadaddir. P (x)
coxhadlisini homiso x-a forqinin qiivvatlorino géro yazmaq
olar.

Teylor teoremi — riyaziyyatda toromoasi bilinon bir
funksiyaya bir noqto otrafinda, omsallar1 sadaco funksiyanin

75



Funksiyanin limiti

0o noqtadoki toromoasina bagli olan polinom soklinda
ardicilliq amoalo gotiron naticadir. Teorem yaxinlagdirma
hesablamalarindaki xata payina baxmayaraq, dagiq naticalor
do vers bilir. Bruk Teylor adli riyaziyyat¢inin 1712-ci ilda
etdiyi ¢aligsmalar1 sobabilo adi bu sokildo adlanan teoremin
hogigotda bundan 41 il avval (1671-ci ilde) Ceyms Qreqori
(James  Gregory) torofindon  kosf edildiyi  bilinir.

_pa). 7@ P"@ a2y o PU@ Ly
P9 = P(a)+— (x—a)+ o (x—a)" +...+ - (x-a)
(2)

borabarliyina ¢oxhadli iigiin Teylor diisturu deyilir a=0
oldugda Teylor diisturunun xtisusi halin1 alarq ;

- Pr(0) pr(0) P™*(0)
P(X)—P(O)+ ETH x + > x? + - +T

Xn

©)

Bu diistura ¢oxhadli ligiin Makloren diisturu deyilir.
Funksiyanin limiti. Limiti olan funksiyanin xassalori.
Limitlorin hesablanmasi. Qeyri- miiayyanliklorin agihis1 ,

Lopital qaydasa.

Limitlari hall edin:

1 lim  3x2+4x-7 ) lim Incosx
"x =1 2x243x-5 "x > (0 Incos3x

3 Iim In(1+x)—x 4 lim incosax
"x-0 tg2x x>0 x2
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lim  x°-3x%2+7x-5
‘x -1 x*—5x+4
7 lim  sinx—xcosx
x>0 x3
9 lim 5x+1
"X > 2 3x+2
11 lim x%2-9
"x > 3 x2-2x-3
13 lim Vx+3-2
Tx—->1 x-1
15 lim 1-2sinx
X - ~ c0s3x
17 lim 9-x2
‘x -3 V3x-3
19 lim  x%-3x+42
x->1  x*1

lim x5-1
x> 1 2x3-x-1
g lim  x°-10x+9
x> 1 x5-5x+4
10 lim x%-16
‘x > 4 x2%-4x
12 lim Vx-3
"x>9 x-9
14 lim 2*-1
"x > (0 sinx
16 lim x3 +27
"x > —3 x+3
18 lim 1—cosx
‘x>0 «x?
20 lim  x?-1
x> 1 =x-1
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Torama. Diferensial

V FOSIL
Torama. Diferensial

§ 1. Toramonin fiziki va handasi monasi. Téromo
haggqinda osas teoremlar. Miirakkab funksiyamn
téramosi. ikinci tortib téromo
Funksiyanin téromasi.

Torif 1. Ogar A —=0 gortinds
Ay _ f(x+Ax)—f(x)
AX AX (1)
nisbatinin sonlu limiti varsa, onda hamin limito y=f(x)
funksiyasinin x noéqtasinds téramasi deyilir.

. f(x+Ax)- f(x df X

Ax—0

Verilmis x noqtssmde toromasi olan funksiyaya homin
noqtads diferensiallanan funksiya deyilir. (a, b) intervalinin
hor bir noqtasinds téromasi olan funksiya homin intervalda
diferensiallanan funksiya adlanir.

Funksiyanin  tdromosini  tapmaq omolino  hamin

funksiyanin diferensiallanmasi deyilir.

Misal 1. f(x) =x funksiyanin téromasi vahids barabordir.

Bunu isbat etmoak t{igiin arqumentin verilmis Ax artimina

funksiyanin uygun artimini tapaq;
f(x+Ax)— f(x) = (X + AX)— x = Ax

Buradan;

f(x+Ax)— f(x ) AX _

AX AX

, . X+ AX)— f(x

/()= fim - Az ) _ fim =1
Ax—0 Ax—0
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Toramanin handasi vo mexaniki manasi.
y

A

0 Xp Xo+Ax X

Toramoanin hondasi monasimin torifi. Ixtiyari L oyrisi vo
onun tizarinds Mo ndoqtasini gotiirak. L ayrisinin ixtiyari M
Vo Mo noqgtasindon bir koson g¢okok. M noqtasi L ayrisi
boyunca 6z yerini doyisdikdo MoM kasoni do imiimiyyatlo
Mo noqtasi otrafinda 6z vaziyyatini doyisor vo naticado Mo
noqtasine yaxinlagsdigda MoM kasoni miioyyon MoT limit
vaziyyatino yaxinlasarsa, kosonin homin limit voziyyatino
Mo noqtasinds L ayrisino toxunan deyilir.

Demoli toromonin hondasi monast beladir:  y=f(x)
funksiyasinin xo néqtasindo

f '(xo) funksiyanin qrafiki olan oyriys Mo (Xo , T (X0))
noqtasinds ¢akilmis bucaq amsalina barabardir:

k=tga = f(x,) &

Indi iso homin L oayrisina Mo noqtosinds ¢okilmis MoT
toxunanin tonliyini yazag. Molumdur ki verilmis ndqtodon
kegon vo bucaq omsali k = f'(xy) olan MoT diizxattinin
tonliyi

y = f(x0) = f'(x0) (x = xo) 2)
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soklinda yazilir. yo=f (x() oldugundan toxunanin tanliyini

Yy —¥o = f'(x0) (x — x0). 3)

L oyrisino Mo noqgtosindo ¢okilmis toxunana hamin
noqtado perpendikulyar olan diizxotto oyrinin normali
deyilir. Homin normalin tonliyi

Y = Yo = =775 (x = xo) (4)

soklinds yazilar.

Toéramanin mexaniki monasinin torifi. Hor hansi cismin
doyigonsiiratli diizxatli horokatino baxsag, homin cismin
Olgtilorini  vo  soklini  nazoro almayaraq, onun fiziki
baximindan maddi ndqto hesab etmok olar. malumdur Ki,
horakot edon noqtonin getdiyi yolu zamandan asilidir: s =
s(t) noqtonin t zaman oslinds getdiyi yol s(t), tt+At
zamaninda iso getdiyi yol s(t+At) = s(t) + As olarsa, onda
baxilan néqto At zamani arzindo As mosafoni getmis olar.
Bels olan halda

As s(t+At)—s(t)
At At (5)

V=

nisbati noqtonin harokatinin orta siiratino boarabar olar.
Homin nisbatdo At — 0 sortinds limito kegsok naticodos aliriq
ki,

v(t) =s'(t) (6)

Buradan téromonin mexaniki monasi alinlir: harokat edon
noqtonin siirati gedilon mosafonin zamana goro téramosing
borabardir.

Toramonin iqtisadi monasi. Tobiotdos bas veran istonilon
proseslori  Gyronarlon bir-biri ilo bagli olan komiyyatlor
arasindaki  deyismo  silirotini  toromonin  komayi ilo
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giymatlondirmak olar. buna oasasen, téromoa iqtisadiyyatda
genis totbiq olunur.

Misal. Tutaq ki, eyni adli mahsullarin istehsal xarclori —
u, mohsulun miqgdar1 — x olsun. Onda, xarclori migdarin u =
u(x) funksiyasi kimi gobul edo bilorik. Aydindir ki,
mohsulun migdar1 Ax gadar artsa, ona xarclonan giymat Au

A . ..
godor artar. Belo olan halda ﬁ - istehsal Xarcinin orta artimi

olar. Onda orta artimin limiti istehsal xoarclarinin limiti
adlanir va u '(x) ilo isara olunur:

Au(x) '
Jim == = u'x @)

Miirakkab funksiyanin téramasi.

Teorem. Xx=¢@(x) funksiyasi to noqtasinds vo y=F(x)
funksiyast uygun Xo=¢@(t,) noqtesindo diferensiallanan
oldugda y=f[e(t) ] mirokkob funksiyasi to noqtosinds
diferensiallanandir vo onun téromasi

(floto)D) = '(x0)-@'(to)
diisturu ils hesablanir.
Isbat1. Sarbast doyisonin miiayyen bir x giymatindo u =
¢(x) voy = F(u) vo onun x + Ax giymatinds iso
u+Au=@(x + Ax), y+ Ay =F(u + Au)
olar. Beloliklo, Ax artima Au, AF-o0 iso Ay artimi
uygundur; bundan basqa Ax— 0 sortinds, Au— 0 olduqgda

IS Ay— 0.
Sarto goro, y'u toromasi vardir:
lim 2
puso A M
Funksiya limitinin xassasina gora, bu miinasibatdon
Ay _
L= ta 1)
alinir.
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f(x)=¢
flx) = x*
f(x) = e*
f(x) =a*
f(x)=Inzx
f(x) = logyx

f(x) =sinx
f(x) =cosx

Elemantar funksiyalarin toramalari.

¢' =0, rge ¢ — const
(x°) = ax™”

(e-t}i = ez

(@) =a*lna

(Inx)' = l
x

(log, x)' =
xIlna

(sinx) = cosx
(cosx) = -sinx

flx)=tgx (tgx) =—
cos™ x
f(x) =ctgx (ctgx) =-—
sin” x
f(x) = arcsinx (arcsinx) = 1
1-x°
f(x) = arccosx (arccos x)' = - 1
1-x%
f(x) = arctgx (arctgx) = 1 -
1+x
f(x) = arcctgx (arcetgzy = -——
1+x
Burada a — 0 sortina gors (1) baraborliyini
Ay =y, Au + alAu (2)

soklinda yazmagq olar. Bu barabarliyinin har torafini Ax

atrimina bolok:

Ay ,Au

Ax
Sarta asason

a
Ax Ax

82
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lim &% = Uy lim a =0 4)
Ax—0 Ax Ax—0 ) o
Uglincii barabarliyinds Ax— 0 soklinda limits kegoarak:

Y=Yy u'x (5)

Tars funksiyanin téramasi.

Teorem.  y=f(x) funksiyas1 x=xo  noqtasinds
diferensiallanandirsa vo f '(xo) # 0 olarsa, onda onun tars
funksiyast X= ¢(t) uygun yo noqtesinds yo=f(Xo)
diferensiallanandir vo onun téromasi

(o) =~
f ixoi 1)

diisturu ilo hesablanur.
Isbati. Ovvalco geyd edok ki, tors funksiyanin torifine
asasan.

y = f(x),

x =),

Yo = f(xo),

oo ) = Xo.

Onda tars funksiya ti¢iin:

P (y)—p (o) — 1 — 1
Yo ORI %ﬁ?d

borabarliyini yazmag olar.
Tars funksiya kasilmoz oldugundan y— yo sortindo X— Xo
olur. Buna gora do:
: @)—=9o) : 1 . 1
llm(p—z llrn_—: llm_—:
y=>Yo Y7o Y= Yo fi(xl_};(:o ) X=X 7f(xl_£(;co )
1

f'(x0)
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2)
Bu disuru
1

X'y= v 3

soklindado yazmaq olar. 3 Parametrik vo qeyri-askar
funksiyalarin téromasi.
Parametrik soklinda verilmis funksiyanin téromasi.
Teorem. ©Ogor Xx=¢@(t) Vo y=vy(t) funksiyalarinin
tsromolori varsa vo ®'t)=0 olarsa, onda y=f(x) funksiyasi
diferensiallanandir vo onun téramasi

' ¥'(t) " _ W%t
Colt) Vo ya Xt (1)

diisturu 1ls hesablanir.
Isbat1. Hagigoton do y = w(t) boraborliyini x nozoran
diferensiallasaq vo sag torafi X-in miirokkab funksiyasi hesab
etsok alariq:

Ve =Vt te )

komiyyatini tors funksiyanin diferensiallanmasi qaydasina
osason x = (p(t) funksiyasmdan tapmagq olar:

( o) 3)
Tapd1g1m1z qiymati (2) borabarliyina yerino yazsaq
tolab olunan
S
Vo = xé
diisturunu alirq.
Qeyri-askar funksiyanin t6ramasi.
Tutaq ki, y = y(X) geyri-askar funksiyasi
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F(x,y)=0 1)
tonliyi vasitasi ilo verilmisdir. Bu funksiyanin analitik
ifadosini askar sokildo tapmadan onun miixtalif tortibli
toromolarini tapmaqg bazon miimkiin olur. Bu magsadlo (1)
borabarliyinin hor iki torafini x-o gors diferensiallayirlar vo y
doyisoni X doyigoninin funksiyasi oldugunu nozoro alirlar.
Alman boraborliyi y'  toéromaya nozaron holl edorak y'
toromosini tapirlar.
Bu prosesi dovam etdirmoklo funksiyanin iki, {i¢ va .
tortibli toramalarini tapmag olar.
Misal.
ax?+by?=2 (2
tonliyi ilo toyin olunan y = y(x) funksiyasinin birinci
toromosini tapin.
Qaydaya uygun olaraq tonliyin har iki torofini x
dayisonina nozaran téromasini alag (unutmurug ki, y dayison
X-1n funksiyasidir):

2ax+2(1133/ cy'=0, 3)
y'=-5 (4)

11 tortib xotti diferensial tanliklor

Il tortib xoatti diferensial tonliklors fizikanin, mexanikanin
va digor saholorin bir sira masalalorinin hallinds tez-tez rast
golinir.Ona goéro do belo tonliklor xiisusi ohomiyyato
malikdir.

Moalumdur ki, n(n > 1) tortibli tonliyin imumi halli n
ixtiyari sabitdon asilidir. Ona gora do deyirlor ki n tortibli adi
diferensial tonliyin sarbastlik doracasi n-dir.

Indiyo godor {imumi holldon tonliyin miioyyon xiisusi
haollorini almaqg {igiin baslangic sortlordon istifado olunur.
Yoni axtarilan funksiya vo onun téromolori sorbast dayisanin
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eyni bir giymotinds verilirdi.Lakin bir ¢ox masalalordo
alinan tonliyin elo hallini tapmaq tolob olunur ki, bu hall
sorbast doyisonin miixtalif qiymotlorindo verilmis sortlori
6damis olsun. Bu isa sarhad masalasi ilo baglidir.

Sarhad masalasinin qoyulusu va onun halli iisulu.

Tutaq ki,
Py (X" + P, ()X + p,(t)x =0 @)
tonliyinin
x(a) = a,, X(B) = a,(a < B) (2)

sortlorini 6dayan hoallinin tapilmasi talob olunur; burada
a, B.8,,8; yerilmis odadlordir.

Bu masalaya sarhad masalasi, (2) sartloring iss sarhad
sortlori deyilir.

Aydindir ki, (1),(2) sorhad mosalasini hall etmoak,
hondasi olaraq,(1) tenliyinin (&@).(5.8;) nggtolorindon
kegon inteqral ayrisini tapmaq demoakdir.

(1) tonliyi {igiin (2)-don iimumi olan

{allx(a) +ay,X(a) + b, X(B) +b,x(B) = a4,
a,,X(a) + aX(a) + b, X(B) +b,,X(B) = (3)
sarhad sartlori do vermok olar.
{anx(a) +a,X(a) + b X(B) +b,x(8) =0,
a,,X(a) + ayX(ax) + by X(B) + by X(B) =0 (3"
sorhad sortlorina bircins sarhad sortlori, (1) tonliyinin
bircins sarhad sortlorini 6doyan hallinin tapilmasi masalasine
iSa bircins sarhod masoalasi deyilir.
Sado misallar gostorir ki, (1) tonliyinin amsallari

miioyyon sortlori 6dadikdo Kosi mosalasinin yegana halli
var, lakin sarhad mosalasinin halli yoxdur va ya sonsuz
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saydadir.

Misal 1. X+ X =0 tonliyinin X(0) =0.X(7) =1 g5rhod
sortlorini 6doyan halli yoxdur. Dogrudan da, tonliyin timumi
halli

X = Asint + Bcost

Soklinds, X(©) =0 ¢ortini ddoyan hollori iso x=Asint
soklindadir. Aydindir ki, bu hallar igarisinda x(7) =1 sortini

6dayani yoxdur.
Asanligla yoxlamaq olar ki,ixtiyari A iigiin x=Asint

funksiyasi baxilan tonliyin X0 =0 v X(7) =1 gortforini
T
- : - x)=1
ddoyon hollidir. Lakin tenliyin X(@© =0 "2 sortini
odayan yegana x=sint halli var.
Molumdur ki, *(®.X.(®) funksiyalar1 (1) tonliyinin
xatti asili olmayan hallari isa, onun timumi halli
X =€ % (t) +C, X, (t) (4)
soklindadir vao demali, (3) sortlorini 6doayan hall do (agor

varsa) bu hollor igorisindodir, burada ©::C2 ixtiyari
sabitlordir. Bu sabitlori elo segok ki, (4) halli (3) sortlorini

odasin. Onda ©1° €2 moghullarina nazaran
{Auc1 +A,C, =a,,
Ay + ALC, =a, (5)
cabri tanliklor sistemi alinir; burada
A; =X (a) +a;,X () + by X (B) + b, X (B),
A, =3, X, (@) + &, X, (@) + Dy X, (B) + 0%, (B) i=1,2
Sadolik ti¢iin

All A12 - All A12 al
A=

A21 A22 AZl AZZ a2
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isaro edok. Cobrdon molum olan Kroneker-Kapelli
teoremina asasan (19) sisteminin uyusan olub-olmamasi ilo
olagadar olaraq aliriq ki,

a) detA=0 js5 (19) sisteminin yegano holli var vo
demoli, (1) tonliyinin (ixtiyari @3> adodlori iigiin), (3)
sortlorini 6dayan yegano holl var.

Buradan hom do almir ki, detA=0 jsy bircins
sorhod mosolasinin yegano trivial holli varsa, detA=0
Yani (1) tenliyinin (3) sortlorini 6dayan yegans halli var;

b) det A=0 yo &.2; sdodlorinin hor ikisi sifir deyil.

Onda A matrisinin rangt A matrisinin ranqna boraber
oldugda (5) sisteminin sonsuz sayda halli var vao demali (1)

tonliyinin (3) sortlorini ddayan sonsuz sayda halli var; A

matrisinin rangi A matrisinin ranqina borabar olmadiqda iso
(5) sistemi uyusan deyil va demali (1) tonliyinin (3) sortlarini
6dayan holli yoxdur.
c) det A=0 olduqda (1) tenliyinin (3") bircins sorhod
sortlorini 6dayan sonsuz sayda trivial olmayan halli var.
Bircins olmayan

Po (X" + p ()X + p, (t)x = (1) (6)

tonliyino baxag. Bu tanliyinin (3’) bircins sarhad sortlorini
6dayan hallinin qurulmasinda Qrin funksiyast mithiim rol
oynayir. Ona gora do avvalca Qrin funksiyasina torif verok.

Tutaq ki, R=w<t< 'B; ASTS ﬁ} kvadratinda toyin
olunmus G(t,7) funksiyas1 agagidaki sortlotri 6doyir:

1. 6@7) funksiyast R kvadratinda kasilmozdir,har bir

7€ (@.f) jigiin (@7):(7.5) intervallarinda t-ys nozoron iki
tortiba godar kasilmoaz téromalari var vo bu intervallarda (1)
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tonliyini 6dayir;

2. G(t.7) toromosi [ =7 ndqtasinds birinci név kasilmays
malikdir va
G,(r+0,7)-G,(r-0,7) = L :
Po(7) 0

3. Gt.7) funksiyas1 t-yo noazoron (3') bircins sarhad
sortlorini 6dayir.

Belo G(t.7) funksiyasima (1), (3') sorhod mosalasinin vo
ya L(x) = Po (t)x"+ pl(t)x 0, (t)x diferensial

operatorunun (3') sartlorini 6doayan Qrin funksiyasi deyilir.
Qrin funksiyasinin varligi haqqinda asagidaki teoremi
isbat edok.
Teorem 1. Tutaq ki, (1)tenliyinin (3’) bircins sartlorini
odayan ancaq trivial halli var. Onda (1), (3") masalasinin
Qrin funksiyasi var.

Isbati. Tutaq ki, *®. %)  fynksiyalann (1)
tonliyinin [, ] parcasinda xatti asili olmayan halloridir.

Torifo goro Qrin funksiyas: hor bir ze(@f) jigin
(@.7).(z. B) intervallarinda (1) tonliyinin halli oldugundan ,

G(t,‘[): Clxl(t)+C2X2(t), te[O{,T]

cix () +C2 X, (), te[r, ]

olmalidir; burada €1 €2:C1:C2 hylslik namolum sabitlordir.

Sorto goro G(t,7) funksiyast R kvadratinda kasilmaz
oldugundan,

C, % (7) +C,%,(7) = C1 X, () + C2 X, (7)
olar. Digor torafdon, (7) sortina asasan
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1
P, (7)

Aydmdir ki, 76 =71,€27C2 =72 jsaro etsok, sonuncu
iki munasibatindon 7172 machullarina nazaran Xatti, bircins

C X[ (7) +C2 X, (r) —¢,X[(7) — ¢, X} (7) =

olmayan
X (7)1 + %, (7)y, =0,
X (D)7 + %, (D)7, = .
Po () (8)

cabri tanliklor sistemini alariq.
Bu sistemin omsallarindan diizoldilmis determinant

(1) tenliyinin Xotti asili olmayan *1(®.X2(1) hsllorindon

diizoldilmis W(t) Vronski determinantinin t=r1 noqtasindoki
giymatina barabar oldugundan, sifirdan forglidir. Odur ki,
(8) sisteminin yegana

@)=y D
P, (T)W (7) Py (7)W (7)
halli var.

Onada € =G +7.(7) C2=C, +7,() Demoali,

G(t,7) = c X (1) +cC,Xx, (1), tele,r]

€, + (@)X O +(C, + 7, (D)X, (1), telr,p]
Torifo gora G(t,7) funksiyas1 sarhad sortlorini
odomalidir. Bu sartlora asasan ©::€2 mochullarina nozaran

{All + A, = b, X (B) +bLx (B)]y, —[by,X, (B) +b,.X, (B)]y,
Ay + Ay = by % (B) + DX (B)]yy — 021X, (B) + by X, (B)]y,
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sstemini aliriq.
Teoremin sortino goro bircins sorhod mosalasinin

yegana trivial halli var. Demoli det A= 0 Odur ki, sonuncu
sistemdon €:(9).€:(7) yegano gayda ilo toyin olunur. Bu

giymatlori yuxarida nazors alsaq, c1(7),C2(7)
mochullar1 da tayin olunar va belaliklo,

¢, (D)%, (1) +C, ()%, (1), tela,7],

C_].(T)Xl )+ C_z 7)), (1), telr, Al
funksiyast (1), (3') mosolosinin Qrin funksiyasi olur.
Teorem isbat olundu.

Teorem 2. Tutaq ki, Ct7) funksiyasi (1), (3"

mosalosinin Qrin funksiyasidir vo f(0) funksiyasi [e, A
pargasinda kasilmozdir. Onda

G(t,7) =

B
X(t) = [G(t,7) f (r)dr
@ 9)
Diisturu ilo toyin olunan x(t) funksiyasi (6) tonliyinin (3')
sortlarini 6dayan hallidir.
Bu diistur Qrin diisturu adlanir.
Isbat1. Qrin diisturu ilo toyin olunan x(t) funksiyasi
(3") sortlorini 6domasi G(t,7) funksiyasinin t arqumentino
nozaran homin sartlori 6domosindon aydindr.
Gostorok ki, x(t) funksiyast ham do (6) tonliyini
Odayir. Bunun tigiin Qrin diisturunu

X(t) = jG(t,r) f (r)dr+fG(t,r) f(r)dr

soklindo yazaq vo X' ®:X"®) tsromoalorini hesablayag:
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X(t) :G(t,t)f(t)+jGt (t,r)f(r)dr—G(t,t)f(t)+fGt(t,r)f(r)dr:fGt(t,f)f(r)dr,

a t a

t B
X"(t) =G, (t,t—O)f(t)+J.Gn(t,r)f(r)dr—Gt(t,t+O)f(t)+J‘Gn(t,r)f(r)dr =

=[G, (t,t—O)—Gt(t,t+0)]f(t)+jiGn(t,r)f(r)dr.

a

Burada Ot (L1-0 =G (t+00) | G (t1+0)=G,(t-01)

oldugunu nazars alsaq, (7) sartine asason aliriq ki,
1
Po (1)
Odur ki, Qrin disturu ilo toyin olunan x(t) funksiyasi
liglin

LIx(1)] = po (X" (1) + p (O)X'(1) + p, ()x(t) = f (1) +

X"(t) = f(t)+ TGH t,7) f (r)dz.

s
+ I[po (0G, (t.7) + p, ()G, (L, 7) + P, (OG(t, 7)]T (r)dz

miinasibatini aliriq.
Sorto goro ixtiyari te(ep) ticilin G(t,7) funksiyasi

(e.7), (7.5) intervallarinda (1) tonliyinin halli oldugundan,
buradan

LIx(D]= f (1)

eyniliyini aliriq. Belsliklo teorem isbat olundu.

Misal 2.  @+DX"+4x'—4x=1(1)  tynliyinin

X(0)—e*x() =0, x(0)=0 gyrhoq sortlorini 6doayan hallini
tapag.

Bunun {igiin oavvalca
tonliyinin xotti asili olmayan hollorini tapag. Tonliyin bir
xiisusi hallini

x=at" +bt"* +...

(2t +DX" +4tx' —4x=0 pircins
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sokilindo axtarag. Onu tonlikdo yazib t-nin eyni
doracalorinin omsallarini tutusdursaq, alariq ki, n=1, yani
tonliyin

x=at+b

soklinda holli var. Hallin bu ifadasini tonlikdo yazib.
omsallar1 tutusdurmaqgla a,b-ni toyin edirik: a=1, b=0.
Demoli %) =1 pircins tonliyin hollidir

Tapilan %) =1 hollinin kémayi ilo tonliyin tortibini

X,(t) =e

t
azaldaraq onun hallini do qura bilorik. Aydindir

- t — t X (t) = e_Zt - . . .
ki, @ =t 7 hallori Xatti asili deyillor. Ona gora
do baxilan masalonin Qrin funksiyasini

ct+ce®, 0<t<r,
G(t,r)=4 + 2

Cit+cC2 e r<t<1
soklinds axtarmaq lazimdir.
p,(t) =2t +1, W(t)=—(2t+1e™*

oldugundan aliriq ki,
Cl—C =y = ——, 62—C2=72=—i
(27 +1)° (2r +1)°
Buradan
- 1 - re”

C,+———, C2=C———
vt T (20402
Bu giymatlori Qrin funksiyasimin ifadesindo yerino

yazib sorhod sortlorini nozoro alsag, ©:i*©2 mochullarina
nazaran

- 1
C, - 7t 2 =Y
2z+1)° (2r+))
c,—2¢,=0
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sistemini aliriq. Buradan ©:i»C2 machullarmi toyin edib
imumi nazariyyadoki qayda ilo

re2t 1 ;e _q ”
2 + 2 €
(2t +1) 227 +1)
7 e r(e%-2e* -1 _,
(2r +1)° 2(2r +1)?
Qrin funksiyasini qura bilorik. Onda teoremo asasan

G(t,7) =
, T<t<1

1
X(t) = J.G(t,r) f(r)dr
0 funksiyas1 baxilan masalonin holli
olar.

§2. Diferensialin handasi vo mexaniki manasi.
Diferensialin torifi. Diferensialin 9sas xassalori

Diferensialin tarifi.
y=f(x) funksiyasi ( a, b ) intervalinda
diferensiallanandir.

Ay = T'(x)Ax + aAx)Ax

Torif. Diferensiallanan Y= funksiyasmm x
ndqtasinda ki, artiminin bas hissasine  yeni X -dan Xxatti
asili olan T'(IAX ifadasing onun x noqtasinds diferensiall
deyilir. ¥= f(x) funksiyasinin x noqtesindo diferensiali 9
vo Y2 df (x) ji, isars olunur.

df()=f'()AX 5 yaxud
dy = f’'(x)Ax
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2. Diferensialin handasi manasi.
M(x, y) noqtasi gotiirok. Bu noqtads funksiya grafikine
cokilon toxunan MT diiz xotti olsun . Absis oxu tizorindaKi,

X+ AX  pgqtesinden ordinat oxuna paralel qaldirilan diiz
xatt MT toxunanint M noqtasinda kasar.

y

E

o

0 X x+Ax x

Diizbucagli NMQ A -da

NQ

% _tg ¢, NQ=MQ-t

MO g ge

MQ = AX t5romanin hondssi menasimna gors 19¢ = f(x)
oldugundan ;

NQ = f'(x)- Ax = df (x) (1)

NQ  komiyyati, x absisi AX artimin1  aldigda MT
toxunani ordinati-

nin  aldigr artimdir. (1)  borabarliyindon  funksiya
diferensialinin

handasi monasi alinir.

f(x) funksiyasinin  x ndqtesinds  diferensiali
funksiyanin qra-

b
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fikino M(x,y) noqtasinds ¢okilmis toxunanin toxunma
ndqtasinin

absisi  AX artimi aldigda ordinatinn  aldig1 artima
borabordir

3. Diferensialin mexaniki manasi.
Tutaq ki, hor hansi cisim diiz xatt boyunca harokot edir vo

diferensiallanan  ° = s(t)

qanunudur. Aydindir ki, cisim t anindan t+ At anma qodor
olan miiddatds

AS(t) = S(t + At)—S(t)
godar yol gedar. Harokatin t aninda siiratinin V(t)= s'(t)

olmast malumdur. Demali agar harokat edon cismin biitiin
At zaman fasilosinds siirati  sabit olub t anmdaki,

funksiyasi onun harokot

v(t)="s'(t) siiratino borabor olsa idi, onda cisim homin
muddatdo

ds(t) = S'(t)- At )

godor mosafo getmis olardi . Bu , s(t) funksiyasi
diferensialinin mexaniki monasini ifada edir.

4. Diferensiallarin hesablanma diisturlari.
Hom téromo alma vo hamdo diferensiali tapma amallaring
diferensiallama omoli deyilir. Tutaq ki, diferensiallanan

u= f(x) vo V= (P(X) funksiyalar1 verilmisdir. Onlarin
diferensiali

du= f'(x)dx=u'dx, dv=¢'(x)dx=Vv"dx
soklindo oldugundan funksiyanin cominin , forginin |,
hasilinin va nisbatinin diferensialin1 hesablamagq ii¢iin
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d(u+v)=(uzv)dx=udx+Vvdx =du +dv

d(uv) = (uv) dx = (u'v + uv')dx = vdu + udv

d(gj: uv—zuv dx = vdu—zudv
v v v

diisturlarini alariq.

L d(u“)= au*du

, d(a)=a'lnadu

d(e)=e'du

du du
3. d(loazu)= %=
du
d(ln U)— T

4. d(sinu)=cosu.du
d(cosu)=—sinu du

d(tgu) = dl;
cos™ u
d(ctgu) = - .dl;
SIN~ U

d(arcsinu) = du
5 V1-u?

d(shu) = chu - du
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du
-2 d(chu)=shu-du

d(thu )——

sh®u

d(cthu )_—Sh—2

d(arc cosu)=—

d(arctg u)= L

d(arctg u)= Y

Yiiksok tartibli diferensiallar.

Tutaq ki, ¥ = f(x) diferensiallanan funksiyalardir vo X
argqumenti sarbast doyisondir. Onda funksiyanin diferensiali

dy = f'(x)dx M
olar.

Funksiya diferensialinin diferensialina homin funksiyanin
ikitortibli  vo yaxud ikinci diferensiali deyilir vo

d’y, d*f(x) Vo s. isaro olunur.
d%y=d(dy) \,ya d?F(x)=d(df(x))

d?y = d(dy)=d(f'(x)dx) = (f'(x)dx) dx = £ "(x)(dx)’
d°y = d(d2y) = d[ (e ] =[] dx = £ (x)ax)
d"y = d(d™y) = d[f "0 = [£ (e e o =

= £™(x)dx)"

Demali ;
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dy = f'(x)dx
d2y = f"(x)dx?
d3y = f"(x)dx’

Cahsmalar:
Funksiyalarin téramasini tapin.
1) f(x)= x>-5x-7
2) f(x)= (7x+3)°+7x
3) f(x)= (3x3+2x2-x+4)°
4) f(x)=cos?(3x-1)
5) f(x)=cos*2x-sin*2x
6) f(x)=logs(x% —4x + 3)
Funksiyalarin ikinci tortib toromasini tapin.
1) f(x) = 3x5+7x*+6x%+5
2) f(x) = x3+5x?
1
3) f(x)= 2X-ﬁ
4) f(x) =5+12
5) f(x) = x2Inx
Funksiyanin téromasinin verilmig ndqtada qiymatini
tapin:

1. f(x)=3x+2vx x=4

2. f(x)= x2-5x-7 x=0

3. f(x)=5-Inx+3*log; e x=1

4. f(x)=22 x=0
3x+2

5. f(x)=logz(4x + 5) X=2

Misal. Téromolori hesablayin:
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a) (sin5x)" =cos5x - (5x)" = 5c0s5x

Misal. y = x* +3x3 — x? +5x —1 funksiyasmin birinci,
ikinci, tiglincii vo dordiincii tortib téromalorini tapin:
y =4x3 +9x? —2x + 5,
y' =12x% +18x -2
y'" = 24x +18,

y(lV) = 24
Misal 1. y=(x-1)? funksiyasin1
x=t+1 vo y=t2 parametrik sokildo vermok olar.

Misal 1. f(x) = (x? + 3x + 5)? funksiyasinin tdromasini
tapin.

Halli. Verilon funksiya y=z% vo z=x%+3x+5

funksiyalarindan diizaldilmis miirokkab funksiyadir.
f(X)=yz-zx=(2%)"(x*+3x+5) =2z(2x + 3) =
= 2(x? + 3x + 5)(2x + 3)

Misal 1.f(x)=C, x€ R (C- miiayyan bir sabit ododdir)
funksiyasinin téromasini tapmali.

Halli.
f(x) = (C) = lim =10 _ i € iy 0= 0
] Ax—0 Ax Ax—0 AX  Ax—0 .
Demali, sabitin toraomasi sifra  barabardir, yani
(C)=0.
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VI FOSIL
Miiayyan inteqral

§ 1. Miiayyan inteqralin asas xassalari. Nyuton-
Leybnis diisturu. Miiayyan inteqralin handasi manasi

Miiayyan inteTaI

Tutaq ki, [a’b pargasinda kasilmoz y="1(x) funksiyasi

verilmisdir. Bu pargani A= X0 X, Xy X,y X, =D bolgii

noqtalari ilo n ixti-yari hissalara bolak, bels Ki,
X <X <X <..<X <X,
X —X =AX X —X =AX

2
’ 5 2t

isaralorini gabul edok. [Xiﬂ’xi ]pargalarlmn har birinda bir
X, <& <X

X, — X, = AX

n

& noqtasi  gotiirak (
diizoldok

o= FE)AX + F(E)AX, ..t F(E,)A%, =D (§)AX,
(1)

-nin xiisusi pargalara verilmis bolgiisuno vo

[a.b]

) Vo asagidaki comi

Bu comi [a’ b]

& araliq noqtolorinin verilmis se¢imino uygun olan

pargasinda f(x) funksiyasi tigiin inteqral comi adlandiraciq.

f(x)=0 oldugda < integral cominin handasi monasi

aydindir: o oturacaglari AX, AX,,...,AX
f(gl)’ f(§2)71f(§n) Olan

diizbucaglarin saholori comino Y
borabardir (sokil 1).

indi, [XO’Xl], [Xl’xz]’ ey

n vo hundurliklori

101 OfX=agxigxe Xn1 & Xn=b ¥

Sakil 1



Miiayyan integral

[XH’ Xﬂ] pargalart i¢arisinds on bdyiik olaninin uzunlugunu
A = max{Ax, }
I<i<n
ilo isaro edoak.
Torif. Ogor rL—0 sortindo (1) integral cominin sonlu |

limiti varsa, onda bu limit F(x) funksiyasinin [a’b]
parcasinda miioyyon inteqrali adlanir vo asagidaki kimi isaro
edilir

D ey T

f(x)dx =lim 3" f(&)Ax,
)
Bu halda F(x) funksiyasina [a’ b] pargasinda

inteqrallanan funksiya deyilir. F(x) _ inteqralalti funksiya,
a vo b ododlori uygun olaraq inteqralin asagi vo yuxari
sarhadlari, X isa integrallama doyisoni adlanir.

b

f(x)d
f(X)ZO olduqda ! (%X

inteqrali  ododi  qiymotco  oyrixatli
trapesiya adlanan fiqurun sahasina
borabar olur. Oyrixatli trapesiya (sokil

2) yuxaridan y="1(x) funksiyasinin \

y
y=Ff(x)

grafiki, asagidan OX 0XU V9 yanlardan &3 X
x=a, x=b diiz xotlori ilo hiidudlanan ,

. . Sakil 2

fiqura deyilir.

Teorem. Ogor y="1(x) funksiyasi [a’ b] pargasinda
kosilmazdirsa, onda homin pargada inteqrallanandir.
2. Miiayyan inteqralin asas xassalari

1. Miisyyan inteqral yalniz () funksiyasinin soklindon
Vo inteqralin  sorhodlorindon asili  olur, inteqrallama
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doyisonindon iso asili olmur. Ona gora do inteqrallama
dayisonini istonilon horflo isara etmok olar:

if(x)dx:f f (t)dt =...=T f(2)dz

2. Ogor yuxart vo asagi sorhadlor iist-listo diisorse, onda
inteqral sifra barabordir:

[ f(x)dx=0

3. Yuxar1 vo asagi sarhadlorin yerini doyisonds inteqral 6z
giymatini oksina doyisor

b a

[ f09dx =—[ f(x)dx

a b i

4. a, b, ¢ ododlorinin ne¢o olmalarindan asili olmayaraq
asagidaki baraborlik dogrudur

b c b

[ fF09dx = f()dx+ [ f(x)dx

5. Sabit vurugu miioyyon inteqral isarasi Xaricina ¢ixarmaq
olar, yoni A=const gldugda

b b

[ Af (x)dx = A[ f (x)dx

6. Bir ne¢o funksiyanin cobri cominin miioyyon inteqral
toplananlarin inteqrallarinin cobri comina barabardir

T[fl(x) + f (X)]dx = f f (x)dx ii f (x)dx

f(x)>0

7. Ogor [a’ b] pargasininda olarsa, onda

i f(x)dx >0

103



Miiayyan integral
8. [a’ b] pargasinda fF(x)<g(x) olarsa, onda

T f (x)dx < T g(x)dx

Q. [a' b] parcasinda toyin olunmus F(x) funksiyasi tigiin
asagidaki baraborlik dogrudur:

i f (x)dx < h f (x)dx

10. Ogor m vo M odadlori F(x) funksiyasinin [a'b]

parcasinda on bdyiik vo on kicik qiymotlori vo 8= b olarsa,
onda

m(b-a)g}f(x)dxglvl(b—a)

11. Orta giymat haqqinda teorem. Ogor F(x) funksiyasi

[a’ b] parcasinda kasilmozdirso, onda bu pargada elo S
ndqtasi tapmaq olar ki, agagidaki barabarlik dogru olsun:

[ 1000k =1(2)-(b-a)

Miiayyan va geyri-miiayyan inteqrallar arasinda alage
b

[ f(x)dx
Tutaq ki, 2 inteqralinin asagi sorhadi homisoki
kimi sabit ododdir, lakin yuxari sorhodi — b doyisir. Onda
inteqralin qiymati do doyisor, yani inteqral yuxart sarhadin
funksiyasidir.
Yuxart sorhadi X ilo isaro edok vo bunu integrallama
doyisoni ilo garisdirmamaq tigiin sonuncunu t ilo igsaro edok
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[ f @, y

a sabit oldugundan bu
inteqral yuxari sarhadin, yani
x-in funksiyasini tayin edir.

Bu funksiyani P(x) ilo isaro ol a X & X+AX X
edok sokil 3

@(x) = [ f(t)dt.
(1)

ogor F(x) monfi deyilso, P(x) funksiyas1 adadi giymotco
aAXX ayrixatli trapesiyasmin sahasino barabordir (sokil3).
Aydindir ki, homin saha x-dan asili olaraq dayisir.

Teorem. Ogoar F(x) funksiyas1 kosilmozdirso, onda yuxari
sorhadi doyioson olan miioyyan inteqralin toromasi vardir vo
inteqralalt funksiyanin yuxari sorhaddo aldigi qgiymoto
barabardir, yani

!

&'(X) =(j f(t)dt) - F(x).
2)

Isbati. x-in ixtiyari Xe [a’ b] giymotini gétiirak vo ona elo

AX#0 artimn verok ki, @ <X+AX<D  Onda miiayyan
inteqralin 4-cii xassasing asason alariq:

X+AX X X+AX X+AX

d(x+Ax)= [fO)dt=[f@)dt+ [fR)dt=d(x)+ [f(t)dt

Buradan @(x) funksiyasinin artimini tapagq:
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X+AX

D(x+AX) - D(x) = [ f(t)dt

Orta giymot haqqinda teoremi (11-Ci Xassa) totbiq etsok,
alariq

D(x+AX) — D(X) = T (E)AX

burada ¢ ododi X ilo X + Ax arasmdadir. Boraborliyin iki
torofini do Ax bolok

D(X + AX) —D(X)
~ = f(%)

ogor indi AX—>0 onda X vo T fynksivas
[a’ b] pargasinda kosilmoz oldugu tigiin f(&) - f(x) _

Onda axirinc1 barabarlikde AX =0 sortinds limite kegsak
alariq

i, P02 < 19 =1m @)= 109

voya P'(X) = T(X) Teorem isbat olundu.
a,b]

Beloliklo, miioyyon edilib ki, istonilon [ pargasinda
kosilmoz F(x) funksiyasinin bu pargada ibtidai funksiyasi
var va P(x) funksiyas1 — yuxar1 sorhadi dayison olan
miayyan intaqral — F(x) liclin ibtidai funksiyadir. F(x)

funksiyasi iiclin bagqa ibtidai funksiya @(x) -dan yalniz C
sabitino forglondiyindon biz miioyyan vo geyri-miiayyan
inteqral arasinda olan oslagoni miiayyan etmis oluruq:

[ f()dx =] f (t)dt +C.
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Miiayyan integral

§ 2. Miiayyan integralda doyisani avazetma va hisse-
hissa inteqrallama.

Teorem. Ogor F(x) funksiyast verilmis F(x) -in ibtidai
funksiyalarindan biri olarsa, onda

b

[ ft)dt = F(b) - F(a)
@ (1)
diisturu dogrudur. Bu diistura Nyuton-Leybnis diisturu
deyilir.

Isbati. Tutaq ki, F(x) funksiyasi F(x) -in har hansi bir
ibtidai funksiyasidir.

[ f(@®)at
Yuxarida isbat olunan teoremo goro 2 funksiyasi
da F(x) ticlin ibtidaidir. Verilon funksiyanin iki ibtidaisi
bir-birindon C sabiti gadar forglondiyindon asagidaki kimi
yazmagq olar

[ f(@®dt=F(x)+C.
i (2)

C sabiti diizgiin secildikda bu barabarlik istonilon x {igiin
dogrudur, yoni eynilikdir.

Ser Isaak Nyuton — ingilis fiziki, riyaziyyatcisi,
astronomu, folsofagisi vo Kimyag1 alimdir. Tarixdoki on
boyiik riyaziyatci vo alimlorden biridir. Ik dofs olaraqg
elma Yerin caziba qiivvasi anlayisini daxil etmisdir
Qotfrid  Vilhelmfon Leybnits (1  iyul 1646 — 14
noyabr 1716) — alman filosof, riyaziyyatgisi, fiziki vo
hiiqugsiinas, ikilik say sistemi layihasinin
miiollifi. Inteqral hesabinin yaradicilarindan
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Miiayyan integral
biridir.Ad1 tarixdo 100 on ¢ox Oyronilmis soxsiyyatlor
siyahisina daxil edilib.
Bu C sabitini tapmaq tiglin bu eynilikdo X =2a ggtiirak,
onda

[ f@®dt=F(a)+C

Demali,

[ f®dt=F(9) - F(a)

vo buradan C=-F(a).

Burada x = b gétiirmoaklo Nyuton-Leybnis diisturunu alariq
b

I f(t)dt=F(b)-F(a)

va yaxud integrallama doyisoni x gotiirarok

T f (x)dx = F (b) — F(a)

Ogor fargi simvolik olaraq |
F(b) - F(a) = F(x)

soklinds isars etsok, onda (1) diisturunu belo yazmaq olar
b

[ fogdx=F(x)

a

Inteqgralalt: funksiyanin ibtidai funksiyast malum oldugda
Nyuton-Leybnis diisturu miioyyon inteqrali hesablamagq ti¢iin
alverisli tisul verir.

.=F(®)-F(@-

1. Qovsiin uzunlugu.
Miistovi oyrinin gdvsiiniin {iziinligunu tapmaq tg¢iin
homin ayri xotti ya y = f(x) , ya x = f(y), va ya x = x(t),
y=y(t) parametrik soklindo yazmaq lazimdir. Onda hamin
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Miiayyan integral

govsiin diferensiali funksiyanin verilmasine uygun olaragq:

y=f(x)=>dl= /1 + (y)%dx

x=f(y) =>dl =1+ (x)%dy

x=@(t) _ . .
{y A ()2 + (y)2dt

Biitov qovsiin AB uzunlugu isouygun olaraq asagidaki
kimi hesablanir:

y=fx)=>Lzp= }B‘/1+(y')2dx= fABdl

¥B 5
x=f(y) =>L/ﬁ.=f\/1+(x')2dy=fAdl

YA
tp
x=@(t) o , ,
{y =P() =>Lzp = tf ,’(x )%+ (y)*dt

burada x4, x5 — noqtalorin  absislari,  y,,yg —
ordinatlaridir.
Ogor hamar oyrinin tonliyi polyar koordinatlarda

P =P8 tonliyi ilo verilirso (2= =F) onda govsiin

uzunlugu
[

- E———
[V -

diistiiru ilo hesablanir.

2. Firlanmadan alinan cismin hacmi.
Burada iki variant mévcuddur.
1) ©gor figur ayrixatli trapesiyanin vo ya har hansi ayrinin
OX oxu otrafinda firlanmadan alinarsa, onda cismin
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[xl’xz] pargasindan goétiiriilmis istonilon x noqtasindon
saquli istigamoatinda aparilan kasik R = f(x) radiuslu bir
dairodir. Buna goéro do, homin  kasiyin  sahosi

S(x ) —nry kimi hesablanir. Naticado firlanma cismin
hacmi:

Vox = nf Y (x)dx(x, < x,)
1)
diistura asason hesablanir.
2) Ogor firlanma cismi ayri Xottin OY oxu otrafinda
firlanmadan omoalo golorss, onda onun homin par¢adan
gotlirilmiis istonilon x noqtesindon saquli  istigamoatindo
aparilan kosik R = X radiuslu dairadir vo hamin kasiyin

2
sahasi indi artiq S(_‘}»’ )=mx kimi hesablanir.
Noticada alinan firlanma cismin biitov hacmi:

= f; 5 dy(y <)

2 p— j—
Misal 1. Verilmis y© = 2px Vo X a xatlarin

miistovi figurunun OX oxu otrafinda firlanma noticasindo
alinan foza cisminin hacmini tapin.

Holli. Firlanma naticasinds alinan cismin adi parabolik
seqmentdir. Firlanma OX oxu otrafinda aparildiqina géro (1)
diisturdan istifads edok. Burada

x; = 0,x, =a
Vox —n’f (pr)dx—anf xdx—Zpir( )‘0
2

Vox = pma
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) Z
~+Z =1(b<a)
Misal 2. Ellipsin @ b OY oxu
otrafinda firlanma noaticasinds alinan cismin hacmini tap.
Holli. Firlanma noticosinds alman cismin adi
ellipsoiddir. Firlanma OY oxuna goro aparildiqindan (2)

dusturdan istifado edok, amma avvalco X tictin ifadoni

alag.

xZ

2 2
— y _ 2 _ 2 ¥
ﬁ—l—b—z—?;x —a(l—b—z)

(2) diistura goro alinq:

b b
1 2
b2 fdy_?fy dy
b b

Nyuton-Leybnis diisturunu tatbiq etdikds aliriq:
_ 42
Voy = Sa b

y2
Vo, = ma* f[l ——|dy =ma®
b

3. Firlanmadan alinan sathin sahasi.

Ogor cismin sathi AB qovsin  OX oxu otrafinda
firlanmadan amoalo golorss, onda onun sahosinin diferensiali
oturacaqlarmin radiuslar1 uygun olaraq

r=y; R=y+Ay

Vo dogurant dl olan kasik konusun yan sathinin sahosine

borabardir.

ds = TV 20 D) i~ 2wy dl.

Naticoda sathin butov sahasi

Sip = f(ﬂ} ZHf(A) y dl.

Ogor firlanma OY oxu otradinda aparilarsa, onda alinan
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cismin vaziyyatini nazars alaraq onun sathinin sahosi:
(B) (B)

Sip = f ds = 27 f x dl
(4) (4)
diisturuna goérs hesablanar.
4. 9yrixatli trapesiyanin sahasi.
Ogor ayrixatli trapesiya bir funksiyanin grafikinin ayrisi ilo
mohdudlasdirilmigdir, onda onun sahasini

s = [, f(x)dx

Ogor oyrixatli trapesiya iki oyri xotli arasinda qalan bir
saho olarsa, onda onun sahasini

s = [Tlp(x) — f(x)]dx.

Ogor misalda asagir vo yuxart sorhadlor machul olarsa,

onlar1 miioyyan etmok (iigiin f (x) = fﬂ(x)

tonliyinin

koklorini taparaq x kimi gotiirtiiriik.

Ogor alinan saho grafiklorin kesismo ndqtalorino gora bir
ne¢o hissoya bdliinarss, onda biitdv trapesiyanin sahasini bu
komiyyatin additivlik xassosino goro parcalarin ayri-
ayriligda hesablanmis sahalorinin comi kimi gdstormok
miimkiindiir.

_ 2 _
Misal, 2V =8x —x° Ay =x+6

mohdudlasdirilmig ayrixatli trapesiyanin sahasini tapin.
Holli. 1) Ovvealco qgrafiklorin  kasisma ndqtalarini
miioyyan edok:
8x—x* x+6
4 — 3 Yz
tonliyini holl edarok aliriq:
xy;=1=a, x,p=6=>b

Y1 =
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demoali, alinan sahani [1;6] pargada axtaririq.
2) Indi iso bir basa sahani hesablayaq:

$ = {710 — y2(0)]dx

6
8x—x* x+6 1/(7 x3 6 5
Szf - dx==—|-x*-———-6x||, =5—
] 4 4 4\2 3 1 24
Polyar koordinatlarin komayi ilo ayrixatli trapesiyanin sahasi
©2
1
Szgfpquo; p=+/x2+y?
P
VI fasil :

Misallarin halling aid niimunslar:
Qeyri-miiayyan inteqrala aid misallar:

Misal 1. f(x)= [(x% + 5 ) dx geyri-miioyyan inteqralinin
ibtidai funksiyasimi tapin.

Halli:
f(x2+5)dx=§x3+5x+6
clinki;
(§x3+5x+6)’=x2+5

Misal 2. f(x)= [ x> dx geyri-miioyyan inteqralinin ibtidai
funksiyasini tapin.

Holli:

113



Miiayyan integral

(% + C), = x5 oldugu tigiin

[x®dx = xT: +C

Misal 3. Inteqralin xassasindon istifado edorok hesablayin.
[(3x2 + 2x + 2)dx

Hoalli:

[(3x2% + 2x + 2)dx = [ 3x%dx + [ 2xdx + [ 2dx =3 -
x3—3+2-xz—2+2x=x3+x2+2x+6

Misal 4. Inteqrali hesablayin.

[ xsinxdx

Holli: u=x vo dx=sinxdx=d(-cosx) gotiirak va hisss -
hisso inteqrallama diisturunu totbiq edok:

[ xsinxdx = [ xd(—cosx) = —x cosx — [(— cosx)dx =
—xcosx +sinx + C

Misal 5. Inteqrali hesablayin:
[xe *dx

Holli. u=xvadv=e>*dx =d(—e™) gotiirok va hissa-hisso
integrallama diisturunu tatbiq edok:

[ xe™dx =] xd(—¢ ) = —xe* — J(~e¥)dx = —xe* — | e *d(—x)
=—xe*—e*+C,
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Misal 6. Inteqral1 hesablayin:

x3-5x+7

f x-3

Holli. [ = 5X+7— [(x? +3x+4+—)dx—

[x2dx + f3xdx+f4dx+ 19 - fd(x 3) §+3212+

4x 4+ 19In|x — 3| + C
Miiayyan integrala aid misallar:

Misal 1. inteqralin giymatini hesablayn.
) 01 xdx

Holli: Nyuton — Leybnis diisturuna gora

1 x% 1 12 0% 1
xdx = —|g= ———==
fO 2 lo 2 2 2

Misal 2. Inteqrahn giymaotini hesablayin.
) 03 x3 dx
Holli: Nyuton — Leybnis diisturuna gora
3¢ 0* 81

3.3, _xt3_ 3% 0% 81
foxdx—4|0—4 4 a4

Misal 3. Inteqralin giymotini hesablayin.
f_zl(x2 —2x — 1dx

Holli: Nyuton — Leybnis diisturuna gora
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f2(2_2 _1)d_£_ 2 __ 2 _
S0% =2 = Ddx=(5 -7 —x) | =

(5-2-2)-

<( D’ (—1)2— (- 1))

Misal 4. Inteqralin giymatini hesablayn.
) 1e xlnx dx

2
Halli:  u=Inx vo dv:xdx:d(x?) gOtiirtib hisss - hisso

inteqrallama diisturunu tatbiq etsak,
2 2
flexlnx dx = fe lnxd (x—) = x—lnxlf —
°2 dinx =21 L dx
[ S dinx = = Inx|§ - [[ = s
x? 1 1
== Inx|{ —Z-lef = Z(e2 +1)
Misal 5. Inteqralin giymotini hesablayin.
1 dx
fO e*+1

Holli: e*=tilo ovoz edok. Onda , yeni inteqrallama
sarhadlarini tapag. t=1 va x=1 olduqgda t=e olur. Onda

1 dx _ e 1 11 eﬂ_ eﬁ_
fO ex+1_ fl t(1+t) f( t+1) 11+t

=1+ In—

ln
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Cahismalar:
inteqrali hesablayin:
1. f13 dx

2
3. J, 3xdx

2 4
5. [ x*dx

1

VX2 —4x + 4

7. [ VX% —4x +4dx

9 ) fol dx

(3x+1)*

11, [P

0 94x2

13. folx e dx

15. fozﬂx coxdx

2. [

4. [ (x* —2x — 3)dx
6. f, 2 dx

8. [’(2x — 1) %x

10. [

0 x+2

12, fz 3x% dx

1 x3+1

14. [ x2 sinx dx

16. foﬂ x sin2xdx

Verilmis xatlorlo hiidiidlanmis ayrixatli trapesiyanin sahasini
hesablayn.
1) y=-2x+x2%+2 x=1, x=3, y=0
2) y=4-x? x=-3, x=3, y=0
Verilmis xatlorlo hiidudlanmis fiqurun sahasini hesablayn.
1) y=x2+2x x=3 y=0

2) y=+x x=1 y=0
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VII FOSIL
Diferensial tanliklor

§ 1. Adi diferensial tanliklor. Dayisanlorins ayrila bilan
adi diferensial tanliklar.

Osas anlayislar, toriflar.

Torif. Ixtiyari x doyisoni, onun y=y(x) funksiyast vo bu
funksi-yanin hamin X doyisonina nozaran

' " n)
Y' (), y'(¥)s s Y (%) toromoalari daxil olan tanliys adi
diferensial tanlik deyilir.
Diferensial tonliys daxil olan an yiiksak tortibli toromanin
tortibino homin diferensial tonliyin tortibi deyilir. n-tortibli
adi diferensial tonlik imumi sokilds asagidaki kimi yazilir

FOL Y, Y, Y,....y") = o.
1)

(1) diferensial tonliyini eyniliya g¢eviran y=0¢(x)
funksiyasina hamin tanliyin halli deyilir. Bu, o demokdir ki,

y=o(x) funksiyasint va onun (p'(X),(p"(X),...,(p(n)(X)

téromalorini (1) tanliyinds yerina yazdigda homin tanlik x -0
nozaran eyniliys gevrilir.
n-tortibli diferensial tonliyin imumi holli n sayda ixtiyari
sabitin daxil oldugu elo
y=0(x,C,C,...C) @)
hallino deyilir ki, o verilmis tonliyi eyniliys ¢evirsin.
Diferensial tonliyin imumi hollino daxil olan ixtiyari
sabitlorin miioyyan qiymatlorindo alman hor bir halli
diferensial tonliyin xiisusi halli adlanir.
Verilmis diferensial tonliyi 6doyan funksiya (hall) geyri-
askar vo parametrik sokildo do verilo bilor. Bu halda hamin
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funksiyaya bozon diferensial tonliyin inteqrali deyilir.
Diferensial tonliyin hallinin grafiki inteqral ayrisi adlanir.

Dayisanlarina ayrila bilon diferensial tanliklar.

Tutaq ki, M(x) va N(y) funksiyalar1 uygun olaraq (a,b) vo
(c,d ) intervalinda kasilmozdir. Bu halda
tonliyina doyisonlorina ayrilmig diferensial tonlik deyilir.

(1) tonliyindo dx-in omsali ancaq x-don, dy-in amsali
ancaq Yy-don asilidir.

Forz edok ki, Y funksiyasi (1) tonliyinin hollidir. Onda
homin funksiya (1) tanliyini eyniliys gevirir:
M (x)dx+ N(y)dy=0.

Bu eyniliyi integralladigda
[M)dx+[N(y)dy =C 3

miinasiboti alar, burada S ixtiyari sabitdir. Buradan
aydindir ki, (3) tonliyi (1) tonliyinin biitiin hallorini toyin
edir. Buna goro do (3) miinasibotino (1) tonliyinin {imumi
inteqral1 deyilir.

Forz edok ki, M1(x), M2(x), Nl1(y), N2(y) funksiyalar
kasilmozdir. Bu halda

M, (N, (Y)d+ M, (N, (y)dy =0 "
tonliyina doyisonlaring ayrilan tonlik deyilir. Bu tonliyi hall

etmok tiglin onun har iki torafini N1(y) M2(x) = 0 hasilins
bolok:

M09 g N) gy
M) N.(Y)

Dayisonlaring ayrilmig bu tonliyin imumi inteqralt

2)
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M, (X) N,(Y) o,
J-—MQ(X) dX+I—N1(y) dy=C
(5)

olar.

(4) tonliyinin (5) timumi inteqralindan alinmayan basqa
hollori do ola bilor. Belo hollor N1(y) M2(x) = 0
borabarliyinin 6donildiyi ndqtalor igarisinds olar

(N1(y) =0, M2(x) = 0).

, 1-X
y e

Misal. x = 5, y = 1 baslangic sortini 6dayan 2+y

diferensial tonliyinin hallini tapmali.

dy 1-X

dx 2+vy

(x-1dx+(y+2)dy=0,
[(x=Dd(x-1)+[(y+2d(y+2)=C,
(x=1)'+(y+2)=C* (C2 = 2C1).

Morkazi O(1,-2) noqtesinda olan gevralor. Xiisusi halli

tapaq liglin x = 5, y = 1 baslangic sortlordan istifads edok:
G-1)'+@+2)'=C" C* =25,

Axtarilan xiisusi inteqral
(X=2)*+(y+2)*=25. ¢evrani miioyyan edir.
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§ 2. Birtartibli, bircins diferensial tanliklar. Birtartibli
xatti diferensial tanliklar
Birtartibli diferensial tanliklar.
Birtortibli diferensial tonlik timumi sokildo asagidaki kimi
yazilir

F(x,y,y)=0

Bu tonliyi axtarilan funksiyanin y’ téromasina nozaran hall
etmok miimkiin oldugda

y'=f(xy) (1)

soklindo  téromoya nozoron hoall olunmus birtortibli
diferensial tonlik alinir.

(1) tonliyinin imumi halli

y =0 (Xv C) (2)

soklindadir. Burada C ixtiyari sabitdir. Hondoasi olaraq (2)
timumi holl integral ayrilori ailasindan ibaratdir, yani C
sabitinin miixtalif giymatlorino uygun olan xatlor toplusudur.
Inteqral oyrilori belo bir xassays malikdirlor ki, onlarm har
bir M(x, y) ndqtasinds toxunanin meyl bucagi

tga. = (X, y)

sortini 6dayir.

Ogor integral oyrisinin kegdiyi M, (%, Y,) noqtasini
versok, onda bununla sonsuz inteqgral oyrilori ailosindan
miioyyon bir integral oyrisi segilir vo bu bizim diferensial
tonliyin xiisusi hallino uygundur.

Analitik olarag bu tolob X =% oldugda ¥ = Yo baslangic
adlanan sorto getirilir. ©gor (2) timumi holl molumdursa,
onda aliriq ki,

Yo =@ (Xo’ C).

Bu sortdon C sabitini miiayyan etmoak olar va naticados,
uygun xiisusi halli tapmaq olar. Kosi mosalesi bundan
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ibaratdir.

Kosi moslosi. (1) diferensial tonliyinin Yo = ® (X))

X=X

baslangic sorti 6dayan, yani arqumentin o giymatinda

verilmis y=Y, giymeatini alan y=o(x) hallini tapin.
Kosi mosoalasini hondssi olaraq bels ifado etmok olar: (1)

diferensial tonliyinin verilmis M, (X, ¥.) noqtasindan kegan
integral ayrisini tapin.

Qeyd edok ki, toromaya nazoran hall olunmus birtartibli
diferensial tonliyi homiso

M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0

©)

diferensial sokildo yazmagq olar. Dogrudan da (2) tanliyini

dy _

ax Y yydx—dy =0

kimi yazib, orada M y)=T(xy) Vo N(x,y) =1
gobul etsok (3) soklinds diferensial tonlik alinar.

Bircins diferensial tanliklar.
Torif 1. ©gar har bir k adadi tiglin

f (kx, ky) =k"f (x, y) 1)

eyniliyi dogru olarsa, onda (%) funksiyasina x vo y
doayisonlorina nazaran n daracali bircins funksiya deyilir.

Indi iso

M (X, y)dx+ N(x,y)dy=0
)

diferensial tonliyins baxag.

Torif 2. Ogor X va y dayigonlarinin diferensiallarinin M (x,
y) vo N (X, y) omsallart eyni doracali bircins funksiyalar
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olarsa, onda (2) tonliyi birtortibli bircins diferensial tonlik
adlanir.

y_,

Bu tonliyi holl etmok iigiin X , Y =Xz, dy = xdz + zdx
ovazlomasi vasitasilo onu doyisonlorina ayrilan tonliya
gatirmak lazimdir.

Indi tutaq ki, bircins diferensial tonlik asagidaki sokildo
verilmisdir

dy

—=Txy)

dx ) (3)

ogor F(xy) funksiyast x vo y dayisonlorine nozaron sifir
daracali bircins funksiya olarsa, yani

f(tx,ty)=t"f(x,y)=f(X,y)
sorti  Odonilarss, onda (3) tonliyi birtartibli bircins
diferensial tonlik olar.

Xy' = yln(l
X

Misal. j diferensial tonliyinin imumi hallini

tapmali.

dy y
Z —-vinl £
de y (xj

ylIn (l)dx —xdy =0
X

y
M (X, Y) = |n(_j
X) va NOGY) ==X pirdaracali bircins
funksiyalardir. Dogrudan da,
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M (kx, ky) = kyln (k_yj —kyln (ZJ
kX X))

N (kx, ky) = —kx

y_,

Tonliyi holl etmak ticun X

avozlomasini aparsaq, alariq
xz Inz- dx-x(xdz+zdx)=0.

, Y =Xz, dy = xdz + zdx

Buradan
xdz=z(Inz-1)dx,
x%:z(lnz—l)

dx ,

dz  _ dx

z(lnz-1) x

d(lnz-1) dx

Inz-1 X
INnz-1)=Inx+INC |nz-1=Cx

nY=cx+1
Inz=Cx+1 X Y _gonn
X

Cx+1

Noticads baxilan tonliyin imumi halli Y=X€"" olar.

Birtartibli xatti diferensial tanlik. Bernulli tanliyi.
Axtarilan funksiyaya vo onun téromasina nazaran Xotti olan
tonliyo birtartibli xotti diferensial tonlik deyilir vo asagidaki

Kimi yazilir

y'+p(x)y=T1(x) (1)
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f (X)E 0 oldugda alinan

y'+ p(x)y=0 )

tonliyina (1) tonliyino uygun xotti bircins tonlik deyilir.
f(x)=0 oldugda (1) tonliyi xotti bircins olmayan
diferensial tonlik adlanir. (1) tonliyini miixtalif tisullarla holl
etmok olar. Bu iisullardan biri sabitin variasiyasi tisuludur.
Bu iisula gora avvalco xatti bircins tonliyin timumi halli
tapilir. Alinan tonlik dayisonloring ayrilir

d
dy p(X)y =0, = _p(x)dx.
dx y

Sonuncu tanliyi integrallasaq
In|y| = —[ p(x)dx + In|C|

buradan iss (2) tonliyinin {imumi hallini alariq:
~[ pyelx

y=Ce . 3)
Indi isa Xotti bircins tonliyin (3) imumi hollindoki ixtiyari
C sabitini x-don asil1 C=C(x) funksiyasi hesab edok:
—| p(x)dx

y-in bu ifadssini (1) tonliyindo yerino yazaraq sado
cevirmalardon sonra alariq

C'(x) = f(x)el "
Buradan isa namolum C(x) funksiyasi tapilir
Cx)=[f(x el dx + C.

C(x)-in bu ifadasini (4) barabarliyinds yerins yazdigda (1)
tonliyinin timumi holli alinar:

y=¢’ p(x)dxl_[ f(x) e"%dx + CJ.
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,2X :
y———y=x+1
Misal. X' +1 diferensial tonliyi hall edin.
Owvvalca bircins olmayan
,2X :

y' — y=x"+1

X" +1 (5)
tonliyinin uygun
Y- 2x

X +1 (6)
bircins tonliyini hall edak.
dy_ 2 dy 2 oo dy_ d(c+D)
dx x+1° 'y x+1 y X" +1

Iny=In(x*+1)+InC.

Axirinci baraborlikdon verilmis bircins diferensial tonliyin
timumi hallini tapiriq: y=C(x +1). Burada C sabitini x-
don asili C=C(x) funksiyasi hesab edok, onda

y=C(X)(X" +1) 7

y-in bu ifadasini (5) tonliyinds yerins yazsaq alariq

C'(X)(X* +1) + 2xC(x) - Xz—il CX)(X +1) = X +1

Buradan © (=1 yaxud COI=X+C g nani 7)
barabarliyinds yerina yazdigda (5) tanliyinin hallini alariq

y=XX+C)(X*+1)

Bernulli tanliyi. Birtartibli xatti tonliklora gatirilo bilon bir

nov tonlikdo vardir, hansilara ki, Bernulli tonliyi deyilir.
Bernulli tonliyi iimiimi sokildo
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y'+p(x)y=q(yn, n?0;1 (®)

belo yazilir. Homin tonlik z =y 1-n  ovazlomasi ilo Xatti
tonliya gotirilir vo daha sonra alinmus birtortibli xatti tonliyi
ikinci y = u(x)v(x) avavzlomasi ila hall edirik.

§ 3. Yiiksok tortibli diferensial tonliklor. Ikitartibli
diferensial tanliklarin halli

Tam diferensialli tanliklar. inteqrallatici vuruq.

Tutaq ki,

p(y)dx + Q(x,y)dy =0 1)

diferensial tonliyin sol torofi hor hansi u(x)y)
funksiyasiin tam diferensialidir. Onda bu diferensial tonlik
tam diferensialli adlanir.

Tam diferensialliq. Torifo asason

poxy)dx + Qy)dy = du(xy) = 5 dx + T dy
(2)
buradan.
_du _du
p(X,y) - a ) Q(X,y)_ d_y

Birinci barabarlikdon y-o, ikincidon Xx-a nazaron xiisusi
toromo alag.

dp _ d’u  dQ _ d*u

dy dxdy' dx dxdy

Svars teoremina goro

d’u _ d’u

dxdy B dxdy

Odur ki,

dy dx
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borabarliyi (1) tonliyinin tam diferensialliq sorti adlanir.
Bu baraborlik 6doanildikds axtarilan u(x) funksiyasini tapmaq
olur. Onda (1) diferensial tonliyi du(x,y) = 0, bunun halli isa
u(x,y) = colar.

Misal 1.

(3x2 + 6xy2)dx + (6x2y + 4y3)dy = 0

p=3x2+06xy2, Q=06x2y+4y3

dp _ aQ _
o 12xy , - 12xy

Tam diferensialliq sorti 6dondi. Odur Ki,
du

- 3x2 + 6xy2, har torafi dx vurub integrallayaq:
fZ—de = [(3x2 + 6xy2)dx
u(x,y) = x3 + 3x2y2 + o(y)
(9(y) halalik malum olmayan funksiyadir).
Hor tarafdon y-a nazaran téromo alag.
d
d
6x2y + 4y3 = 6x2y + ¢'(y)
¢'(y) =4y3, o(y) = y4
u(x,y) = x3 + 3x2y2 + y4
aliir va verilmii tanliyin iimumi inteqrali.
X3+ 3x2y2+yd=c
Tutaq ki, (1) tonliyi tam diferensialli deyil. Yoni 93) sorti
odonilmir. Bozi hallarda elo p(x,y) funksiyasi tapmaq olur
ki, (1) tonliyina vurmagla tonlik tam diferensialli olur. Yoni

au _ ' au_ 5
& 6x2y + ¢'(y), " Q oldugundan

d _d
e (up) = T Q)

Vaya
QU _ plt_ (42 _ d2)
dx dy \dy dx/™’
buradan
dinu dinu dp aq
Qi -pk= 228 @)

dx p dy dy dx’
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Gorilindiiyti kimi xiisusi toramali diferensial tonlik alindi.
Odur ki, xiisusi hallarda baxaq, hans1 ki, inteqrallayici
vurugu nishaton asan tapmag olur

1) p = u(x) onda d—“ =0 va (4) tonliyi

dl 22

ainp _ dy dx

=D () 5)
soklina diisiir. Inteqrallayib, naticado

Inp(x) = [ h(x)dx, p(x)= el M 6)
tapiriq.

Misal 2.

(2x2y + 2y + 5)dx + (2x3+ 2x)dx
(5) diisturunu tadbiq edok.

1/d dQ
5(%— dx) — - (2x2+2-6x2-2) = h(X)

_ _ 2x
h(x) =- 2x3+2x X241’ demgk
In pX) = [hG)dx = — [— 2+1 = —In(x?+1) =
In(x*+ 1) -1
M( ) _1+ x2 "
tonliyi p(x)-o vuraq
2x%y+2y+5 2x342x ,
x2+1 * x2+1 dy =0
du 2x3+2x
== = > = 2X
dy X“+1
Z—zdy =2xdy, u(x,y) = [ 2xdy = 2xy + ¢(x)
du _ , _ 2x%y+2y+5 _
Buradan, ooy =T -2y =
5
x2+1 )
! - w —_— ) 5
(p (x) - x24+1 2 x241

o) = [

dx = Sarctgx.
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Belaliklo, u(x,y) = 2xy + Sarctgx alinir.
Tonliyin imumi inteqrali 2xy + Sarctgx = ¢ ; x=0
2) u = u(x) olduqda, yani

%(ﬂ dp) My) oldugda (4) tonliyindan

dx dy
=My u=el A (7)
MlsaIB

(2xy2 — 3y3)dx + (7-3xy3)dx

1(dQ dp\ _ —3y%-4xy+9y? _ 2 _ .
»\dx  av) ~ s - T = MY
p \ax dy 2xy<—3y y

— o/ 2(ay — 2[5 _ — lny2_ —2_1
p=e ze "y =e2lny=e =y "

2x2

-3y3 7-3yx? A
——dx + 2 dy =0;

7 —
(2x — 3y)dx + (ﬁ — 3y)dy =0
d d
d—z:2x—3y, d—dez (2x — 3y)dx
u(x.y) = [ (2x = 3y)dx = x* — 3xy — @(x)

u 7 7
— = -3x+¢'(y) = —— 3x, '(y) = =
& x+¢'(y) 7z 3 @'(y) 2

7 7 oy 7
p(y) = fy—;dy = -3 u(x,y) = x2 —3xy ”
X2 =3xy — S=¢

Verilmis tonliyin imumi inteqralidir.

Toanliyin tartibinin azadilmasi hallari.

Sorbast doyisoning, axtarilan funksiyaya onun birinci vo
ikinci tartib téramasina nazaran tanliys ikitortibli diferensial
tonlik deyilir. Bu tonliyi @imumi sokildo asagidaki kimi
yazmagq olar

F(X’ y’ y" y”) = O (1)

130



Diferensial tanliklor

Ikitortibli  diferensial  tonliyi  eyniliys ¢eviron X

C BaC

mochulundan va iki sorbost ixtiyari 2 sabitlorindon

asili olan ¥ = ¢(x.C,,C,) funksiyasina bu tonliyin imumi
halli deyilir.
(1) tonliyinin tmumi hoallindon C; vo C2 ixtiyari
_ 0 _ 0
sabitlorinin verilmis C=0C,C=G
i 0 A0
Y =0(%C,C;) hallino (1) tonliyinin xiisusi halli deyilir.

Ogor F(xy,y,y")=0 tonliyi yiiksok toromoyo
nazaran hall edilondirsa, onda bu tonliyi

y'=1(xy.y) @)

soklinda gostarmoak olar.

Sado integrallanan ikitortibli diferensial tonliklora elo
tonliklor aiddir ki, (2) borabarliyinin sag torafindo duran
funksiya yalniz ii¢ arqumentin birindon asil1 olsun.

I nov. Tutaq ki,

y'=f(x) ©)
Bu tonliyi inteqrallasaq alariq

y =] f(x)dx+C..

Yenidon integrallasaq noaticods alariq

y = [dx[ f(x)dx+Cx+C,,

burada : B C. _ ixtiyari sabitlordir vo geyri-miiayysn
integrallar uygun funksiyalarin ibtidai funksiyalaridir.
II nov. Tutaq ki,

giymatlarinds alinan

y" = f(y). ()
Burada
y' = p(y)

gotilirsok ( p-yo y-don asili funksiya kimi baxsaq) alariq
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»_dy’ _dp dy _p dp
dx dy dx = dy
Naticados, (4) tonliyi asagidaki sokilo diisor

dp

2o f
p dy (Y)
Dayisonlari ayirsaq:
pdp = f(y)dy

Sonuncu tanliyi inteqrallasaq alariq:

p*_ C

5 = [ f(y)dy+ >

Vo ya

p=+/2[ f(y)dy+C,.

_dy
dX oldugundan avvalki tonliyi belo yazmag olar:

L=z 2] f(y)dy+C.

Buradan bir daha doyisonlori ayiraraq vo integrallayaraq
sonda alar1q

I\/Zf(y)dy+C HX+C).

III n6v. Tutaq ki,
y" = f(y’). (5)
Burada ¥ = P(X) gotiirok. Onda
" dp
y'=—"
dx
olar va (5) tonliyi asagidaki sokilo diisor
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dp

el

ix (p) |

Dayisonlari ayiraraq inteqrallasaq:
i — d—p =X+ C1
f(p) vo  T(p)

_d

Bu tonlikdan dx komiyyatini miioyyan edoarak ikinci
dofs integrallama yolu ils y-ki do tapmag olar.

Tortibin azaldilmas1 hallar1. Ikitortibli

y'=1(xy.y) o)

diferensial tonliyinin birtortibli diferensial tanliyins
gotirildiyi asagidaki iki hala baxagq.

| hal. Tutaq ki, (1) diferensial tonliyinin sag torafindo X
doyisoni askar sokilda daxil deyildir, yani tonlik

y'=f(y.y) )

soklindadir.

Burada

»_Op_dp dy_  dp
y'=py) s dx dy dx ~dy
gotiirorok
dp
p——="f(y.p)
dy
birtortibli diferensial tonliyi alariq. Burada sorbast doyison
kimi y ¢ixis edir.
Il hal. Tutaq ki, (1) diferensial tonliyinin sag torafinds y
doyisoni agkar sokilds daxil deyildir, yani tonlik

y'=f(xy) A3)
soklindadir. Burada
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/4 dp
’ y =—
y'=p(X) dx
gotiirorok machul p funksiyasmin daxil oldugu birtartibli
diferensial tonlik alariq

dp

— = f(x, p).

ix (x, p)

Qeyd edok ki, yuxarida baxilan II va III novlari (§ 6) (2)
Vo (3) tonliklorinin xiisusi hallaridir.

Misal 1.

12

v

y @)
tonliyini hall edin.

y” —

Birinci hala goro y =
(4) tonliyi
dp_p°
dy 'y
soklina diisar.

Buradan:

1) p=0, yani y=C;
dp_p  dp_dy

N Y ymi P Y y INp=hy+inC,

Potensiallasaq alariq

P

dy
= — = C
p dx Y
Va naticado,

134



Diferensial tanliklor

gx:Cldx.
y

Inteqralladiqdan sonra alariq
Iny=Cx+InC,

va demali,
y=Ce~,
burada : B4 C.
Misal 2.

— ixtiyari sabitlordir.

1

y A '—1 )
x=1 olduqgda 2 v ¥ = baslangic sortlori 6doyan
Xy” — 2X _ yl (5)
tonliyinin hallini tapin.
»_dp
' y =—

(5) tonliyinds Y = P vo dX gétiirok. Onda

dp
X— =2X— D,
dx P

yaxud

dp_, P

dx X (6)

P,
Alman tonlik bircins tonlik oldugundan X
avozlomasi gabul edok, naticads

dp du
Pp=XUu BT — =X—+U.
dx dx

(6) tonliyindo yerins yazsaq alariq

135



Diferensial tanliklor

xd—u+u:2—u
dx :
buradan
du 2-2u du _ 2dx
dx X voya U-1 X

Inteqrallasaq alariq

In(u—-1) =-2Inx+InC,

V2 naticado,

u_1:% £:1+% p:x+g
X" yoni X X" vo X,

C

¢+ ixtiyari sabitini miioyyon etmok {igiin verilmis
baslangic sortlori (x=1 oldugda P =Y :1) nazoro alag:
1=1+C1, yoni Ci= 0 vo beloliklo,

d
ey
dx
Buradan aliriq dy = xax Vo
XZ
y=[xdx="—+C,
2 ()
C2 sabitini baslangic sortlordon tapiriq. (7) diisturunda
1 1 1
y=5 55t C. =0
x=1 va 2 gotiirsok alariq 2 2 , yoni e T

XZ
Naticada, axtarilan xiisusi holl 2 olar.
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3. Hasil va gismatin diferensialim daxilino alan
tanliklar.

Indi iso funksiyalarin hasilini vo ya gismetini daxiline
alan iki nov tonliya baxag, hamin tonliklar agsagidaki sokilda
yazila bilor:

d(xy) =x dy +y dx; 1)
) =2 @
d(i) _y dxy—zx dy. (3)

Bu nov tanliklori
Xy = u, y:% Vo ya %zu,y:ux

ovavzlomalorin  komayi ilo asanligla hall etmok
miimkiindiir. Hamin avazlomalorin tadbigins aid bir misala
baxaq:

Misal 1. (1) halina aid

x2dy + xydx = dx

tonliyi hall edin.

Ortaq vurug kimi x machulunu métarize xaricino ¢ixaraq:

X(xdy + ydx)=dx .
Tanliyin har iki torofini i ifadasine vuraq:

d(xy) = %dx avazloma

du = %dx. y-X=1u |
Sonuncu tonliyi bircins tonlik kimi hall edok:
[du= fidx.

u=Inx=>yx=Inx+InC=In(Cx)
Burdan aliriq ki, tonliyin imumi halli
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_ In(Cx)

X
Misal 2. (2) halina aid
y2xdy — y3dx = x2dy
tonliyi hall edin.
Ortaq vurug kimi y2 moachulunu moétarizo Xxaricino
¢ixaraq:
y2 (xdy ydx) x2dy

o 37dy avazloma
Y\ _ y _
d(—) = y-2dy -=u
1
jdu = fﬁdy
u=—-+C=2=c-2
y x y _
Burdan aliriq ki, tonliyin iimumi halli
y2 =x(Cy - 1).

V11 faslo aid masalalor:

Misallarin halling aid niimunalar:

Misal 1. (1 + y)dx — (1 — x)dy=0

. dy _ dy dx . -
Hoalli . 1—+y_1 —; I1+y—1 + InC; In(1+y)=In(1-

x)+InC; y=C(1-x) -1;

Misal 2.(1-x)dy-ydx=0 tonliyinin x=2 oldugda y=1
baslangic sorini 6doyan hallini tapin:

Hoalli.
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dy dx _ ax _1\—= .
S0 ,I I —=InC ; Iny+In(x 1)—InC,

Iny—InC—, y—— 1- ; C=1; y=—

1

Misal 3.y '+ 2y + 5y =0; y=e*;
Holli. y =(e®) =k e; y = (ke®) = k?e* ;
y'+ 2y +5y =k2e+ 2k e +5e=0;
e¥(k? +2 k +5)=0; k*+ 2k +5=0;
D=4 - 20 =-16; k1 = -1+2i; ko= -1-2i:
D< 0; y=eX(Cicos2x + Czsin2x) ;

. dy
.o tr-y=3X
Misal 4 ol 3X;
dy du dv du

T y=uv: = =V—+ —+ —+
Holli: y=uv; oV tug vyt ~uv = 3X;
du dv 1
—+u(—+-=-Vv)=
Vo u(dX Xv) 3X;
dv 1 d d
~+-v=0; Z=-=F Inv=-1Inx
dx X \
1 1du
==; ——=3x; du=3x?dx;
x  x dx
fdu = [3x?dx +C; u=x%+C:

=—uv= 3+ l: 2+E
y=uv=(x C)x X+ =

Misal 5. y' +y -2y=0; y=¢eX;

y’ (ekX)'_kekx; y”_(kekX)'_kZ kx.
y+y-2y=k?e*+ ke 2> =0; ekx(k2+k 2)=0;
k?+k—-2=0; D=1+8=9; ki=1; k» =-2;

D»>0; y=Cie*+Coe?;
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V11 fasle aid ¢alismalar
Toanliklari hall edin:

1. (1+y)dx—(1-x)dy=0

2. ydy+ % =0

3. (xy-x)dx+(xy+x-y-1)dy=0;
4, (x? —yxz)% +y2+xy?=0

5. xy2dy = (x®+y%)dx

6. (x+y)dx +xdy=0

dy 2y _ 3
— == (x+
£ dx x+1 (X l)

oo

eXdx +ydy =0

©

xydx + (1+x?)dy =0

10. (x+y)dx - (y-x)dy =0

Yiiksak tartibli diferensial tanliklari hall edin.
1. y+2y+10y=0; y=¢ek

2. Y7y +12y=0; y=¢ek

3. y+8y+25y=0; y=¢ek
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IZAHLI LUGOT

Riyaziyyat - hoqigi alomin foza formalarmi vo
komiyyatlor arasindaki miinasibatlori 6yranon bir elmdir.
Riyaziyyat sozii orobcadon torciimado oldo edilon biliklor
heyati demokdir.

Ali riyaziyyat - ali tohsil miisssisalorinda Gyradilon
analitik hondaso,diferensial hesabi, inteqral hesabi, xatti cabr
Vo diger riyaziyyat bélmalarini toplusudur.

Absis - latin dilindon torciimods “kosilmis, ayrilmis”
Monalarini verir.Koordinat sistemini toskil edon vertikal diiz
Xattdir.

Adi Kosr - orob soziidiir. Vahidin bir neg¢a hissoya
boliinmasina deyilir.

Aksiom - miioyyan elmi nozariyys c¢orgivasindos isbat
edilmayan, lakin asas gobul edilon toklifdir. Aksiom yunanca
“dayarli” demokdir.

Algoritm - verilmis mosalonin halli ii¢in mioyyan
ardicilligla yerino yetirilocok omollor sirasinin  dogiq
yazilisidir. Bu termin 1x aSrdo yasamig 6zbak riyaziyyatcisi
Ol-Xarazminin adindan irali golir.

Argument - iki doyison arasinda funksional asililiq olarsa,
onda ixtiyari giymotlor ala bilon doyisons deyilir. Bu termini
1844-cii ilds riyaziyyata O.L.Kosi daxil etmisdir.

Arkkosinus - kosinus funksiyasina nozoron tors
funksiyadir.

Arkkotangens - kotangens funksiyasina noazoron tors
funksiyadir.

Arksinus - sinus funksiyasina nazaran tors funksiyadir.

Arktangens - tangens funksiyasina nozoron tors
funksiyadir.

Baglangiclar - Evklidin riyaziyyat tarixindo xiisusi yer
tutan 13 kitabina deyilir.
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Bezu teoremi - ixtiyari f(x) coxhadlisinin (x-a) Xatti
ikihadlisina boliinmasindon alinan galiq hagqinda teoremdir.

Boraborlik - (=) isarasi ilo birlosdirilmis iki adadi vo ya
horfi ifadodir.

Borabor fiqurlar - bir-birinin {izorina goyuldugda
tamamilo {ist-iisto diison fiqurlardir.

Borabarsizlik - boyiikk (>) vo ya kigik (<) isarasi ilo
baglanan iki odadi vo ya horfi ifadadir.

Borabarsizliyin hoalli - doyisonin barabarsizliyi dogru
edon giymatidir. Binom - ikihadli demakdir.

Birgiymotli funksiya - Xx-in x c¢oxlugundaki hor bir
giymatina y-in ancaq bir giymati uygun qoyulduqgda, y=f(x)
funksiyasina x c¢oxlugunda toyin olunmus birqiymatli
funksiya deyilir.

Birhadli - yalniz vurma vo qlivvato yiiksaltma omollori
daxil olan cabri ifadalordir.

Birdoracali birmachullu tanlik:  ax+b=0 soklindo olan
tonliklordir.

Birdaracali ikimachullu tonlik: ax-+by=0 soklindo olan
tonliklordir.

Bo6lmo - bir odadi 0 biri odaddoki tokliklor godar borabor
hissalora ayirmaq vo ya bir odadi 0 biri ododdoki tokliklor
godor tokliyi olan qruplara ayirmaq amalidir.

Boliinma alamati - bélma amalini aparmadan bir natural
adadin ikinci bir natural adads béliiniib-bolinmadiyini ifads
edon qaydadir.

Bolinen vo bdlon - bir odad o0 birino qaligsiz
bolinarsa,birinci adad ikincinin bolunani, ikinci adad iso
birincinin boélanidir.

Cobr - hondoasadon farqli riyaziyyatdir. O, tonliklori va
funksiyalart Gyronir. Coabr fonninin osasin1 9l-Xarozmi
qoymusdur.
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Cobri odadlor - tam omsalli cabri tonliklorin kokii olan
hagiqi vo ya kompleks adadlara deyilir.

Cobri ifads - rasional cabri ifadslorin bagqa adidir.

Cobri funksiya - cabri tonliyi 6doyan funksiyadir.

Cevro - miistovi tizorinds verilmis ndqtodon verilmis
mosafodos olan vo homin miistavido yerlogon biitiin ndqtalor
coxlugudur.

Coxqgiymatli funksiya - x arqumentinin har bir giymaoti
ilo y funksiyasina iki vo daha ¢ox qiymoti uygun olan
funksiyadir.

Coxhadli - toplama va ¢ixma isaralori ila bir-birina bagh
olan bir ne¢s birhadlidon alinan ifadadir.

Dairovi funksiya - sinus vo kosinus funksiyalarina
deyilir.

Deduksiya - timumi ganunlart bilib,bu qanunlar1 xiisusi
hallara totbigetmo tsuludur. Latin s6zii olub “gixarma”
demakdir.

Determinant -  elementlori  olan  kvadratsokilli
cadvadir.Latin soziidiir vo monasi “tayinedici” demakdir.

Direktris - latin s6zii olub vo yonaldici xatt demokdir.

Diskriminant - kvadrat tonliyin koklorinin xarakterini
miioyyoan edon ifadadir.

Diferensial - x noqtosindo y=f(x) funksiyasinin f'(x)
toromosi oldugda,f'(x) toromasi ilo x artimi hasilidir.

Diferensial tonlik - sorbost doyison X, axtarilan f(x)
funksiyas1 vo onun f fl . f® toromolori arasinda verilmis
miinasibato deyilir.

Diferensiallanan funksiya - x=a ndqtasinds téromasi olan
funksiya homin noqtads diferensiallanandir.

Diizbucaqli koordinat sistemi - garsiliqli perpendikulyar
olan iki diiz xattin amals gatirdiyi sistemdir.
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Diiz miitonasib asililig - k sifra barabar olmayan adod
olduqgda, iki x vo y kamiyyati arasinda y=kx diisturu ils ifado
olunan asililiqdir.

Diistur - har hansi bir toklifi ifado edon riyazi isaralor
kombinasiyasidir.

Evrika - Arximed 6z adi ilo adlandirilan “Arximed
qanununu”  kosf edorkon islotmisdir.Yunan dilindon
torciimads “tapdim” demokdir.

Eyni borabor ifadslor - biitiin uygun qiymotlori barabar
olan ifadslordir.

Eynigiiclii - ekvivalent demakdir.

Eynilik - horflorinin biitiin miimkiin qiymatlorinds dogru
olan barabarlikdir.

Elementar riyaziyyat - xvu asro godor togokkiil tapmus
riyaziyyatdir.

Ellips - miistovinin fokuslar adlanan verilmis iki
noqtasindan masafalarinin comi sabit kamiyyat olan noqtalor
coxlugudur.

Odalot bildiron adadlor - pifaqorgular adadin kvadratini
odalatin simvolu adlandirirlar.

Odad - ragomlarin kdmoayi ilo ifads olunan isaralardir.

Odod oxu - iizorindo hor bir odadin uygun noqte ilo
gostorildiyi diiz xattdir.

Ododi ifade - ododlorin amol isaralori  vasitesilo
birlogdirilmasinden alinan yazilisdir.

Odadi orta - bir ne¢o adadin comini toplananlarin sayina
boldiikds alinan gismotdir.

Oyrixatli integral - monfi olmayan vo [a,b] parcasinda
kosilmoyon f(x)  funksiyasinin oyrixatli inteqrali, OX
oxunun [a,b] pargasi, @ Vo b ndqtalorindon OX oxuna
cokilmis  perpendikulyarlarla ~ mohdudlanmis  fiqurun
sahasinin giymaotino deyilir.
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Oyrixatli trapesiya - yuxaridaki sortlorlo qurulan
fiqurdur.

Oks teorem - tars teorem demokdir.

Oks toklif - bir toklifin hom sorti hom do naticasi
inkaredici soklo salindigda alinan toklif avvalkino gora oks
toklifdir.

Oks tors toklif - oks toklifdo sort vo noticonin yerini
doyisdikds alinan toklifdir.

Oks coxhadlilor - eyni miitloq qiymatli,lakin oks isarali
hadlardan ibarat olan iki goxhadlidir.

Omollor - hesabda dyronilon dord amaldir.

Omollor sirast - bir nego omoalin ardicil olaraq yerino
yetirimasi qaydasidir.

Omsal - horfi vuruglarin qarsisinda duran ododi
vurugdur.

Orab rogomlori - hazirda istfado etdiyimiz ragomloro
deyilir.

Orab sistemi - onluq némraloma sistemidir.

Osas elementar funksiyalar - ustlii, qiivvet, logarifmik,

triqgonometrik vo tors triqgonometrik funksiyalara deyilir.
Funksiya - asililiq demokdir.
Hesab - adadlar va onlar {izarinds aparilan amallor hagqinda
elmdir.Hesab adi yunan sozii olan aritmosdan gotiiriilmiisdiir
Vo monast odod demokdir. Buna goro hesab elmini
Arifmetika da adlandirirlar.

Hesab omollori - toplama,¢ixma,vurma va bo6lmo
omoalloridir.

Hesabi kok - monfi olmayan odadin monfi olmayan
kvadrat kokiidiir.

Hoqiqi ododlor - biitiin rasional vo irrasional adadlora
deyilir.
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Hiperbola - miistovinin fokuslar adlanan verilmis iki
noqtasindon mosafalari forqgi sabit komiyyat olan nogtalor
coxlugudur.

Xoyali vahid - kvadrati moanfi biro barabor olan adoddir
vo i horfi ilo isara olunur. i odadini riyaziyyata Eyler daxil
etmisdir.

Xayali odad - bi soklinds olan adadlora deyilir. Xoyali
odad terminini riyaziyyata Dekart daxil etmisdir.

Xayali ox - iizorindo sirf xoyali ododlorin yerlosdiyi
ordinat oxudur.

Xotti asililiq - K vo b sifra barabar olmayan odadlor
oldugda y=kx+b disturu ilo ifado olunan iki X vo y
komiyyatlori arasindaki asililigdir.

Xotti tanlik - ax=b soklinds olan tonliklora deyilir.

Xotti funksiya - y=ax+b soklinds olan funksiyadir.

Ibtidai funksiya - verilmis araligdan biitiin x-lar iigiin
F'(x)=f(x)  miinasibati 6donilirso,onda deyirlor ki, F
funksiyasi f funksiyasinin ibtidai funksiyasidir.

Indeks - riyazi ifadoys daxil olan horfin sag torofindos
yazilan ragom Vo ya harfs deyilir.

Inteqral - latinca “summa” sdziiniin bas harfindon
gotirilmiisdiir.Bu isaroni riyaziyyata Leybnisin tolobasi
fvan Bernulli daxil etmisdir.

Inteqrallama - verilmis funksiyanin biitiin ibtidai
funksiyalarini tapmaq demokdir.

Ishat - hor hansi xassonin dogrulugunu miioyyan edon
miithakimadir.

Kvadrat kok - ikinci qlivvetdon koko deyilir.

Kvadrat tonlik - ikidaracali cabri tonlikdir.

Kvadrat tighadli - bir doyisoni olan ikidaracali
coxhadlidir.
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Kamiyyat - zaman, temperatur,uzunlug vo s. vahidlara
deyilir. Komiyyat orob soziidir vo dilimizo tarclimosi
“miqdar,say” demakdir.

Kasilmoz  funksiya - x noqtasi Xo noqtasine
yaxinlagdiginda funksiyanin f(x) qiymati onun f(Xo)
giymotino yaxinlasarsa,onda deyirlor ki,f funksiyast Xo
noqtasinds kasilmoz funksiyadir.

Komponent - bir seyin torkib hissasi demokdir.

Kongruent - barabor soziiniin ekvivalentidir.

Konstant - sabit komiyyat demakdir vo const soklinda
yazilir.

Qapal1 ¢oxluq - biitiin limit noqtalori 6ziina daxil olan
coxluqdur.

Qarisiq odad - torkibinds ham tam vo ham do kasr olan
adoddir.

Qauss metodu - Xxotti tonliklor sisteminin {igbucaq
sistemina gatirilmakls yerina yetirilon hall qaydasidir.

Qeyri-miiayyanlik - sonsuzluq isaralori ilo yazilan
ifadalor geyri-miioyyanlik olarag gobul olunmusdur.

Qeyri-miiayyon integral - F(x) funksiyasi f(x) li¢iin
ibtidai funksiya oldugda,deyirlar ki,F(x)+c ifadasi f(x)
funksiyasinin qeyri-miioyyon inteqralidir.

Qiz1l bolgii - ab pargasinin elo iki ae vo eb kimi hissoloro
boliinmasina deyilir ki,ae hissasi ab va eb arasinda orta
miitanasib olsun.

Qurma masalasi - verilmis bozi elementlorine gora bu vo
ya basqa bir fiqurun qurulmasini tolob edon mosalalordir.

Qiivvat - 8 soklinds yazilan ifadslora deyilir,

Qiivvat funksiyasinin téromasi — X" funksiyasinin
toramasi nx™* ifadasine barabardir.

Qiivvata yiiksaltma - bir nega barabar vurugun hasilini
tapmaqg omolidir.
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Logarifm - b adadini almaq ti¢iin a adadini yiiksaltmok
lazim olan qilivvat listii b adadinin a asasina gora
logarifmidir.

Logarifmik funksiya - tarkibina logarifmik ifads daxil
olan cabri funksiyadir.

Logarifmik tonlik - moachulu logarifm isarasi altinda olan
tonliklara deyilir.

Logarifmlomo - ifadodan onun logarifmins kegmokdir.
Lemma - miistagil oshamiyyati olmayan vo yalniz basqa bir
teoremi isbat etmok {i¢iin lazim olan toklifdir.

Maksimum va minimum - funksiyanin maksimum va
minimum noqtaloridir.

Metodika - latinca “yol,lisul” monalarin1 veran metod
sOzilindon gotlriilmiisdiir.

Minimum - on ki¢ik miqdar monasindadir.

Minus - ¢ixma isarasinin digar adidir.

Misal - arab s6zii olub,monas1 niimuna demaokdir.

Misqal - ¢oki vahididir.

Misl - vurma demakdir.

Modul - miitlag giymat demakdir.

Monoton funksiya - artmayan va azalmayan funksiyadir.

Motorizo - amollori hansi ardicilligla yerino yetirmok
lazim oldugunu gostoron sorti isaralordir.

Miixtasar vurma eyniliklori - hesablamani asanlasdirmaq
tictin isladilon ifadalordir.

Miitonasib - arob soziidiir,monas1 aralarinda nisbat olan
moanasinda isladilir.

Miitlaq giymat - monfi adadin oksi olan miisbat adaddir.

Miitloq Xota - dlgiilon kemiyyatin dogiq giymati ilo onun
togribi giymoti arasindaki forqdir.

Natamam kvadrat tonlik — ax?+bx+c=0 ¢evrilmomis tam
kvadrat tonliyinds b vo ¢ komiyyatlorindon biri vo ya ikisi
sifra barabor olduqgda alinan tonliklora deyilir.
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Neper logarifmi - asasi e olan logarifmlara deyilir.

Neper cubuglart - ¢oxragamli odadlorin  vurulmasini
asanlagdiran tisuldur.

Nisbot - iki ododdon birinin o birinin hansi hissasi
oldugunu gostaran odaddir.

Nyiiton binomu - n tam vo miisbat odad olduqgda (a+b)"
ifadoasini ¢oxhadli soklinda gostoran diisturdur.

Nomralomo - odadlori adlandirmaq vo yazmaq {igiin
lazim olan gaydalar sistemidir.

Onlug kasr - moxraci 10 odadinin qiivvatlorindan ibarat
olan adi kasrdir.

Onluq isaro - ododin vergiildon sag torofdo olan biitiin
ragamloridir.

Onluq logarifm - asas1 10 olan logarifmdir.

Onluq say sistemi - asas1 10 olan movqeli say sistemidir.

Ordinat - koordinat sisteminda y oxuna verilon addr.

Orta komiyyat - komiyyatlorin an boyiiyii vo on kigiyi
arasinda qalan kamiyyatdir.

Oxsar hadlar - bir-birindsn yalniz omsallari ils farglonan
birhadlilordir.

Palindromik odod - rogomlorini torsino  diizdiikdo
dayismayan oadadlara deyilir.

Parabola - miistovinin fokus adlanan f noqtosindon vo
direktris adlanan d diiz xottindon eyni uzaqligda olan
noqtalor coxlugudur.

Pifagor ododlori — a’+b?=c? boraborliyini ddoyan hor
hansi {i¢ natural adads deyilir.

Pifagor teoremi - diizbucaql iigbucaqgda hipotenuzun
kvadrati katetlorin kvadratlart comina barabardir.

Plyus - latinca monasi ¢ox demokdir vo toplama
isarasinin diger adidur.

Pozision - latinca pozisi soziindon gotiriilmisdir vo
monas1 mévqe demokdir.
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Rasional oadad - miisbat vo manfi odadlor sifirla birlikda
rasional adodlar adlanir.

Rasional cabri ifadalar - toplama,¢ixma,vurma,bdlma vo
qiivvata yiiksaltmo amallari vasitasilo ragamlar va harflorls
isara edilmis odadlordon diizaldirmis cabri ifadslordir.

Rasional funksiya - qiivvat funksiyalarindan diizoldilmis
funksiyadir.

Ragom - odoadlori yazida gostormak tigiin islodilon sorti
isaradir.

Riyazi induksiya metodu - miioyyan bir iimumi naticoya
galmak Ttigiin aparilan miithakimo tsuludur.induksiya latin
soziidiir vo yonaltmak monasinda isladirlir.Bu metodu ilk
dofa islodon B.Paskal olmusdur.

Riyazi toklif - bitmis bir riyazi fikri ifado edon s6z
grupudur. Roma ragomlari - I-bir, V-bes, X-on, L-alli, C-
yiiz, D-bes yiliz vo M-min rogomlarinin kdmoakliyi ilo qurulan
say sistemidir.

Sinus - trigonometrik funksiyadir.

Sifir - hindlilor sifir rogamina sunia (bos),arablar iss as-
sifr (he¢ no) demislar.

Sifir qiivvati - sifirdan forgli har hansi bir odadin sifir
qiivvatinin vahida barabar olmasidir.

Tam kvadrat tonlik — x?+px+q=0 soklindo olan
tonliklordir.

Teorem - yunanca teoreo sOziindon gotliriilmiisdiir vo
monasi diistinlirom demokdir.Dogrulugu isbat yolu ilo
meydana ¢ixan tokliflordir.

Tonlik - machulu olan barabarliys deyilir.

Tonliklor sistemi - iimumi hallori axtarilan iki vo ya bir
nega tonlikdir.

Torif - hor hansi anlayisin cinsini vo bu cinsdan
farglondiron név alamatini ifads edon ctimladir.
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Tors miitonasiblik - iki kemiyyatdon birinin giymatlori
artdiqda vo ya azaldiqda o birinin giymatlori azalirsa vo ya
artirsa onda belo komiyyatlor tors miitonasib komiyyatlor
adlanir.

Tors teorem - sorti bir teoremin noticasi, naticasi iso
homin teoremin sorti olan teorems deyilir.

Tors funksiya - bir funksiyanin torsi olan funksiyaya
deyilir.

Toplama - iki vo ya bir nego toplananin comini tapmag
tictin edilon hesab amolidir.

Toromo - arqumentin 6x artimi istonilon gayda ilo sifra
yaxinlasdigda funksiyanin dy artiminin 6x artimina
nisbatinin  limiti  varsa, onda homin limito y=f(x)
funksiyasinin X arqumentino nazoron téromasi deyilir.
Toroma terminini riyaziyyata Laqranj daxil etmisdir.

Trigonometriya -yunanca trigonon-iigbucaq vo metrezis-
olgmok demokdir.

Trigonometrik funksiyalar - sinuskosinus,tangens vo
kotangens funksiyalarina deyilir.

Viyet teoremi - c¢evrilmis kvadrat tonliyin kdokloarinin
comi oks isara ilo gotiriilmiis ikinci amsala,koklorin hasili
1S3 sarbast hodds barabardir.

Vinogradov teoremi - Kifayot godor boyiik olan istonilon
tok odad 3 sads adadin comina barabardir.

Vurma - verilon odadlordon birinin o biri odaddoki
tokliklorin say1 godor toplanan olaraq tokrar edilmasidir.
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