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Giris

Dars vasaiti "Riyaziyyat muallimliyi”, "Riyaziyyat va
informatika miusllimliyi" ixtisaslarinda "Riyazi analiz" kur-
sunun programi asasmda yazilib va bu kursun "Birdayisanli
funksiyalarm inteqral hesab1™ bdlmasini shats edir. Vasait
musalliflarin awal ¢ap olunmus "Riyazi analiz" (Birdayisanli
funksiyanin diferensial hesabi) adli dars vasaitinin davamidir.

Muslliflar bu vasaitda do klassik riyaziyyat darsliklarinin
ananalarina sadig galaraq, programda nazards tutulan asas teo-
rem va takliflari isbatla vermisdir. Tacriibs gostarir ki, takliflari
ishatsiz verdikds talaba onu yaxsi manimsamir va ona géra da
tezlikle unudur. Manimsama prosesinin daha semarali olmasi
uctn isbat olunan teorem va takliflarin tatbigina aid vasaitds
kifayat gadar misallar hall edilmisdir.

Zannimizca hallari ila verilan misallar, talsbalarin mists-
gil calismalarina asasli suratds komak edacakdir. Sarh olunan
maovzulann talabalarin galacak faaliyystine aid olan maktab
riyaziyyatina tatbiq imkanlari da diggatds saxlantimisdir.

Vasait dord fasildan ibaratdir.

Birinci fasil "Qeyri miayyan inteqral” adlanir. Bu fasil
ibtidai funksiya, onun xassalari, geyri muayyan inteqrallar, on-
larm mauxtalif 0Osullarla hesablanmasi gaydalarina hasr olun-
musdur.

ikinci fasil "Muayyan inteqral” adlanir. Burada wiiayyan
inteqralm xassalari, inteqrallama meyarlari, integrallanan funk-
siyalar siniflari, yuxari sarhadi dayisan miayyan integral, onun
xassalari, miiayyan va geyri-miuayyan inteqral arasinda alags va
mdnyyan inteqrallarla bagh bazi barabarsizliklar sarh olunmus
wvd bit m@vzulara déir xeyli sayda misallar hall edilmisdir.

Uctincu fasil "Qeyri maxsusi inteqral” adlanir. Bu fasildo
I vo Il ndv geyri-maxsusi inteqrallarm yigilmasi G¢in muxtslil
olnmotlor verilmis, bas giymat manada inteqrallarm yigilnmsi
mflv/ulari sarh olunmusdur. Talabalarin bu movzularda ¢aliidik



cokdiyini nozara alarag burada misal hallina daha ¢ox diggat
yeurilmicdir.

Dordunci fasil Mitayyan integralin handasa, fizika va
tnexariika Ibnnlarinds tatbiglarina hasr olunub.

Kitab pcdaqoji ali maktablarin talabalari, orta maktab
muellimlari, hamginin "Riyazi analiz" fannini mustaqil 0y-
rananlar t¢lin nazards tutulmusdur.

Vasait hagqginda 6z geydlarini bildirmakla onun taskmillas-
Inosine kdmak edan elmi redaktor prol®.M.Qurbanova va
raycilar prof.H.M.Hiiseynova, prof.H.I.Asianova va dos.8.F.
Quliyeva tasakklrimizi bildiririk. Vasait haggmda iradlarim
bildiran oxuculara gabaqgcadan 6z minnatdarligimizi bildiririk.



| FosiL
QEYRI-MUBYYSN INTEQRAL
§1. ibtidai funksiya anlayisl

Diferensial hesabinm asas masabsi verilmis funksiyanin
toremasinin varligim, varsa tapilmasi gaydalarini va téramanin
tetbigi ib funksiyanin tadqiqi dsullarini dyranmakdir. Bir ¢ox
totbigi shamiyyatli masslalsrda funksiyanin téramasina gore
O6zUnin tapilmasi zsrursti yaranir. Beb masalalara bir sira
mexanika, fizika, texnika, handass masalalarinin hallinds
ehtiyac yaranir. Masalan, maddi ndqtanin /-dan asili v(t)
harakat siirati malumdursa, harakatin r-dan asili dayisdiyi ga-
nunu tapmaq masabsi beb masalabrdandir. Gedibn yolun
lisarakat ganununu ilo isara etsak, g(r) =v{t) barabarli-
yindan .v(/)-nin tapilmasi masalasi mexanikamn vacib masab-
brindan hesab olunur. Bu fasilds asasan bu tip masalabrb
masgul olacadiq. Basga sozle verilmis téremasina gora funk-
siyanin 6zunun tapilmast masabsini 6yranacayik.

Tutaq Ki, A adad oxunda sonlu va ya sonsuz araligdir.

Tarif 1. Tutag ki, f(x) ve F(x) N araliinda tayin
olunmus funksiyalardir. 9gar F(x) funksiyasi bu araligda
differensiallanandirsa ve araligin har bir noqtasinda téromasi
/W -in hamin noqgtadaki giymatina barabardirsa, onda f(x)
lunksiyasina ~(x)-1n A araliinda ibtidai funksiyasi deyilir:
F'(x) =f (x),x g A.

Tarifdan aydindir ki, agar xususi halda, A =\a,b] olarsa,
onda x-a noqtasinds F(x) funksiyasinm sag tdéramasinin
I(a +0)-a barabar olmasi nazarda tutulur:
I'"(a+0)=f(a +0). Analoji olarag x =b noqtesinda F(x)
Uinkniyasimn  sol  téramasinin - f(b-0O)~a barabar olmVNi
newrdo tutulur: F'(b-0)= f(b - 0).



Verilmis ndqgteda funksiyanm téramasinin varligindan
onun hamin négtads kasilmazliyi alindigindan aydindir ki,
F(x) ibtidai funksiyasi /1 arahginda kasilmaz olacaqdir (uc
néqtesinda birtarafli kasilmaz olacaqdir).

Misal 1. F(x)=3x§ fanksiyasi J =[0;+co) arahiginda

/(x)=V x funksiyasinin ibtidai funksiyasidir.
Dogurdan da [6;+00) araliginin istanilan daxili négtasinda

F'(x) =yfX Dbarabarliyi 6dsnir. x =0 noqgtesinde  F(n:)
funksiyasmin sag téremasini hesablayag.

-x3
F'(O+)=limF(X)~F(°) =uT1J— =£//», V*=0=f{0+).
6—( r (c0) X 3 %

13 2
Belalikla aling ki, F (x)-—x3} funksiyasi [0;+00)

arahginda f(x)=Jx -in ibtidai funksiyasidir.
Misal 2. F(x) =ctgx funksiyasi J/1=(0,n) araliginda

f(x)= L - funksiyasinm ibtidai funksiyadir. Dogurdan da,
sin x

Vxe (0, n) dgln
F'(x) =(ctgx) =—4r~

sin X
munasibati 6danir.
C ixtiyari sabit oldugda /1 arahginin Istanilan x
noqtssinds

(F(x)+cj =F'(x)+C" =F'(x)»f{x)
munusibatindsn gorinar ki, £(x) /1 nrnlipmdn f(x) funksi-

ynsinm ibtidai funksiyasidirsa, (' Ixliyuri mbit olduqda,
F(X+C fiinksiyast da /1 unthftuuln  /(x)-in ibtidai



funksiyasidir. Belsalikla, ager J1 araligmda /(x) funksiyasmm
ibtidai funksiya varsa, onda /(x)-in A araligmda sonsuz snydi
ibtidai funksiyasi vardir.

Bizim avval dyrandiyimiz anlayislar-funksiyamn limiti,
kasilmazliyi tdramasi anlayislari lokal xarakter dasiyirdi, yani
funksiyam miiayyan ndqtanin kigik atrafinda xarakterizo edirdi,

ibtidai funksiya iss funksiyam muisyysn araliqda xarakteri/o
edir.

Teorem 1.1. Misyyan A aralifinda diferensiallanan
F(x) va ¢(x) funksiyalarinm A araligmda eyni bir /(x)
furiksiyanin ibtidai funksiyasi olmasi ugtin F(x)- ®(x)
forginin bu araligda sabit olmasi zaruri va kafidir.

isbatl. Zarurilik. Farz edsk ki, F(x) va ®(x)
funksiyalarimn har ikisi f(x) funksiyasinin A araliginda
ibtidai funksiyasidir. cp{X)= F(x)- ®(x) olsun. Onda aydmdir
ki, (p{x) funksiyasi A aralijmda diferensiallanandir va bu
araligm istenilan x daxili néqtssinds

(p\x) = F\x) - @'(x) =fix) - f(x) =0.
Ixtiyari x, 6 A va xre A(x, <x2) ndéqtasini geyd edak.
(pix) funksiyasi \xt,x2] parcasinda Laqranj teoreminin butun
sDtlerini  6dayir. Demsli, ela £e(x,,x2) var ki,
Ip(x2) - ¢>(x,) = <p”)(x2- x,) baraborliyi dogrudur. cp'ig) =0
oklugundan, A arahiginm istanilan x,,x2 noqtalari Ggl
y>(X,) = (p(x2) barabarliyini alariq. Bu isa <p(X) =F (x)-® (x)
IUnksiyasinm A araliinda sabit oldugunu gostarir.

Kafilik. Farz edsk ki, F{x) funksiyasi A araligmdn
[(jf)-in ibtidai funksiyasidir, yani F'{x)=1/(x). Digor
larofden C ixtiyari oldugda <?>(x)=F(x)+C funksiyasi dn

/ («) in ibtidai funksiyasidir, c¢lnki, (f(x)+C) m/(»),
M, F(x) - ®{x)=C..



Natice 1.1. ©gar F(x) A araliginda /(x)-in ibtidai
funksiyasidirsa, onda /(x)-in  bu araliqda istanilan digar
ibtidai funksiyasi ¢(x)=Ff(x) +C saklindadir. Burada C
ixtiyari sabitdir. Basga sozls, /(x) funksiyasmm ibtidai
filnksiyalanndan biri (sgar varsa) digarindan sabit toplanan
daqiqliy ila farglanir.

F(x) =y x3+C funksiyasi /(x)= Q]Z funksiyasinin

A =(-00+00) araligmda ibtidai funksiyasidir. Burada C
istanibn sabitdir.

82. Qeyri-muayyan integral va onun
xassalari

Tarif 1. Midayyan A aialiginda tayin ounmus /(x) funk-
siyasinin bu araligdaki butin ibtidai funksiyalari ¢coxluguna
(kuliyyatina) /(x) funksiyasmm A araliinda geyri-miayyan
inteqrali deyilir va simvolik olaraq

Jf(x)dx
kimi isara olunur. Burada, | simvolu inteqgral isarasi, f(x)dx -

integralalti ifads, /(x) inteqgralalti funksiya, x is8
inteqrallama dayisani adlanir.
©gar F(x) funksiyasi A araliginda /(x) funksiyasinin
ibtidai funksiyasidirsa, onda natica 1.1-8 asasan
J/(x)afx = F(x) +C (2.1)
muinasibati dogrudur. Qeyd edak ki, (2.1) barabarliyi iki

coxlugun barabaerliyi kimi basa dusulir. Bu manada (2.1)
barabarliyini

I/ (x)dx = {F(x) + C]



kimi yazmaqg daha dogru olardi. Bununla bels (2.1) yazilismdan
istifade olunur. Bazan, Jf(x)dx simvolik yazilisi /(jc)-in A
araliginda ibtidai funksiyalar ¢coxlugu kimi yox, bu ¢oxlugdan
gotirulmds ixtiyari bir ibtidai funksiya kimi basa dusulir.

f(x) funksiyasmm ibtidai funksiyalar c¢oxlugunun
simvolik gostarilisinda inteqral isarasi altinda /(x)-in 6zunin
deyil, /(x)-in dx diferensialina hasilini yazirlar. Bels yazihs

har seydan avval ibtidai funksiyasimn hansi dayisanin
funksiyasi olmasim géstarmak tc¢in edilir. Masalan,

jxZch=~+C, jxZdz =x2~ +C

barabarliklarinds har iki halda integralalti funksiya x2
funksiyasidir, ancaq bu funksiyanin geyri-miayyan integrallari
muxtalifdir. Cinki, birinci halda inteqrallama dayisani x,
ikinci halda isa z -dir.

9gar F(x), A araligmda f(x) funksiyasinin har hansi
ibtidai funksiyasidirsa, onda (2.1) dusturuna asasan inteqgral
isarasi altinda £ (x) funksiyasmin diferensiali yazilir. Dogurdan
da,

f(x)dx = F'(x)dx =dF{x)
oldugundan,
I/ (x)dx=JF\x)dx =1 dF(x)

munasibati dogrudur.

f(x) funksiyasmm ibtidai funksiyasmm va ya qeyri-
muayyan integralinm tapiimasina ¥(x) funksiyasmm integ-
rallanmasi deyilir. inteqrallama amali diferensiallama amalinin
tars amalidir.

Qeyri-miayyan inteqralin asagidaki dord ssas xassesini
geyd edak.



Xassa 1. /(x) funksiyasi J1 aralifinda ibtidai funksiyaya

malikdirsa, onda istanilan x e J1 Uglin
dirf{x)dx)= f{x)dx

barabarliyi dogrudur.

Dogurdan da, agar F(x), N araligmda f(x)
funksiyasmm ibtidai funksiyasidirsa, onda

J([/(*)<&)=d(F{x) +C) = dF(x) = F\x)dx =/ (x)dx

Xassa 1-dan xususi halda alariq:

=/(*).

Xasss 2. ©ger [/;(x) funksiyasi /1 araliginda
diferensiallanandirsa, onda

JdF(x) =F(x) +C vaya JF\x)dx = F(x) +C
barabarliyi dogrudur.

Dogurdan da (2.1) barabarliyinin sol terafinds
dF(x) =f{x)dx barabarliyini nazars alsaq, tslab olunan
barabarliyi alarig.

Xassa 3. 9gar YJx) va f2(x) funksiyalarinm Ji
araliginda ibtidai funksiyalari varsa, onda fi(x)+ /2(x)
funksiyasmm da J1 araligmda ibtidai funksiyasi var va
asagidaki barabarlik dogrudur:

JL/O) +/2(*)}& = If x(x)dx + J /2(x)dx (2.2)

isbati. Tutaq ki, F,(x) va F2(x) funksiyalari N
arahginda uygun olaraq fXx) va /2(x) funksiyalarmm ibtidai
funksiyalandir, yani istanilan xe Jl noqtasinda
AT(x)- 1i(x) , F’(x)~ f2(x) barabarliklari ddanilir.

Onda Jf,(x)dx = FI(x) +C1, Jf 2(x)dx =F2(x) +C2

barabarliyini yaza bilarik. Burada C, va C2 ixtiyari sabitlardir.
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F(x)= FI(x)+F2(x) isaro edsk. Onda aydindir ki, xeA
olduqda
F'(x) =F;(X) +F'(x) =f,(x) +f2(x),
oldugundan, ¥ (x) funksiyast A araliinda f(x) +f2(x)
funksiyasmm ibtidai funksiyasi olar. Belslikls, x e A olduqda
J[f,(x) +f2(x)]dx = F(x) +C =F}x) + FZ(x) +C

barabarliyini alarig. Burada C ixtiyari sabitdir. Digar tarafdan
x € A oldugda

\f,(x)dx +jf2(x)dx =FI(x) +CI+F2(x) +C2.

Gorundaytd kimi (2.2) baerabarliyinin sol torafi
Ft(X)+ F2(x)+ C soklinds, sag tarafi is9
F,(X)+F2(x)+Cl +C2 soklinds  funksiyalar  c¢oxlugudur
C,C,,C2 istanibn sabitbr oldugundan bu coxluglar Ust-Usts

dusur, yani (2.2) barabarliyi dogrudur.
Xasse 4. ©gar f(x) funksiyasmm A araliinda ibtidai

funksiyasi varsa, onda K istanilan sabit adad oldugda k mf(x)

funksiyasmm da A arahginda ibtidai funksiyasi var va Kk ®O
olduqgda

I kf(x)dx =kl f(x)dx (2.3)
barabarliyi dogrudur.

Isbati. Tutaq Ici, F£(x) A arahginda fix) funksiyasmm
ibtidai funksiyasidir. Onda A arahiginda (AF(x)) = kf(x)
oldugundan aydmdir ki, kw®F(x) funksiyasi A araliginda
K- f(x) funksiyasmm ibtidai funksiyasi olacaqdir, yani

I 1tf(x)dx - kF(x)+C,
Burada C, ixtiyari sabitdir.

1



Belalikla, (2.3) barabarliyinin sol tarafi k mF(x)+Cx
soklinda funksiyalar ¢coxlugudur. (2.3) barabarliyinin sag tarsfi
is9

K(F(x) +C) =kF(x) +kC
soklinds olan funksiyalar ¢oxlugudur. C va C, ixtiyari sabitler

oldugundan, k * 0 serti daxilinds bu ¢”*luglar Ust-Uste dusur,
yani (2.3) barabarliyi dogrudur.

Misal 1. Isbat edin ki, J/ (t)dt=F(t)+C
olarsa,

ff(ax +b)dx = —ff(ax +b)d(ax +b) =—F(ax +b) +C
J ald a

m(2.4)
olar.
Isbati.  (2.4) barabarliyinin sa§ torafindaki ifadsnin
téramasini hesablayaq:

—F(ax +b) +C =-F'(ax +b)(ax +b)'=
a a
=F'(ax +b) =f(ax +b).
Basqa sOzls, —F(ax+b)+C funksiyasi 2zl =(-00,+ 00)
a

araliginda f(ax +b)-nin ibtidai funksiyasidir, yeni (2.4)
barabarliyi dogrudur.

§3. inteqrallar cadvali
Yuxarida geyd etdik ki, agar £(x) funksiyasi har hansi Ji

arahginda /(x) funksiyasmm ibtidai funksiyasidirsa, yani A
araligmda F'(x)= f(x) barabarliyi 6danirsa, onda /(x)-in
geyri-muayyan inteqrali tGg¢iin

ff(x)dx=F(x) +C

12



barabarliyi dogrudur. Bu muhakimadan istifade edarak
elementar funksiyalann téremalarinin komayi ile bazi sads
elementar funksiyalarm qeyri-muayysan integrallan dcln
asagidaki cadvali yazmagq olar:

1°- Jl-dx=x +C ;

yatl
2°. \xadx =- ———-+C (a ¢-1);
a-+1
. j— =In\+C  (xp O);
4°, faxdx = +C, (0O<ad1), \exdx =ex+C;
J Ina ]

5°. jsinxdx =-c0sx +C;

6°. Jcosxdx -sinx +C:

7°.J dx 'th"'C, (xdp —+nn, nezZ);
cos X
8° f—dx mctgx +C , (xtp nn, ne Z);
" 1sm2x ’ ’ '
¥ =- arcsin—+C , a>0, [ <a;
Va2- x2 a
we. [ 5~ 1arctgx—+C ado
Ta2+x2 4 a '
1»J * -Inx + +C (agar kok altmda
n[x2+ a2

x2- a2 olarsa, onda [|x| > a goturuliir);

125, f XTa,c (x[*a) ;
Ja2-x2 2a x-a

13°. Jshxdx =chx +C ;
14°.j chxdx =shx + C ;

13



15°.}-"~ =thx +C;
ch

16° . =-cfAx+C 0.
J JAZX (O

Qeyd 1. Qeyri-miyyan inteqrala tarif verarkan f(x)
funksiyasmm f(x)~m ibtidai funksiyasi oldugu A arahgmi

geyd edirik. Bels ki, jf(x)dx =FO0) +C barabarliyi
F'(x) =f(x) Dbarabarliyinin 0dandiyi araligda dogrudur,
masalan, 3° dusturu (-co0,0) 1J(0,+00) araliginda, 9° dlsturu
(- a,a) araliginda dogrudur.

inteqrali hesablamaq dedikda integralalti funksiyanm
ibtidai funksiyasmm tapilmasi basa dusilir. ibtidai funksiyanm
hansi coxluqdé axtariimasi integralalti ifadedan muayyan edilir.
Bazi dusturlarin isb~tma diqgat edsk. 3° dusturunun
dogrulugunu gostarak.

x>0 oldugda I\ = Inx oldugundan,

(In\+C / =(Inx +C)"' = — olar, x <0 oldugda Inx\-In(-x)
X

oldugundan

(M +C)' = (In(-x) +C)' =~ (-x) =

Demali, x ®0 oldugda (Inlxl+C/ =— olar, yani 3°
X

diisturu dogrudur.
12° disturunun dogrulugimu isbat edsk. Sadalik Ugin
a =1 gotiurak.
|x|*1  oldugundan, (-ap-1), (-11) ve (i,*°0)
araliglarmda 12° dusturunun dogdrulugunu yoxlamaq lazimdir.
-00 <X <-i <> -0<x+1<0; 2<1l-x <+c0.

14



1+x

Onda, (-co ) araliinda 1 <0 olar.
- X
In 1+x In L+x oldugundan,
1-x 1-x
1 1+x < | +x 7 1 -1 1+x
In +C N -
2 1-x VV 1-x// 2 1+x 1-x
1-x
11-x (L+x)"-(1-x)-(1 +x)-(1-x)" _
2 1+x (1-x)2
1 1-x 2 1

2 I+x(l-x)2 1-x2
(-1,2) araligma baxag.

-1 <
Sl<x<l<M>-1<-x<1<">0<1-x<2.

Demali, (-1,1) araliginda 1 >0 olar. Onda.
- X
In1+X In-l+x oldugundan,
1—x 1-x
AN

_|n1+x iC I f n_1+x} 1 1 1+x>-/

1-x v 1-x 2 1+x yl-xj

1-x

11-x (I+x)"(I-x)-(1+x)(1-x)" _11-x__ 2 1
2 1+x (1-x)2 21+x (1-x) 1-x

(/,+00) araligina baxaq.
-00<-X <-10 -00<I|-x<0.

Demali, (1,+co) araliinda 1+X <0. Ona gora,
- X

15



barabarliyi dogrudur. Aydmdir ki, bu halda da

yani, 12° diisturu dogrudur. 14

Qeyd 2. Malumdur ki, har bir elementar funksiyanm
toramasi. da elementar funksiyadir. Basqa sozls, diferensiallama
amali elementar funksiyalar sinifindan kanara ¢ixmir. Ancaq
inteqrallama amali bu xassays malik deyildir, yani els ele-
mentar funksiyalar var ki, onlarin geyri-muayyan inteqrali
elementar funksiya deyildir. Ona gors do diferensiallama *
amalindan fargli olarag he¢ de biitiin elementar funksiyalann
inteqrah elementar funksiyalarla ifads olunmur, yani els ele-
mentar funksiyalar var ki, onlarm inteqgrali elementar funksi- v.
yalann sonlu kombinasiyast saklinda gostarile  bilmir.

elementar funksiyalarla ifado

etmak mimkun deyil.

Lakin bu o demak deyildir ki, bu integrallar mévcud
deyil. Elementar funksiyalar sinifi bu manada kifayst deyil.
Qeyd edsak ki, bir cox tatbigi ohomiyyatli inteqrallar var ki,
onlar elementar funksiyalarla ifads olunmur. Beb integrallara
misal olaraq asagidakilan géstarmak olar.

1°. jV dx, (Puasson inteqgrali);
2°. “cosxax (Frenel inteqrali);
3°. Jsinx2dx (Frenel integrali);

(integral logarifm);
Inx
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5°, J‘ dx (xdo O) (integral kosinus);
X

6°. f- )I'(Ide (x o O) (integral sinus).

Bu integrallarm har birinda inteqralalti funksiya kasilmaz
oldugundan onlar mdvcuddur, ancaq isbat edilmisdir ki, bu
inteqrallar elementar funksiyalarla ifads olunmur. Bu
integrallarm riyazi analizin 6ziinda va fizikada muhim rolu
vardir. Masalan, Frenel inteqrallari optikada genis istifads
olunur. Puasson inteqrali istilikkecirma va diffuziya nazariy-
yasinda mihim rol oynayir.

Bir ¢ox hallarda verilmis inteqgrali inteqralalti funksiya
uzarinds eyni cevirilmahr aparmagla els inteqrala gatirmak
olur ki, sonuncu inteqrali hesablamaq ugun geyri-miayyan
integralin asas xassalarindan va inteqgrallar cadvalindan istifada
etmak mimkin olur.

Misal 1 geyri-muayyan inteqgralini

hesablayin.
Halli. Inteqgralalti funksiya tzarinde muayyan ¢evirmalar
aparmagla inteqgrallar cadvalinda 4° dusturundan istifads edsk.

11 (1Y

tp'UJ +Ind4{4j +
Misal2. "tg2dx geyri-miayyan integralini hesablayin.

17 A OP U
osasli kitabxana



Holll. g2 =) nh o = f' COS X i
COSZX

=f 5 \I dx =tgx-x +C.
JAXb x
Misal 3. J |+2x, tix qeyri-miayyan integralini
X (1+x )
hesablayin.
Halli, 3 LT o e,
x2(1 +x2)*= ¥ do(1 +x2)
= f dx7+5r2< =nrch —1+c.
Ji+x X X

Misal 4. Jj ~ ~ integralim hesablaym.

Holli, ™ 1

5x"N+6 Aflxz + ] X2 fFI

\V/ wW
oldugundan, inteqrallar cadvalinda 10 disturuna gora,

rodx _1r dx 1
= I—arctg.I—x +C =

'5x'+6 ~5 '  fip? 5 {6 \6

x2+ J-

V 5/
iy arctgA—x +C .
nio K5
Misal 5. J inteqgralim hesablaym.
4x +4x +5

18



Halli. 4x2+4x +5 kvadrat tchadlisinin tam kvadratini
ayiraq. 4x2+4x +5=(2x+1)2+ 27 oldugundan, inteqrallar
cadvalinds 10° dusturuna va (2.4)-a asasan,

f *  Jr d{2x+1i) =j 2x+1

>4x’ +4x +5 21(2x+iy+21 4 S 2

Misal 6. Jsin(5x - 2)dx integralim hesablaym.

Halli. Jsin(bx - 2)dx = —J.ym(5x- 2)d(5x - 2)

oldugundan, inteqrallar cadvalinds 5° dlsturuna va (2.4)-8
osasan,

j sin(5x - 2)dx = -j - 2)d(5x-2)=

- cos(5x-2)+C.

Misal 7. ' dx integralim hesablaym.

JV1-BXx-Xx2

Halli. -6x-Xx2=n/42-(x +3)2 oldugundan,
inteqgrallar cadvalinda 9° diisturuna va (2.4)-a asasan,

+ X+
' [ dx = ' .dQ/X SLI -arcsmx 3+C.

47-6x-x2 JMN2-{x+3Y 4

84. Dayisanin avaz edilmasi ils
integrallama Gsulu
Funksiyanm inteqrallanmasinin an effektiv dsullanndan
hiri dayisanin aveaz edilmasi ile integrallama Usuludur. X -in
ibyisma araligim J1x, f-nin dayisma araligim isa /1t ils isars
cdok.
Teorem 4.1. Tutaq ki, asagidaki sartlar 6danilir.
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1) /(*) vo (p{t) funksiyalari uygun olarag /1x va At
araliglarinda tayin olunmusdur va cp(At) ciI Ax.

2) [/(x) funksiyasmm Ax araliginda F(x) ibtidai
funksiyasi var, yani

\f(x)dx =F(x) +C 4.1)

3) Q) funksiyasi A, araliinda diferensiallanandir.

Onda, /[rtO M O funksiyasmm A, aralimda Fyp(t)\
ibtidai funksiyasi var va
Jf[<POT(p'{t)dt =Jf(x)dx, x=cp{t) (4.2)
barabarliyi dogrudur.

Isbati. /(x) ve F(x) funksiyalari Ax aralifinda tayin
olunmusdur. 1) sartina asasan <p(A,) ¢ Ax oldugundan / {(p{t))
va F{(p(t)) murakkab funksiyalari tayin edilmisdir. F(x)
funksiyasi Ax araliginda, <p(t) funksiyasi iss At araliginda
diferensiallanan oldugundan FI<(N] funksiyasi iki
diferensiallanan funksiyanm kompazisiyasi kimi At araligmda

diferensiallanandir va mirakkab funksiyanm diferensiallanmasi
haqgindaki teorma asasan A, aralifimn istaniloen t noqtasinda

+tFY(,)] =" \ - N =1f(<p(t)-<t>'(t 4.3
- ()] ax ) dt (<p(t))-<t>'(1) (4.3)
barabarliyi 6danir. (4.3) barabarliyi onu gostarir ki, N1

funksiyasi At araliginda f\¢p(t)\-<p{t) funksiyasmm ibtidai

funksiyalarmdan biridir. Onda geyri-mlayyan inteqralin
tarifina gora

\f[(pit)\(p'(t)dt = F(<p(t)) + C (4.4)
barabarliyini yaza bilsrik. Burada C istanilan sabitdir. (4.1
disturunda x = (p{t) gabul etsak alanq:
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\F{x)dx\x*F {¢ (t)) +C. (4.5)

(4.4) va (4.5) dusturlarimn sag taraflari barabardir va demali sol
(araeflari da barabar olmalidir, yani (4.2) barabarliyi dogrudur.
Teorem isbat olundu.

(4.2) duasturunu asagidaki sakilds yazaq

ff(c>(0) «d<p(t)=J . (4-6)

Bazan (4.6) disturunu tatbiq edarkan avvalca verilmis
inteqrali (4.6) barabarliyinin sol tarafi saklina gatirmak daha
munasibdir. Sonra Jf (x)dx inteqralmi hesablayib, x -in yerina

P{t) yazmag lazimdir. (4.6) dusturuna avazetmas ils
integrallama disturu deyilir.

r s&kiincfe inteqrallar hesablamag ugiin 1 = <pix)
Job)
nvazlemasi aparmaq lazimdir.
f = fi& =(w +C)| =y ( ,+c
>0 ) >tp(x) >wu 11 A
Masalan,
, *'d 0 «x) =fdu ={;,y +Cj =/,W +c¢
*xInx J  /ux "N A NAEIN(X)

Qeyd edak ki, (4-6) dusturunu bir ¢ox hallarda aks ardicilligla
(sngdan sola) istifads etmak daha munasibdir. Basga sozls,

ff(x)dx inteqralim hesablamaq ucin avvalca bu inteqgral

x~<p(t) avezlamasi vasitasila JA\(p{t)\g>'{t)dt inteqralina

Aatirilir (sonuncu integralin hesablanmasi miayyan manada
duha asan hesab edilirsa). Hesab edirik ki, <p(f) funksiyasi

inayyan J1, araliinda diferensiallanandir va t = (pf{x) tars

llinksiyasi vardir. <p~'(x) tars funksiyasmm varhgi dgin <p(t)-
nin At araliginda ciddi monoton olmasmi talsb etmak
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kifayatdir. Bu halda, malum oldugu kimi birgiymatli ¢'(x
tors funksiyasi moévcuddur. Belslikls,
\f(x)dx = Jfi<P{t))(p\t)dtt* A* . 4.7
(4.7) dusturu da dayisanin avaz edilmasi ils integrallama
dasturu adlanir.

Belalikla, geyri-miayyan inteqr™arin dayisenin avaz
edilmasi ila hesablanmasinda asagidaki iki qgaydaya riayal
olunmasi magsadauygundur.

Birinci gayda. j/ \(p{x))¢\x)dx saklinda inteqrallar
hesablamaq dcin onu Jf(<p(x))d(p(x) saklinds yazmac

lazimdir. Sonra (p(x)-t avazlamasi aparib, alinan integrali (t
dan asili) hesablayib, alinan naticads f-nin avazina cp(xj
yazmag lazimdir. Bazi nimunalar gostarak.

1 Jsin" x ecos dx =Jsin" xd{sinx) =

= rtHJt = -t ----- +/E: = .S.i.r_]_____)s_+ €

J n+1 n+1

2. Isinmxdx =— \smmxd(mx) =— Isintdt =
J mJ mJ

= 1cost+C: 1cosmx+C;
m
C & 1r h-d(]-x2)
mWi-x' 2J yfl-x2

2-» t'12 ~

4. J(ax +b) dx - —j (ax +b) d{ax +b) =

+
T O G L

an+l \n+1)
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ikinci gayda. jf(x)dx soklinda inteqrallan hesablamaq

ucin x = <p(t) avazlamasi aparmaq lazimdir. Burada hesab
olunur ki, cp{t) wiayyasn araligda diferensiallanan va t —

tarsi olan funksiyadir. Alinan inteqrali (7-dan asili) hesablayib,
naticads /-ninyerina <px{x) yazmaq lazimdir.

integrali hesablayarkan hansi gaydanin tatbiqgi inteqralalti
funksiyadan asilidir. Eb etmak lazimdir ki, avazlamadan
sonraki inteqralin hesablanmasi daha asan olsun.

Misal 1.Jcos(4 +3x)dx integralim hesablaym.

Halli. 4 +3x =t avazlomasi aparsaq, dt=3dx olar.
inda

jcos(4 +3x)dx = j—costdt —"sint +C = ~js(4 +3x) +C.

Misal 2. erx ----- inteqralim hesablaym.

14x +3

Halli. 14x +3 -t avazlamasi aparsaq, dt=J4dx olar.
Onda

{ w.m— [—=— In\+C =— 1n\14x+3A+C .

14x+3 14]t 14 1 14 ' 1

Misal 3. \x 2-{[J-xd x integralim hesablaym.

Halli. \1-x=t .svez edsk. Onda x=I-t3,
dx = -3t'dt olar.

\X 2i/TAxdx =\(1 - t3/ -te(~3t2)dt = ~3\(1 - t3) 23dl =

-3f(t3-2t6+19)dt == -3 2—+— \+C =
K

4 7 J0Oj
6\
-40t3+ 14
g (L2834 Lo 4. .gpg o0 40T, oo
4 7 10 140
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1-x/3[35-40(1-x)+14(1-x)2]+C =
140( [ (1-x) (1-x)72]
=_ 1Z)(l -X [3\35-40+40x +14-28x+14x2]+C =

1-x/3(14x2+12x+p)+C.
140( ( p)

Misal 4. jx 3(1-5x2),0dx integralim”esablayin.
Halll. 1-5x2=t avaz edak. Buradan, -10xdx-dt

xdx =- E—, x2=-—- alarig. Onda
10

JIXs(1- 5x2)wdx =j x2(1-5x2) Oxdx =J~i"'° _(lj_;

V' to
+C:

"160JV n 50 Y11 12
(/-5x2Y; _(/-jx2)

50 11 12

+C =

J_ 12-11(1-5x2)

(1-5%x2)" +C =
50 132

— ~*--(1-5x2)"+C.
6600

Misal 5. j cos-Jsinxdx inteqralim hesablaym.

Halli. sinx =t avazlamasi aparsaq, cosxdx =dt. Onda
j cosbxndsinxdx = Jcos4Xnjsin x cos xdx =

=\(1 - 12) 24tdt =fjidt - 2 ft24tdt +j t 44tdt =



2 . ; .2 4 _
=% fthaiivec =12 - +H=
7 11 3 7 11

\
2 4
4 sin X4 sin x *+C,
3 7 11

Misal 6. f—Ir X - integral mi hesablaym.
xyjl +1nx

Halli. Inteqralalti ifads lzarinda sads ¢evirma aparag va
Inx =t avaz edak.

dx

fonxdx F I Hinxd{Inx) 1 tdt

xnl 1+1Inx jl +Inx V/i+Inx M4 1 +t
rl+t rodt _ e{i+t)d[i+t) rd(l +t)
Jnl7r7r JVv777 ] ViT7 J yfJ+t

| 1+8)2  (1+t) 2
—\uT+td(l+ty - GEFD @02 Arn 2, oo
yfl +t

2

? £. L 0 - L
=- (1 +1)2-2(1 +t)2+C =- (1 +Inx)2~2(l +Inx)2+C =

=?JT+Inx[(1+In§') - 3]+ C =?yjl +Inx(Inx-2) +C.
Yuxaridaki inteqrallar I qayda ils hesablanib. Novbati
inisallarda 1l gaydadan istifads olunur.
Misal 7. Jy[a* + x2dx(a @0) integralim hesablaym.

Halli. x =asht avezlemasi aparsaq, dx =achtdt olar.
Onda,

JV02'+x2dx =J4a2+a2sh2 achtdt =a2jch 2dt -

e +e

2y dt = — j(e2 +2 +e~2)it =
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 Jezd(2t) +2jdt - - fe~2,d(-2t)

- a2 1e%t+£'t—;e'ﬁ-l‘]\+/c\:=;'—4‘2V -2e~2 +2t +C=

=225hot+2 ¢t 4 #
4 2

t dayisanini ilkin x dayisani ile ifads edak. Bunun Ggun
x =asht barabarliyindan istifads edsk.

sht © ¢ oldugundan,  x-a- ©  * ve  vya
ae '- 2xe' - a-0 alariqg.
Buradan,
,_ X 1x2+a2

a
munasibatini alarig. e >0 oldugundan, sonuncu barabarlikda
radikal isarasi garsisinda «+» isarasi goturtulmalidir. Belslikls,

nJx+a?2

\a
Buradan, t =In(x +4x?+a2) +C (C =-In\a\) alariq.
ch2 =1+sh2 eyniliyindan istifads etsak,
nJa2+x2

cht =<J+shz =,//+m alang.
a a

Bnda  sHat 2 2shieht = 23283 X2 2X 2t ofar,

r! rl a
Demali,
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\sfa: +x2dx =— -UL-4a2+x2+--mIn(x+nla2+x2)+C =
1 4 a 7 S

-Zyla2+x2+-é1n{x +nla2. oo

Misal 8. fo 7ﬂ-—dx (a >0) integralim hesablaym.

. . n .
Halli. x-2a sin21 (0 <t <—) avazlamasi aparagq. Onda

dx = 4asint costdt

WATE:— u2asin2l g sint-costdt -
2a - 2asin2l

Lo s SiAt
&r sin  tJ - esint —-costdt - 8 a sin-"t sintfcostdt-

\] cos t J cost

=8a2j sindtdt = = J| dt =

= f(1-2...2....22,,. =
4]

= 28.2|J<#- 2J cos 2|d( +\Jco 522|d t\ =
=2a‘ jdr- jcos2td(2t) +—" (I +cos 4t)dt
=2a‘ t- sint +it+l_sﬂ14-t +C =
2 8
2a- X iMi v Lindt e
2 8

t dayisanini ilkin x dayisani ils ifads edsk. x = 2asin21

barabarliyindan sint =. 2X munasibatini alarig. 0 <t <E
a
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oldugundan sint >0 olur va demali, sonuncu barabarlikda kok
isarasi qarsisinda «+» isarosi gotiralmalidir.

Buradan, t = arcsinj— alarlﬂ.
\2a

Indi isa sin2t va sin4t ifadalerini x dayiseni ila ifads

edak. cos t=1-sin t—1------ =1, oldugundan,
2a 2a

2a-xXx
cost = ) alarig. 5 intervalmda cost >0 oldu-
a

gundan, sonuncu barabarlikds radikal isarasi garsisinda «+»
isarasi goturalmusdr.

. : J i2a-x
Onda sin2't - 25|ntmost=2.JX =—Jx(2a-x);
ha V 2a a
2a-Xx X 2a-2x_a-xX

1

co0s2t =co0s21- sin2l1=

2a 2a 2a a
sin4t = zsinzt ecosZt = n a
a
- —ynJx(2a-x)(a-x).
a
Demasli,
-dx =2a2 —marcsin. —Tjx(2a-x) +
2a-xX 2 2a a

+ e riJx(2a-x)(a-x) +C=
8 a

3a2arcsin J - tIx(2a- x) —2Qna=X4c =
V2a \Y 2

=3a2arcsinJ—— 3a+x 1| 2a-x)+C , 0<x<2a
\2a 2 Y
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Qeyri-miayyan inteqralin tatbiqins aid bazi numunalar gos-
torok.

Misal 9. F(x) - sin3x ecos3x +cos3x min3x ifadasini
Nudolasdirin.
Halli. F(x) funksiyasmm téramasini tapaq:

F'(x)~ 3c0s3xc0s3x - 3sin3xc0s2x minx - 3 sin3x win3x +
+3c0s3xsin2xcosx =3c0S2Xx(c0s3x *COSX - Sin3x sinx) +
f 3sin2x(cos 3xcos x - sin3x- sinx) =

= i(co53xmmosx-sin3x winx) =3cos4x.
F(x) funksiyasi 3cos4x funksiyasmm ibtidai funksiyalarmdan
bin oldugundan, F(x) funksiyasi ~3cos4xdx funksiyalar

1;t)xludu icarisindadir.

J

n3cos4xdx =—sindx +C oldugundan, "F'{x)dx =F(x)+C
borabarliyindan istanilan x e (-co, + o® lg¢ilin alanqg:
Zsin 4x +C - sin3x cos3x +cos 3xsin3x .

Xtlsusi halda, masalan, x =0 gotursak, C =0 alariq.
Bcblikb,

m»in3xc0s3x +c0s 3XxSin3x - Isin4x .

Misal 10. ifadani sadabsdirin:
F(x) - I - 3[sindx +cos4x)+ 2{sin6x +c0s6x).
Halll. F(x) funksiyasmm téramasini tapag.
F'(x) - -3{4sin3xcosx - 4cos3xsinx)+
m2{6sin5xcosx - 6cos5xsinx)=-12sin3xcosx + 12cos3xsinx +
+12sin5xcosx-12cos5xsinx =12sinxcosx{cos2x-sin2x)+

-+12sinx cos X[sin2x - c0s2X) = 12SinX CcOSX COS 2 X -
-12sinxcosxcos2x -0 .
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AOdx-C oldugundan, F(x) funksiyasi bu sabitlar icarisindan
secilmalidir. Onda eb CO sabiti var ki, istanilan x e (- 00,+00)
uciin  F{x)-CO0 Dbarabarliyi &danir. Xdisusi halda x=0
gotirsak, CO=0 alarig. Belslikls, F(x)=0
Misal 11. Eyniliyi isbat edin:
o, 1 .1 .3
SIn X' = —0S4X — C0S2X +—.
8 2 8

Halli. /(x) =sin4x isars edak va /(x)-in geyri-miayyan
integralini tapag. Bunun Ugun daracani asagl salma distur-
larindan istifads edacayik.

Jsindxdx =j (-—°°" j dx= J(i- 2cos2x +c0s22x)dx =

—fdx - —fcos 2xdx + jcosZZxdx -
4 J 2]
+
= 2(.----:!'5”']2” _1\[!____(295_4_2( dX -
4 4 2
. n . .
3(_____s_|_[1_g_>f+_l(x +—1S|'n4'x +C= 3x 5|n2x+ smfl_>_<_+ e
4 4 8{ 4 8 4 32

/(x) = (ff{x)dx) oldugundan (bax, 82, xassa 1)

= 3--—-2C0S2X +—C0S4X..
8 2 8

85. Hissa-hissa inteqrallama Usulu
Teorera 5.1. Tutaq ki, u(x) va u(x) funksiyalari har

hansi A aralijinda diferensiallanandir ve bu araligda Ju(x)du

geyri-muayyan inteqrali mdvcuddur.
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Onda, Aaraligmda “u{x)dv inteqrali da var va

fu(x)do = m(xX)u(x)- Jd(x)du (5.1)
disturu dogrudur.

Isbati. ©vvalce geyd edak ki, funksiyanin diferensialinin
torifina va | tartib diferensialm invariantliq xassasina gora (5.1)
dusturunu
Jm(x)u'(x) ™ = u(x)u(x)- Ju(x)w'(x)alx (5.2)
~klinda yazmagq olar.

Tutaq ki, n va u funksiyalari /1 arahiginda diferen-
Kiallanandir. Onda hasilin diferensiallanmasi gaydasina gora
d{uv)=udu +udu.
Buradan,
udu =d(uo)-vdu (5.3)
nhirg. (5.3) barabarliyinin sag tarafindski har iki toplananin

lntegrall  mévcuddur. Qeyri-miayyan integralin ikinci ve
Ocglncii xassalarina goéra (bax, 82)

\d(uo) =uo +C. (5.4)
Teoremin sartina gora iss ~vdu integrali mévcuddur.

Ona g0rs ds geyri-muayyan inteqralin Uginci xassasina goéra
(5.3) barabarliyinin sol tarafinin da geyri-miayyan inteqrali var
vo asagidaki barabarlik dogrudur.

Audo =Md(uv)-~vdu =uv- jvdu.
Burada, (5.4) dusturundaki C - inteqrallama sabiti
nazara alinmayib. Bu inteqrallama sabiti judu inteqralindan

yaranan inteqrallama sabitina aid edilmisdir.

(5.1) va ya (5.2) dusturuna hissa-hissa inteqrallama
diisturu deyilir.
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Misal 1. J =*xInxdx inteqralim hesablaym.

Halli. u=Inx, do =xdx , gotlrsk. Onda
du =2( ,0 :%2 olar. Onda (5.2) dusturuna gors
X
J=—1Inx- —\x2~ - — Inx- —fxdx=— Inx- — +C..
2 * X 2 2J m 4
Belslikla,
{xlnxdx =£2Inx ------ +C.

Misal 2. J :J X 2e~2xdx inteqralim hesablaym.
Halli. u=x2, e~2dx =do gotursak,

du =2xdx, 0 = plar- Onda (5.2) diisturuna gors

J =- —Xx2m~X+ Ie~2xxdx.
2

Je"2xdx inteqralim hesablamag ucin hisse-hisss integrallama

disturunu takrar tatbig edsk. u-x, e~2dx- do gotirsak

du=dx, o= °Aar- (5-2) dusturuna asasan,
\e-2xdx =-~xe X+- fe~2dx =--xe - } fe 2d(-2x)
J 2 2] 2 4]
=--Xe-2x--e-2x+C.
2 4
Naticada,
J = ~-~X2~X- txe~X-te~X+C =~ e X(x2+x +") +C

alarig.
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Misal 3. J =jx 2sin2xdx integralim hesablaym.

Halli. x2=wu. sin2xdx =dv gabul etsak, du =2xdx,

Dm— cos2x olar. (5.2) dasturunu  tathig  etsak,

J m  x2cos2x +jxcos2xdx alang. j"xcos2xdx inteqralim
hi'snblamaqg dcln takrar (5.2) dusturundan istifads edsk.

Il «X, cos2xdx =do olsun. Onda du =dx, o =§sin2x olar.

lleblikls,

fxcos2xdx =—sin2 x - —\sin2xdx = —sin2x +—co0s2x +C .
2 2 2 4

Naticads,

J =-—X2c0s2x +?sin2x +ZCOSZX +C.

Misal 4. J =Jx2arccos xdx inteqralim hesablaym.

Holli, arccosx-u, x2x=du gabul etsak,
du - —=d:X: , V- X—3 olar. Onda (5.2) dusturuna asasan,
41-x2 3
X3 ir x3dx r x3dx . .
Im—arccosx f - — — alang. ...~ integralim

hcsnblamaq Ggun takrar (5.2) disturundan istifads edsk.

n*x2,do=m gabul etsak,
nl7-x2
du - 2xdx,
nliing,
Onda,
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f{_—tZ;-XZ"l-x‘ + fV1-x22xdx -

=-x2yfl- x2+ 1-x2d(x2) -

2 j4 3
M- x2 - (— +C=-x2k,-x2- -(]- x2 Y +c.
-—+1 3

2
Naticada,
=X arccosx— T x24T-X2 +-2(1- XZ)EI +C =
3 3k 3 3
I

X33-arccosx---§-n\]1-x 2X Xr+-(1-x2) |+C=

X3 arccosx  IviTx tliy 2 Ay
3 3 v3  3)
3

"3 arccosx - §4I - x2(x2+2) +C.

Misal 1-da hisse-hissa inteqrallama dusturunu bir dafs,
misal 2, misal 3 va misal 4-ds isa iki dafs ardicil tatbig etmsali
oldug. Bir sira hallarda bu disturu bir nega dafs takrar tatbiq

etmaya ehtiyac yaranir. Pn(x) n daracali coxhadli olarsa,
J Pn(x)cosaxcbc, jPn(x)sinbxdx -tipli inteqrallari hesabla-

maq Ucln hissa-hisse inteqrallama disturunu n dsfe tatbiq
etmak lazimdir.

Bazan, hissa-hissa inteqrallama tsulunu ardicil olaraq bir
nece dafs tatbiq etdikdan sonra verilmis inteqralin 6zu alinir.
Basqga sozls agar verilmis inteqrali J ila isars etsak, hissa-hissa
inteqrallama tsulunu ardicil olaraq bir nec¢a dafs tatbiq etdikdan
sonra, J -dan asili tanlik alimr va alinan bu tanlikdan J tapilir.
Asagidaki misala baxag.
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Misal 5. J= sinbxdx inteqralmi  hesablaym

(a,h v 0)
Halli. n=-ea,do =sinbxdx qabul etsak, du - cieaxdx,

) a - —cosbx olar. Onda (5.2) dusturuna asasan,

b )
J = sinbxdx -m aCOoShX +3§cosldxea(d’x
b b>

uIariq. Sonuncu inteqrala (5.2) disturunu takrar tatbig edak.

it *e"x, do = coshbxdx gotirsak,

f 1
dil * aeaxdx, o =J cos bxdx = —sinfor alang. Onda

emsinbx

J cos bxeadx = 2 Jeasinbxdx axsinbx aJ

rtinrig.
Belslikls,

eaw:osbx+ a easinbx a

\ b by

eaxcosbx a-e™sinbx a2.T
+ — -J.

b b2 b2
J -dan asihi tpnlik aldig. Bu tanlikdan J -ni tapag.
a2\
J 1+

aeasinbx - beaxcosbx (asinbx-b cosbx)ea
b2
Ihiradan,
j = asinbx-b cosbx
a2+b2
Hissa-hissa inteqrallama tsulundan istifads edarkan n va

du ifadslarinin secilmasi mihim rol oynayir. Qeyd edak ki,
misal 5-da hissa-hissa inteqrallama disturunu tstbiq edarkan

H*sinbx, do - emdx, kimi da goétirmak olar. u va do -nin

+C.
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ifadabri munasib secilmadikds, adatan (5.2) disturunu tatbi
etdikde sa§ terafds daha mirskkab inteqrallar yarana bili:
Adatan u -olaraq integralalti ifadanin els hissasi goéturalur K
du daha sada olsun.

Qeyd 1. Bazi hallarda inteqgrallarm hesablanmasmdi
dayisanin avaz edilmasi va hisse-hissa inteqrallama tsullarini
har ikisi tatbiq olunur. ®

Misal 6. J = JxsinVxc& inteqralim hesablaym.

Halli. x =T avazlamasi aparsaq, dx = 2tdt olar. Ond
J =JVsint «2tdt = 2Jt3sintdt alang.
Alinan inteqrala hissa-hissa inteqrallama dusturunu ardici
olaraq ug¢ dafs tatbiq etsak,
J =2(6- X)\ff( cosyfx - 6(2- x)sindx +C *

alang.

Misal 7. J =Jn/a2+x2dx (@a>0) integralin
hesablaym.

Halli. wn=n/aZ+x2, dv-dx gabul etsek
du =« xdx , 0 =x olar. Onda (5.2) diisturuna gors

ni7 +x2
J =xNJa2+x2- f dx
]4alr+x2

olar. f—=JL=dx inteqralmda inteqralalti ifada lzarinda sads
nJa2+x2

cevirmalar apanb, inteqrallar cadvalinds 110disturundan

itifads etsak,

f—r-X _dx- (Fa f-X =t~ dx = fa[a2 +x2dx-
I 777 3 47 T7 J

—q2f =J-a2ln{x+yla2+x2)+C
nja2 +x2
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ninr. Onda

J - xnJa2+x2-J +a2in[x+n/a2+x2)+C
Hitrig. J -ya nazaran tanlik aldig. Buradan,

J = ?11/512+x2+—2 Inix + n/a2+ x2)+C.

Qeyd 2. P{x) n daracali coxhadli oldugda J P(x)eaxdx

ynklinds inteqrallari hesablayarkan, n> 3 oldugda hissa-hissa
li(cijrallama metodundan istifade etdikds wiiayyan texniki
Velinliklar yaramr. Aydmdir ki, bu sskilds integrallan

licsublayarkan naticads Q(x)ea saklinda funksiya yaranir.
lltirada Q(x) daracasi P(x)-in daracasina barabar olan muay-

yail ¢oxhadlidir. Ona gors da JP(x)eadx saklinda integrallar

hcMihlamaqg Uclin geyri-miayyan amsallar metodundan istifads
etmok daha munasibdir. Bu (sulun mahiyystini asagidaki
miialla izah edak.

Misal 8. J =J(x3- 2x2+ 5)ebac integralim
hesablaym.

Halli.
J(jcl - 2x2+ 5)e3dx = (JIx3+ Bx2+Dx +E)ex +C
~klinds axtarag. Burada A,B,D,E halalik geyri-miiayyan
jmsallardir. Bu barabarliyin har tarafinden térama alag. Onda
(@ - 2x2+5)ex = [j(/Ixj + Bx2+Dx +e )+3Ax2+2Bx +d\e3x

X -in eyni daracalarinin amsallarini barabarlasdirsak,

3A=1,
3B+3A=-2,
'3D+2B-0 ,
3E+D =5,

Nistemini alariq. Bu sistemdan
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A=— B=-4, D =3—, =—9 alarig. Belslikls,

\(x3-2x2+5)e3xdx:fX33 23§+1—§’ e3x+C,

Vv

Misal 9. J =\ X arct& dx Jfltegralini hesablaym.
1+x

Halli. ©vvalca avazetms metodundan istifads etmaklj
verilmis integrali daha sads sokle salaq ve sonra hisse-hisq
integrallama metodundan istifads edak.

arctgx =t avazlemasi aparsaq, x =tgt, x2=tg2a, 1
+ X

olar. Onda verilmis inteqral J = \t-tg2dt seklina dusar.

inteqrali hissa-hissa inteqrallama metodu ils hesablayaq. u =|
0 =tgadt gsbul edak. Onda du=>

sm%t _ rl-cos2l. 1 ¢ _ dt:tgt

J cos t Jcost J
olar. (5.2) dusturuna gora

J =Jr-tg2dt =t(tgt-/) - |(/g/-t)dt =

o—{tg tdt & =\

sint t
t-tgt-t2-J dt +— +C
cost 2

t2 ydicost t
=t-tgt- - +]= ! i +C -t -tgt +In\cost\ +C .
cost 2

Yenidan x dayisenina qayitsaq, t-arctgx, colezI "
+

oldugundan, kost\=
77?2

In\cost\ = In4="=- =~—In{l +x2) olar.
bl +x2 2

Beblikb,
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J =x-arctgx-"arctgx - + x2)+ C .

Misal 10. J =j arcsin2xdx inteqralim hesablaym.

Halli. Birbasa hissa-hissa inteqrallama metodundan
istifade etmak minasib deyildir. arcsinx-t avazlamasi
liparag. Hesab edirik ki, xe\-1,1]. Aydindir ki, te

va sint =x, dx =costdt olacagdir. Onda verilmis inteqgral
asagidaki sekls diisacakdir: J - y 2costdt

Bu inteqrali hesablamag dc¢in hissa-hissa inteqrallama
metodundan istifade edsk. M =t2 , costdt =dv qabul etsak,

du =2tdt, o =sint olar. Onda J =t2sint- 2jt msintdt olar.

[t -sintdt inteqgralina hissa-hissa inteqrallama disturunu takrar
totbig edak. n =t , sintdt =do gotursak, du - dt, o- -cost
olar. Onda

J =t2sint - 27-1cost + Jcostdt}=t2sint + 2tcost - 2sint + C

Mna
dayisanina ayldag. te , olduqda,
yis gayiaaq TT q
cost - yjl-sin21=-J1-x2 oldugundan,

J =xarcsin2x +2yll-x2arcsinx-2x +C.

86. Cabri ¢coxhadlilarin vuruglara
aynlmasi
Tutaq ki,

"\(z) =akn+a,zn“+....+4a,_,z+an (a0 ®O) (6.1)
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kompleks amsalli n daracali cabri ¢oxhadlidir. istanilan sabi
kompleks odada sifir daracali coxhadli kimi baxmag gsbu
olunmusdur.

Tarifl. ©gar Pn(z0)=0 olarsa, z0 kompleks adadi Pn(z
cabri coxhadlisinin kéki adlanir.

Malumdur ki, z0 adadinin Pn(z) c¢oxhadlisinin kokl
olmasi ugun zaruri va kafi sart Pn(r)|loxhadlismin z - zt

fargina galigsiz bélinmasidir (Bezu teoremi).
Cabrin asas teoremina g6éra n>1 oldugda istanilsi
Pn(z) cabri c¢oxhadlisinin he¢ olmazsa bir koki vardi

(Gmumiyystla desak, kompleks),

Malumdur ki, Bezu teoremina g0ra agar z, komplek

adadi Pn(z) ('n>1) coxhadlisinin kokidirss, onda Pn(z) tglin
= (627

ayrilisi dogrudur. Burada Qn_,(z) dearacasi n- 1 olan cabi

coxhadlidir. Qn I{z,)*0 va yaxud Qn_,(z,)=0 olabilar.

Bgar n >1 olarsa va )* 0 olarsa onda cabrin asa
teoremina géra Qn_[z) coxhadlisinin he¢ olmazsa bir kok
vardir. Bu kokl z2 ib isars edak. Onda

Q. 1(z)=(z-22Qn2(z) (6.23
baraberliyi dogru olar. Burada Q,-2{z) «- 2 dsracal

coxhadlidir. Muhakimabri bu qayda ib davam etdirsak
asagidaki barabarliklari alarq:

Qn-2(z) =(z-z3)Qn3(z) (6.23

Q.(z) =(z- 2JQ0(2) (6.2n
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Sonuncu barabarlikda QO(z) ile sifir daracali muayyan
ViiHhadli isara olunmusdur, yani QO0(z)= c0=const.

(6.2°) -(6.24) barabarliklarindan

Pn(z) =c0(z- z,)(z - 22)....(z- z,,) (6.3)
itynlisini alariq. Bu ayrilisdaki c0 amsali sifirdan farqglidir, aks
Imhlni Pn(z) coxhadlisi eynilik kimi sifra barabar olardi. (6.3)
Hyriliymdan aydindir ki, P,,(z,)= Pn(z2)=...=P,(zn)=0. Bu iss
0 tlecmakdir ki, z,,z2,....zn adadbri Pn{z) c¢oxhadlisinin

kflkbridir. Digar tarafdan (6.3) barabarliyindan aydindir ki,
[1,22,....zw adadlarindan fargli istanilon kompleks b adadi

(Icin Pn(b) ®0 munasibati ddsnir. Bu o demakdir ki, Pr{z)
cebri ¢oxhadlisinin z,,z2,...,z,, adadlarindan farqli basga koku
yoxdur. Belslikls, Pn(z) coxhadlisinin n sayda koku vardir.
Oger Pn(z) c¢oxhadlisinin sekli malumdursa, onda (6.3)
«ynhsinda istirak edan cO sabitini muayyan eds bilarik. Tutaq
ki, P,,(z) (6.1) saklindadir. (6.1) va (6.3) barabarliklarinda z”-
Il amsallarim migqayiss etsak c0=a0 alariqg.

©gar Pn(z) ¢oxhadlisi (6.1) saklinds tayin olunubsa va
4, =1 iss, onda Pn(z) ¢oxhadlisina gatirilmis ¢oxhadli deyilir.
(btirilmis ¢coxhadIT Ggiin (6.3) disturu

N0O =(z-2,)(z-22)....(z-zn) (6.4)
yaklinds olar.

Bundan sonra biz yalniz gatirilmis coxhadlibri
Oyranacayik.

Ogar (6.21) ayrihsinda 6,-,(z;)= 0 olarsa, onda Bezu
tcoremina goéra O,,_X2/) coxhadlisini QnI(z) =(z- z,)Qn 2(z)
soklinds gostera bibrik, burada Q,,_2(z) n-2 daracali
miayyan ¢oxhadlidir. Naticada bu halda
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Fu*)=(*“ */Ysn M
aynhismi alarig, yani Pn(z) coxhadlisi (z-z”f -na bélundr.
Toarif 2. ©gar (6.1) barabarliyi ils tayin olunan n daracali
P,,(x) cabri ¢oxhadlisi k, >1 natural adad olmagla [z-z"f" -8

bélunirsa va (z - zyYM-a bolinrnirss, onda k, adadina P,,(2)
coxhadlisinin z, kdkinin takrarlanma sayi deyilir.#
Aydmdir ki, 1<k,<n.
oger k,=1 olarsa, onda z, koku Pn(z) coxhadlisinin
sada koku, k, >1 oldugda isa z, koki Pn(z) coxhadlisinin Kk,

dafa takrarlanan koki adlanir.
Bgar z, kokl Pn(z) coxhadlisinin k, dafs takrarlanan

kokudursa, onda Bezu teoremina gora P,,(z) coxhadlisi uglin
asagidaki ayrilis dogrudur.
K0O=(~z1Y' Quk (1)>  Qnk,(z,)*o0
Burada Q,k (z) n-k, daracali ¢ixhadlidir. n-k,>1
oldugda cabrin asas teoremina gora Qnki(z) c¢ixhadlisinin

koku vardir. Bu koki z2 ila isars edak. Tutaq ki, z2 koku k2
dafa tokrarlanir. Onda

Ak @ =@Z~22F Qvkk (1)> Qnk-kaz2) Ko
ayrihisini alariqg.
Prosesi bu qgayda ile davam etdirsak, sonlu addimdan sonra

gatirilmis Pn(z) coxhadlisi tgiin
pn@z)=(z- zjY'(z- "Y ’-Xz~znY¥Yn
ayrihisint  alarig.  Burada i ®j oldugda ztdz} e
i,j =1,2,...,N . Aydindir ki, k,+k2+ ..+ kN=n olmahdir.
Tutaq ki,
P,(z)=zn+axn’ +...+an ,z+a, (6.5)
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n dearacali gatirilmis cabri coxhadlisi verilmisdir ve av a2,...,an

amsallari haqigi adadlardir. Bela c¢oxhadliya hagiqi amsall
coxhadli deyilir.

Haqgigi amsalli ¢oxhadlinin asagidaki mihim xassasini
geyd edsk.

Teorem 6.1. ©gar z0 kompleks adadi haqiqgi amsalli (6.5)

cabri coxhadlisinin k dafs takrarlanan kékudirss, onda z0
adadinin gosmasi olan zO adadi da hamin ¢oxhadlinin k dafs
tekrarlanan kokudur.

Isbati. Ovvalca isbat edsk ki, hagigi amsalli Pn{z)
coxhadlisi tgin

ajg=3np (6.6)
barabarliyi dogrudur. Burada z, z kompleks adadin
gosmasidir. Haqiqi ai,i =1,...,n adadlari dcln

dl=ax a2=a2 an=an oldugundan,
P,(z) =z" +axn’ +..+anx +an=zn+az, , +...tanx +an=

=zn+axxn]+.. +anflz +an="Pn(z)

(6.6) barabarliyinden xususi halda aliriq ki, agar
kompleks ad”~di hagigi amsalli P,,(z) ¢oxhadlisinin kokudurss,

onda b kompleks gosmasi da Pn[z) ¢oxhadlisinin kokidir.
z =z minasibatindan istifads etmakla (6.6) barabar-
liyindan alariq.
nNE)=nn «5-7)
Tutaq ki, z0 kompleks adadi (6.5) hagigi amsalli P,{z)
coxhadlisinin k dafa takrarlanan kékidir. Bu o demakdir ki,

Pn(z) =(z ~ zo)kQn-k(z)” Q»-k(zo)*°
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barabarliyi dogrudur. Burada Qnk{z) n-k daracali muayyan
cabri goxhadlidir va z0 adadi bu ¢oxhadlinin koku deyil. (6.7)
barabarliyina asasan

Pn(z) =pJz) =(z-z0)kQnkCz) (6.8)
alarg. A

. (z-20)kQnk(z) =(z-z0)k Qnk(z) =(z-z0)k'Qnk(z)

=(z-70)k-Qnk(z) (6.9)

(6.9)-u (6.8) -da nazars alsaq,
Pn(z) =(z-z0)kQnk(z)

alarig. Teoremin .hékmuni isbat etmak Ggiin z, adadinin
Qnk(z) coxhadlisinin kokiu olpiadigini géstarmok kifayatdir.
Dogurdan da Qnk(zg)*0 oldugundan
Q,k(zo) =Q,,-k(z0) =Q,, k(z0) ®0 olar. Teorcm isbat
olundu.

Bundan sonra haqiqi dayisanli haqiqi amsalli cabri

coxhadlilara baxacagiq. Ona gora da dayisani z ila yox, x ila
isara edacayik.

Teorem 6.1-dan istifads edarak haqiqi amsalli Pn(x) cabri

¢oxhadlisini gatirilmis vuruglarin hasili saklinds gostarak.
Tutag ki, Pn(x) coxhadlisinin m sayda mixtalif

x1,x2,....xm haqiqi koklari vardir va bu kdklsr uygun olaraq
al,a2...,.am dafs tekrarlanir va elace da, uygun olaraq
AlLA7,..., As dafa takrarlanan komleks z,,z2,...,zs koklari vardir.
Ondateorem 6.1-3 gora Pn(x) coxhadlisi tgln

Pn(x)=(x-xa (x-x2)ar...(x-xmya'(x-z,/"(x-z,/" X
x(x-2z2)a(x-Z22)x...(x- zs)%(x- z,)n’ (6.10)
ayrilisi dogrudur. Aydmdir Ki,
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al+a2+..+am+2(1, +N12+...+ As) =n olmalidir.

zk(k =1,s) kokunin hagigi ve xayali hissalarini uygun
olarag uk va vk ila isara etsek, zk = uk + IVK, zk =uk- IvK
olar.

Istanilan k (k =1,s) Ggiin
(x-zKk)**(x-zk)*t =[(x-zk) (x-zk)Yk =
=[(x-uk- ivk) (x-uk +ivk)Yk =
=[(x-uk)2+v{\k=(x2+pkx +qk/ k. (6-1)
Burada, pk=-2uk, gk =uR+o0R,(k =1,s) isara olunmusdur.

(6.11) barabarliyini (6.10)-ds nazars alsaq, hagigi amsalli
n daracali Pn(x) ¢oxhadlisini

Pu(x) =(x-xDa,(x-x3)Br....(x-xma" -(x2+p,x +qg,)X X
X(x2+p2x+02 ...(x2+psx +qs/"’ (6.12)
soklinds géstarmak olar.

Asanligla yoxlamaq olar ki, x2+pkx+qgk kvadrat
iichadlisinin diskriminanti Ggin

44-q,:-U!(k:I,2 S)

barabarliyi -dogrudur. zk-lar hagigi olmadigindan uk ®0 olar.
Onda sonuncu barabarlikdan

-~ Ak<0 {x=12..3) (6.13)

alang. (6.13) serti onu gosterir ki, (6.12) ayrilismda
x2+pks +qgk (k =1,2,...,s) kvadrat t¢hadlisinin hagigi koklari
yoxdur.



87. Dlzgun rasional kasrlarin sada kasrlarin cami
soklinda gostarilmasi

P
R(x) =— -—-  soklinda olan funksiyalara rasional

funksiya ve yaxud rasional kasr deyilir. Burada, Pm(x) va
Q.,(x) uygun olarag m ve n daracali hagigi amsalli cabri

coxhadlilerdir va n>1. ©gar m<n olarsa, onda E-—--

rasional kasrina diizgun rasional kasr, m>n oldugda iss
diizgun olmayan rasional kasr deyilir.

P
Tutag Ki, a(x) diizgin olmayan rasional Kkasrdir

(m>n). Coxhadlinin ¢oxhadliys bdélinmasi qgaydasindan

istifada etmakls, E-(-)Q soklinda dizgin olmayan rasional
6n(X)

kasri, tarn rasional ifads ila duzgln rasional kasrin cami

soklinda gostarmak olar:

R0 =Fhn Jof+ L9
Qn(x)  min Q..(2)

Burada, Pmn m-n daracali miayyan ¢oxhadli, Pk(x)
iss K (k<n-1) daracali misyyan coxhadlidir (sagar sifir
deyilsa). Pm,,(x)-8 gismat, P*(x)-a isa Pm(x)-in Q,,(x)-9
bélunmasindan alinan galiq coxhadli deyirlar.

Duzgln rasional kasrlar haqda asagidaki lemmalan isbat
edak:

P
Lemma 7.1. Tutaq ki, —-(-)fz(m<n) hagigi amsalli

Qn(x)

diizgun rasional kasrdir va a haqiqi adadi Qn(x) ¢oxhadlisinin
K>1 dafs takrarlanan kékiddr, yani,
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Q.,,(x) =(x-a)k Qnk(x), Qnk(a) ®0 (7.1)
ayrihisi dogrudur. Burada Qn k(x) haqiqi amsalli n -k daracali
muayyan ¢oxhadlidir. Ondaela haqiqgi A adadi va P,(x) haqgiqi
omsalli ¢coxhadlisi var ki,
w : A : p1(x) (72)
Q.(x) (x-af (x-a)k-'Qnk(x)
gfistarilisi dogrudur.

Isbatr. (7.2) ayrilisinm dogru olmasi dgiin zaruri va kafi

Iprt AQnk(x) +(x-a)P,(x) =Pm(x) olmasidir.

Bu barabarlikde x-a g6tirsak, A= alariq
Qnk(a)
(prta gbra Qnk(a) »0O). Pj(x) c¢oxhadlisini tapmaq ugln

it*ugidaki munasibati alariq:

(x-a)P,(x) =Pm(x) - <Q,.t(x).

Qn-M)
Bu barabarliyin sag tarafi haqiqi smsalli goxhadlidir.

F(x)=Pm(x)--~-0,.,,{x)

Qn-k(a)
i“aro edak. /r(;c)-m daracasi («-1)-i asa bilmaz, c¢lnki,
m<,n-1 - K<n-1. Aydindir ki, ¥{a) =0. Ona gors

F{x) coxhadlisi (x- a)-ya gahigsiz bélindr va demali,

X-a
Aydindirki, ~(jc)-1n daracasi (n-2)-T1 asabilmaz.
(7.2) barabarsizliyinin sag terafindaki sonuncu kasr

110/.gln rasional kasrdir va demali (7.2) gosterilisinin sag tarafi
iki duzgiin rasional kasrin fargindan ibarat oldugundan bu farg
diizgun olmayan kasr ola bilmaz. Lemma 7.1 isbat olundu.

47



. . PnX ..
Natica. Tutaq ki, )(m <n) haqiqi amsalli dizgiin
QAX)
rasional kasrdir va axa2,...,ak mixtalif adadlar oldugda

Qn00 =(X- a\l" (*- a2yr-O'- ak)at

(7.3)
@]+a2+..+ak=n)
gostarilisi dogrudur.
P, . y T
Onda, kasri Uc¢ln asagidaki gostarilis dogrudur.
Qn(x)
M) A al> (')a2 47 |
Q.(x) (x-a,)a (x-a,)"" X -a
2> ®
P Mg a2 et T o
(x-a2p (x-aZ)QI "X-a, (x-ak)D
i Ao (7.4)
(x-ak)a'-* x-ak

Burada J1j-nwayyan haqiqi adadlardir.
Hagigatan lemma 7.1-i maxraci (7.3) saklinda olan

PN1X) (m < n) dizgun kasrina ardicil tatbiq etmakla (7.4)
QAX)
gostarilisinin dogruluguna inanmagq olar.

Lemma 7.2. Tutaq Ki, PJ1x) (T <n) haqiqi amsalli
Qn(x)
dizgun rasional kasrdir ve asagidaki sartlar 6danir:

1. x2+px+q Uchadlisinin a=u+io ve a=u-iu

Kompleks gosma koklari vardir (burada wu va v haqiqi
adadlardir va 0pO)

2. a va & adadleri Q,(x) c¢oxhadlisinin (i >1 dafs
tokrarlanan kékbridir, yani
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U"(X) = (X2+pX + q)p Qn_Zp(X), Q,,-Zfiio) * o7
UHti(a)*0, p=-2u, g-u2nv2

Inllmisibotlari dogrudur.

Unda P &) kasri Ggun els M, N haqiqi adadbri ve

Qn(x)

IMilborliyi dogrudur.

isbati. Istanilan haqig M va N sabitleri gln
fu(x)_ Mx +N fargina baxag.
(/,(*) Xl +px+qf

\t(x) Mx +N PJx)
QJx) (x2+px+qf (x2+px +q f'1Qn 2p(x)
Mx +N =Pm(x)-(Mx +N)-Q,, 2fi(x)

(x2+px+q)p  (x2+px+q/ mMn2p(x)
(7.6)- nin sag tarafindaki kasr iki diizgun rasional kasrin farqi
Kiini duzgin rasional kasrdir. Bu kasrin stratindeki M va N

Mbitlarini els se¢ak ki, Pm{x)- (JI/x + N) 'QIn-,p(x) ¢oxhadlisi
X1+ px +q = (x - a)(x - d) kvadrat tichadlisina bdltnsin.

Malumdurki, Pm(x)-(Mx +N)-Qn 2p(x) coxhadlisinin
bu lichadliys bélinmasi tgiin
I'm(a)-(Ma +N)-Q,,_2p(a) =0 (7.7)
borabarliyi 6danilmalidir, yani a adadi

Pm(x)-(Mx +N)-Qn2p(x)

coxhadlisinin kéki olmahdir. Bu ¢oxhadli hagigi amsalli ¢ox-
hndli oldugundan, aydindir ki, a adadi da onun koéki oiacaqdir.
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M va jV amsallarint (7.7) barabarliyindan tayin edacayik.
(7.7) Dbarabarliyindan

Ma +N= yvoe ya M(u+iu)+N =-—Y~-a~ m
Qn2p(a) Qn2p(a)
alarig. m kompleks adadinin hagiqgi va xayali hissasini
Qn-2p(a)

uygun olarag A ve B ila isara etsak, onda sonuncu barabarliyi

M(u +iu) +N -A +iB
soklinda yaza bilerik. Buradan, hagigi va xayali hissalari
barabarlasdirsak, A/ va W-a nazaran

Mu + N —A, Mo - B
barabarliklarini alarig. Axirinct barabarliklarden M va N
sabitlari birgiymatli tapthir:

w=2, T _Br (7.8)
7 0
Belalikla, agar M va TV sabitlari (7.8) dusturu ils tayin

olunarsa, onda Pm(x)-(Mx +N)-Qn2p(x)  c¢oxhadlisi
x2+px +q Uchadlisina bdlinar, yani misyysn hagigi amsalli
Pt(x) coxhadlisi Ggun

PJIx)-(Mx +N)-Qn2p(x) =(x2+px +q)-Pe(x) (7.9)

gostarilisi dogru olar. (7.9) barabarliyini (7.6)-ds nazars alsaq,
tabb olunan (7.5) gostarilisini alarig. Lemma 7.2 isbat olundu.

Lemma 7.1 ve Lemma 7.2 -ni ardicil tatbiq etmakls
asagidaki mihim naticani alariq.

P (x)

Teorem 7.1. Tutaq ki, —— (m<n) haqigi amsall
Qn(x)

duzgun rasional kasrdir va Qn(x) goxhadlisi
Qn(x) =(x-a,)a‘(x-a2 ...(x-ak)°k(x2+p,x +q,

. (X2+psx +qgs/
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uyrilisina malikdir, burada a,,a2 ak Qn(x) ¢oxhadlisinin
uygun olaraq ai,a?2,...,ak dafs takrarlanan bitiin muixtalif
hagiqgi koklaridir, Qn(x) ¢oxhadlisinin haqiqi olmayan har
bir Zj(j =1,2,....5) kokina va onun gosmasi z}-ys
ar + PjX +qj = (x- Zjjx- zj) saklinda vuruq uygun galir, /27

ise Zj (va ya z,) kékunin takrarlama sayidir.

Onda, E %) diizgiin rasional kasri tg¢ln
4"
P1x) s AP BC A
ftw  (x-O/f" (x-a,)"1 X-“ (I «,j™
47 4" 4;1
o o+ + +- Y- =+
(x-a2) (x-ak)a" (x-ci)&' X-a
MADX +N (1) Mp/x+ Np* M (s)x +N{s)
(x2+ptx +q,)p X2+p,Xx +q, (x2+psx +qs

MB)x+NJs
CMEKENIS (7.10)
X +Psx+qgs

ayrihist  dogrudur, burada A”™ (i=12,.../:;,7=12,...0r) V8
miisayyan haqiqi adadlardir.
Isbatr. (7.1) ayrilisina géra  Qn(x) ={x-aj)*“.Qna (x)
olar. Burada,
Qra, W =(x-a2f\..(x- ak¥Yk(x2+Pjx +q,f... (x2+px +qsf
n-a, daracali goxhadlidir. Aydindir ki, Qn & {a,)d 0. Onda
lemma 7.1- 8 gOra
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};%X% = N T F'{ '(')9 alarig. o, >1 oldugda
Qne) ~ (x-a J1 Zx-a,)l Qn_a‘£3 g- o g

lemma 7.1- i yenidan

P y dizgun rasional kasrina tathiq etsak,
{x-a,) .Qnallx)

N 4w . k) L. #(¥)

6, W (x-a,)arl (x-al)e"26 nai l

Prosesi x-a, vurugunun qivvat Usti sifir olana gadar davam
etdirssk ve tamamils eyni qayda ils x-aj (j- 2,....,K)
vuruglari ila davransaq,

P a4aWm A= VL

Qn(x) (x-a,)"' (x-atf'l  x-a,
ne . 40 Vorf(l)
(x-a,¥Y* (x-atY*~ ' x-a, +{?(»

alariq. Burada E;(\f/(\i dizgin rasional kasrdir, Q’(x) isahaqgiqi
Q

koklari olmayan ¢oxhadlidir va
0*(x)= (x2+ p,x + g/ f'..{x2+ psx + g~ f’ saklindadir.

Lemma 7.2 - ni ardicil olaraq E(X)
QW

alman ifadaslars tatbiq etsak, naticads (7.10) dusturunu alariq.

Qeyd 1. (7.10) aynhsinda hesab edirik ki, Q(x)
gatirilmis cabri ¢oxhadlidir, yani bu ¢oxhadlinin bas amsali 1-3
barabardir. ©gar beb olmazsa onda rasional kasrin sirst va
maxracini maxracdaki ¢oxhadlinin bas amsalina bdlmakls,
buna hamisas nail olmaq olar.

Sada va ya elementar rasional kasrlar dedikda:

kesrina va bu zaman
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(x2+px +qg)m
soklinds  rasional  kasrlar  nazards  tutulur.  Burada
a,A,M,N,p,q haqgiqi adadlserdir, m> 1 natural adaddir,

x2+px +q kvadrat Uchadlisinin iss haqiqi koklari yoxdur,
2
yani - g <0 sarti 6danir.

Teorem 7.1 hékm edir Ki, har bir duzgin rasional kasr
elementar kasrlarin cami saklinda gostarilir.

(7.10) ayrilisinda amsallari tapmaqg Ucin bu barabarliyin sag
torafindaki kasrlar ortaq Taxracas gatirirlar va siratds alinmis
coxhadli x-in daracalarina gdra qruplasdirilir. Barabarliyi”
va sol taraflarinda siratlards eyni daracali x -larin amsalian
barabarbsdirilir. Bu halda amsallardan asili xatti tynlikbr
sistemi alimr. Bu tanliklar sistemindan tabb olunan amsallar
tapthr. (7.10) ayrihisinda amsallarin bu gayda ib tapilmasi
geyri-miayyan amsallar tsulu adlamr. Bazan amsallar dgiln
alinan tanlikbr sisteminin tapilmasi nisbatan ¢ox vaxt aparir.
Ona gora da amsallarm tapiimasi Gg¢ln basga usul tatbig edilir.
Bu Gsulun mahiyyati ondan ibaratdir ki, stratbrin baraDar
edilmasi natitasinda x -8 nazaran eynilik alinir va bu eynilikda
x-8 konkret qgiymaflar vermakls, masabn, x-s 0 (x)-m

kokbrini giymat kimi vermakls amsallarin tapiimasi Ggun
alinan tanlikbr sisteminin hallina tez nail olmagq olur.

Misal 1.  -———-—- dizgin rasional kasrini sada
X -3x +
kasrbrin cami saklinda gostarin.
Halli. ©Svvalca verilmis kasrin maxracini vuruglarma

ayiraqg.



x =1 adadi Q(x) =x3-3x +2 c¢oxhadlisinin kékudur. Demali,
Q(x) coxhadlisi x-1 ikihadlisina galigsiz bolinar.
X3-3X+2=x3- Xx-2x+2=x(x2-1)-2(x- 1=
=x(x- D(x+1)-2(x-1=
=(X- D[x(x+1)-2=(x- D(x2+x- 2)
x2+x- 2 kvadrat dchadlisinin  koklari LW=-2, x2=1
adadlaridir.

Belslikb, x3-3x +2=(x-1f (xn-2). x =1 koki iki
dafs takrarlanir.

Teorem 7.1-a asasan verilmis diizgun rasional kasr uglin
asagidaki aynlis dogrudur:

X A B C
x3-3x+2 (x 1y x—1 x+2
Bu barabarliyin sag tersfindski kasrlsri ortaq wwaxraca

gatirak. Alinmis barabarliyin sag va sol tarafindaki kasrlarin
suratlarini barabarlasdirsak,
X =A(x+2)+B(x-1)(x +2) +C(x-1Y (7.11)
va ya
XsXx2(2?+C)+x(A+B-2C) +(2A-2B +C)

eyniliyini alang.

Iki goxhadlinin eynilikls barabar olmasi sartindan istifada
etsak,

'‘B+C =0,
mA +B- 2C =1,
2A- 2B +C =0,

xatti tanlikbr sistemini alarig. Bu sistemi hall etsak, ” =

2

=— C aFariq. Beblikb, verilmis kasrin sada rasional

kasrlara aynlisi
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x3-3x +2 3(x-1)2 9 x-1 9 x+2
pklinda olar.
(7.11)-den A, B,C-rim giymatlarini tapmaq Ugln
nsagidaki qaydadan da istifads eds bilsrdik. (7.11)-de x =1
gtttirsak,

[/ =A(l +2) = 3A barabarliyindan A =-j,
X=-2 gotursak, -2 =C(-2-1)2=9C barabarliyindan
2 ,
=- —alariq.
A va C-nin bu giymatlarini (7.11) yerina yazsaq,

X=j(x +2) +B(x +2) (x-1)-"(x-1)2

2
horabarliyini alarig. Bu barabarlikda x =0 gotirssk, B =—

alariq.
Misal 2. 12+5X;-t-£}- dizgin rasional kasrini elementar
x4+5x2+4
rasional kasrlarin cami saklinda gdstarin.
Halli.  yerilmis kasrin maxracini vuruglarinaayirag.
Aydindir ki,

X4+5x2+4 =(x2+4)(x2+1)
ayrilist dogrudur va x2+4 ve x2+1 kvadrat ikihadlilarinin
hagiqi koklari yoxdur.
Teorem 7.1-a asasan verilmis dizgin rasional kasrin
elementar kasrlara ayrihsi asagidaki kimi olar:
x2+5x+4 Ax+B Cx+D

X4+5x2+4 x2+4 x2+1
Bu barabarliyin sag tarafmdaki kasrlari ortag Taxracagstirak.



X2+5x+4  (Ax+B](x2+1) +(Cx +D)(x2+4)

X +bx* +4 (x +4)(x +1)
Bu barabarliyin sag va sol tarafindaki kasrlarin siratlarini
barabarlasdirsak,

X4+5x2+4 =(Ax +B)(x2+1) +(Cx+D)(x2+4)
va yaxud .
X- +5x2+4 =(A +C)x3+(B +D)x2+(A +4C)x +(B +4D)

eyniliyini  alarig.  x-in  eyni daracalarinin  amsallarim
barabarlasdirsak,

'‘A+C =0,

B+D- 1,

A +4C =5,

B+4D=4
sistemini alarg. Bu sistemi hall etsak,
A =—3,B =0,C =?D =1 alarig. Onda baxilan diizgin

rasional kasrin elemental- kasrlarin comi saklinda gostarilisi
asagidaki sekilda olar.
X' +5x +4 5 5x +3
X4+5x2+4 3x2+4 3(x2+1)
1
Misal 3. duzgiin rasional kasrini elementar
x4+1
kasrbrin cami saklinds gostarin.
Halli. Aydindir ki, istanilan x hagiqgi adadi ¢in
X4+ =(x2+1)2-2x2=(x2+1-y[2X)(x2+1+n[2X)
eyniliyi dogrudur. Sag tarefdaki kvadrat Gchadlibrinin har ikisi
haqiqi kéka malik deyildir. Onda teorem 7.1-a g6ra verilmis
dizgin rasional kasri asagidaki sakilda gostara bibrik
1 Ax +B Cx+D

t4+1  x2-12:x+1 x2+yjX+1
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Wn barabarlikdan
(AX+B)(x2+j2x +1) +(Cx+D)(x2-J2x +1) =1
cyniliyini, va yaxud
Xx3(A+C) +x2(j2A +B+D-j2C) +
+x(A +42B+C-42D) +B+D =l
cyniliyini alarig. Axirinct eynilikdan A,B,C,D amsallarindan

asili
A+C =0,

42(A-C)+B+D=0,
A+C +y2(B- D) =0,

B+D=1J
tanliklar sistemini alarig. Bu sistemdan
_ 1 C = 1
2nJ2 2727
alariq.
Belalikls,

]7 1 1 1
=X H— f=X H—
1 2712 2 + 2V2 2
X4+1 X eyfxX+7 x +al~X+1
gostarilisini alariq.

88. Rasional kasrlarin inteqrallanniasi
I.Elementar rasional kasrlarin integrallanmasi.

P
Aydindir ki, ) soklindo istenilon diizgiin olmayan

Q(x)
rasional kasri ¢oxhadlinin ¢oxhadliya bélinmasi gaydasindan
istifads etmakls hamisa miayyan bir coxhadli ila diizgin
rasional kasrin cami saklinds gostarmak olur. Coxhadlinin
inteqrallanmasi he¢ bir ¢atinlik tdratmadiyindan yalmz diizgiin
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rasional kasrlarin inteqrallanmasini dyranacayik. Teorern 7.1-3
gora isa dizgun rasional kasrlarin integralianinasi yuxarida
geyd olundugu kimi doérd tip elementar kasrlarin inteqrallan-
masina gstirilir. Elementar rasional kasrlarin integrallarinx he-
sablayag.

. \-~dx =A\d(x~a) =Aln\x-a\+C-

Jx-a J x-a
H r_ Adx—~A(x-a) m(x-a)
J(x-af J

A
-(x-a)“~m+C
1-m (1-T1)(x-a)~”
{m > 2natural adaddir)

TIT Mx +N . . .
111, 1 soklinda elementar rasional Kkasrin

X +px+q

inteqralmi hesablamaq Gcilin x2+px +q kvadrat chadlisini

foo=\2 2\
x‘+px+q= X+E2 + . P

N2 4)

soklinds yazaq ve nazars

alag ki, <?-— >0. a=Jg ~ isara edak. t=x+7F
4 \Y 4
avazlamasi aparag. Onda dx = dt olar.
Mt+ N- MPT
f ------ —dx = ~Ndt =
;j+px+q t2+a2
M = 2tdt 1
2 't’+al 'l
\
. n<-
M j'd(t2+a2+ N - Mp/1l <
2 J t2+a2 2 ja- . °
|
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S Iln/(%2+a%)1+2N MR .
2 2a

X +-
M -
=— 1In(x2+px +p) ++ 2N-Mp arctg +C.
Hu- 4 s
) M +N . . ] 1) H U H
ITV. —r---z(- ---------- (T>2 natural adad, _P g<0) saklimda
(x +px+q) 4
elementar rasional kasrlarin inteqralim hesablayaq. Ill halda
oldugu kimi t=x+%j, a~ "~ ~ isara edsk. dt-dx
oldugundan,
Mx + N - M pd(t2+a2
+
\] 2 X dx = f - y-— --—"-dt:—¥ (t2+a )+
(x +px+q)m J (t +a )m 2 ¢t +a )m
+rar _ Me) f dt M +
\ 2 JJ(t2+a2)m 2(1-m)(t2+a2)m’
+ Nm Mp”r dt
2 J(t'+a'")

Sonuncu integrali Jm- j—2 yy, (m>2) kimi isara

edak.

Goriandiyu  kimi IV tip elementar  kasrlarin
inteqrallanmasi Jm inteqrahnm hesablanmasma gatirilir.

T_[ dt _ L fa2+t2-it2j _

m (t2+a2)m (t2+a2)ym | ~
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1 c az2+t2 | f t2dt
“HA2+adl WO r+ad)”

=-L i 1 tdt
a2l) (t2+a2)m* #42* (t +a’)"
1 1 f tdt

a'J (t2+a2)m
Sonuncu inteqrali hesablamaq Ucln hissa-flissa integrallama

disturundan istifads edsk. Bunun d¢in n=/, do =—mm— 2

(F+d)n
gabuledak.
Onda
du =dt,
r o tdt _brd (t2+a2) 1

° - {t24-82)im~ 29 (t2Aa2)m 2(1-m) (t2+a2)m!
olar.

Demali,
tdt ot 1 dt
(t2+a2)m~2(1-m) (t2+a2r ' 2 (F=m)#{t2+a2)m
t 1

2(I-m)(t2+a2m* 2(I-m)"Im~
Bunu, Jm -in ifadasinds nazara alsaq,
1

m— 2Jm-l +

2a'(m-1)(tJ+a2)m* 2a2(m -Uer'll

va yaxud
2m-3 1
= +—— n
2a2(m -1)(t2+a2ym* 2(m-1) a2" m"
rekurent disturunu alariq. Bu disturda m =2 gotirsak,
j c dt _ t 17T
2~Ut2+a2)2 ~ 2a2(t2+a2) +2a2 '

m=2,3,...
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alariq.

oldugundan,

olar. J2 malum oldugdan soma Jm uclin rekurent disturda
m -3 gOtursak J3-i hesablaya bilsrik va s. Jm integrahnda t

va a-nin x dayisani ve p, q amsallari ib ifadasini nazars
almaqgla 1V tip elementar rasional kasrin x dayisani va
M,N,p,q smsallari ila ifadasini alarig.

Beblikb, har dord tip elementar rasional kasrin inteqgra'!
elementar funksiyalar vasitasib ifads olunur.

Rasional kasrlarin geyri-muayyan integralim hesabhmac,
uctin asagidaki ardicilligla harakat etmak magsads uy§undur.

1. ©gar rasional kasr diizgin olmayan rasional kasrdirss,
suratini maxracina bdlmakb onu goxhadli ib diizgiin rasioiu.l
kasrin cami saklinda gdstarmak;

2. Alinmis dizgun rasional kasrin maxracini Xxatti va
kvadratik vuruglarin hasili saklinda gostarmak;

3. Bu dizgin rasional kasri elementar kasrlarin cami
soklinds gbstarmak;

4. Qeyri-miayysan inteqralm xattilik xassasindan va
elementar rasional kasrbrin inteqrallanmasindan istifalia
etmakb har bir haddin geyri-muayyan inteqralmi ayri-ayriligda
hesablamag.

Misallara miracist edak.

Misal 1 geyri-muayyan

integralim hesablaym.
Halli. Inteqralalti funksiya dizgun rasional kasrdir. Onda
teorem 7.1-3 gora
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A _+B (3_
(x+1)(x +2)(x+3) x+I x+2 x+3
ayrilismi yaza bilarik. Buradan,
X=AX+2)(x+3)+B(x +1)(x +3) +C(x +1)(x +2)
eyniliyini alang. Bu eynilikda x -a ardicil olaraq - 1;-2; -3

grymatlarini versak, A = 1, B=2 C-= 3 Ariq. Belalikls,

X =_Ltol 4+ 2 3 1
(x+)(x +2)(x +3) 2x+1 x+2 2x+3
ayrilist dognidur. Onda,
I Xax 1c dx r dx C dx

(x+1))x+2)(x+3) X+1  *x+2 2*¥'x+3

X A 4210 +2\-- L x +3\+C =-1n (T2
2 2 2 (x+1)(x+3)3

Misal Z' dx geyri-miayysn
"(x+J)(x +2)r(x +3)3 Y Y

integralim hesablaym.

Halli. integralalti funksiya dizgun rasional kasr olmagla,
maxracin takrarlanan haqiqi koklari vardir: x =-2 koku iki
defs, x =-3 kokil iss ¢ dafa takrarlanir. Onda teorem 7.1-3
asasan

1 B
b ° wplog D

(x+1)(x+2)2x+3)3 X+1 (Xx+2)2 x+2 (x+3)3

+- +-
(x+3)2 .5

aynhsi dogrudur. Buradan,
1=A(x+2)2(x+3)3+B(x+1)(x+3)3.
+C(x+1)(x+2)(x+3)3+D(x+1)(x +2)2+
+E(X+1)(x+2)2(x +3)+F(x +1)(x+2)2(x +3)2
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cyniliyini alang. Bu eynilikds x =-1 gotirsak, A - —; x--2

gotirsesk, B —431; x=-3 g6tursek, D almar.

C, E, F amsallanni tapmaq uciin x -a ardicil olarag x =0,

X---4 va x =-5 qiymatlarini versk. Onda C,E va F -dan
usili asagidaki cabri tanliklar sistemini alang:

11
9C +2E +6F

C-2E+2F="

4C+3E-6F =1

. 5 17
Bu sistemdsn C -2 :—4, F = 8 tapirig. Onda

nytlmdir ki,

dx ledx r ctx +Adx
Jx+1)(x +2)2(x +3Y —8* x4k I (x +2/
I r dx 5r dx 17 r dx
2% (x +3)3 4>(x+3)2 8 Jx+3 8

2o+ Skt 5 1 Tinyyitec
4(x +3Y '4x+3 8

«4(x+3) +gx+2)+5gx_+_2)(x+iz +14Mx+l\i+
4(x+2)(x +3) 8 1 1

+2INX + 2 - +i|+C=

16
9x2 +50x +68_ +-]1h (x +D)(x +2)

+C.
4(x +2)(x+3) 8 (x +3)"
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rx +5x+4

Misal 3. J%#@E#lﬂ

dx geyri-muiayyan integralmi

hesablaym.
Halli. Inteqralalti funksiya dizgiin rasional kasrdir. Onu
yuxanda elementar rasional kasrlarin  cami  seklinda

gostarmisik: (bax 87, misal 2) 09
X2+5x +4 5 X 15x+3
x4+5x2+4 3 x2+4 3 x2+1
Demali,
Fx2+5x +4 5 f X , lr5x +3
— T dx = — — dx + - —r— dx =
*X4+5%x2+4 3NAx +4 3>x2+1
rd(x1+4) xdx r dx
+

52% xh44  5FR +1 *x +1

5 5
- —6In(x +4)+Eln(x + 1) +arctgx +C —

5Jx2+A
=—In\ ——--- +arctgx + C.
6 \x2+4)
Misal 4. f ry geyri-miayyan integralim
J(x+1) (x2+1)
hesablaym.
Halli. Teorem 7.1-a asasan,
1 _ A B M,x +N, M2X+N2

X+P2(x2+1)  x+1+(x+DH2+ (x2+1j + x2+I
ayrihsi dogrudur. Buradan,
AX+d 2+1)2+B(x2+1)2+(M,x +Nt\x +1)2+
+(M2x +N2\x +1)2(x2+1)ml

eyniliyini alarig. Bu eynilikde x-a xlsusi giymatler vermak
daha munasibdir.
X =i gotirsak,
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(M,i +N/\i +iy =1

nlang. Buradan, M, = )’ N j-0 alarig; x =-1 gotirsak,
II:4—aIariq; x =0 gotursek, A+B+N, +N2=1 va yaxud

A 4N: alarig; x=1 gotirsak,

HA+4B +4(M, +Nj)+ 8{M2+N2)= 1 va yaxud

N+M2+N2 alangq.
X--2 gﬁtUI’SGk, -25A +25-Z+I+5(-2M2+ N2)=| va

yaxud, 5A+2M2- N2= 4—alar|q.

Melalikls, A,M2 N2 oamsallarindan asili asagidaki cabri
trmliklar sistemini aldiq.

A+N?2=-,
2 4
A+M2+N2=~,

4

5A+2M2-N 2=—.
4

liu tanliklar sistemindan A - ? N2=4—, M2=—2tap|r|q.

Onda,
1 1 1

1 1 1 I 1 2 X 2X+ 4
(x+/Y(x2+1) 2 x+1 4 (x+1)2 (x2+1j X2+1
olar. Belalikls,

65



r dx _1r dx 1r dx 1r xdx
4 x+72(x2+1) N X+7+7>(x+iy ~2>x2+1)2*

1r 2x + | 7 7 7 7
—éx —|’n\ +7 + r— -
4J X2+7 "4 x+1 4 x2+]

~—In(x2+7)+—arctgx +C = —/H[1X+7I+<#X NV
4 X 4 1 4%+7px +7]j

- ~In{x2 + ")+ ~arctgx + C.

8 9. Bazi irrasional ifadalarin integrallanmasi.
Xatti va kasr-xatti irrasionalliglarin inteqrallanmasi.
Iki x va y dayisanlarindan asili n daracali goxhadli

dedikda (haqiqi amsalli) "
Ofi+H£n

soklinda ikidayisanli funksiya basa dusulir, burada a
muayyan haqiqi adadlardir, i,j manfi olmayan tam adadlardir
va i+j =n sartini 6dayan atlamsallarindan he¢ olmasa biri
sifirdan farglidir

Masalan, a+ awx +ally +alx2+ a, ,xy + alk 2-
ikidayisanli ikidaracali c¢oxhadlidir, burada ay (i,j =0,l)
muayyan hagiqgi adadlardir.

Tutaq ki, x va y dayisanlarindan asili n dsracali
Pn{x,y) va m daracali Qm(x,y) ¢oxhadlisi verilmisdir.

Qm\X>y)
soklindo funksiyaya x va y dayisanlarindan asili rasional

funksiya deyilir.
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Rasional funksiya hagda asagidaki askar hokmi geyd
cdak.

9gar /?(x,j>) x va y dayisanlarindan asili rasional
l'unksiyadirsa, R{(t),R2(t) ve R3(t) t dayisanindan asili
istanilan rasional funksiyalardirsa, onda

®,(4*r(N]-N,0 (91)

soklinds olan ifadaler t- dan asili rasional funksiyadir (/
tbyisanindan asili rasional funksiya dedikda haqgigi amsalh
rasional kasr nazards tutulur). Bu hékmin dogruluguna
inanmagq Uciin, sadaca olaraq nazars almaq lazimdir ki, eyni bir
I dayisanindan asili rasional funksiyalara toplama, ¢ixma.

virma ve bo6lma amallarini tetbiqg etdikds, yenidan t
dnyisanindan asili rasional funksiya alinir.

Masalan, 33X +AX+"Y—7—  funksiyasi
X+3Xy+y

X,y dayisanbrindan asili rasional funksiyadir. Clnki 7?(x,>)

ikidaracali P2(x,y)~ 3x2+4x +2y2- 5y Vo

04(x,y) =x +3x3y +y 3 dorddaracali goxhadlilarin nisbatidir.
Hi/, bu fasilda x va y dayisanlarindan asili rasional funksiyani
K(x,y) ib isara edacayik.

Ovvalca

(9n)

yokilli integrallarm hesablanmasma baxag, burada k tarn
muisbat adaddir.

©ger aS-bc~0 olarsa, onda /(x) = —+ - kasr xatti
CX +S

Ninksiyas! sabit olardi. Bu balda (9.1) integralinda integralaiti
lilnksiya x-dan asihi rasional funksiya olardi va rasional
I'unksiyamn inteqralina awalki paragrafda baxmisiq.



Tutaqg ki, aS-bc® 0. Asagidaki kimi avezlama aparaq:
HS-b g - fap-boktiony,

t=JQJaX+b . Onda x=
bx +S a-ct (a- ctkd

Qeyri - muayyan inteqralda dayisanin avaz edilmasi dusturuna
asasan,

Burada, R*(t)=R — — Aydmdir ki,
Ka-ct ) \a-ctkj

R'(t) t- dan asili rasional fimksiyadir.

Beblikb (9.1) saklinds integralin hesablanmasi t
dayisanindan asili rasional ‘funksiyanm inteqrallanmasina
getirildi.

AR'(x)dt inteqralmi hesabladigdan soma t - nin yerina

ax +b yazmaqgla , (9.1) saklinda inteqrallari hesablamis
Vex +S

olurug.
. d . . .
Misal 1. J - [I,-)E--)f--- geyri-muayyan integralim
J nJ3x +2
hesablaym.
Halli. nEx+2 =t avazlamasi aparag. Onda

1 2
33X +2 =t2, ng(tZ-Z), dx=3—tdt.
Beblikb,
J=1J L——tdt=1J (t2- 2)dt =1 JtAdt~"jdt =

23 4 2(3x+2)32 4 A
- (e 223X *2) 9Jr8x+2+C:

27 9 27
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(3x+2 2) (3x-4n N

24T + 2\ +C —2n/3x + 2 C=
4 9, 127 )
Ay s24c
" 27
X+2 dx A . .
MM 2. J-fJ)]— geyri-miayyan integralim
X-2X-2
liCNtiblayin.
. X+2 .
Halli. =t avazlamasi aparsag,
\'x -2
+
X+ 2, lzyx 2(t”2 I)jéx— —jStdt
X 2 r-; (/"-71
olar. Onda
A I 7t
i m-2\-£—dt=-2\g/| +-1- dt=-2 t+—In +cC.
V -7 J t2- 2 t+1
<Jvvolki dayisana qayitsaq,
J=.9 x+2+1|an+2-an—2
X-2 2
Indi ise \
rax+by' fax+b
naa x Y dx 9.3)
cx +8 \ﬁx +£, /

~klinda olan itegrallarin hesablamnasina baxaq. Burada farz
edilir ki, sl,s2i...,sn rasional adadlardir, a,b,c,S haqiqi

. ax+b . . .
Adadlardir vo aS -be *0. ©ks halda nishati sabit

cx +8
olardi. Bu iss maraqgli hal deyildir.
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s ila kasrlarinin ortag maxraclarini isara
edak. Onda st-lar s, = — saklinda gostarila bilar (burada pt
S

tamadaddir, i =\,n).
ax+b

V = (9.4)
cx +8
avazlamasi aparag.
Buradan,
o dsob (9.5)
a- cts
alarig. Gorinduyd kimi  jc  dayisani t-nin rasional

funksiyasidir. Aydindir ki, onun téramasi da r-nin rasional
funksiyasi olacaqdir. Bu funksiyamn diferensialini hesablayag:

(9.6)
(a- ctsy
(9.4) barabarliyindan
rax +b s
=t =t i=1,n 9.7
- @=1.n) (9.7)
alarig.

(9.5)-(9.7) barabarliklarini (9.3) inteqralinda nazara alag. Onda
rax+bA"s  ax+b'S
cx +8 cx +8

dx =

8t -b p p (aS-bc)sr‘n
i,
a-ct (a-cts)

Aydmdir ki, sonuncu integralda integralalti funksiya rasional
kasrdir va bels integrallarm hesablanmasini bilirik. Sonuncu

inteqrali  hesabladigdan soma t dayisaninin  yerina

Als
ax +b'
t=\ yazmaqg lazimdir.
.CX+S
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Misal 3. J=J ax ) geyri-muayyan
nj2x +3 —2yj2x + 3

liillrgralmi hesablaym.

Hali. (2x +3Y =t avazlomasi aparaq. Onda
3x+3=1t6, dx-3t&dt ,

3=\ g’tEd-t- SiF S gt
h 3-2t2 h -2
olar.

inteqralalti ifadani dizgiin kasra ¢evirak:

1 M2+2tr4+m8
t-2 t- 2

oldugundan,
J=j) (242t +4 4+~ "2 dt =3 €+ ) +4t +8In\t- 2

rs/2x+3 +3{i2x +3 +12yi2x +3 +24Inp2x +3 - 2 +C.

8 10. Eyler avazlamalari.
I R(x,VayY +bx +c)dx (0.1

soklinda inteqc&llara baxaq. Burada a,b,c haqigi adadlardir.

Asagida har yerds nazards tutulur ki, a ®0 ve kvadrat
(Ichadlinin takrarlanan kéki yoxdur.

Bu tip inteqrallar Eyler avazlamalari vasitasila rasional
lunksiyalarin inteqralina gatirmak olar.

1. Eylerin birinci avazlamasi. Farz edak ki,
nx2+ bx + ¢ kvadrat tc¢hadlisinin haqiqi koklari yoxdur, basga
sozla kompleks qosma koklari vardir. Bu halda kvadrat
uchadlinin isarasi a-nin isarasi ila muayyan olunur. (10.1)
inteqralinda kvadrat tcghadli kvadrat kék altinda oldugundan,



musbat giymatlar almalidir. Ona go6re da a >0 miunasibati
odanmealidir.

ylax2+bx +c =z-s[a x (10.2)
avazlamasi aparaq. Yeni z dayisanina kegsak,

ax2+bx +c=2z2- 2-Jazx+ax2,x- Z °
Uklaz +b
* + v[a z2+bz +
dx - 2_2@2 Jaz+Db)-2'Ja (22 c) ds g[_a z2 b-z----cﬁdz.
(2-yjaz +b ) (2yJaz+b)

(10.2) barabarliyinda x-in ifadasini nazara alsaq,

"lax “Hox +C Z=22'_CAJ a_yfaZZ+bZ:-l-cn[a
2nja z +c¢ 2yja’z +b .

olar. x,nmjax2+bx +c, dx-'vci bu ifadslarini (10.1)-ds nazars

alsaq,
rz2- ja z2+bz +c4a’
JR(X,ﬂjaX2+bx+C)dX:jR Zc2-C yja z bz +c4a
,2yfaz +b’ 2y[4z +b

/

g 2Vazzibrresta) oo yo jR.(2)dz.

\2y[az +D) J
R (z) z -dan asili rasional funksiyadir. Onun inteqrali

elementar funksiyalarla ifads olunur.
(10.2) avazlamasina Eylerin | avazlamasi deyilir.

. rodx . . .
Misal 1. ./=j . geyri-miayyan integralim
nix2 +a2
hesablaym.
Halli. x2+a2 kvadrat ikihadlisinin hagiqi koklari
olmadigindan Eylerin birinci avazlemasini tatbiq

edok. vx2+a2 =z-x avazlamasi aparaqg. Buradan,
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Misal 2. J= --iﬁ_/ijg% - dx geyri-miiayyan
j V/+x2
integralim hesablaym.
Haili. 7+ x2 kvadrat ikihadlisinin hagigi kdkls;1l
olmadigindan Eylerin birinci avazlomasini tatbig edak.
N7 *x2=zm
avazlamasi aparag. Buradan,

x —Z d)J2 ----- L} gy , M1+ w2 +1
22 2zy 2z
x-l'ﬁ1+ xJ z2-1 t 22+7—z
2z 2z
alarig. Bu ifaaslari verilmis inteqralda nazara alsaq,
J=f-4-——=~dz—\zMdt == +C == [x+b + x 2)5+C.
Jz +7 2z J 75 75
2z

Eylerin 2-ci avazlamasi: Farz edsk ki, ax2+bx +c
uchadlisinin iki muxtslif a va /? haqiqi kdki vardir. Bu halda
a amsali istanilan isarays malik ola bilar. (10.1) inteqralinda

nfax2+bx +c =(x-a)z, (10.3)
avazlamasi aparaq. Onda

ax2+bx +c =(x-a)2z2



va yaxud
a(x- a\x - 0) ={x-a)2z2.

Buradan,
ag-al 2a(fi-a)z
Z -a (z -a)2
niax; iy 1c :a(a’-/3)z k
z2-a
alang.
Belslikla,
JR(x, ylax2+bx +c)dx = JR Ccizz-a(3y a(az-(3)z-
vV Z -a Z -a j
X A2Zdz =\R :{z)dz
[z -a) «

Aydindirki, R2(z) z -dan asili rasional funksiyadir.
(10.3) avazlamasina Eylerin Il avazlamasi deyilir.

Misal 3. J = [XYAE2+3x L2, geyri-mudyyan
X+x +3x+2
inteqralim hesablaym.
Halli. x2+3x+2 kvadrat  ughadlisinin  kokbri
X =-1, x2=-2 oldugu dciin Eylerin 1l avazlamasindan
istifade etmak maqgsada uygundur.

NX2+3x +2 =yl(x+ /X* + 2) = z(x +1)

. 22-2
avazlomasi aparag. Ovazlamadan X = ----- :
1—
_Nzdz i —— A
dx =7 m, yWx2+3x+2= x alang. X, dx Vo
(1-22)2 1-z

Vx2+3x+2-mn bu ifadslarini verilmis inteqralda yerina
yazsaq,

74



{z + 2)dz
z+N3(z-2\z-1)
nhing. Inteqralalti ifadani sada kasrlarin cami saklinds gostarak.
z2(z +2) _ A B F D E

(r+1B(z- 2\z d) z+1 (z+If (z+D3 z-2 z-1

Huradan, suratlari barabarlasdirsak, asagidaki eyniliyi alariq:

A(z+D)2z- 2\z - N+ B(z+1lz-2\z-1)+ F (z-2\z-1)+
+D(z+1)3(z- N+E(z +1)3}{z-2)=2z2+2z.

J =-2\

Hu eynilikds z-1 gotursak, =—38; z=-1 gotirsak,

1 8
/-':—6; z-2 gotirsak, D :2—l alarig. Bu eynilikda ardiclil

olurag z=3 va z =-3 gotirsak, A va B -dan asili

4A +B - 19
108
4A-B- -
27
N istemini alariq. BU sistem dan A=—17 ) B= 5 tapiriq.
216 36
Onda
r z(z +2)dz 17 r dz 5r1 dz
~NJz +D)3{z-2\z-1)~~1083" rl +T83{z+1)2 +
Il r dz 16 r dz 3rdz _ 17 . .5 1

f5*(z+1)3~'27)~"2+~J"1~~108 "'Z+ ' 7s'7T+7

c—ee A o — In\z- 2i+—In\z- N+C.
6 z+1)2 27 1 1 4 1 1

liurada, z= * +— -- goOturmak lazimdir.
Xx+1
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Misal 4, J.]- dx gevri-muayyan

(1+X2)n Tec*
inteqralim hesablaym.

Halli. 1 GOsui. 1- x2 funksiyasmm x, =-1 va xt=1
haqgigi  koklari vardir. Ona g6ra da Eylerin ikinci
avavzlamasindan istifada etmak olar. ®

\I-x2=(x+1)z
avaz edak. Buradan,

1— 27 1+z4
X = ' 1+x
N [
47

alang. Onda

+1
b itl, *? d ; dz -
*M on+z4) 22 (I+22) ﬂi4+§4 ‘- I~1T+Zz

7 -——- Z D
Yy : ~ f v
+2 l/l +{[i)
)

Inteqrallar cadvalinds 160dUsturundan istifade edak. Onda

1 (2.9 1 (z2-1)
— Z +C=--j*arct 7 +C
JE—RartS . Y42z,

\
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nJ1-X2 . . -
llarig. ®vezlamadan z 1 tapariq. z -in bu ifadssini J m
X +

da nazars alib, sads ¢evirmalardan sonra

J =-I*arctg +C
VT X
nltma.
Qeyd edak ki. bu inteqgrali Eyler avezlamasindan istifada
ctmadan da hesablaya bilarik.

r a 7mn

Il Osul. x-sint, te ~ avazlamasi aparaqg.
y~J72]
()nda aydmdir ki, dx - costdt.
J1-x2=JI-sin21- 4cos21=cost olar. Onda
dt
r costdt _rodt r cos21
scosi[l +sin2F  *1#sin2l -L-+tg’,
cos't
ditgt)  _ f d{tgt) =4 ¢ djtgt)
l+tgt +tgt 41+2tgx 24f
+tg2

Integrallar cacfteHnda 10 dusturundan istifads edslc. Onda

3 1 -12=arcgt"j"- +C = -I=-arcgt{-j2tgt)+ C
V2
tgt = sint_ — oldugtinddn,
cost J1 -x2

42:
J - —=arctg +C
41-x2

alariq.
Eylerin 3-CU avazlamasi. gar ¢ >0 olarsa
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Nax2+bx +c =xzx4c (K0.4)
avazlamasi aparmagqla (10.1) saklinds inteqralm hesablanmasim
rasional funksiyanm hesablanmasina gatirmak olar. Dogurdan
da, avazlamadan

2*Jcz-b ~ 2 . z>fc-bz-afc
X=-—.., , NJax +bx+c = 5 ,
a-z Qrz
. . z224c - bz +a4c |,
dx =2 T az
(a-3)
alariq. Onda,

JR(x, Vax2+bx+c)dx -
r (2y[cz-b z24c-bz +adc\ 2(z2n[c - bz +ayfc) A
=1 AT~ J (z2-aj

Goriindayl kimi inteqralalti funksiya rasional kasrdir.
(10.4) avazlamasi Eylerin 11l avazlamasi adlanir.

Misal 5. J = T___________d:x: = = inteqgralim hesablaym.
\l eoxjyjl+x —X
Halli. 1+x- x2 kvadrat Ucghadlisinde a<0,c>0

oldugu Ucgun Eylerin tGglnci avazlamasindan istifads edak.
\h+x-x2=xz-1
avazlemasi aparaq. Buradan,

x=1xh dx=zAz2+z- J)dz
1+z2’ 1+2>J
ngfr+2z2) 1 =1 +z -1 J +2z +2
1+z2 1+2z2 1422
alariq.

X, dx, (I+x) va yjl +x -x 2 Uc¢ln ahnan bu ifadalari verilmis
inteqralda narars alsaq,
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J=2 =2 f _
z +27+2 Wz #+Te+ |

Yenidan x dayisanina gayidag. ©vazlamadan

-2arctg(z + 1)+C .
V 1

. 1+ y1l+ x —x2 .7 1+x+yl+x—x

z +1

alarig. Onda
1+ x+ n]l+.

J = - 2arctyg +cC.

Qeyd. Eyler avazlamalari vasitasila (10.1) saklinda olan
integrallar hesablayarkan bazan texniki ¢atinliklar yaranir. Ona

. . b2
gére da bir cox hallarda ax +bx +c=a +c—
2a 4a

balabarliyini nazara almagla (10.1) seklinds olan inteqrallar
j77‘(z‘\/ I = zrjefe JRZ{Z,n]ZZ '1JdZ y j773(Z,v T 2 +1)d2

soklinda olan inteqrallara gatirilir. Bu sakilda olan inteqrallarda
irrasionalligdan azad olmaq tgun

z - sint , z-cost , z = tgt
trigonometrik avazlamabrdan va yaxud
z =sht , z=cht , z = tht

hiperbolik avazlamalarindan istifada etmak daha samarali olur.
Misal 4-ds verilmis integralin ikinci UGsulla hesablanmasi
aslinda dediklarimiza bir subutdur. Basga bir nimuna gostarak.

Misal 6. 4 geyri-muayyan

(Xx2+a2)\[x2+a2
integralini hesablaym (a >0).

C /T a 4

Halli. x=atgt, te avazlamasi aparag. Onda
1 7 1 J

dx = a at oldugundan,
21
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b 1 adt
a2(l +tg2)*ja2(l +tg2) cos21

= cos21 eyniliyindan istifads etsak,
| +tg2

J =— fcostdt = —ysint+@
aJ a

alarig. J c¢in alman bu ifadada yenidan x dayisanina kecak.

X . . I<71 e
Ovazlamadan tgt~— alarig. sint - r— eyniliyinda

a Ji +tg2

tgt = —gotirsak,
a

J=~, +C =Xr~rjr. r+C.

811. Diferensial binomun integrallanmasi.
jxm(a + bxn)pdx (11.1)

soklinds qeyri-muayyan inteqrala baxaq. Burada a va b
sifirdan fargli ixtiyari haqiqi adadbrdir. a va b adadlarindan
he¢c olmazsa biri sifira barabar olarsa, onda (11.1) inteqrali
cadval inteqrali olardi. ©gar p,m,n adadlari eyni zamanda tam
adadlar olarsa, onda (11.1) inteqrali rasional ifadanin inteqgrali
olardi ki, beb inteqrallari da hesablamagi bilirik. Ona géra do
m,n,p adadlarindan he¢ olmazsa biri tam olmayan rasional
adaddir. Rus alimi P.L.Cebisev isbat etmisdir ki, (11.1)
inteqrali asagida gostarilon U¢ halda elementar funksiyalar
vasitasila ifada olunur.
. p- tam adad olduqda ;
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. — tam adad olduqda;
n

HI mtl 4p _ tam adad oldugda .
n

I hala baxaq. Bu halda x =tz avezlamasi aparaq. Burada A
natural adadi m va n rasional adadlarinin ortag maxracidir.
Onda (11.1) inteqralinda inteqralalti funksiya rasional

funksiyaya cevrilar. Dogrudan da, m - olarsa,
A Pi

Xxm=tmx=tp' =tnf, xn=tnX=tR =tm2,dx =;jA*dt olar.
Burada m, ve m2 tam adadlardir. Bu ifadslari (11.1)
integralinda nazars alsaq,

Jxm@+bx"yYdx =NJr [a+btm"t 'dt olar.

m,,m2,p,X tam adadler oldugu Uciun , bu barabarliyin saj

tarafindaki inteqralda , inteqralalti funksiya rasionallasib.

Il hala baxaq. Tutaq ki, p = y—§e)klinde) kasrdir. Asagidaki kimi
S

avazlama aparaq :
a+bxn=ts (11.2)
Bu avazlama wsitasila (11.1) inteqrali rasional kasrlarin
integrallanmasina gatirilir.
(11.2) avazlamasindan

alarig. Bu ifadalari (11.1)-da nazara alsaq,
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mH
J*-(a+6,"f& =— mUr-'dt
m+1 o .. o
alarig. r,s, tam adadlar oldugundan, bu barabarliyin sag
n

torofindaki integralda, integralalti funlcsiya rasional funksiyadir
va biz bels funksiyalarm inteqralinm hesabaiAasim bilirik.

+1
Il hala baxag. Tutag ki, p v gw adadlarindan hecbiri tam
n

- m+1 . r . .
deyildir, ancaq p + tam adaddir, p = —saklinds kasrdir.
n S

ax~n-+b =tsavazlamasi aparaq. Onda

x"=i-------, a+bm”:x’tj :_g_t_s___., %= ILl,a %
f-n t -b At -b
X' =m a /(a+bxﬁY= apy

dx=--0ja » ~bY '— dt
n (f-b}
alarig. xm, (a+ foc")P va dx - in ifadalerini (11.1) - da nazare
alag. Onda

fxm@+bxn)Pdx =- - a ~ #f -dt =
J 7 (ts—bp{ts—bY(ts- bp
s "N14P trs
Ya J-{_- ----- "mi-lfp+1.:t
(ts-b)n H

olar. Artiq integralalti funksiya t - dan asili rasional kasrdir va
bels rasional ifadalarin inteqrallanmasini bilirik.
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Qeyd. P.L.Cebisev isbat etmisdir ki, yuxarida
haxdigimiz ti¢ halm heg biri 6dsnmadikds (11.1) integrali
elementar funksiyalarla ifada olunmur.

Misal 1. J =Jifx(3 + 2*)x ¥ dx inteqralim hesablaym.

Halli. m~~"" n=~2" P =2 oldu8u 0?in 1 u>Cun

olaraq X -t6 ovazlamasi aparsagq, {[x =t2, nix =13,
dx = dt olar. Onda
J=jt2(3 +2t3/ 6t5dt =6ft7(9 +12ts +4t6)dt =

ts tu tu
=6\(9t7+12t10+4tB)dt =54 — + 72— +24— +C =
J 8 11 1

27 1. 72 " 12 7
=—x*+—x6H x3+C

4 11 7

Misal 2. J =[-— j A --dx geyri-muayyan integralim

J i
hesablaym.
Halli. Bu halda m=-— n=—p=—,
2 4 3
m+l_ -~-~4 L o
—F= =2 tam adad oldugu tgiln Il hala uygun olaraq
n
4

1+x4 =t3 avazlamasi aparmag lazimdir.

Onda x =(t3-1)4, dx=12t2(t3- 1)3dt, \Ix=(t3-if olar.
Yeni dayisana kegsak,

J =12\(t6-t3)dt = St4(4t3-7) +C.
Belalikla,
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J :j?(l +ifx)3(4(1+ifx)-7)+C
=it vx)a (e

Misal 3. J =J" +-?2*Y—dx inteqralini#esablaym.

2
Hallii Bu halda m=-6, n=3, =—Ss-3 V3

-p—+p = /\3+ +?: -7 oldugundan, Il hala uvgun olaraq

, X~3+2 =13 avazlamasi aparmaq lazimdir.

*
Buradan, x - —1—y, or =’it2dtj : x6= 1
1 / \E
| +2x3=1+2-"— =~ — | (T+2x7 =— alang.
r-2 t-2
Onda
J = (/+ =-|(/J- 2)1- d
(t3-2} (t13-2p
=-jtddt=-—+C=--(x-3+2f +C.

8 12. Bazi trigonometrik ifadalarin inteqrallanmasi
J 7?(sinx, cos x)c£t (12.1)
sokilinda olan inteqgrallara baxag.
Burada inteqgralalti R(sinx, cosx)funksiyasi sinx va

cosx funksiyalarmdan asili rasional funksiyadir. Misallar
gostarak.
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\ _sinx + COS2X s . .
f{(x) =—— — - Tfunksiyasi sinx va coOsX
1+sin x

funksiyalarinm  rasional  funksiyasidir. (p{x)=  SinX
1+cosx

funksiyasi sinx va cosx funksiyalarindan asili rasional
funksiya deyildir. Biz yalmz sinx va cosx fimksiyalarindan
asili rasional funksiyalarinm inteqrallanmasmi 6yranacayik.

(12.1) inteqrali tg”™ =t (-n <x <n)  avazlamasi

vasitesila rasional funksiyanin integrallanmasina gatirilir.
Dogurdan da, bu halda

. 2t Mo i 1-t1
Sinx = = r, COSX - _ = T,
i+,9°1 ,+t W - 1+1
9% 2
X = 2arctgt , aX - 2t
1+t
oldugundan,
2\
- 2
JR(sinx,cosx)dx - Jip 2t Lt dt. (12.2)

1+t271+12j 1+t

Artiq (12.2)-nin sag tarafmdaki inteqralda, inteqralalti ifads t-
dan asili rasional funksiyadir.

. f d . .
Misal 1. J = - X inteqralim hesablaym.
J2sinx-cosx +5

Halli. tgx—-t, -n<x<n avazlamasi aparaq. Onda

aydindir Ki,
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I+t dt

_ = dt =
I =\ ot 14 e 4t-(1-t2)+5(1 +t2j
1+t |+t
dt
3t +2t+2 yid

312+ 2t + 2 kvadrat uchadlisinin haqiqi kéklari yoxdur. Bu
kvadrat tchadlini

s2+2t+42-3 twh 24> g 1Y 4572
v 3 9 K3y
soklinds yazaq. Onda
1\
t+—
r dt \ ;
3t +2t+2 =
fee O LTVTI
I 3) 13)
1
11 arctgt"bls-+c:_£ arctgﬂi!.kc
3 V5 y[5 VJ niJ

olar. Alman cavabda r-nin avazina tg— yazsaq, talab olunan

inteqgrali hesablamis olariqg.

1 3tgx +lI
J = 4=arctg----- j=— +C.
yr YT

Qeyd. tg~ =t (-n <x <n) avazlamasi (bu avazlama

bazi riyazi adabiyyatlarda universal svazlama adlanir) vasitasila
(12.1) seklinda inteqgrallari hesablayarkan bir ¢ox hallarda
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texniki catinliklar yaranir va inteqralin hesablanmasi ¢cox vaxt
wparlr. Ona goéra bazi hallarda digar avazlamalardan istifada
ctmak daha faydalidir. Asagidaki hallari nazardan kegirak.

I. ©gar (12.1) inteqralinda R(sinx,cosx) rasional funksiyasi
tvan

«) r(-sinx,cosx)=-R(sinx,cosx) olarsa, yani R funksiyasi
u=sinx dayisanine nazaran tak olarsa, onda cosx =t
avezlamasi;

b) R(sinx,-cosx)- -R(sinx,cosx) olarsa, ysni R funksiyasi
>=cosx dayisanina nazaran tak olarsa, onda sinx =t
avazlamasi;

c) R(sinx,cosx) funksiyasi tgiin R(- sinx,-cos x) =

= R(sinx, cosx) sarti 0Odanarsa, yani R(u,o) funksiyasi
M=sinx, o-cosx funksiyalar kullisina nazaran cit olarsa,
tgx =t avazlamasi aparilmasi faydalidir.

m5
Misal 2. geyri-muayyan integralim
Cos X
hesablaym.
Halli. Inteqralalti ifads sinx dayisanina nazaran tak

funksiyadir. cosx =t avezlamasi aparaq. Onda

sinJxdx- sindxsinxdx =-(1 - cos2xf d(cosx) = (I - 12J dt
oldugundan,

+C.

Il. Tutaq ki, (12.1) inteqgrali
JR,(sinx)cosxdx va ya | R2(cosx)sinxdx (12.3)
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soklindadir, burada Rt va R2 uygun olarag sinx va cosx
funksiyalarindan asili rasional funksiyalardir. Bu halda birinci
integralda sinx =t, ikinci inteqralda iss cosx =t avazlamasi
aparmagqla baxilan inteqrallari t-dan asili rasional funksiyamn
inteqrallanmasina gatirmak olar. Misala miraciat edak.

IVusal 8. J' = C.S.'..rf.?(.f..(.)-si dx inteqralim hesablaym.

J 1+sin x ®
Halli. Bu inteqral (12.3) gsaklindadir. sinx =t

avazlamasi aparag. cosxdx =dt oldugundan,

A
J =\rj dt _ _1]r jdt— = -1a rctgt2+C %—arctg\lsi.nzx}ﬂ’: :

IIl. Tutag ki, (12.1) integralinda integralalti funksiyada sinx va
cosx funksiyalarinm yalniz cit daracabri istirak edir, yani
(12.1) inteqgrali

J R, {sin2x, cos2x)dx (12.4)

soklindadir, burada R,(u,0) ib un va o dayisanlarindan asil
rasional funksiyadir. Bu halda tgx =t - E<x<37/Z
avazbmasi aparmaq daha minasibdir. ©vazbmadan
. dt
x-arctgt, dx = 7,
1+t2
L2 tg2X t2 2 1 1
Sin x = V = - 7 ,C08 X= -
1+tg x 1+t 1+tg x 1+t
alang. Onda (12.4) inteqrali

N "
1+t271+t2 1+t

inteqralina gatirirbr. Artiq inteqralalti funksiya t-dan asih

rasional funksiyadir.
r sin2x

Misal 4. J = . y-dx integralim hesablaym.
J 1+sin x
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Halli. Aydindir ki, baxilan inteqral (12.4) saklinds olan

integraldir. tgx-t (-"j< x <—) avazlamasi aparaq.

sirf x = t2 , dx - at ,
1+1t2 1+t
oldugundan,
t2
=24z dat -t is.
“JJjTIPJITF)
1+t2
olar. Asanhgla inanmaq olar ki,
t2 | 7

(r+2t2j1 +12) 1+t2 | +2t2

barabarliyi dogrudur. Onda
r dt r o dt 1r dt +e=

t2+
No

= arctgt- —-y[2arctg— + C = arctg(tgx) -
T2

", arctg[j*2tgx)+C = x - ) arc(g{\!2tgx)+ C .

Qeyd edak ki, bu integrali inteqralalti funksiyada daracani asagi
salma dusturundan istifade edib, sadslasdirdikdan sonra
universal avazlamanin kdmayi ila da asanligla hesablamaq oiur.

Misal 5. J = f— 7——— 7— inteqralim hesablaym.
Jsin X +cos X
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Halli. Aydindir ki, bu inteqral (12.4) saklinds olan

integraldir. tgx =t (~£<x<7—l) avazlamasi aparag. Onda
baxilan inteqral asagidaki sakle duser:

1+t
-7

dt.

t2 +- 1Y
I+

t2-1
—£ s~ —arctg +c*=
=T2arCtg 42 n/2 421

IV. Tutaq ki, (12.1) inteqrali
jsmaxcosp xdx (12.5)

soklindadir. Burada a \a J3 haqiqi adadlardir. Asagidaki ii¢

hala baxadg:
a) Tutag ki, a va /? adadlarindan biri, masalan (5 tak natural

adaddir (fi =2k +1 , k =0,1,2,...) digari, yani a ise istanilan

haqigi adaddir. Onda sin2x +cos2x =/ eyniliyindan istifads
etmakla (12.5) inteqralini

Jsirlaxcosp xdx = JsinaxcosXcosxdx =Jsinax (l-sin2xf cosx
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soklinds yaza bilarik. Axirmci integralda sinx =t avazlamasi
aparsaq,

Jsinax{l - sin2xj cosxdx ="ta(l-t2Jdt

alarig. Nyuton binomu dustumndan istifads etmakla sonuncu

integralin hesablanmasi kK +1 sayda quvvet funksiyasmm
integrallanmasma gatirilir.

Misal 6. J ="tgsxdx integralim hesablaym.

Halli. Aydindir ki, baxilan inteqral (12.5) seklinda olan
inteqraldir (a =5 tok natural adsd, /3=-5). Onda

sin2x +cos2x = 1 eyniliyindan istifads etmakls verilmis
inteqrali asagidaki sakilds yazaq:

i = \tg x<b = fA d X = =
3 3 COS X J cos X
f{l ~cos2x)2d(cos x)
cosJ

cosx - 1 avazlamasi aparaq. Onda

SR PV P S S S 5 ifhdtosx k&

4t* t2 u 4c0S4X cos x
alarig
COS2X = — - dasturundan istifads etssk, — ~—=J+tg,
1+tg x CoS X

— - =(I +tg2X Y oldugundan,

cos X

J =Ml +tg2Xj -{l+ tg)-In\cosx\ +C =
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=—tg4x Je X --=t-—- Inlcosx\'+ C
4 1 ‘
olar. C ixtiyari sabit oldugundan C—4 adadi da ixtiyari
-~ 3 -
sabitdir. C -~ =Cj isara etsak, o]

J ="tgdx -~ tg X-In\cosx\ +C,

alarig.
b) Tutaq ki, (12.5) inteqgralinda a va (3 adadlarinin har ikisi
cit natural adaddir, yani a =2m, (3=2n (m,ne N). Bu halda
m ®n olduqda inteqralalti funksiyani

.2 I-cos2x 2 | +cos2x
SIN X = =—-mmmommmmmem , COS X =—Feomomeee (12.6)

2 2

disturlarindan istifads etmakla cevirmak daha slverisli olur.
(12.6) dasturlarini tatbiqg etdikda (12.5) inteqrali asagidaki sakla
duser.

Jsin2nxcosZ'xdx =J (sin2x)m(cos2x) dx =

= J(I- cos2x) (I +cos2x)"dx

Integralalti ~ funksiyada (/- cos2x)m va  (/+cos2x)"
vuruglarinin - har ikisina Nyuton binomunu tatbiq edib
motarizalari agsaq, hadlari cos2x funksiyasmm tak va ciit
quvvatlarini 6ziinda saxlayan cam alarig. cos2x funksiyasmm
tak daracali qlvvatlarinin inteqrallanmasi a) bandinda
gostarilmisdir. cos2x funksiyasmm cut daracali quvvtlarinin
daxil oldugu inteqgrallari hesblamaq uclin iss yenidan (12.6)
daracani asagl salma dusturlarindan istifade etmakls, cos4x
funksiyasmm quvvatlarinda” ibarst inteqrallar alarig. Prosesi

bu qayda ils davam etdirsak, sonda | cos2kxdx (ke N)
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siiUilub inteqrallar alarig. Bela inteqgrallar isa asanligla
liinablanir.
m - n olduqda

Sin X mCcos X = ESin2><

'HUturundan istifads etmak daha minasibdir. Bu halda

jkbl:nx cosnhxdx =j(sinx-cosx) dx =-~"sinZ2xdx =

n  f{sin22xfdx = f(/- cos4xydx
4 8 J

lInriqg.

Sonuncu inteqralda inteqralalti funksiyaya Nyuton
lilnomunu tatbig etsak, hadlari cos4x funksiyasmm tak va cit
([llvvatlarini  6zlinds saxlayan cam alang. Bels camin
Intcgralinin hesablanmasini isa yuxarida gostarmisik.

Misal 7. \sin6xdx inteqralim hesablaym.

MnLl. sin2x =" (l-cos2x) va cos2x =" (1 +cos2x) daracani

nsudi salma dusturlarindan va sin2x + cos2x =1 eyniliyindan
Intilada edak.

Jsinéxdx = J{sin2x) dx = J(i - cos2x) dx =
r.—"{l-3 cos2x +3c0s22x-c0532x) dx =
«—fdx - —fcos2xdx + —fcos22xdx- —}cosSZxdx =
8l 8J 8J 8
1 3 3
=— dx- — Jcos2xd(2x)+ — J (/ + cos 4x)dx -

- — J\;I-sinZZx)d sin2x): - — sin2x+— +— sin4x-
16 16 16

8
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1 sin2x +— sin 2x+C= """ s1n2x +—35|'n4]x +
48 16 4 64
+ — sin32x +C.
48

Misal 8. j sin&cos4xdx integralim hesablaym.
Halli. a =2, /3=4 adadlarinin halfikisi citdir. (12.6)
daracani asagl salma disturlarindan istifads edak.
r(l-cos2x)(l +cos2x\

{sin”xcos* xdx= TE032XY gy -
J 3 2 { 2

=~j"(/ —€0s22xjl + cos2x)dx = 2x (1 +cos2x)dx =
1rl- 4 1r . -

= —J ----- 03 X dx +—\\Jrsm2 2x -cos 2xdx = X— sindx +
A ) A vV 4 J

+— fsin22xd(sin2x) = — X —— siri4x + +C .
16J v 16 64 48

¢) (12.5) integralinda a +J3=-2k , ke N manfi cit adad
oldugu hala baxaq. Bu halda inteqralalti funksiya iki sakilda ola
bilar:

1) Integralalti funksiya kasr olub, surstda sinus (ve yaxud
kosinus), maxracds iss kosinus (va yaxud sinus) olmagla,
daracalari muxtalifdir. Kasrin suratinda sinus, maxracinda isa
kosinus oldugda tgx =t avezlamasi, aks halda isa ctgx =t
avazlamasi aparmaq daha munasibc”r.

2) Integralalti funksiya kasr olub, surat sabit, Taxrac isa sinus
va kosinuslarin daracalari hasillarindan ibarstdirss, yens da
tgx =t ve yaxud ctgx=t avazbmasi aparmag daha
munasibdir.

¢) halinm 1) va 2) bandlarina aid nimunalar gostarak.
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Misal 9, J = CSm?édx integralim hesablaym.

3cos X
Hallii a =3, (3=-7, a+(3=-4 manfi cut adad

VR r 7 " .
oldugu ugiin tgx —t 9 < X< > avazlamasi aparaq. Onda

J_ dt . 2ot
X - arctgt, dx =-—j , sin x =
1+1t1 1+t2 °
cos' X = I20Idugundan,
1+t
t2
J 1 1+t2 J 1+t2 J v ’

J 1+t +¢cj ™~ +slE+c.
4 6 4 6

Misal 10. J =J ~s'nx dx inteqralim hesablaym.
nlcos9x

Halli. a -:% B :—2 , a + B =-4 manfi clt adad

oldugu lcin tgx =t, x e |--y.,yj avazlamasi aparag. Onda

=2/r -t +-t +C =2jtgx{jtgx +~tgX +C.
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Misal 11. J= f— ate inteqralim hesablaym.
G xcosx
Halli. a=-7,/3=-/ ,a +p =-8 manfi cut ads
o fr Ir .
oldugu tcln tgx =t, xe  —< X< — avazlemasi aparag.
v 2 2,
fr Vv «
sin2x =- T, sinbx =
1+t2 v7i+hy
. dt o
sinx-cosx =tg-cos2¥ =— ., dx = oldugundan,
1+t2° 1+t2
J, JxJ1 n a .t 1+312
M t2 t 1+t2 J t J t

rdt .rdt ,tdt rdt 1 6 3§ 3 2 .n "
-7 I ANTANT -2 7T T U+ C-
=--ctg*x - 4ct x- hct* x+InM +c
V. a *+f3 oldugda A
jsinax-cosflxdx, Jcosax mos/3xdx, jsinax-sinfixdx

soklinda olan inteqrallari hesablamaq dc¢ln hasilin cama
cevrilmasi hagda

sinax mos fix =—\sin{a +J3)x +sin(a -/?)*],
cosooc mosfix = y[icos(a +J3)x +cos(a - /?)x],

sinax esinJ3x =~[cos(a - /3)x - cos(a + (3)x\

trigonometrik disturlardan istifade etmak lazimdir.

96



Misal 12. J =Jsin3x mos4xdx inteqralim hesablaym.

Halli. sin3x @os4x = ~[sin7x - sinx] oldugundan,

J = 75(7”]7)( - sinx )d)lg =d——cos7x +7cosx +C.

Calismalar

1. ©gar
a) F'(x)=6x+3 va F(-2) =4 olarsa,
b) F'(x) =9x2+4x-10 va F(-1)=10 olarsa, F(x)-i tapm.
2. Agagldakl geyri-muiayyan integrallan hesablaym.
dx . rodx T dx
a) | J— b) I . , ¢ 1, [
IX2+4x +9 \5 —4x \14-6x-3x
3. Hissa-hissa inteqrallama disturunu tatbiq etmakls asagidaki
integrallan hesablaym.

a) IVsmxibr, b) fV’\-x2 dx, ¢) f—"—dxc,
J J COS X
e) Jxcos2xdx , d) Jarccosxdtx , f) Ix mn(x+ )dx.
4. Ovazetma USulunu tatbig etmakls asagidaki integrallan
hesablaym.

sinxdx x1+1 MI +In:
a) J b) J dx ,¢)J -dx
COSX 4X +3x +1
. xdx rl+inx
e) | , d) I- —
VIJ-X 3-vxInx

5. Rasional kasrlarin integrallanmasi tsulundan istifada etmakla
asagidaki inteqrallan hesablaym.
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r5x3+9x2-22x-8 r dx
Xs -4 X ' J(X'- 4X + 4\x2-4x +5)1

Xs +3

C)J dx.

X+ (x2+ 1)

6. Eyler aveazlamalarinden istifads Mmakla asagida
integrallan hesablaym.

2) inT+'x51{/f+_x- N I-AXZB‘+2X +¥

Q f_r_ll___l
IV (w 7

7. Binomal diferensiallarm integrallanmasindan istifads
etmakls asagidaki inteqrallan hesablaym.

"o +ilx ST dx
a) I— 7w o) ¢) IxJ(/ + X2 <&
(1 + 83IxJ

dx

\V/

d)|-

8. Trigonometrik va hiperbolik funksiyalarm inteqgral-
lanmasindan istifade etmakla asagidaki inteqrallan hesablaym.

a) ﬂ?i'XF(MCUSXf Z!’i'ﬁ"X)\ - D) algsinxRosx+5

dx . dx
,€) jsh2x-ch2xdx , d) ]
ISIiN x-c05: X shx + 2chx

c)
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Cavablar
I, @) F(x) =3x2+3x-2 ; b) F(x)=3x3+2x2- 10x +1.
o . + ' "
2. d) —/j:arctgx —7:2——+ C b) I—arcsmz—)%:+c
" n/5 2 V5

c) lF arcsin +—1 +C.

n/5
. X(5wx-CO05, , y X 7 5 :
3. a—( X X)-+C; [13) -nJ_S-x +-arcsm-f/(§+C;
n
c) x/gx+In\cosxj+ C ; e ) X4 )§—45in2x+%0052x+c;

<d)xarccosx - njl- x2+C ;

2 4 2
. 7. £
4. a) - 2Jcosx +C ; b) y (xJ+3x+ipr+C ;

c)™ (I +Inxf +C ;e) yarcsin® j +C;

d) m|5+ x/nx|+C.
5.a) 5x +Inx2(x + 2)4jx- 20+ C;

b) drectfg(x-2)+C
X-2
X +
c) + 2arctgx+/m ,*+" +C.
2(x2+1)

yl1+Xx —x2 +1 +

6. a) -2arctg 1 +C ;
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b) 2In\yjx2+2x +4 -,

2P 2 +2x+4-x—1r

vlx2 + 2x +4-x-1 +C

c)x zJ I +c.
yj2x - x 2

7. a) + + +C ;

b) 31n-Wr +- 3 + C ;c) (I +x2f - Bx2~2K ¢ ;
) IEJ' | +8x )£/ ’ (15

(2x2-1) ,

e) ni7+ x
3x3

1
8. a) —ntg—+—ntg— 3-Intgz— 1+C ;

] 3tg~ +1 2
b) -i;arctS—_,,— +C . c¢) - 2yjctgx + —"tgX + C

X sh4x L2 f2th)§+|n+c
e)'Iir+c ; 7yarncg vi '



Il FBSIL
MUSYYSNINTEQRAL

§ 13. Muayyan integrala gatirilan masalslar.
Miayyall integralm tarifi

1. Farz edsk ki, \a,b\ pargasinda manfi olmayan
knsilmaz /(x) funksiyasmm qrafiki, y =0 absis oxu,
X~a,x =b duz xatlari ils shats olunmus ABCD fiqurunun

(bu figuru ayrixatli trapesiya adlandirirlar) sahasini hesablamagq
luzimdir (sakil 2.1).

Ya

Sakil 2.1

Oyrixatli trapesiyanm oturacag! olan \a,b\ pargasim xk-
nogtalari vasitasila \X I,xk\, (k=1,2,...,n) hissalarina boélak:
a=x0<x, <x2<...<xn=b.
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\a,b\ parcasinin x0, x x n noqtalari vasitasila geyd edilan
sokilda bolgustini T ils isare edsk. Bu halda deyirlar ki, [a,b\
parcasinda T bdolglsiu aparilib.

f(x) funksiyasi [xbl XA (k=1,2,...,n) parcalarinda
kasilmaz oldugundan bu parcalarda 0ziinjya an boyuk va an
kicik giymatlarini alir. [**./>**] parcasinda

max f(x) =f(Ck), min f(x) =f(rjk) isarsedak.

S FDES DA xk_/UxEXK

Oturacagr \xk_,,xk\ pargasi, hindurliya f{flk) olan
dizbucaghnin sahasi
f(VK)-(xk-xk_,) =f(T]k)Axk
olacaqdir. Burada/lxk =xk - xk_, (k=12,...,n) [**./»**]

pargasmm uzunlugudur.
Oyrixatli trapesiyanin daxilinda yerlasan va oturacaglari

**_[>**]> hundurliklari  /(TJk) olan dizbucaglilarin amals
gatirdiyi fiqurun pillavari sahasi

$n(m)=/(7,)Nx, mmm+/ () n-1 +f(Jb)K,, = et (/Ik) Nixk

olar. (sakil 2.1-ds bu saha strixlanmisdir) C
Analoji olarag baxdigimiz ayrixatli trapesiyani daxilinds
saxlayan pilbvari fiqurun sahasi

k=
olar. xk-xk!=/xk(k =1,...,n) adadlerinden an boylyuni

d(T) ib isara edak: d(T)=m%xAxk. d(T)-ni T bolglstnin

diametri adlandirirlar. 6?(r)-nin dayismasi SD(T) va Sx(T)
camlarinin dayismasina sabab olacaqgdir.

Tarif 1 8gar d{T)—0 sertinds Sd(t) VO SX(T)
cambri eyni limits yaxinlasarsa, onda ayrixatli trapesiya
kvadratlanan figur, hamin limits isa onun sahasi deyilir.
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©gar Sd(t) V3 Sx(T) cemlarinin limitlari fargli olarsa,

onda baxilan fiqur kvadratlanmayandir, basga sdzls fiqurun
sahasi yoxdur deyirlar.
Belalikla, ayrixatli trapesiyanm sahasini S ila isara etsak,

S = lim SD(T)=d(!i)rT*10 SX(T) =

d(T)->0

- <1 3 n >

2. Basqga bir massalaya baxag. Farz edak ki, maddi ndqts
t=a anindan t=b anina v = u(t) ani surati ils harakat edir.
t=a anmdan t=b anmadak gedilan yolun harakat ganununu
tayin edak. Siurat mintazam olmadigmdan, yolu zamanin sirata
hasili kimi tapa bilmirik. \a,b\ parcasinda T bdlglsi aparaq:
a=to<tt<t2<...<tn=bh.

ogar (k =1,...,n) -pargalari kifayat gadar kicik olarsa
t=tk, anindan t =tk aninadak sirati mintazam hesab eds
bilerik. Farz edak ki, tk ,-amndan tk-aninadsk surat vk-dir.

Onda Atk =tk - tk_, gabul etsak,

n
<IT(u) « U,Atj +02At2 +... +onAin = Y ukAtk

olar. vk-suratyii {tk_,,tk) intervalinm ixtiyari gk anindaki

surati qabul etsak,
n

oy (v)"Yjo(gk)Atk

k=1

alarig. d(T)= m%xAtk olsun. Bu tagribi barabarlik Atk kifayat
gedar kicik oldugda harakat gqanununu daha daqiq ifads edar.

(132

Gorindiyiu kimi baxdigimiz handasi va fiziki masals
oxsar camlarin limitinin hesablanmasma gatirilir. Fizikada,
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texnikada belas masalalar coxdur. Ona gdra da masalaya imum
sokilde baxmaga calisag.

Tutag ki, [ab\ parcasmm istsnilan sonlu saydu
T = {xnx,,...,xn}-néqtalar ¢oxlugu a=x0<x, <x2..<X,, =/
sortini 6dayir. Bu halda deyirlar ki, \a,b\ parcasmm T bolgisu

aparilmisdir.  xk(k =0,n) noqgtalarina T bdlgusuifen nogtalari,

{k=1,n) parcalarma iss T Dbolgisinin parcalar
deyilir. Ixtiyari T bolgusiu dglin [* * _,, parcasinin uzun-
lugunu Axk ib isara edsk: Axk =xk-xk{ . d(T)=m<%1Axk

kemiyyatini T bolgusinin diametri adlandirilar.

Tutaq ki, \a,b\ pargasmda ixtiyari iki 7]ve T2 boélglsu
verilmisdir. ©gar 7jboélgusinin Har bir ndqtasi ham ds T2
bolglsinun noqtasidirss, onda T2 bolglsiine Tx bolglsinin
davami deyirbr. ©gar 7jve T2 bdélgilarinin har bir noqtesi T
bélglsinin ndqtssidirss va T bdlglsunin basqga bolgl
nogtabri yoxdursa, onda T bdlglsina I,va T2 bdélgubrinin
birbsmasi deyilir va T =T, U T2 kimi isara olunur. Aydindir ki,
bu halda T boélgust Txva T2 bélgibrinin davamidir.

Tutaq ki, f{x), \a,b\ parcasinda tayin olunmus funksiyadir va

T = fk0 bu parcanin ixtiyari bélgisudur.

°T 13.3
o (133)

camini dizsldsk, burada cke [xbl ,xJ ixtiyari geyd olunmus
noqtabrdir. (13.3) camina /(x) funksiyasmm \a,b\ parcasinda
T bdolgusins uygun Riman integral cami, gk ndqtabrina iss T
bélgusinin araliqg néqtabri deyilir.
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Aydmdir ki, <r(f;g§l,§2,...,”\n) Riman inteqral comi T
lirtinGstindan va gk araliq noéqgtslarindan asilidir. Sadalik Ugiin
n, (/; 9,,G2,...,Gn" integral camini crT(f) ib isara edacayik.
Tarif 2. Tutaq ki, J muiayyan sonlu adaddir. Bgar
V/.*>0 dcgln 38 =8(s)>0 adadi varsa ki, \a,b} parcasimn
illametri 8 -dan Kicgik olan istanilan T = {xk}"=0 bdlglsu Uc¢ln

Nog XA/ xir] (k =1,n) aralig nogtalarinin secilmasindan asih
Olimayaraq
K {f)~A<E

lorabarsizliyi ddanir, onda deyirlar ki, a, (/) Riman inteqgral
COmlarinin d(T)->0 sarti daxilinda limiti var va bu limit J -
odndine barabardir.

Asanligla goéstarmak olar ki, crT(/) integral camlarinin
<(/)-» 0 serti daxilinds limiti varsa, yeganadir. Belslikls,

= dH’{/Tlo cr&),.

Tarif 3. \a,b\ parcasinda  tayin  olunmus
f(x) funksiyasmm aT(/) inteqral camlarinin d(T)— 0 sarti
daxilinds J adadina barabar limiti varsa, onda /(x)-s M
purcasinda Riman manada inteqrallanan funksiya, J adadina

iss /(x) funksiyasmm \a,b\ parcasinda Riman inteqrali va
b

yaxud miayyan inteqrali deyirlar va bunu Jf(x)dx kimi isara

a
edirler.
Melalikla, tarifa géra

Yi{x)dx= lim £/fc)-zJIxt.
n T
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b
Jf{x)dx simvolunda a-ya inteqgralin asagdi, b-ya yuxarl

sarhaddi, /(x)-a inteqralalti funksiya, x -3 integrallama
dayiseni, [a,b\-ya inteqrallama arali§i deyirbr. Galacakda
“Riman inteqgrali”, “Riman manada inteqrallanan funksiya”

terminbri  avezine sadaca, uygun olaraq”“inteqral” va

“inteqrallanan funksiya” terminlarindan istifads edacayik.
b

Muayyan inteqralm tarifindan gorundr ki, J/ (x)dx -simvolu
adaddir. O, inteqralalti funksiyadan va a, b adadlarindan
asthidir. inteqrallama dayisaninin hansi harfls isars olunmasi
rol oynamir. Onu ixtiyari dayisanls avaz eda bibrik, yani

b b

bA
Jf(x)dx = \'f(u)du =j f(t)dt.

Miiayyan va geyri-miiayyan integralm eyni j simvolu

ib isara olunmasi tasadufi deyil. Onlar arasinda slags bu
anlayislar meydana gabndan xeyli sonra, Nyuton-Leybnis
disturu vasitasib yaranib. Bu distura gadar miiayysn integral
caT vasitasib hesablanib. Bu da onun tatbiq imkanlarmi
mahdudlasdirib. Ona gdrs daNyuton-Leybnis disturunu
riyaziyyatda inqgilab hesab edirlar.

Misal 1. Tarifdan istifade edarsak, isbat edin ki,
/(jc) =C =const  funksiyasi istanibn \a,b\  parcasinda

inteqrallanandir va
b

\Cdx =C{b-a).
Halli. \a’b\ pargasimn istanibin
T:a=x0<x, <x2<...<xn=b bolgusiniu gotirak.
Axk=xK ~ xk-1> d{T)= maxAxk olsun. gke k=TJ1)
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noqtalarinin se¢ilmasindan asili olmayarag f(gk)=C oldugu
ilglin

aT(f) =CAX, +CAx2+...+CAxn =

= C(1x, +Nx2+..+Axn)=C(b-a)

barabarliyi 6danacakdir. §t(f) inteqral cami sabit oldugundan,
b
Jdex =d(IT|)r_110crrT$f),= d(IT')'.TloC\(/b'a)/ =C\(/b-a)/.

I
Misal 2. Tarifdan istifads edarak, "xdx - miayyan

0
inteqralim hesablaym.
Halli. [0,1] par¢asmi
X0=0,Xj =—x2=—, xn=—=1 noqtslari ila n barabar
n n n

hissaya bolak. Aydindir ki, Jixk = — olar. Ck ndqtalsri olaraq,
n
fo-1»**] parcalannm saj uc noqtabrini goturak:
gk = xk = —k =1,n), d(|')—mEXﬂXK:—. Onda
n n

d(T) -» 0=>n -5 . f(x) =x oldugundan, tarifa gbra

}xdx— limaT(f)=/;wY - »—=1im"-r'S'k =
(rh*o  T[J/ I=| H n k4
1 \' «. 1 n(l+n) 1
« n 2 2

Misal 3. [-1 4] parcasinda verilmis /(x)=1+X
funksiyasi tGgln [-1, 4\ parcasim n barabar hissaya bdlmakla

y3 gk (k =1,....,n) arahq noqtalarini [*A/**] parcalarinin orta
4
noqtalari goturmakls, J(/ +x)dx inteqralmi hesablaym.

-1
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Haili. [-1, 4\ parcasini n barabar hissaya bélak. Onda

aydindir ki, har bir [xi4 x"] par¢asinin uzunlugu —a barabar

n
olacagdir. TaxJ/IXk=— (k =1,...,n). Bolgli noqgtalari
k r LLP

5 5
x0=-1, xt=-1+—, x2=-1+2-—,...,xk=-1 +kK
n ' n n
xn=4. Bu bdlginin  diametri d{r) =—-8 barabardir.

d(T)—=0=>n—c0. gk:XkJrXKLI (k =J,...,n) gotarak.

Onda f(x)=1 +x oldugundan, <T(/') inteqral cami asagidaki
sokla duser:

aN/hs(1r)-Axl=s<(l+n £ 0

2\
-z Xk-X k1+ 77" =4+ x - x0+m +
( N 2\

X2 =X Xj -X:
P :
\Y
‘ 2\
~ Xn- ﬁﬁ'xﬂ@
+oxn- X+ —Xn X0+

4-(-1)+1*ji=12,5,

Miiayyan inteqralm taerifma gore

0 +x)dx " +gky Axk=12,5.

k=1
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Vv
Misal 4. Tarifdan istifads edsrak, Jx2dx wiiayyan
-1
integralim hesablaym.
Halli. [—1,0\ parcasmi n barabar hissaya bélak. Onda

Nxk=— (k=1I,njva

x0—1, Xj—lH—1 , x2=-11+2 xk = -1 + Kk ol
n n n

xn=-1+TF—= 0 olacaqdir. Bu boéllginiin diametri
n

<j(T)=? d{r)-*0=>n—co. ~ aralig noqtalsri olaraq

Ck =xk =-1 +k-— sag uc noqtalerini gotirek. Onda f[x) = x2
n

oldugundan, f{gjk)zC,‘lZz]c K ﬂv olacaqdir. crr (/) inteqgral
J

eami ugtin alariq:

(TYIfY: 3 x ) y — + ( t i et #

+ (K-nY = 2+22+...(n-1)2).
b[L( nLk (n-1)2)

12+22+...+n2=n(n+1\2n+1) majum disturundan istifada
6

etsak,
6
olar.
Onda oT(f) inteqral cemi Uc¢ln asagidakl ifadani
alariq:
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am .1 ,.b >

oS
1
=c
o
-
-
=
o

n

Tarifa gors,
\x2dx H%ﬂ,,(/):l ]o 'V ' N
YU «YV «

Misal 5. Terifdan istifads etmakla Jcosxdx integralim

0
hesablaym.
Halli. o) parcasini n barabar hissaya bdolsk.
Aydmdir ki, bélgu noqgtalari
N Tt m L T 7
xn=0, x, =— , x2=7-—~ xk=k-— ..., Xn = —
2n 2n 2n 2
olacaqdir.  [**_/,**] (k =1,...,n) parcalarinm uzunlugu

ﬂXKZZ— (k =1,nm) olacaqdir. Aydindir ki, bu T boélgusinin
n

diametri d{r) =? va d(T)-+0=>n-"> oo. gk araliq néqgtalari
n

olarag Ck = xk gotirak. Onda f(x) =cosx oldugundan, <IT(/)
inteqral comi asa§idaki sakls disar:
<?*()='Z™sCk-Axk”~ I ¢ o s *
£1 2nti 2n
Asagidaki malum dusturdan istifads edak:
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1 sin
—+cosu +co0s2u +...+cosnu =
2 Fsin¥

Hu diisturda un = 21 gotursak, onda
n

. . n n 4 n
sin n+: + s
2n 2 i’ — l
> C0S— == q q L 2
M 2n 2sin— 2sIn- 2sine
4n 4n 4n

olar. Kosinuslarin cami u¢un alman bu ifadeni omn(/)-in
ifadasina nazara alsaq,

n
n S ajn T T
m,(/)= — — COS-—--—-----
4n A 4n . mf 4n n
sin— sin. —
4n n
n
Bu barabarlikda n -> oo sartinda limita kegsak, lim =1
n-=0 7t
sin—
4n

. n N . .
ve limcos— =1 oldugunu nazara alsagq, misayyan inteqrahn
W->

torifina gors

I
=

I
S|

cosxdx = lim *C0OS
«-»«Si, n 4n

4n
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Misal 6. Terifden istifade etmakls ja'dx (a>0)
° 1

integralim hesablaym.
Halli. [0,]] parcasim n barabar hissays bdélsk. Bolgu

noqtalari ®
x0=0,x,= 1 , x22:— xk=—K,...,xn=I olacaqdir. Har
n m n n
bir ta-1,**] (k=1,...,n) pargasinin uzunlugu
Nxk-xk- xx_1=—. Bu bolginin diametri  d(T) =—.
n n

dET\)—>O=>n-> co. Ck aralig noqgtabri olaraq Q<=xk=K—
n

I
saj uc ndqtslerini gotiresk. Onda f(x) =ax oldugundan,

f{gk)=an olacaqdir. aT(/) inteqral cami asagidaki sokls
dusar.

n *1f1 2 m,
/Y= 1> 7e.= an+an+..+an
(1=)7 " )
L | 1 L

Sn=am+a" +...+an cami,vurugu g =an*> 1 olan handasi

silsilenin ilk n haddinin camidir. Handssi silsibnin ilk n
haddinin cemi dusturuna gore,

S,=a”-"4 -
1-an
Onda
| I

q@ ()= («-A)-T— - =fa~D— — a"
an-1
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Bu barabarlikde n—00 sortinds limits kegsak va

1
[im—p — -Ina va lima" =1 limitlarindanistifadaetsak,
l;-»00  _ [1—00
a’-1
1
. ) - n 1
lim a71(/) =lim(a- 1) —— tf"=—
an-1
a-1

alarig. Demali, tarifa gora “axdx =
0 Ina

(13.1), (13.2) barabarliklari ila tayin olunan limitlar
muayyan inteqralla asagidaki kimi ifads olunar:

1 oyrixatli trapesiyanin sahasi, f(x) funksiyasmm \a,b\
parcasinda inteqralma barabardir:
5= ff{x)dx,
2. Cismin getdiyi yol, su;atin integralma barabar olar.
| = ’E‘)v(t)dt.

a

8§14. inteqrallanan funksiyanm mahdudlugu.
Teorem 14.1. f{x) funksiyasmm \a,b\ pargasinda

inteqrallanan olmasi ugiin onun bu par¢cada mahdud olmasi

zaruridir.
Isbati. Farz edak ki, /(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda

inteqgrallanandir. isbat edak ki, f(x) bu parcada mahduddur.
Oksini farz edsk. Tutag ki, f(x) [a b\ parcasinda geyri-
mahduddur. \a,b\ parcasinin diametri d(T)< S olan ixtiyari
T =\xk}"'=0 bdélgusuni gotursk. f(x) [a,E>]-ds geyri-mahdud
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oldugundan \xk_,,xk] [k=1,n) parcalarmdan he¢ olma
birinda geyri mahdud olacaqdir. Miayysnlik Ug¢un tutaq kl,,
[x0,xy] parcasinda geyri mahduddur.

parcalannda uygun ola
9%@>%%>>%m araliq ndqgtalarini se¢ak va bu ~qtalari geyd edak,

noqtasi isa [xg.x/] pargasinda dayisir.

A =J1")]Ix: + +me+ /(#, isara edak. f(x)
[x0,xj parcasinda geyri-mahdud oldugundan VM >0 adadi

ucun 6 [x0,x,] noqgtasi var ki, |/(~] > — T/ .
41y

Onda

KOl:\ﬁQ)'Ad-l('l',\h(g,)-nx, FabMm+a-\Gim |

Demali, <7(/) cami geyri mahduddur, yani §t(/) caminin
d(T)-+ 0 sartinds sonlu limiti ola bilmaz. Bu isa /(x)-in
\a,b\ parcasmda integrallanmasi sartina ziddir. Demali farziy-
yamiz dogru deyildir, yani /(x) \a,b\ parcasinda mahduddur.

Tabii olarag sual yaranir: \a,b\ pargasinda meH&ud
ixtiyari funksiya inteqrallanandirmi?

Bu sualin cavabi (Gmumiyyatls dessk, manfidir.
Masalan,
\l, x- rasional olduqda,
D(x) = o
(6, x- irrasional olduqgda,
Dirixle funksiyasina baxag. Aydindir ki, bu funksiya istanilan
\a,b\ pargasinda mahduddur. Géstarak ki, bu funksiya \a,b\
parcasinda integrallanan deyildir.
Dogurdan da agar, \a,b\ parcasinm ixtiyari T bol-

gustnda gk araliq ndqgtalari olaraq rasional noqtalar segsak,
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ffrw = En/f& M =trk=b-a,

Irrasional néqgtalar se¢gsak, crT(f) =0 olar.

Dcmali, Direxle funksiyasi dc¢in oy (/) inteqgral caminin
<i7y -+ o gorti daxilinda limiti yoxdur. Basga sozls b (x)
Dirixle funksiyasi istanilan \a,b\ parcasinda inteqgrallanan
deyildir.

§ 15. Yuxari ve asagl Darbu coamlari
Farz edak ki, f(x) [a,b] parcasmda mahduddur va bu
parcada Tiayyan T bélgusi aparilib:
T:a=x0<xl<..<xn=b.

Mk= sup f(x), mk= inf f(x)

olsun. Asagidaki camlari daxil edak.
n
ST=MJAX/ +... + MPAXn=" M KAXK, (15.1)
K1l
n
sT = +... + mnAxn = ' T KMXK ,
Nxk =xk-xk, , (15.2)

ST va sT camina uygun olaraq, f(x) funksiyasmm

[ci,b\ parcasinda T bolglsine uygun yuxarl va asagl Darbu
cnmi deyirlar.
Darbu camlarina handasi mana verak. Tutaq ki, f(x)

funksiyasi \a,b\ parcasinda kasilmazdir va manfi olmayan
giymatlar ahir. f(x) funksiyasmm qrafiki, y =0 absis oxu,

Xx=a va x =b diiz xatleri ile mahdud edilmis fiqura
(ayrixatli trapesiya) baxaq. Farz edsk ki, [a,b\ parcasinm

ixtiyari T bolgist aparihb. f(x) funksiyasi [a,0] pargasinda
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kasilmaz oldugundan har bir [**/**] (k=1,n) pargasin
kasilmazdir.
Mk=_ max_ f(x), mk= min f(x)
*A4X %k

olsun. Aydindir ki, ST yuxari Darbu cami ayrixatli trapesiyani
daxilinda saxlayan pillavari fiqurun sahasi,<j>r asagl Darbu
comi isa ayrixatli trapesiyanin daxilinda yerlagan pillavari
fiqurun sahasidir. (Srva sT sahalari uydun olaraq sakil 2.2 va
sokil 2.3-da strixbnmisdir).

Y+

Sakil 2.3.
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Darbu camlarinin asagidaki xassalarini geyd edsk.
Xassa 1. Farz edak ki, <1i7(/) f(x) funksiyasmm [a,b\
parcasinmm T bdélgusina uygun inteqral cami, ST va ST iso
hamin bdlglys uygdun yuxari ve asagl Darbu cemlaridir. Onda
ST—CIj(/) —ST
barabarsizliyi dogrudur.
isbati. T bdélugisina uydun /(x)-1In
parcasmda daqiq asagl serhaddi mk, daqgiq yuxari sarhaddi Mk

oldugundan, \/gk e [x*_yx*] Uc¢ln

Bu barabarsizliyi Axk-ya vurub, K-ya 1-dan n-a gader
giymatlar verib teraf-tarafe camlasak, alariq:
STN str(/ )N ST.
Xassa 2. Farz edak ki, T ={xk}k=0, \a,b\ parcasinm
ixtiyari geyd olunmus bélgisidir. Onda

ST= sup YA{CK)AXK, (15.3.)
k<AXK-1.* K ]k I

sT= inf  Y]H{Ck)Axk (15.4)
Sk4*k-f*k\k=1

isbati. Ferz edsk ki, s ixtiyari musbat adaddir.
Mk = sup f (x) oldugundan, dagiq yuxari sarhaddin tarifina

X, <X<XK

gora \/s>0 dcin \xk_\,xk] parcasinm eb Ck ndqtasi var ki,
M, --?2-<f(C,)<Mt. (k =1,2,...,«)
b-a

Buradan,

LA T Jb:a§ MKk < i{tsf(c K )A*k"‘t}M KAXK

barabarsizliyini va yaxud
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Sr-e<T.f(Ck)Axk-ST
Lf(C k) AX

barabarsizliyini alarig. Demali, daqig yuxari sarhaddin tarifina
gora,

ST= sup y/fc)4P-

k.,.x K\k"I
(15.3) isbat olundu. Analoji tsulla (15.4) isbat olunur.
Xasse 3. Tutaq ki, M = sup f(x), m= inf f(x) ve
af x<b a<xib
T ={kyko [a*\ parcasinin istanilan bolgist, c/(r) ise bu
bélgunin diametridir. T' bélgist T boélgusina / sayda bolgu
noqtalari alave etmakls alinmissa, onda

0<Sr-Sr <(M-m)rd{T), (15.5)

O0<sr -sT<(M-m)Id(T) (15.6)
barabarsizliklari dogrudur.

Isbati. ®vvalca tutaq ki, T' bélglusi T bélgisins bir
yeni x' bolgl ndgtasinin alave olunmasi ils alinmisdir. Bu
halda (15.5) barabarsizliyini isbat edak. Miayyanlik (g¢iin tutag
ki, xk j <x' <xk.Onda

k-l
sr =YjM, Jix, + sup f(x)mx'- xkJ)+

=1 xu{xk_,,x']

n "

+ sup f(x)-(xk- x)+ X m -dQ”°

X€[x".xk] i=k
ST= Axt gostarilislarindan alariq:

ST-Sr =Mk{xk-xk_,)- sup f(x) (x'-xk_,)-

xe[xk-,,x"]

- osup /(F)e (- *F)=MKk(xk- x"+x"'- **_[)-

xe[x"'.xk]

- sup f(x) (x'-xk_ )~ sup f(x)(xk-x")=

xe[xt_,.y] xe[x'xt ]
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f \
= Mk- sup f(x) (xk-x")+
Y XER* \
4 Mk- sup f{x) (x'-xKu). (15.7)
\% *ope Yy
Malumdur ki, funksiyanin parcada daqiq yuxan sarhaddi bu
parcamn bir hissasindaki daqiq yuxari sarhaddindan Kkicik

deyildir, funksiyanm parcada daqiq asagdi serhaddi iss bu
parcanin bir lissasindaki daqgiq yuxari sarhaddindan boyuk

deyildir, yani
0<Mk- sup f[x)<M-m,
y]
0<Mk- sup f(x)<M-m (15.8)

barabarsizliklari dogrudur.
(15.8) barabarsizliklarini (15.7) barabarliyinda nazars alsaq,
ST-Sr <(M - m\xk- jc')+(M - m\x' - xk_,)=
=M - m\xk- xk_,)< (M - m)d(T)
olar. Belalikla (15.5) barabarsizliyi / =1 Ggun isbat olundu.
indi tutag ki, T' bdlgiusi T bélgtisine /> 1 sayda
bolgu nogtalari alave etmakb alinmisdir. Mduayyanlik Ggin
tutaq ki, / <n. 1=1 Uc¢ln apardigimiz isbat prosesini ardicil
olarag / dafa ,xk] (k =1,2,...,n) parcalarina tatbiq

etmakla asanligla (15.5) barabarsizliyinin dogruluguna inanmaq
olar.

Analoji usulla (15.6) barabarsizliyi isbat olunur. Bu
xassadan asagidaki mihim natica alimr.

Natica 1. Bolgl ndgtalsrinin sayini artirdigda asagi
Darbu cemi azalmir, yuxari Darbu cami iss artmir.

isbati. Tutaq ki \a,b\ parcasinin T=  }¥0 bdlgisi

aparilib. Bélgu ndqtslarina yeni / sayda bélgi ndqgtabri slave
edak. Alinan yeni bélginu T' ib isara edsk. (15.5) va (15.6)
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barabarsizliklarindan alariq: ST >Sr, sT <sr. Natica is
olundu.

Xassa 4. Istonilan asa§i Darbu cami istanilan yux
Darbu eamindan boyuk deyil, yani \a,b\ pargasinin istanil

T,va T2 bolgllari tglin sT <ST} barabarsizliyi dogrudur.

Isbati. \a,b\ parcasinda T, va T2~folgiibri apar
Txva T2 bolgllarinin birlasmasini T ila isars edak. T ~T,[jT
Aydmdir ki, T bolgisi  Txva T2 bdlgularinin har birini
davamidir.

Onda xassa 3-dan ¢ixan natica 1-3 asasan
N g A Sj- A\
olar.

Natica 2. f(x) funksiyasmm [a b] parcasi tizra bdtiln
mumkin yuxari Darbu eamlari ¢oxlugu asagidan, asagi Darbu
cambri coxlugu ise yuxaridan mahduddur.

Dogrudan da, xassa 4-a gOra istanibn yuxari Darbu
comi qgeyd olunmus muiayyan asagl Darbu camindan Kigik
deyildir, basga s6zb, yuxari Darbu camlari ¢oxlugu asagidan
mahduddur. Analoji mihakimani aparmagla, asanligla inanmaq
olar ki, asagi Darbu camlari ¢coxlugu yuxarida mahduddur..

Ona g0Ora de bitin mumkin T boélgulsri dgun {ny}
coxlugunun daqiq yuxari sarhaddi, {Sr} coxlugunun iss daqiq
asagi serhaddi vardir: n

J, =sup{sT}, J* =infST
T T

olsun. Aydmdir ki,

sT<J. <J* <ST.
J, va J* adadlarina f{x) funksiyasmm \a,b\ parcasinda
uygun olaraqg asagi ve yuxari Darbu inteqrallan deyilir.
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Darbu lemmasi. \fs>0 adadina gors ele 6 =S(£)>0
Odadi var ki, \a,b\ parcasimn diametri  d{f) <S
berabarsizliyini 6dayan istanilan T bdlgusi tgln

J, - s<sT<ST<J' +s (15.9)
barabarsizliyi 6danir.

Isbati. Ixtiyari e >0 adadi gotirak va onu qeyd edak.
Ibgiq yuxari sarhaddin tarifine gb6ra, J,=sup{sT}

T

horabarliyindan alinir ki, \a,b] parcasmineb 7] bolgusi var ki,

SI, > J *mm (15.10)

borabarsizliyi 6danilir. T, boélgusiinun (a,b) intervalmda
yerlagan bdlgl ndqtalarinin sayr | olsun. Tutaq ki, T \a,b]
pargasmm diametri

lorabarsizliyini 6daysn istanibn bélgustudir. Burada besab
edirik ki, M ®m . ©8gar M =m olarsa, onda /(x) =c - const

olardi va bu halda istanilan T bdlgusi tgin sr =ST =c(a- b)
ve demali, J, - /* -c{b-a) oiardi. Aydmdir ki, bu halda
Darbu lemmasi dégrudur. 9gar f\x) sabit funksiya olmazsa,
tabii ki, M >m olacaqdir.

T boélgusina T{ bélglsinin néqtabrini alava edak: T' =T{JT,
olsun. Beblikb, T' bolgust T bdlgusuns / sayda yeni bolgl
noqgtalerinin slave olunmasi ib almmisdir. Xassa 3-8 gora

sT<sr <sT+(M- m)IdIT)<sT+(M-m)Im £ ~=sr £

Beblikb,

sI|;<sr +
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Alinan bu barabarsizlikdan (15.10) barabarsizliyina géra

Jr, _*< ST+ s
2 2
va yaxud
J.-£ <sT (15.11)
barabarsizliyini alariq. ¢

Belalikls, isbat etdik ki, \/e >0 tclin ela 6l(e)>0 adad

var ki, (masalan, Sx=—p— r goturmak olar) diametri St
21(M - m)

dan kicik olan istanilan T bdlgusi tgln (5.11) barabarsizli'
odanir.

Eyni gayda ila isbat etmak olar ki, hamin e>0 cln el
S2(e)>0 adadi var ki, diametri S2-d3n kicik olan istanilen T
bolgusi Ggun

ST<J*+e (15.12)
barabarsizliyi dogrudur.

6(e) =min{S,(£),S2(e)} secak. Onda diamet
d(T)< 0(e) sertini 6dayan istanilan T boélgusi G¢ln (15.11) va
(15.12) berabarsizliklari eyni zamanda ddanacakdir va demali
(15.9) Dbarabarsizliyi 6danacakdir.

Lemma isbat olundu.
Qeyd. (15.11) va (15.12) barabarsizliklarini uydun olarag

0<J.-sT<f£ , 0<ST-J*<f
soklinds yazaq. Bu barabarsizliklardan alinir ki,

lim sr=J, , lim ST=J*.
d(T)-*0 r d(ry*o r

Bununla slagadar olaraq bir ¢cox riyazi adabiyyatlarda Darbu
lemmasi asagidaki sakilds deyilir.
Darbu lemmasi. \a,b\ parcasmda mahdud f(x)

funksiyasmm bu parcada J' yuxan va J, asagi Darbu
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inlegrallan uygun olarag yuxari ve asagi Darbu camlarinin
d(r)-> 0 sorti daxilinda limitlaridir:
J'= lim ST, J. = lim sT.
rf(7

-y+o T d(T)->0 T

8 16. Funksiyanm inteqrailanan olniasi ti¢tin zaruri va kafi
sort teoremlari
Darbu camlarinin  xassalarina asaslanib  mduayyan
integralin varligi masalasini dyranak.
Teorem 16.1. \a,b] pargasinda msahdud /(x)

filnksiyasmm bu parcada inteqrallanan olmasi ugiin zaruri va

kafi sart
d!'Hnm{(SL sT)=0 (16.1)
olmasidir.

Isbati. Zarurilik. Tutaq ki, mahdud f(x) funksiyasi
[a, b] parcasmda integrallanandir. J - bu funksiyanin inteqral
caminin limiti olsun. f(x), \a,b] parcasinda inteqrallanan
oldugundan terifa gdre \/s>0 adadi lcln els 8 =S(s)>0
adadi var ki, diametri d(T)< 5 barabarsizliyini 6dayan ists-
nilan T boélgush Ggln Ck (x =1,2,...,n) aralig n6g-
talarinin secilmasindan asili olmayaraq <(/) inteqral cami
ugun

*~
Ve yaxud

J - J
barabarsizliyi 6danacakdir.
Darbu camlarinin 1-ci ve 2-ci xassalarina g6ra axirinci
barabarsizlikdan
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J--<sT<ST<J +-.
3 3

alariq, Buradan alirig ki, diametri d(T)<S sartini 6dayan
istanilen T bolglst Gglin

£
ST- sT<2e—<e O

barabarsizliyi 6danir. Bu iss o demakdir ki, (16.1) 06danir.
Zarurilik isbat olundu.
Kafilik. Tutaq ki, s >0 ixtiyari misbat adaddir. T

[a,b\ parcasmin els bdlgusiudir ki, (16.1) barabarliyi odanir.
Gostarakki, f{x) funksiyasi [a,b\ parcasinda integrallanandir.
Yuxarida gostarmisik ki, [a,b] pargasinin istanilan T
bélgusi tGgun
sr<J,<J\<Sr (16.2)
barabarsizliyi dogrudur. Bu barabarsizlikdan (16.1)-s gors
alarq:
0<J*-J, <s.
e -nun ixtiyariliyinden J, =J' alariq. Asagl va yuxari Darbu
integrallarinin  ortaq giymatini J ila isars edak, yani
J, =J* - J olsun. Onda Darbu lemmasma asasan, hamin £-
na gors els S =o6(e)>0 adadi var ki, diametri d(T)<S
barabarsizliyini 6dayan istanilen T bdlgisu tglin
J-£<sT<ST<J +£ (16.3)
barabarsizliyi 0dsnar. Digar terafdan Darbu camlarinin 1-ci
xassasina gora istanilan T boélgusi Gcln ”
sT <crT <Sr (16.4)
barabarsizliyi dogrudur.
(16.4) barabarsizliyini (16.3)-da nazars alsaq, Ck ndqtalarinin
secilmasindan asili olmayarag
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J-e<Mf{gkAxk<] +£

Vo yaxud

<f

alarig. Bu isa o demsakdir ki, f(x) funksiyasi [a,b]-ds
integrallanandir. Teorem 16.1 isbat olundu.

Qeyd. Teorem 16.1-da (16.1) sartini “£-S ” dilinda
yazaq: \/E>0 gora els S =S(s)>0 adadi vardir ki, \a,b\
parcasinm diametri d(T)<S borabarsizliyini 6dayan istanibn
T boélgusuugin

ST- sT<¢
borabarsizliyi 6danir.

Bununla slagadar olarag teorem 16.1-i asagidaki
ekvivalent sakilda sdylamak olar.

Teorem 16.1*. \a,b\ parcasinda mahdud f(x)
funksiyasmm bu parcada inteqrallanan olmasi Gg¢lin zaruri va
kafi sart, \/£>0 adadi Uc¢in \a,b\ parcasinm eb T
bélglisinun varhgidir ki,

ST-sT<E (16.5)
barabarsizliyi 6cbnsin.
Teorem 16.1-dan asagidaki mihium naticalar alinir.

Natice 1. ©gar \a,b\ parcasmda mahdud f(x)
funksiyasi bu parcada inteqrallanandirsa, onda f{x) -in Riman
integral cemi ib yanasi onun asagi ve yuxari Darbu camlari do

Jf(x)dx adadina yigilir.

Isbati. Tutaq ki, f(x) \a,b\ parcasinda inteqral-
lanandir. Onda (16.5) barabarsizliyi dogrudur. Teorem 16.1-da
kafiliyin isbatmda gostardik ki, bu halda J. = ./* olur. Asagi
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va yuxari Darbu camlsrinin bu ortag giymatini J ils isara
etsak, (16.2)-dan alanq:

sT<J <ST
Buradan, 0<J-sT<ST- sT Va Sr-J <ST-sT
barabarsizliklarini alariq. (16.5) barabarsizliyina gdra axirmcli
bu iki barabarsizlikdan N

J-sT<s va ST-J <s
barabarsizliklari alxnir. Bu isa o demakdir ki,

lim sr —=J ve Ilim ST=J .
rf(7)->0 d(T)-*0

Teorem 16.1-in isbatinda gostarmisik ki, J adadi f{x)
funksiyasmm <x¢ (/) integral caminin d(T)-£0 sarti daxilinda

limitidir, yani ./ =Jf(x)dx. Belslikla, agar f(x) \a,b\

a

parcasinda integrallanandirsa, onda f(x) funksiyasmm crT(f)
inteqral cami ila barabar onun Darbu camlari ds d(T)—0 gorti

b
daxilinda Jf(x)dx adadina yigilir. Natica 1 isbat olundu.
a

Tutaq ki, f(x) \a,b\ parcasinda mahduddur va [a,b]
parcasinda T = {xk}o# bolgisi apanimisdir.

Mk= sup f(x), mk= inf f(x)
xe[xk_,,xk) xc[xk_!,xk}

olsun. ok(f) =Mk-mk (k- 1,.,n) kamiyyatina /(jc)
funksiyasmm [**_,,**] parcasinda ragsi deyilir. Mk >mk

oldugundan ok(f)>0 olmasi askardir. Onda *
n n n
ST-sT=J]MKkAxk-"nrkKAxk =" (M K-T K)AXK =

K=1 k~1 k=1

bl
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Belslikls, teorem 16.1-dan asagidaki naticalar almir.
Natica 2. \a,b\ parcasinda mshdud f{x) funksiyasmm
bu parcada inteqrallanan olmasi tgin

miinasibatinin 6danmasi zaruri vo kafidir.
Natica 3. \a,b\ parcasinda mahdud f(x) funksiyasmm

buparcadainteqrallanan olmasi Ggin \fe>0 {cln
n

Yi®k(f)'AXk <s

barabarsizliyini temin edsn T bdélglsinun varhgi zaruri ve
kafidir.

\a,b\ parcasinda mahdud f(x) funksiyasmm Riman
manada inteqrallanan olmasi haqda daha bir meyar soylayak.

Teorem 16.2. [a,b] parcasinda mahdud f(x)
funksiyasmm bu parcada inteqrallanan olmasi G¢in J,= J'
barabarliyinin ddanmasi zaruri va kafidir.

Misal 1. f(x)=y[x, xe [0/] funksiyasi G¢in M
parcasini n barabar hissalara bélmakls yuxari va asagi Darbu
camlarini hesablaym.

Halli. [Of] parcasim n barabar hissays boélak.

Xq=m0, Xj —, Xj —2,...,xk —k ,...,xn —1.
n n n

NMxk=xk-xkj=— (k- 12,...,1n). f(x)-4x funksiyasi
n
[N\ parcasinda kesilmazdir va artandir. Ona gors,

Mk= max f(x)- max n/x=Jx"=

nN—;
K-,.XK] \Y yn
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TK= min f(x)= min Jx =Jx~, = El

A=1,2,...,n0
olacagdir. Onda, 5n- yuxari Darbu cami,

s.=kp A L= 2008 Ty =nde f
sn-asagl Darbu comi isa

—_ n N\ _ - _ _
=4 "V”"N ==L\ == AT
olacaqdir.

Misal 2. /(x)=21t, xe[0,/0] funksiyasi ugun [0,70

parcasim u barabar hissays bdlmakb, yuxari ve asagi Darb
camlarini hesablaym.

Halli. [0,70] pargasini n barabar hissays bdbk. Aydindir

ki, *0=0, X, =—, X, =2—,...,, xk =k*-,...,xn =10,
n n n

Nxk = — olacaqdir.
n

f(x)=2x funksiyasi [0,70] parcasmda kasilmazdir va artandir
Ona gors,

kll

Mk= max /(x)= max 2x=2xk=2 ",

xe[xi-,.xk] *Ox»-/ **]

] ] (k-I\—

mk= min f(x)= min 2x=2X4=2 n, k-1,2,...,n

«[**-(**] are[x,.,,xJ
olacaqdir.

Onda Sn-yuxari Darbu cami A
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Sn=2X

K=1 K=1

sn-asadl Darbu cami isa

\Y n VOMT 10 _ _10V?5'-
b1 - Kél _I:I_FI%Z _I'ILEOZ
soklinda olacaqdir.
10 10
2" +2 n+..+2 " cemi, vurugu gq=2" olan handasi

silsilanin ilk n haddinin camidir. Handasi silsilanin ilk n
haddinin cami dusturuna gora

YA2KN = ~ - -29
N2KN =21 1~2° 1023-2
T W

k=0

1. 2. 2n-1
Onda
10
_10230-2"
=" (D ~
2n-1
\
Y _1(1-210 . 1023
"=14+2" +2 "+ +2 0 1
k=0 ol 1-2n 2. -1
oldugundan,
10230
= (1o \"
n 2n-1

Misal 3. Gostarin ki, f(x) =I+x fimksiyasi ugin

\-1,4\ parcasinda teorem 16.1* -un (16.5) sarti Odanilir va
4

J(7 + x)dx integralim inteqral caminin limiti kimi hesablaym.
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Halli. Teorem 16. 1 -3 gora \/e>0 dclin \-1,4\
parcasinin els T bdélgusind tapmaq lazimdir ki, ST-sT<s

barabarsizliyi 6dansin. [-14] parcasim n barabar hissayo
bolak.

T:x0=-1, x,=-]+-, x2=-¢ 2
n n

x3=-1+3 xk =-1 +K Xn=4 .
n n

Aydindir ki, Axk=—, d(T)=—. f(x)=1 +x funksiyasi har
n n
bir elementar [**/xj= I+{k-1)-,-1 +k-\ (k =Tjn)
n n
parcasinda kasilmaz ve artari oldugundan 6zunin daqiq asag!

sorhadini sol uc ndégtssinds, daqiq yuxan sarhadini saj uc
noégtasinds alacaqdir. Ona gors

. k-1
S» = =l df\-1 +5
k4 =S|
=+1(k-1)x=U=+(kK-1),
TUCEES BTG

N \k=1 =] , N n
Aydindir ki, agar n>%€5 Odanarsa, onda bu barabarsizliyi

6dayan batin natural n adadleri uglin S,,- sn<£ Dera-
barsizliyi  6danacakdir. Onda teorem 16. T-a g0ra
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I=J(|+x)dx inteqrali movcuddur. Bu inteqrali tarifdan

istifade edarak hesablayaq. gk araliq nogtaleri olaraq

elementar parcalarmm sag uc noqtalari gotirak. Aydindir ki,
n —>00.Onda inteqral cami asagidaki sakilda olar.

+ - +_ — + /\ - -
V’(thhf[\/l ann t~In b
Tarifa gors,

f(/+x)dx=limyY — ek=lim~ T k =IierI‘ .
A — M- Weevn ¢ — 0 n* 2 2

4
Belalikb, J(/ +x)dx = 2>
Misal 4. [2,3] parcasinda ele T bolgust aparin ki, xk

bélgu noqtalari handasi silsib emab gatirsin. gk nodqtslarini
3

[Xk jyxk] parcalarinin sag uc ndgtasinds gotiirmakla, j xsdx
2

integralim inteqral caminin limiti kimi hesablaym.

Halli. T :?%=2,x, =2 gl— x2=2

XK
f e r
M1,

I 3
r~ .o XK= 2¢ "Xp =5

gotursk. Aydindir ki, bu boélgu négtalari, vurugu q=v —>I

olan handasi silsibdir. {k =1,n) parcalarinm uzunlugu
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Nxk=xk-xk ,=2 (/T* -

J 2,

C rT\k~'f

=2

Aydindir ki, #
[ ry\*-V
d(r)= maxJ/Ixk =max2 «l|y

olacaqdir. H% ”17——11- 0 "oldugundan, 1 <> )—0.

N aralig noqtaleri olarag [**_/**] parcalannin sag uc
[ rxV

nogtalarini gotirak: Ck=xk =2 ijjj =2qg*. Onda oy (/)
\ -/

inteqral cami asagidaki sakilds olar.

NZEX M *r=ZE =X x* =
] & =

-ttfe-jjf* +«” +«" +

=M ?-)«h uy V + Ju A~ =
34-24
=16{q-l)qA ={q-1)q
q4-~1 14-1
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=65¥% - =65-

g*-1 («+O<r+4
Asanligla inanmaq olar ki, m—w=><I-» 1 va tersina
(->1=>n-—o00.

i =lim<.. - li <*\j\ :6_5
limcr |Imj:;), I;|I~r+ni(q+l{E:12+1)r ik
3 I'C
Belalikls, fx3x =— .
I 4
Misal 5. [2,3] parcasini n barabar hissaya bolib, £=

aralig noqtalarini  [** />**] (-1,n) pargalarinm sol uc
3
noégtelarinda go6turmakla j x3dx integralim integral caminin
2
limiti kimi hesablaym.
Halli. [2,3] parcasmi n barabar hissaya bdlak. Alinan
bolgi T olsun.

T:x0-2, X-2+—x2=2+2 Xk =2 +K xn=3.
n n n
[ia yija] pargasinm uzunlugu
k-1
Nxk=xk-xk_ ,=2 + 2+
n n
T bolglsindn diametri d{r) =m|<'3.Xf|XK=F.
tk= Xk-1=2 + (k=1,n) gotirak.  Aydindir  Ki,
n

0<>n->pa. Onda an(/) inteqral cami asagidaki
sokilda olar.

= J{CK) Ak = ] Axk=7 2+
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Wt %0 1Y+ gy |
Dogrulugu riyazi induksiya prinsipi ib asanhgla isbat olunan
asagidaki dusturlardan istifada edak.

éﬂ=i+f+§+...+n=ﬂ(n+l)

S J’(2:1j2+22+¥ +m+n2:1(n+l\_2n +1)
=

6
+
Ak 3=13+23+33+., +n3= M1
=1
Onda
:é)+£2 (n-In +_ N(n+1\2n +1?_ 1 (n-Dn
n n 2
iz) & zA JjizJi
2 n2 4n2
L
limcm = 8+I|m6 UZIXHn- -X//W |_—(n 2i'3
n->m N> M THO0 n
—8’+§+i1— —ig =65
4
Beblikb, Jx3x = —
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817. Riman manada inteqrallanan funksiyalar sinfl

Teorem 17.1. \a,b\ parcasinda kasilmaz /(*) funksiyasi
homin parcada inteqrallanandir.

Isbati. Parcada kasilmaz funksiya hamin parcada

£
mintazam kasilmazdir. Ona gora ixtiyari o —> 0 adadi ugun
-a

clo S =6()>0 adadi var ki, jx'- x"\<S barabarsizliyini
udayasn istanilan x'e[a,&], xe\a,b\ noqtslari t¢ln

Ve)-/(c-)t<-L -

b-a

barabarsizliyi dogrudur. [a,b] parcasinin diametri S -dan Kigik
olan istanilan T = {xk}"=0 bdlglsuni go6turak. Pargada
kasilmaz funksiya 6zinin dagig asagl na daqgig yuxarl
sarhadlarini aldigindan, ,Xk] parcasindaels gkva rk
nogtalari var ki,
Mk = sup /(*)=/(&), mk=inff(x)= /(%) Aydindir

ki, \gk ~Tjk\< Axk <d{r)< 6(s) oldugda,

K-W =\1&)-/bl <B/ia— (k=1,n).
Belslikls, d(T)<e sartini 6dayan VT bolglsu dgun

0<ST-sT= \? (Mk- mk)ﬂXK<---F:-- yr]Axk: E barabarsizliyi
M b-af”,

Odanacakdir. Onda teorem 16.1*-a asasan, f(x) \a,b\- ds
integrallanandir.

Teorem 17.1 isbat olundu.

Asagidakl teorem Tcasilmaz funksiyalardan daha genis
funksiyalar sinifinin da integrallanan funksiyalar sinfina daxil
oldugunu gostarir.
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Sartlasak ki, agar x ndqtasi (a,b) intervalina daxildirss,
onda deyirlar ki, (a,b) intervali x néqtssini ortar.

Teorem 17.2. Tutaq ki, /(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda
tayinolunmusmahdud flinksiyadir. ©gar, \fs>0 adadina gors
/(x) funksiyasmm butin kasilma noqtalarini  Ortan va
uzunluglan cami s -dan kigik olan sonlu iftyda intervallar
varsa, onda /(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda inteqrallanandir.

Isbati. Tutaq ki, M ve m /(x) funksiyasmm \a b\
parcasinda uygun olarag daqiq yuxari va deaqiq asagl
sarhadlaridir. Qeyd edsak ki, ager M -m olarsa, onda /(x)
\a,b\ parcasinda sabit funksiya olardi va biz sabit funksiyanm
inteqrallanmasim bilirik. Ona géra M >m hesab edacayik.

Ixtiyari s >0 gotirak va onu geyd edak. e, = 2(—|\-/IS----- r olsun.

fix) funksiyasmm kasilma ndqtabrini uzunluglari cami £, -
dan kicik olan sonlu sayda intervallarla 6rtak. \a,b\ pargasinin

bu intervallara daxil olmayan néqtabr ¢oxlugu sonlu sayda cut-
cit kasismayan pargalardan ibaratdir. Bu parcalari slavs

parcalar adlandirag. ©lave pargcalann har birinds f{x)
kasilmazdir ve demali hat da muntazam kasilmazdir. k -ci
alavapargani (k =1,2,...,m) ib isars edsk. Demsali, eb

8k>0 adadi var ki, - gj<Sk sartini  6dayan
6 [7*A J ndqtalari Ggln

Noe -T < - % 07.1)

barabarsizliyi édanilir.
8 = Ig?jzrr]nSk gabul edsk va 8" bkl alava parcasinda diametri 8 -

dan kicik olan istanilan Tr bdlgisi g6tirak. (17.1)
munasibatina gora Tr bolglsunin har bir parcasinda /(x)
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I'unksiyasmm Mk daqiq yuxari sarhaddi ile mk dagiq asag!

£
sarhaddinin  farqi r adadindan kicik olacaqdir.
2(b- a)
(Umumiyyatlas, ixtiyari X coxlugunda

S)lJ(pf(X)-lr)l(ff(X)— 4S,it]lzg<(f{<;)-f(lr]))— élrjgx

minasibati dogrudur). ©gar alave pargalarin butin bdélgi
nogtalari Gzarina f(x) funksiyasmm kasilma ndqtalarini értan
intervallarin uc noqtalarini slava etsak, alinan {x& noqtalari

\a,b] parcasinm yeni bir T bélgisuni yaradir. [a,b] parcasmin

bu clr qurulmus T bdolgusu tgin
n
AT-A"T="(M K-TK)JIXK =
=]

=Z ~TK)JIXK+E (M K - TK)AXK
olar. Burada, bir strixla gostarilan cat els [xA/, ] pargalarina
aiddirki, (xk_,,xk) intervallarindan har biri f(x) funksiyasmm

kasilma noéqtabrini o6rtan intervallardan biridir. iki strixb
gosterilan com isa eb parcalarina aiddir ki, bu

parcalardan har biri Tr bolglibrindan birinin parcasidir. /(x)
funksiyasmm kastrfia ndqtalarini ortan intervallarin uzunluglari
comi sl adadindan kicik oldugundan va istsnilsn k ucin

Mk-mk<M -m oldugundan bir strixb gostarilon cam ugin
alarig:

[ @k~TKNxK4M ~T)T, Axk <
<(M"")1 K = 8 (17 -2)

tki strixb gostarilan cat Tr (r =1,2,...,m) Dbdlgibrinin
parcalarina aiddir va qurmaya asasan bu parcalarxn har birinda
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f(x) funksiyasmm daqiq yuxan serhadi ils dagiq asagi

sarhadinin farqi £ adadindan Kigikdir. Demali,
2{b-a)

- mk)Axk <—7 r
* k 2{b-a)

(17.3)

(17.2), (17.3) minasibatlarindan alimr ki, T bdlglst Ugin
ST- sT<£ barabarsizliyi dogrudur.

Belslikb, \/e>0 adadi t¢ln \a,b\ parcasinin ele T
bolgusi var ki, ST- sr <£ barabarsizliyi ddanilir. Onda teorem
16.1*-a gora f(x) funksiyasmm \a,b\ parcasinda inteqrallanan

olmasmi alang.
Teorem isbat olundu.
Naticoe 1. [a,b\ parcasmda mahdud va sonlu sayda

kasilma noqgtesine malik f(x) funksiyasi bu parcada inteqral-
lanandir. Xisusi halda, \a,b\ parcasinda hissa-hissa kasilmaz
olan f(x) flmksiyasi bu parcada inteqrallanandir..

Isbati. Farz edak ki, f{x) funksiyasimn \a,b\ parcasinda
p sayda kasilma ndqtasi vardir. Har bir xk kasilma ndqtssini

£
uzunlugju2 den kicik intervallarla drtek. Bu halda butin
p

kasilma ndqtabrini 6rtan intervallarin uzunluglari cami —dan

kicik olacagdir. Onda teorem 17.2-ya gore f{x) funksiyasi
\a,b\ par¢casmda inteqrallanan olar.
Xatirlayaq ki, \a,b\ parcasinda tayin olunmus /(x)

funksiyasi asagidaki iki sarti ©6dadikda, ona hissa-hissa
kasilmaz funksiya deyilir.
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1) va,b\ pargasinin sonlu sayda noqtalari istisna olmagla
butin daxili néqtalarda f(x) kasilmaz olsun, bu sonlu sayda
noqtabr isa /(x) -in 1 nov kasilma noqtalari olsun.

2) a sol uc ndéqgtesinda /(x)-in sag limiti, b saf uc
noégtasinds isa sol limiti olsun.

Qeyd. Tutag ki, /(x) funksiyasi \a,b\ pargasinda
integrallanandir, g(x) funksiyasi isa \a,b\ parcasinm sonlu
sayda noqtalari istisna olmagla \a,b\ pargasinda /(x)
funksiyasi ils 0Ost-Gsta distr. Onda g(x) funksiyasi da [a,b\

b b
parcasinda inteqrallanandir va Jf(x)dx =Jg(x)dx barabarliyi
a a

dogrudur.
Bu geydin dogruluguna Natice 1-in isbat sxemindan

istifade etmakls inanmagq olar. 0

Beblikb, teorem 17.2-nin sartbri 6dandikds Jf{x)dx

integralimn qiymati /(x)-in kasilma ndqtasindaki giymatindan
asili deyildir. Ona go6re da agar f(x) funksiyasi \a,b\
parcasmin miay”~an ndqtabrinda tayin olunmayibsa /(x)-i bu
noqtabrda tayin etmakb (/(x)-in \a,p\-da mahdud galmasi
sortib) /(x)-in \a,b] parcasinda inteqgrallangji olmasina nail
olmagq olar.

Masalan, r—f--—-—- —n  integralinda inteqralalti
0cos x\I +tg X)

funksiya x = A ndéqtasinda tayin olunmayib.
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1, 0< X< —, —< X<,
2 2

NN cos2x(l +/g2x)

teyin olunmayth , x=y-
funksiyasi Gc¢ln x =~ nodqtasi f(x) funksiffsinm aradan
galdirila bilan kasilma négtasidir: lim f(x) = lim /(jc) =1
)[—»2—4'0 X-Y=-0

f yj =1 gotirak. Onda alman yeni funksiya Vxe [0,n\ Gg¢ln

eynilikla 1-3 barabar olar va demsli, axtarilan inteqral n -ya
barabar olar.

Sonsuz sayda kasilma ndéqgtesine malik integrallanan
fimksiyaya aid misal gostarak. parcasinda asagidaki

kimi funksiyaya baxaq:

sign (sth— |, x 0 ,
[(*) = K x)
0 , x=0
Tarifa gors,
1 sin—>0,
X
/W = -1 sin—<0 ,
X
0, sin—=0.
X

/(x) funksiyasmi asagidaki sakilda gostarak.
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Aydindir ki, X =ixk=— , ke N\ noqtalar ¢oxlugu /(x)

| KTC )
[linksiyasinm | ndv kasilma ndqtalaridir. Dogurdan da, K =2n
cit oldugda
1 -0 1 +0 =-1 (n=1,2,.)
\2nn 2nn
Vo k - 2Bl - | tak adad oldugda
7 n Y}y
f O =-1. w0 1, (n=12*%)
(2n- 1)n (2n- 1)n

x =0 noéqtesi f(x) funksiyasmm Il nov kasilma ndqtasidir.
Clnki, sin— funksiyasmm x =0 ndqtasinda limiti yoxdur.
X

>0 adedi gOtirak ve onu geyd edak. x-0 nogtasini

E e\ . X ) . y .
°" intervali il 6rtok. x - 0 noégtasi X coxlugunun limit

noqgtesi oldugundan bu intervaldan ksnarda yalniz sonlu sayda
kasilma nogtasi vardir. Tutag ki, bu intervaldan kanarda galan
kasilma noqgtslarinin sayr p -dir. Aydindir ki, p adadi s -dan

£
usthidir. p sayda kasilma ndqgtalarinin har birini uzunlugu-—-

dan Kkigik olan intervalla 6rtak. Onda /(x) funksiyasmm bitln



kasilma noqtslarini uzunluglan cami 2—+p € -e adadinl

2p
asmayan sonlu sayda intervallarla 6rtmak olar. Onda teorel

17.2-ys  asasan, f(x) funksiyasi |0,y pargasindi

integrallanandir.

Teorem 17.3. \a,b\ parcasinda monoton f(x) funksiya
bu parcada integrallanandir.

Isbati.  Mduayyanlik  Gcln forz edak ki, f(x)
azalmayandir. Onda Vxe\a,b\ dcun f(a)<f(x)<f(b)
oldugundan, f(x) \a,b\- ds mahduddur. ixtiyari s >0
adadi goOtirak va onu rgeyd edak. \a,b\ parcasinm ela
T ={k}*o bolglsuni goéturak ki, d(T)< f_(b)f(a)

Mk= sup f(x) w - inf f(x) olsun. f(x) sabit funksiya

olmadigindan, f(b)> f(a).
Aydmdir ki , bu halda Mk=f(xk), mk=f(xkl)
olacaqgdir. Onda

M n
ST-sT="0)kAxk =Y Xf(xk)-f(xk i*xk<
K =1

S d(T%él[/(*-) - K- )= d(T)(f(b)~f(a)) <s.

alang. Teorem 16.-a go6ra f(x) [<3,6] pargasinda
inteqrallanandir. Teorem isbat olundu.
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8 18. MUayyan integralin asas xassalari
Xassa 1. Qabul edilir Ki,

j/(x)dx=0.

Xassa 2. Tutaq ki, f(x) \a,b\ pargcasmda inteqrallanandir.

a<b serti daxilinds gabul edilir ki,
b

Jf(x) dx =-J f{x) dx.
b a
Xassa 3. (Sabit vurugun inteqral isarssi xaricina cixaril-
Inast). ©gar f(x) funksiyasi \a,b] parcasinda inteqral-

lanandirsa, onda VCe R haqgiqi adadi tc¢iin C/(x)-ds [a,b\
parcasmda inteqrallanandir va

b b
\cf(x)dx =c\f(x)dx.

Bu xassanin isbati asagidaki barabarlikdan alinir.

\Cf(x)dx = limJT CHytIm( =

a i=l

=€ JME ife = .

Xassa 4. ©gar / (x) va g(x) funksiyalari [a,&] parcasinda
integralianandirsa, onda / (x)+g(x)-ds \a,b\ parcasinda
integrallanandir va

JU/(*) +g{x))dx =Jf(x)dx +j g(x)dx. (18.1)

Isbati.  \a,b\ parcasmin ixtiyari T bolgisi ve
6 [xm ,X, j aralig nogtalari Ggin
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KCH o (U

o-rt/+g)=ZIl/fe)+gfe)K =Z /te)", +Z" fe)A
/-1 i-1 i-1

barabarliyi dogrudur. /(x) ve g(x) funksiyalan [aJ]]|

parcasinda integrallanan oldugundan 0 serti daxilinde

sag tarafdaki integral camlarinin limitinin varhgindan, sol taraf» |
daki coamin da limitinin varhdi alinar. Sonuncu barabarlikdl;
d{r)->0 sartinda limits keg¢sek, Riman integralinin tarifina

gora (18.1) barabarliyini alariq.

Natica 1. ©gar fk(x\ Kk =\,n funksiyalari \a,b] - do

integrallanandirsa, ve Ck {k=1,«) sabit adadlardirss, onda

*

n
X Q/,(x) funksiyasi da [B,/>]-de integrallanandir vil

k=1

\Y JCKf k(x)dx =Y jCk\fk(x)dx.
a k-l a

Natica 2. J(/(x)-g(x)]d!x =J/(x)d!X - ] g(x>&. I
Xassa 5. Tutaq ki, a <c<b.Onda, agar /(x)
funksiyasi  [a c} \c,b\ parcalarinda integrallanandirsa, [a,b] *

parcasinda da inteqrallanandir ve asagidaki barabarlik
dogrudur,

b e b
3/ (X)dx= g 7 (X)dx +3/ (x)dX.

Isbati. /(x) \a,b\ va \c,b\ parcalarmin har birindai
integrallanan oldugundan, bu parcalarda mahduddur ve demali,
/(x), \a,b\ parcasinda da mahduddur.

Tutaqg ki, \/e>  Overilmisdir. /(x) [ac] ve M
parcalarinda inteqrallanan oldugundan teorem 16.1*-dan ¢ixan
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ILiica 3-a gora, uygun olaraq els T, va T2 bdlgulsri segmak
olurki,

I (k < Z <f
T 2 n
Iwrabarsizliklari 0danar. Tutag ki, T \a,b\ parcasinm bol-
glsudirva Txva T2 bdélgularininbirlagsmasidir: T =T,[}T2.

Aydindir ki,
Z a‘'(l)ynr =z wH)y**>" +Z2 (/)" <£m
T T b7
Onda funksiyanin inteqgrallanmasi haqda zaruri va kafi sart
tcoremina gora (teorem 16.1*) /(x) \a,b] pargasinda integ-
rnllanandir.
Yuxaridaki sakilde qurulmus T boélgisi Gc¢in integral
comini asagidaki sakilds yazaq:
£E/lteK = X /[fe> +£/(#>, (18.2)

T T 2
Aydmdir ki, T,T},T2 bdolgilsrinin diametrbri arasinda
d(I])<d(r) ; d(Tn)< d(r) minasibati do§rudur ve d(T)->0
gortinds d(T\)-x0 va d(T2)->0. Ona gora (18.2) b"a-
barsizliyinde d(T)->0 sertinds limits kegsak, miayyan
integralin tarifina asasan alariq:

Jf(x)dx =j f(x)dx =Jf(x)dx .

Xassa 6. 9gar f(x) funksiyasila,b\ pargasinda integ-
rallanandirsa, onda bu funksiya \a,b\ parcasina daxil olan
istanibn \c,d\ parcasinda da integrallanandir.

Isbati. Tutaq ki, Vs >0 verilmisdir. /(*), [a,6]-da
integrallanan oldugundan, teorem 16.-ya asasan [a,b]

parcasinm eb T bdélgisi var ki,
Sr-sT<e. (18.3)
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Tutaq ki, T' \a,b\ parcasxnm bdsga bir bdlgusidir ve |

bélgisii T boélgisina ¢ va d ndqtslarinin alava edilmasi ib
almmisdir: T'=T[j{c,d}. Aydindir ki, T' bolgusi [c,
pargasinda bir bélgu dogurur ve bu bolgini Tt ils isare eda

Onda o4}

E Xi- X Xi~Sr ~st'm (18.4)

(18.4) barabarsizliyinds birinci cam T, bdlglsiina uygun meH
olmayan hadlsrin camindan ibaratdir, ikinci cem isa
bélgusiine uygun manfi olmayan hadlsrin camindan ibaratdir’'
birinci camds istirak edan hadlar ham ds ikinci camda istir
edir. T czT' oldugundan Darbu caminin malum xassasina (ba
815, xassa 3-dan alman natica 1) ve (18.3)-8 gors

Sr-sr <Sr-sT<E. (18.5)
(18.4) va (18.5) barabarsizliklarindan alinir:
NAX, < e.
T

Onda teorem 16.1* -dan ¢ixan natica 3-8 gora /(x) [c<
parcasinda inteqrallanandir.
Xassa 7. f(x) va g(x) funksiyalari [a,6] parcasinil

inteqrallanandirsa, onda /'(x)g(x) hasili do \a,b] pargasind
integrallanandir.

Isbati. /(x) va g(x) funksiyalari [ab\ parcasind
integrallanan oldugundan, bu parcada msahduddurlar, bas
sozlo elo A>0 va B>0 adadlari var ki, Vxe[a,6] olduqd
I/(x)|< A, lg(x)|< B . Farz edsk ki, \a,b\ pargasinda har ha
T bolgusi aparilib. VX', Vx"e [x*_/;x*] ugln
fF(x")g(x") - f(x")g(x") =[f(x"")g(x") - f(x")g(x") +
HE(xP)g(x') - f(x")g(x)] =\ (x"") - f(x")]g(x") +
+E(x)[g(x")-9(x")} (18.6)
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esyiiiliyini yazaq. /(x)g(x), /(x) va g(x) funksiyalarinm

parcasmdaki ragsini uygun olaraq
at(fg), ok(/), ok(g) ile isara edak. Gostarak ki,
Ok(fg)u Ba>k(f)+ A<vk(g) *(18.7)

Iwnbarsizliyi dogrudur.
Dogurdan da (18.6) eyniliyindan alariq:

IrM gM -ZM gM ~B\f(x")~/(x")]+A\g(x")~ g(x)j.
lln barabarsizlikde bitin mumkin x', x"e [x* ;,x"] noqtaleri
I/.ra supremuma kegsak,

sup  [/(x")g(x")-/(x)g(x"J <

X x'e[xt A, x k\
<B- sup j/(x")-/(x)|+Am sup [g(x")-g(x'|
x,x"e[xt _1 xk] Iregelx,-_A(]
M) yaxud (18.7) barabarsizliyini alariq. (18.7) barabarsiz-
liyindan

Q(,O k{/w)JTxk < Bj~a)k(f) Axk +AY~(ok(g)Axk (18.8)
I =

borabarsizliyini alariq.
W ve g(x) funksiyalari integrallanan oldugundan,

n 4» n

2N N
<(>;(|1-)>i7£|—|ak{f) xk = Jlm Ya>k(g)Ack 0.

Una gora (18.8) barabarsizliyinds d(T)—=0 sartind” limita
kegsak,

oI e 49 =0

alarig. Teorem 16.1-s asasan, alariq ki, /(x)-g(x) hasili \a,b\
parcasmda inteqrallanandir. Xassa isbat olundu.

Riyazi induksiya metodunun kdmayi ils gostarmak olar
ki, \a,b\ parcasmda inteqraan sonlu sayda funksiyalann



hasili do [a,b] parcasinda integrallanandir. Xususi halda agal
f(x) [a,b\ - da integrallanandirsa, onda Vh e N natural adadl
tgun /™ (x) funksiyasi da da integrallanandir. J-

Xassa 8. Oger f(x) funksiyasi \a,b] parcasindi i
integrallanandirsa va |/(x)j funksiyasmm Jp,b] parcasind*

daqgiq asagl sarhaddi musbatdirss, onda —  funksiyasi \a,h\
J v
parcasinda integrallanandir.

Isbati. ijjifj/(x)(>m >0  olmasindan alirig ki,
Vxe[a,£>] Ucln |/(x)|>/w>0. Buradan, Vxe[a,i] Ugln

ij y<—m Ona go6ra ds J1/x,,x2e \a,b\ ndqgtaleri Uciln

1 J/I(*1)~/Ife)l

[fo) 1(*])

barabarsizliyini alariq.

T = wk =0 la,b\ parcasinm ixtiyari bolgisii olsun. Onda
(18.9) barabarsizliyindan

@. -1 () (18.10)
viy M

barabarsizliyini alarig. Burada, T va 0)K(/) uyQgun olaraq
K/ j

va /(x) funksiyalarinm [xt_,,**] pargasinda ragslaridir.
IM

Onda (18.10) barabarsizliyindan

II
(oL *
g AUTLRE (/)
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alarig. Sonuncu barabarsizlikde d(T)->0 sartinds limits
kegsak,
O< lim V Tk{"-\nxk<— lim Y\cok{/)JIxk=0.

m  d(ry*°Ui
Teorem 16.1 -dan alinan natice 2-ya asasan hokm edirik ki,

—  funksiyasi \a,b\ parcasinda integrallanandir.
1(*)

Natice 3. ©gar f(x) ve g(x) funksiyalari [a,b\
parcasmda inteqrallanandirsa va |g(x)j funksiyasmm \a,b\

f(x)
parcasinda daqiq asagi sarhaddi miusbatdirss, onda p(
sSwW
funksiyasi \a,b] parcasinda integrallanandir.
r/ o\ y
Naticanin isbati = /(x)-—y-T berabarliyina asasan, xassse

7 va xassa 8-dan alinir.
Xassa 9. f(x) funksiyasi [a,b\ parcasinda inteqral-

lanandirsa va bu parcada f(x)>0 isa, onda
b
Jf(x)dx>0. A

isbati.  f(x)>0 funksiyasi [ab] parcasinda inteqgral-
lanan oldugundan [a,b] parcasimn VT boélgisi uGcun wva
istanilan gk s [xt4,x j araliq néqgtalari tUglin

a™ /1 =271 KJxk>0.
bl

Bu barabarsizlikda d(T)-+ 0 sartinda limits kegsak,
b

ff(x)dx >0

a

alarig.
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Natica 4. \a,h\ pargasinda inteqrallanan f(x) va g(x)

funksiyalari G¢in bu pargada /(x)>g(x) barabarsizli7
ddanilirse, onda

n n

If(x)dx >1 g(x)dx. (18.11)

isbati. Xasse 9-a géra J(/(x)- g(x)) dx >0 . Buradan, va

natice 2-dan (18.11) barabarsizliyi alinir.

Xassa 10. Tutag ki, f(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda
integrallanandir, bu parcada manfi olmayan qiymatlar alr,
miayyan x0g \a,b\ noqtasinds kasilmazdir ve f(xg)>0,
Onda

b
Jf (x)dx >0

isbati.  /(x) funksiyasi x0 noqtasinds kasilmaz
oldugundan els 6 >0 adadi var ki, Vxe U(x0,0)C\a,b\ c¢in

F(X)

f(x)> barabarsizliyi dogrudur. Tutaq ki,

\a,p\dU (x(),6)C\\a,b\ istanilan geyd olunmus parcadir va

a <P .Aydindir ki, a<a</3<b olar. Onda xassa 5 va xasss
9-a gora

b a p b
Jf(x)dx =\f(x)dx +\f(x)dx +jf(x)dx >

a a a p

a a

Natica 5. Tutaqg ki, /(x) va g(x) funksiyalari \a,b\
parcasmda kasilmazdir va har bir x e \a,b\ ugin /(x)> g(x)
barabarsizliyi 6danir. Bundan slava tutaq ki, he¢ olmazsa bir
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x0e \a,b\ noqgtesi var ki, f(x0)> g{xn) barabarsizliyi 6danir.
Onda

Jf(x)dx >Jg(x)dx

Qeyd 1. Xasse 10-da f(x) funksiyasmm xO0 néqtssinda

kasilmaz olmasi sartindsn imtina etmak olmaz. Dogurdan da,
Inasalan,

O, O<X<_|
2
1
()= L X
0, —<x<1 ,
2

funksiyasi [0,I]] par¢casmda manfi olmayan giymatlaer alr.

X =~ noqtasi aradan galdirila bilan kasilma ndqtasidir va

/ >0. Lakin, Jf(x)dx = 0.

Xassa 11. ©gar /(x) funksiyasi [k.b] parcasinda in-
teqrallanandirsa, 17(x)i funksiyasi da bu parcada integ-
rallanandir va

b b
JI(X)A <|| /(x) ldx, a<b. (18.12)

barabarsizliyi dogrudur.
Isbati. /(x) [a,0] parcasinda inteqrallanan oldugundan,

mahduddur. Demsali, j/(x)( funksiyasi da \a,b\- da Tah-
duddur.
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<%(/*) va okd/|) ile uygun olarag f(x) va I/W
funksiyasmm [xt_,,xk] par¢casmda ragsini isars edsk:

®t(i/))= AP /) -171Cy)

@)=, g, W-W

Aydindir ki, VE 77e|a,£] ugtln
[|/fe)|-|/(7~|/(~)-/fo| barabarsizliyi dogrudur. Bu
barabarsizliya asasan,

EY*(jl)<w*(), k-1,2,...,n (18.13)
olar.

f(x) \a,b] parcasinda integrallanan oldugundan,
Ve=>0 dcln \a,b\ parcasinm els T ={xk}k bdlgusi

M
tapilacaq ki, Lzl(xk(f <£ Darabarsizliyi 6danacakdir.

(18.13) barabarsizliyina géra T bdlgusi tgiin M~ (j/))nx” <e
=)

alarig. Buradan, |/(x)( funksiyasmm \a,b\ parcasmda inteq-
rallanan olmasi alinir. Xassanin birinci hissasi isbat olundu.
Indi tutaq ki, T ={xk}k0 \a,b\ parcasmin ixtiyari bélgiisiidiir.
Aydmdir ki,

K K
Bu barabarsizlikds d(r)—=0 sartinds limits kegsak (18.12)
barabarsizliyin alang.

Qeyd 2. Biz (18.12) barabarsizliyini isbat edarkan a <b
oldugunu gabul etmisdik. ©gar a >b olarsa, onda da (18.12)
barabarsizliyi dogrudur.

Dogurdan da,



\f(x)dx <-\f(x)dx =\f{x)dx

<} I/ (xA= -3[f(x\dx = \f(x\dx
b a a

Qeyd 3. Xasss 11 - in tarsi Umumiyyatb desok, dogru
deyildir, yani |/(x)]|-in
u,b] parcasinda inteqrallanan olmasindan, /(x)-in [a,b\

parcasinda inteqrallanan olmasi ¢ixmir. Dogrudan da, asagidaki
barabarlikds tayin olunan /(x) funksiyasina baxagq.

[(x)= Z)(x)-y , xe[a,b].

Burada, D(x) Dirixle funksiyasidir. Aydindir ki, /(x)
l'unksiyalsi \a,b\ pargasmda inteqgrallanan deyildir. Ciinki, aks

lialda xassa 4- 3 gore Z)(x)=/(x)+ — funksiyasi da [a,b]

parcasinda inteqrallanan olardi. Ancaq j/(x)j = — funksiyasi

\a,b\- da inteqrallanandir.
Misal 1. Ferz edsk ki, /(x) [a,b\ parcasmda
* b
inteqrallanandir. isbat edin ki, Jf 2(x)dx =0 barabarliyinin

a

dogru olmasi Ggun funksiyasmm butin kasilmazlik noqte-
lerinds f(x) =0 olmasi zaruridir.
b

isbati. Farz edok Kki, N f2(x)dx =0. Lakin, x0&\a,b\

a

kasilmazlik noqtesinda f(x0)* 0. Onda, /(x) funksiyasi XxO-

153



noqtasinds kasilmaz oldugundan, els (x0-e,x0+s) interval)
varki, f(x0)* 0 .Onda

x0-¢ x0+e
Jf 2(x)dx = Jf 2(x)dx+ Jf 2(x)dx +
a a Xg—e

m
+ \ f 2(x)dx> jf 2(x)dx >0

x0+e x0-¢

olardx. Alinmis ziddiyyat gostarir ki, f(x)= 0 olmalidir.

8 19. Yuxari sarhadi dayisan muayyan inteqgral.
ibtidai funksiyanin varhgr.
Ovvalca yuxari sarhadi dayisan miayyan inteqrala baxag.
Farz edak ki, f(x) funksiyasi \a,b\ pargasinda integrallanandir
va Xxe\ab] ixtiyari nogtadir. Onda /(x) Vxe\ab\ Ggln
[a,x] pargasinda inteqrallanandir. x-ila parganin sag ucunu
isara etdiyimizdan, inteqrallama dayisanini /-ila isars edib,

F(x) =jf(t)dt (19.1)

inteqralina baxag. /(x) funksiyasi \a,x\ pargasinda inteqralla-

nan oldugundan (19.1) integrali moévcuddur. Ona yuxarl
sorhaddi dayisan muayyan inteqgral deyirlar.

Teorem 19.1. Farz edak ki, /(x) \a,b\ pargasinda
integrallanandir. Onda

F(x) =j f(t)dt

funksiyasi \a,b] parcasinda kasilmazdir.

Isbati. Tutaq ki, xOe[a,ii] ixtiyari noqtadir. /(x),
[a,b]-da integrallanan oldugundan mahduddur, yani els M >0
adadi var ki, Vx e \a,b\ d¢tn |[/(x)| <M . Aydindir ki,
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F(x)- F{x0)=, f{t)dt - Jf{t)dt = {f(t)dt. Bu farqi
a a x0

giymatlandirak.

< <M\X -:

Bu barabarsizlikdan alinir ki,
lim F(x)= F(x0).
Bu iss onu gostarir ki, F(x) funksiyasi x0 nogtasinda kasil-

mazdir. x0-in ixtiyariliyindan alinir ki, F(x) \a,b\ parcasinda

kasilmazdir.
Teorem isbat olundu.
Teorem 19.2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b\ parcasinda

integrallanandir va x0e\a,p\ noqtasinda kasilmazdir. Onda

F(x) =Jf(t)dt funksiyasi x0 néqtasinda diferensiallanandir ve

F'(x0) = ( x0)-

Isbati. T~taq ki, f(x) x0 noqgtasinda  kasilmazdir.
\/E >0 goturak . Onda bu s- na gora ele S = £(£m)>0 adadi
lapmag olar ki, [x- x0|<S sartini ddayan bitin x - lar i¢iin

IM-/M<* (19.2)
barabarsizliyi édanacakdir. X - f(x0) fargini mutlaq

giymates farglandirak.
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Fishy-Eix,) /M =3/CM -[1°)n /hym

X-Xn X-Xn
Xx-%x0 X-Xn
oldugundan,

(19.3)
\X - Xn

t dayisani [x0,x] parcasinda dayisdiyindan, aydmdir ki,
- xnl<\x- x01< 8 Dbarabarsizliyi 6dsnacakdir. Onda (19.2)
barabarsizliyina asasan (19.3)-dan alariq:

F();)--:,,(XO)-f X0) \X-xn Jdt=s.
Demali, nogtada tdramanin tarifina gors,

F'(x,)=UTEMII M .. /fa).
0  X-Xn
Teorem isbat olundu.
Qeyd 1. Teorem 19.1 va teorem 19.2-de F(x) funksiyasi
X
olaraq F(x) =Jf(t)dt funksiyasi goéturmak olar, burada p ,

=)

\a,b\ parcgasina daxil olan ixtiyari geyd olunmus néqgtadir.
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Qeyd 2. Teorew 19.1 va teorem 19.2-ds f(x) funksiyasi

intervalmda kasilmaz oldugu halda da dogrudur. Bu

ImUn inteqralm asagi serhadi olaraq (a,b) intervalina daxil
ninin ixtiyari négta gotaralar.

Teorem 19.3. Tutaq ki, f(x) \a,b\ parcasinda

kenilmazdir. Onda ¥(x) funksiyasmm [a,b] parcasmda ibtidai

hinksiyasi ~ vardir ~ vea  ibtidai  funksiyalarindan  biri
X
) =Jf{t)dt funksiyasidir.

isbati. f(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda kasilmaz

a
ihlugundan teorem 19.1-9 goérs F(x)=8f(t)dt funksiyasi
a

\ti, b\ parcasmda kasilmazdir va Vxe\a,b\ ndqtasinds
1"’(x) = f(x) barabarliyi ddanilir. Bu isa o demakdir ki, F(x)
linksiyasi \a,b\ pargasinda f(x) -in ibtidai fimksiyasidir.

Ibtidai funksiyalarin bir-birinden sabit toplanan qadar
l'argbndiyini nazara alsaq, hokm eds bilarik ki, [a,6]
purcasmda  kasilmaz f{x) funksiyasmm ixtiyari ibtidai
funksiyasi

<p(x) =\f(t)dt +C, xe[a,b]

$O klinda olar. Bebllkb, agar f{X) [a,b] pargasinda
X
kosilm azdirsa, onda F(X): \]/(t)dt funksiyasi f{X) - in
a i*rry
ibtidai funksiyasi oldugundan, f(x) - in geyri - miayyan
integrali ib muayyan inteqrali arasinda asagidaki alags yaranir:
L

Jf(x)dx = F(x) =jf(t)dt+C.



Beblikb, agar f(x) funksiyasi \a,b\ pargasinda
kasilmazdirse, onda

barabarliyi dogrudur, basqa sézb yuxarwsarhaddi dayisofl
miayyan integralin yuxarl sarhadda nazaran téromasi
inteqralalti funksiyaya barabardir.

Tutaq ki, f(x) [a,b) - ds integrallanandir. Onda [a,b]
parcasinda

G(x) = JJ10<*
C

funksiyasini tayin eda bibrik.

b X * b

VfNe =\fNe +\fNe

eyniliyindan istifada etsak,
b

G{x) =\f(t)dt-F(x) (19.4)
barabarliyini alang .©gsr f{x) funksiyasi wiayyan xe [a,b]
nogtasinde  kasilmazdirsa, onda yuxarida isbat etdiyimiz
teorem 19.2-ys @asasan, ¥F(x) funksiyasi x ndogtasinda
differensiallanan olar va (19.4) -o goéra

dG(x) _ dF(x)
dx dx
barabarliyini alarig. Bu barabarliyi iss

d—-Jf(t)dt =-f(x)
dx e

kimi yaza bibrik.
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Misal 1. Asagidaki funksiyalarin téramasini tapin:

X X,

1) F(x) ="Intdt (x>0), b) F(x)= J— (x>0),
/ %(t
x

c) F(x)= Jcos(/2)ifr  (x>0)
|
X

Halli. a). Yuxar sarhaddi dayisan miayyan integralm
I6ramasi haqda teorem 19.2-ya asasan,

\A ¥Yx
b). Verilmis integrali asagidaki sakilds yazaq:

2

FOX) = H +'f*x  2ff*x -
Et ¢t gt gt
X

Burada c¢ >0 ixtiyari qeyd olunmus sabitdir. Bu barabarliyin
sag tarafmdaki har iki inteqrala x -dan asili mirakkab funksiya
kimi baxmaqg olar. Onda mirskkab funksiyadan téremas alma
gaydasina va yuxari serhaddi dayisen Tihayyan inteqralm
téramasi haqqindaki teorema asasan,

c). Verilmis inteqrali asagidaki sakilda yazaq:
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C yix X 4x
F(x) =Jcos{t2)d1 + J cos(t2)dt = —3 cos[t2)dt + J cos(t2)dt.

burada c ixtiyari sabit adaddir.

Onda,
1 \
(X Vx
F'(x)= jcos[t2)dt + jcosit2)dt
ft
X .. £ (r* Vv
J cos[t2)dt + Jcos(t2)dt m(Vxfx=
iL x Ve JFx
{ 7\
=-Ccos- +COSX ! =1—rC8)S—r1+ - -COsX.

2jx X X 2n1x
Misal 2. Parametrik sakilda verilmis

Xx=jr-dz , y=jezdz

2 Z 5
funksiyasmm téramasini tapm.
Halli. Msalumdur ki, parametrik sakilda verilmis

. ) . yl .
funksiyanm tdéramasi yX = — dusturu ile hesablamr. y\ va x!
x!
toramalarini tapag.

nT [«/

X, = Jf'\_}j A

(Int \ CV
\e:dz - jezdz}
vs .1 V5 Yy
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(>nda

Yx = 1

A

JcostAt

Misal 3. Limiti hesablaym: )Id'{B'I' «

Halli. £ (x)= fcos/2cfr, G(x)= x isara edak. Aydmdir
o
ki, bu funksiyalar x =0 ndqtasinin miayyan atrafinda tayin

olunmusdur va F(0)=G(o)=0. F'(0)=1, G'(0)=1¢0.
Belalikla, ~ saklinda geyri-miayyanliyin acgilisi ¢iin Lopital

gaydasini tatbig etmak olar.

?(cost2dt ”costZdt 4
lim lim — — = limcosx2- 1.
X->0+ X X-*0+ X X->0+

n

J (arctgty dt

Misal 4. Limiti hesablaym: lim —
x2+1

Halli. sl soklinda qgeyri-muayyanliyin acilisi hagda

00

Lapitalin ikinci gaydasini ardicil olaraq iki dafs tatbiq edak.

X r 2
I (arctgt)2dt J (arctgt)2dt
. . . (arctgx)2
lim -— = = lim —Fx— = lim
™ VX2 +i ™ [Jx2+11 X~*~ X
yIx2 +1
. _\_fj_(__g__t__}_:__garctgx)z i nU X2+1 (arctgx)ZL B

je>im X XPhe v
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I
§.

X— se(arctgxy +n/x2 +1 warctgx m—J—
wx 2#1 X'+ 1

= lim marctgx)2 + earctgx
n/x2 +1 nix2 +7

r A \2
=1- +0-- =—

820. Nyuton-Leybnis diisturu
Teorem 20.1. (integral hesabinin asas teoremi). fC

\a,b\ pargasinda kasilmaz funksiya, ®(x) -iss onun [a,b]
ixtiyari ibtidai funksiyasi olduqda

(f(x)dx:O(b)-O(a) (20.1)

barabarliyi dogrudur.
Isbati. Yuxarida geyd etdik ki, f(x), \a,b\ - da kasil

X "1
funksiyadirsa, onda F(x) =7f(t)dt funksiyasi /(x)-in [a

parcasinda ibtidai funksiyalarmdan biridir. Digar tarafds

ibtidai funksiyalar biri digarindan sabit toplanan qalJ
|

farglandiyindan, C ixtiyari sabit oldugda, d(x)= Jf(t)dt +

funksiyasi da /(x)-in [ab\ parcasinda ibtidai funksiy

olacaqdir. x =a go0tursak, ®(a)- C alarig. x=b gotiirse'
b

d(b) =~f(t)dt +C alang.
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Sonuncu iki barabarliklardan alariq ki, ®(x) funksiyasi
/(m*)- in \a,b\ parcasinda ibtidai funksiyasidir va (20.1)

lurabarliyi dogrudur.

Nyuton-Leybnis disturu adlanan (20.1) disturu miayyan
Integral ils geyri-mlayyan inteqral arasinda alags yaradir. Ona
Integral hesabmin asas dusturu da deyirlsr. Bu alags olmasaydi
indiayyan inteqralm tatbig imkanlari cox mahdud olardi.

Qeyd 1. (20.1) dusturunun kémayi ils misvyan inteqralin

licsablanmasi ibtidai funksiyanin hesablanmasina gatirilir.
b

(20.1) ddsturunu bazan, ff(x)dx =d(x)ja kimi yazmaq qabul

olunmusdur.
Qeyd 2, Teorem 20.1-i sonlu sayda négtada @'(x) =f(x)

sartindan imtina etmakla guclmdirmak olar. Basqa s6zla [a,b]

parcasinm sonlu sayda ndqtsbri istisna olmaqgla, galan har
yerda ®'(x) =/(x) barabarliyi ddsnarss, onda teorem 20.1 0z

gucundas galir.
Teorem 20.2. Tutaq Ki, f(x) [a,6] parcgasinda

integrallanandir, d(x) funksiyasi iss bu parcada kasilmazdir va
[a,b] parcasmm sonlu sayda noqtssi istisna olmagla har bir
noqtasinde <€>(*>)=/(x) barabarliyi d6danilir. Onda

V(x)ek =d(b)-th(a)
barabarliyi dogrudur.

2
Misal 1. Jxd4dx inteqralim hesablaym.

Halli. f{x) =x4 funksiyasmm ibtidai funksiyalarindan
biri  ¢(x) =~x5 funksiyasidir. Onda Nyuton-Leybnis

disturuna gora
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2 i
}x4dx =—x"1/ (32+1)J1.
N 5 5 *5
K
Misal 2. Jsinxdx integralim hesablaym.
0
Halli. fix) =sinx funksiyasmm ibti*i funksiyalarm-

danbiri ¢ (x) =-cosx oldugundan, Nyuton-Leybnis disturuna
gora

n

Asinxdx =(-cosx)P’ =-cosn +co0sO = 2.

4n

Misal 3. j n/7- cos2x dx interqalim hesablaym.
0

Halli. Integralalti funkslyani gevirak.
y/l-cos2x =/2sin2x =42 |smx]|. Onda

jndl-cos2x dx =42 J\sinx\dx.
0 0
Muayyan inteqgralin 5-ci xassasina gors,
4n n 2n 3n 4n
Msinx\dx =7sinxdx- Jsinxdx+”sinxdx- Jsinxdx =

/ \|/r / \j 20 ( \3n \4n

/
=(-cosYo - (- cosxh +(-cosx\2,- V-cosxh >k=
=2+2+2+2-38.
Demsli, Jn/7- cos2xdx =842 .

0]
2

Misal 4. J|7-5x|c6c integralim hesablaym.
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oldugundan, miayyan integrahn malum xassalarina gora,
/

2 S 2
JI/ - 5x]dx =J (I - 5x)dx +j(5x-/)cEf =

= j6&:-5jx(ir +5jx<ix-] dx = -5 X2 45
~5 u

8 21. Muayyan inteqralda dayisanin avaz ediimasi.
Qeyri-miayyan integrallarm hesablanmasinda dayisanin
avaz edilmasi dsulundan istifads edirik. Misayyan inteqgralin
hesablanmasinda da bir ¢cox hallarda bu Gsuldan istifada olunur.

Tutag kif f(x)  Ax aralifinda, g(t) iss A araligmda
tayin olunmus funksiyalardir va g(Af)c 4 . Onda f{g(t))

murakkab funksiyasmm manasi vardir.
Teorem 21.1. Farz edsk ki, f(x) \a,b\ pargasinda

tayin olunmus kasilmaz funksiyasidir. x = g{t) funksiyasi iss
[a,p] parcasinda tayin olunmus kasilmaz diferensiallanan
funksiyadir va  V/e [«,/?] UGcgun a<g(t)<b barabarsizliyi
Odenirve 6 =g(a), b= g{ft). Onda,

Vi(x)dx =\f{g{t))g'(f)dt (21.1)



barabarliyi dogrudur.

Isbatr. (21.1) barabarliyi bu manada basa disulir ki, bif
torafdaki inteqral varsa, o biri tarafdski inteqral da var vf
onlarin adadi giymatlari barabardir.

f(x) funksiyasi [a,b] par¢casmda kasilmaz oldugunc
Nyuton - Leybnis disturuna gors, onun ¥ (d ibtidai funksi-

yasI vardir va
b

F'(x) =f{x\ \f{x)dx =F(b)-F(a). (21.2)
Istanilan /e[a,/?] iciin teoremin sartina gora F(g(t))

funksiyasi tayin olunmusdur va F(x) va x=g(t) funksiyalarinm
har ikisi 0z tayin oblastmda diferensiallanan oldugundan,
G(()= F(g(t)) murakkab funksiyasi da [or/?] diferensialla-
nandir va

G{t)=F."(g(1)) = Fa(g(t))g'(t) =f(g(t))-g'{t). (21.3)
(21.3) barabarliyindan c¢ixir ki, G(/) funksiyasi f(g{t))- s'if)
funksiyasmm  \a,p\ parcasinda ibtidai funksiyasidir. Onda
Nyuton-Leybnis teoremina gors

P b
} =F(g(P))~F(g(a)) = F(b)- F(a) = Jf{x)dx.

Teorem isbat olundu.
Qeyd 1. Miayyan inteqrali

Ji{x)dx = f(g{t))g'{t)dt

a a

dusturu ila hesablayarkan, basga sozls, g(t) diferensiallanan
funksiya olduqgda, x = g(f) ssklinds avazlama apararkan, yeni
t dayisaninin inteqrallama sarhadlari olan a va /? adadlari

U =g{a)
\b =g(P)
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liNtcmindan tapilir.

Bgar x =g{t) funksiyasi monoton olmazsa, ola bilsin ki,
bu sistemin ¢oxlu sayda (hatta sonsuz sayda) halli olsun. Bu
lialda sistemin hallarindan elasini gotirmak lazimdir ki, alinan
[«./?] parcasinda x =g(*) monoton olsun. Bunu asagidaki

misalda gostarak.

x .
— T......- integralim hesablavm.

0
>

Misal 1. J =

1

2
Halll x =sint avazlemasi aparaq. Onda dx = costdt

olar. Yeni t integrallama dayisaninin sarhadlari olan a va fi
nsagidaki sistemdan taptimahdir.

1 .
—=sina
2
~— =SiNB

2
Hu sistemin birinci tenliyindan a = (- if €+m<, Ke Z,ikinci

tanliyindan ise /3=(-if" —+mn, me Z alarig.
n 3 f

n
9ger bu sistemin hallar citl olarag a :E' (3=? gotursak,

onda "7 parcasinda sint funksiyasi monoton artan
77

olacaqdir. Demasli, yeni t dayisaninin dayisma oblasti

71 N
arcasi olacaqdir. ©ger a - — , /3 =— gotlrsak, onda
parc¢ q g 5 3 g 61
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parcasmda cost >0 olacaq Va ona gora
nMl- x2=nJT-sin21=cost. Belslikls,

J= cost -th _ f__@E_ 7t 7T
sint cost isint T gi2 I ~1tgd \~I” tg~]2
6
a sina
Maslum  tg—= disturundan  istifade  etsak,
1+cosa
LTt 1
o S'”E
tgiz o -2 9 alarig. Onda
1+cos 1473 *+S
. _ .
J=ind=- In— —k =In- -8 h 2t
12 2+V3 -rs3
2+/3

. . 2
Sistemin (a, p) hallar citi olarag a 6 P:?n gotlrsak,

n6’ 2:: parcasinda X =sint funksiyasi monoton
2 .
olmayacaqdir. Ona gb6re ds a =£, p = © yeni /

dayisaninin inteqrallama sarhadlari ola bilmaz.
Qeyd 2. Bazi hallarda Tiiayyan inteqralda dayisanin avoz

edilmasini x =g(t) saklinda deyil, t =1//(x) seklinda aparmagq
daha samarali olur. Aydindir ki, bu halda t dayisaninin integ-
rallama sarhadlari ifi{a)=a wva 1//(b)=p barabarliklarinda

taptimalidir. Bunun ugtin isa t =/ (x) funksiyasmm birgiymatl
tars funksiyasi olmalidir. Praktikada, adatan z//(x) funk-
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siyasmdan [a,b\ parcasmda monoton va kasilmaz dife-
rensiallanan olmasi talab olunur.

Misal 2. J =jn/a2- x 2dx integralim hesablaym.

0o

isbati. X = asint, 0<t<% avaz edak.
n
x=8=>t=(’f, x=a"=>t=;.

\la2- x 2 =acost, dx =acostdt .Onda

K L2 it/
A= acost mcostdt = a2 J cos2tdt
0 0

71/4

Misal 3. J - I —j ] j— integralim
* sin° X +2sIinXCcoSX +C0s X

hesablaym.
Halli. Inteqralalti ifadeda slirsat ve maxraci c0s2x -3
bolsak alarig.
d(tgx)
tg2x + 2tgx +1
tgx =t avezlomasi aparag. x=0 oldugda t=0
x=n/4 oldugda t =7 olar. Onda

i=]
0

=-1+i=L

o (t+i)2  t+I 2 2
Qeyd 3. Nyuton-Leybnis disturu Tiiayyan inteqgrali
geyri-muayyan inteqral vasitasila hesablamaga imkan verir.
l.akin bu hec¢ da o demak deyildir ki, hot hansi geyri-muayyan
integral elementar funksiyalarla ifade olunmursa, uygun Tiiay-
yan inteqrali elementar funksiyalarla ifade etmak niimkin

deyil. Buna aid misal gdstarak.
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Misal 4. ©---> ¥ —dx - -integralim hesablaym.
e 1+cos X
Halli. x =n -t avazlamasindan istifada etsak, dx —dt;,

X -0 oldugda t- n, x =n oldugda t =0 olar. Onda

r v-i,,r /w=f(CL£>7"(.?.z4dH )= gzllasLd,
1+ cos X 1+ cos (71-t) © / + COS t
_*r(n-t)sint™ _ r sintdt j tsint

| 1+cos21 11+cos2/ | .1+cos t

Inteqralm giymati inteqrallama dayisaninin hansi harfls

isaro olunmasindan asili olmadigindan sonuncu inteqralda t
avazina x yazib barabarliyin sol tarafina kecirsak, alarig.

Xsinx " 1 smtdt
ax =

dt.

*1+cos x 11+cos t
xsinxdx_, n} d(cost) n 712
omt C0821 2 61+(cost)2 2

r XSIIﬂX
Bu misal onunla maraglidir ki, —dx geyri-
| i 14mey .

muayyan integrali elementar funksiyalarla ifads olunmur.

Misal 5. J = dx integralim hesablaym.
(o]
Halli. X =sin31l avazlamasi aparaq. Onda

dx =3sin2lcostdt; x =0 oldugda t =0, x =1 olduqda (=~

olar. Yeni dayisana kegak:
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J = 1(1-sin21)3/23sin2tcostdt =3 Jcos3tesin2t costdt =

0 0
K/2 K2

=3 I cos4dt esin2tdt =3 jY cost mint)2cos2tdt =

0

(o]
3K2 j y,  2W2 272

=— f(sin21)2 — @~—dt =— \sin22tdt —_ fsin221cos2tdt
4 i 2 8 i 8 {

_3nf -G08 g+ 2 @sin22t d(sin2t)

8 b 2 16
K/ 2 8 Tt/2 J
jdt Jcos 4tdt + — Jsin22t d(sin 2t) =
16 e o
* 3n
2.3 wingt 2H i 2t -
~16 n 16 4 16 , 2
Misal 6. |1 = xdx inteqgralmi hesablaym.
) bI2X +5

. . t-5
Halli. 2x+5=t @avazlamasi aparagq. X=



-UNA*T)-UTH

7T|1Idnl7 a7 7 _ A PAIT- YT _ | <2V _ | ANT
2 2 6 2 + 6 + 6 + 3
X dx
Misal 7. J— inteqralinda formal olarag
5-3cosx

fS~ =t ovazloamasi aparsaq, onda dizgun olmayan natice
alarig. Bunu izah edin.

. X .
Halli. ©gar formal olarag tg—=t avazlamasi aparsaq,

onda x =2arctgt, dx - 2dt , COSX - 1-t2

1+t 1+t*
x =0 va x =2n olduqgda t =0 olar. Onda verilmis inteqral
dt o 5.9
fommmmmmeee = foeme- - g olard!. Bu isse ola bilmaz.
QS-:BoaDssx {)5 31-t

1+t2
Cunki -m-------m--- funksiyasi [0,2n1 parcasmda miusbatdir va
5-3cosx

onun inteqrali sifra bsrabar ola bilmaz. Buna sabab
tg—, x g [0,2n] funksiyasmm x =n noéqgtssinda tayin olun-

mamasidir.

172



. dx
Misal 8. | = ' j— integralinda formal olarag

&D1+cos X

lux =t avazlamasi aparsag, onda dizgin olmayan natica
nlarig. Bunu izah edin.

Halli. tgx =t avazlamasi aparsag,
o =dt, x=0=>t=0, x=a =>t=0 alariq. Onda
C0S2x
cos NV=====—y= === __ oldu undan,
1+tg\§x J
/=L A =iz 1‘1
Il +cos2x ol + , +t2
1+t2
olardi. Bu isa ola bilmaz. Clnki --—- — 2— funksiyasi \0,nj
1+cos x

parcasinda musbatdir va onun integrali sifra barabar ola bilmaz.
Qeyd 2-ya asasan, ziddiyyata sabab tgx funksiyasmm [6,"]-ds

'birqiymatli tars funksiyasmm olmamasidir. Bu funksiya x = —

noégtasinda tayin olunmamisdir.
3

Misal 9. - X 2dx inteqralinda  x =sint
0
avazlamasi aparmaq olarmi?
Halli. ©gar formal olarag x =sint avazlamasi aparsaq,
onda yeni t dayisaninin a va p integrallama sarhadlari

\0 =sina

[3=sinP
sistemindan taptimalidir. Bu sistemin isa halli yoxdur. Ona géra
da verilmis inteqralda x = sinr avazlamasi aparmaq olmaz.
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Misal 10. isbat edin ki, [-/,/] parcasmda kasiln
f(x) funksiyasi t¢ilin /(x) ciit funksiya olduqgda,
I I
I f(x)dx =2jf(x)dx,
-/ 0
/(x) tek funksiya olduqda iss,

Jf(x)dx =0.
-i
Isbati. Tutaq ki, /(x) [-/,/] parcasinda citdir,
Vxe [-/,/] tglin /(-x)= /(x) barabarliyi dogrudur.
/ 0 I «
Jf{x)dx =Jf(x)dx +Jf(x)dx barabarliyindan istifads edak

Jf(x)dx integralinda x = -y avazlemasi aparaq.
X=-/=>y=/, X =0=>7=0, dx - -dy. Ond|

Jf(x)dx =-] f(y)dy =Jf(y)dy = Jf{x)dx oldugunda
-1 1 0 0

I I

Jf(x)dx =23 f(x)dx .

-1 0

indi tutaq ki, /(x) [-/,/] parcasinda takdir, yani Vxe 1-u]
ticn /(-x)= -fix) barabarliyi dogrudur.

0 |
1f(x)dx inteqralinda X—Y avazlemasi aparaq.
-1

X=-l=>y =1, x-0=>y -0, dx- -dy.Onda

I f(x)dx = —J/(— y)dy =1f(y)dy =-Jf(y)dy =-J f(x)dx
-0 1 0 0
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oltlugundan,

/
Jf{x)dx = j f{x)dx +Jf(x)dx = O
-1 -1 0
nlariqg.

Misal 11. isbat edin ki, agar f(x) funksiyasi (-00,+ 00)
oibd oxunda kasilmaz va I >0 dovrli fimksiyadirsa, onda

Istanilan geyd olunmus a adadi tGgun

o+l T
Jf(x)dx =Jf(x)dx
a 0

borabarliyi dogrudur.
Isbati. f(x) funksiyasi T dévrli funksiya oldugundan,
Vre (-00+00) Ugln f(x +T)- f(x) bsrabarliyi dogrudur.
a+T
Ixtiyari geyd olunmus a adadi icin Jf(x)dx integralim

a

asagidaki sakilda gostarak:

a+T 0 T o+l
Jf(x)dx =Jf{x)dx + Jf(x)dx + Jf(x)dx.
a a (e} T

a+T

Jf(x)dx inteqralinda x =y +T  @avazloamasi aparaqg.
;

x=T=>y =0, x=a+T=>y =a,dx =dy. Onda,

a+T a a 0 0
Jf(x)dx =3/ (v+T)dy =\f(y)dy =-jf(y)dy =-J f(x)dx
T (0] 0 a a
oldugundan,
a+T T
I f(x)dx =Jf(x)dx
a 0
olar.
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1 y X
Misal 12. Icosx-ln1 dx inteqralim hesablaym.
- X

Halli. f(x) -cosx funksiyasi cutdir. Gostarak

(p{¥) = InT funksiyasi takdir. A
- X

. . 1+Xx
(p(-x)=Inj———=1ni - -ln-—— --<p(x)
1-x 1-Xx

. 1+ L
oldugundan, (p{x) tekdir. cosx-ln1 X funksiyasi cit ve t
- X
funksiyanm hasili kimi takdir. Onda misal 10-a gore

III +
icosx-ln— idx =0.
) 1-x
an
Misal 13. Jsin3xdx integralim hesablaym.

0

Halli. Aydindir ki, sin3x funksiyasi 2n dovrlu
funksiyadir. Verilmis inteqrali asagidaki sakilds yazaq:

4n 2n 4n
j sin3xdx= j sin3xdx+ Jsin3x dx.
(e} (e} 2n
Misal 11-ds f(x)= sin3x, a=2n, T =25 gotirsak,
4n 2n
Jsin3xdx = Jsin3xdx.
2n 0
Demali,
4n 2n
Jsin3xdx = 2j sin3xdx
0 0

Misal 11-da /(*) =sin3x,a=-n, T =251 gotirsak, onda
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2n n

Jsin3x dx = j sin3x dx

olar.
sin3x funksiyasi tak funksiya oldugundan misal 10-a asasan,

Asin3xdx =0.

4n -
Beblikb, Jsin3xdx =0 alarig.

0
Bu integralin yuxaridaki gayda lzra hesablanmasinda magsad
dovri funksiyanm inteqralinm xassasindan istifads etmakdir.
Oslinds isa bu integrali x =cost avazlamasi aparmagla
liesablamaq heg bir ¢atinlik tératmir.

n

n 1
Misal 14. ~f(sinx)dx =2°f(sinx)dx barabarliyini
o] 0
isbat edin.
K n2 b
Halli. J f(sinx)dx =Jf(sinx)dx . Jf{sinx)dx
o (e}

2
oldugundan, talab*olunan barabarliyin dogrulugunu isbat etmak
tcln

n

n 2
Jf{sinx)dx = j f(sinx)dx
1 0

barabarliyinin dogrulugunu isbat etmak kifayatdir. x=n-t
avazlamasi aparag. =—=>t=— Xx=n=t-0 :

dx =—dt.Onda
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n 0 2 2
j f(sinx)dx =- Jf[sin(n - t)]dt = j f(sint)dt = Jf(sinx)
1 1 0 0

2 2

822. Muayyan inteqralda hisss-hissj”integrallama
Teorem 22.1. Farz edak ki, w(x) va u(x) funksiy

[a,b] parcasinda kasilmaz diferensiallanan funksiyalardir. O
b
ju(x)v'(x)dx = u(b)v(b)-
b

-u(a)v(a)-~o(x)u'(x)dx (221
Isbati.  Dogurdan' da, u(x)o(x)  funksiy
u(x)v'(x) +o(x)u’(x)  funksiyasmm ibtidai  funksiy

oldugundan Nyuton-Leybnis disturuna goérs,
b

J [ux)vi(x) +v(x)u’(x)\dx =u(b)v(b)-u(a)v(a).
Buradan, (22.1) diisturunu alariq.
(22.1) dusturuna Tinayyan inteqral Uclin hissa-hisse inteqr
lama disturu deyilir.
Qeyd. u(b)v(b)-u(a)o(a) -ifadssi;
Ib .b . I
u(x)-u(x)\1 =uo h soklinda yazsaq v
v'(x)dx =dv, u’(x)dx =du oldugunu nazers alsaq, (22.1
dusturu asagidaki sakilds yazilar.
b b
~udo = uu\a-jodu (22.2)

a a

1

Misal 1. j arctgxdx integralim hesablaym.
0
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dx
Halli. un =arctgx, dx =du gotursek, du= r,
1+x

limX olar. Onda

Jorctgxdx = xarctgxV - J = xarctgx\g- —In[l +x2) =
01+x 2 |0

*urctgl -~In2 =—-1In -2
2 4

Misal 2. Hissa-hissa inteqrallama dusturunu tatbiq
rlinakls asagidaki integrallan hesablaym.

) /:jxsinxdx, 2) J =jx2cosxdx, 3) J =j\Inx\dx.
0 0 I

Halli. 1). u=x, do =sinxdx gabul etssk, du =dx,
o =-cosx olar. Onda

K f n \a
J =Jxsinxdx = 'jxd(cos X) = - xcosx* +Jcosxdx J:
V
{xcosx\ + sthx[3]= -n cos7t = 7r.
2). n=x2, do =cosxdx gabul etsak, du =2xdx, 0 =sinx
olar. Onda

J = J*x2cosxdx =*[x2d(sinx)=x2sinx| - 2jxsinxdx =
0
2711

=-2 jx sinxdx.
0

2k
jx sinxdx integralina hissa-hissa integrallama disturunu tatbiq

0
edak. Onda
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J =-2jxsinxdx =2jxd(cosx) =2 xcosx - Jcosxdx
o 0

=2(ncos2n -sinx|*)=2(2n -0) =4n.
). Verilmis integrali

e e

J :jV Inx)dx+\Inxdx saklinds yazaq. Bu iifeqrallarin h

birina hissa-hissa inteqrallama disturunu tatbiq edak.

n=1Inx, dv =dx gabul etsak, du —2( , =X olar. Onda

X
f \ \
v |
J =- Xxelnx\, - fxe— + xInx\t- 1; dx
J X
/
1
_ (o A +[elne-0-(e- N)]=
€] 1 e)
+1 +(e-<?+i)=— +2=2
vV e ej e

Misal 3. Hissa-hissa integrallama dusturunu tatbig

etmakla
/

J = Jxe

inteqralim hesablaym.
Halli. m=x, dv =e~2xdv gabul etsak, du =dx,

0 :—;Le~ x olar. Onda

J =y _ g2 1‘F ’dx—_le'2+if—i’e'2*4
2 g T 2
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=JT e~ N1 (e-r-.i)=L -le-*.
2 4 X 4 4
1
Misal 4. ./ = farqlismx fa inteqralim hesablaym.
2 JI+x

Halli. ©vvalca i/l +x =t avazlamasi aparaq: | +x =t2,
X=t2-1, x=0=>t=1; x=1==>t=n/2, dx=2tdt olar.

Onda
41

J =2 Jarcsin[t2- 1)dt.
i
Sonuncu inteqgrali hissa-hissa integrallama Gsulu ib hesablayaq.

H=arcsin{t2-1), dv =dt gabul etssk, du = , u=t
olar. Onda
41 r 42 7,

A —

Jarcsin (t2- ijdt =t earcsin{t2- ijj*2- Jtm =

41
nl2arcsinl- arcsin0+ f—= f A"=n/2 e—+20/2-1t2

K
Misal 5. J =Jexsinxdx integralim hesablaym.
0
Halli. Hissa-hissa inteqrallama metodundan istifads edsk.

n-sinx, do =exdx goOtirsek, du =cosxdx, o0-ex olar.
n=sinx va o =ex funksiyalarinm 0ozlari va téramalari \OTT
parcasinda kasilmaz oldugundan, hissa-hisse inteqrallama
Inetodunu tatbiq etmak olar. Onda
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7 n

J =ex-sinx™ -je xcosxdx =-jexcosxdx.
(o] (0]

3
jexcosxdx integralim hissa-hissa inteqrallama metodun

#
tatbiq edsk. m=cosx, do =exdx gotursak, du =-sinxdx

v =ex olar.
Onda

f 1z \
J =- cosx-exj +jexsinxdx =~(en+1)-J

alang. J integralina nazaran tanlik aldig. Buradan, 2J =e* +1

va yaxud J =-j(e* +/).

§ 23. Muayyan inteqrahn giymatlandirilmasi.
Orta giymat teoremlori.
Teorem 23.1.. (Birinci orta giymat teoremi). Tutaq ki,
/W va g(x) funksiyalan \a,b\ parcasinda inteqrallanandir va
g(x) funksiyasi \a,b\ parcasinda manfi olmayan ( ve yaxud
musbat olmayan) qiymetler alir. f(x) funksiyasmm [a, ft]

parsasinda dagiq asag! ve daqiq yuxari sarhadlari uygun olaraq
m va M olsun. Onda m< ju<M barabarsizliyini édayan ela

ju adadi var ki,

n 0
\fi{x)g(x)dx =n\g{x)ix (23.1)

dusturu dogrudur.

Isbati. Dagiq asagl ve dagiq yuxari sarhaddin tarifina
gora Vxe [a,b\ lGglin m <f(x)<M barabarsizliyi dogrudur.
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Mllayyanlik Gctn tutaq ki, Vxe[a,ft] dc¢in g(x)>0. Onda
nydindir ki, Vx e ja,ft]Jicln

mg(x) £ /(*)&(*) Mg (x) (232
borabarsizliyi dogrudur. Mitayyan inteqralin  dordinci va
besinci xassalarina géra m-g{x), M my(x) va /(x)-g(x)
flinksiyalari \a,b\ parcasmda inteqrallanandir.
Onda (23.2) kl)aarabarsizliyini hadbahad irE)teqrallagaq,

b
mjg(x)dx<jf(x)g(x)dx<Mjg(x)dx (23.3)

horabarsizliyini alarig. Burada iki hal mimkunddr:
b

) Jg(x)<fc =0 ;2) jg(x)dx*0.

a a b
Birinci halda (23.3) barabarsizliyindan Jf(x)g(x)dx =0
Q
alardig. Onda (23.1) berabarsizliyi M -nin istanilan
giymatinda, o climladan T< /1 <M barabarsizliyini ddayan
b
giymatinds do dogru olardi. Tutaq ki, Jg{x)dx >0. Bu halda
b
(23.3) barabarsizliyinin har tarafini Jg(x)<ix adadina bolsak,
b
j f(x)g(x)dx
m<*—p-------——--- <M



1T (% Kk (x )< &

barabarsizliyini alarig. m="—------------ isara etsak, tab
\g{x)dx

olunan (23.1) barabarsizliyini alariq. <0 oldugu h«

da oxsar gayda ils isbat olunur. Teorem isbat olundu.
Natica 1. /(x), \a,b\ parcasinda inteqrallanandirsa, m v»
M onun bu pargada uygun olaraq daqiq asagl ve daqiq yuxaril

sarhadlaridirsa, ondaels ju (m< ju<M) adadi varki,
b
jf{x)dx =ju(b-a). (23.4)

Isbati. (23.3) barabarsizliyinds g(x) =1 gabul edak.
b
jl-dx =b-a oldugundan,

u
m(b- &) <J/ (x)dx <M (b - a) (23.5)

barabarsizliyini alariq.
*

[If(x)dx adadini // ila isara etsak, (23.4)-0 alariqg.

L, adadina f(x) funksiyasmm \a, b\ pargasinda orta giymati
deyilir.

©gar, xlsusi halda f(x) funksiyasi [ab] parcasinda
kasilmsez olarsa, onda els a,p adadleri var Ki,
f(a)=mf (P)=M ve ona gors do [a,pj c [a,b] par-
casinda els £ noqtasi var ki, f(C) =n. Bu halda (23.4)
diusturu asagidaki sakib diser.
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jHx)dx =f{g)ib - a). (23.6)

Natica 2. Farz edak ki, /(x), \a,b] parcasmda kasilinaz,
jtiic) iss [a,ft] pargasinda integrallanandir va istanibn
xe[a,ft] dciin g(x)>0 (g(x)<0) sartini ddayir. Onda els
£ e (a,b) noqtasi var ki,

JE(x)g(x)dx =/fe)d, cre . (23.7)
Isbati.  Tutag ki, m=inf/(x), M =sup fix).
ra.by fa b]
b b
Muayyanlik ugin tutag ki, Jf{x)dx >0. ©gar jf(x)dx =(

olarsa, onda (23.7) barabarliyi istanilan Ce(a,h) Ulcin dogra
olardi (23.1 barabarliyina asasen). m<ju<M halina baxsq.
f(x) funksiyasi [a,ft] parcasinda kasilmaz oldugundari.
Veyerstrasin ikinci teoremina goéra els x e [o,ft] va xe[a,ft]

noqtabri var ki, /(x)= m,f(x) - M . Par¢ada kasilmaz funksi-
yawn aralig giymatbri almasi hagda teorenia gora f(x) kasii-
maz funksiyasi m va M adadiari arasindaki bitin araliq giy-
matlari alir. Oria géra eb £e(a,ft) var ki, fig)= ju. Asan-
ligla inanmaq olar ki, /Ju=M va ju=m hallari Gg¢in da (23.7)

barabarliyi dogrudur.

Qeyd 1. g(x)=>0 (g(x)<O0) olmasi sarti zaruridir.
©ger bu sart pozularsa (23.1) dusturu dogru olmaz. Masalan,
\0,I\ parcasinda verilmis
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12 2
funksiyalari t¢lin

\g{x)dx =0, j f{{x)g(x)dx =ji-C\dx =-~
0 0 a A

1 |
oldugundan, ixtiyari u Gcin jf(x)g(x)dx ®*jg(x)dx.

0 0

Qeyd 2. (23.7) dusturunun dogrulugu tcin f(x) fir
siyasmm [a,b] parcasmda kasilmaz olmasi sartini azaltm
olmaz. Basqa sOzls, f(x) kasilmaz olmadigda (23.7) borabs
liyi Gmumiyysatlae desak, dogru deyil.
Masalan, [0,i] parcasmda kasilan

L, oxx<L 3, O0<x<—
F(x) =-° ove g = 3
3, —<xx<l1 —<x<1

3 157 3

funksiyalari Ggin
| [

\f(x)g(x)dx =fdx =1,



oldugundan [0,I] parcasinda els bir § ndqtasi yoxdur Ki,

f(C) =%j olsun-

Teorem 23.2. (ikinci orta giymat teoremi). Farz edak Ki,
f(x), [a,b] parcasinda kasilmaz, g(x) isa [a,b] parcasmda
kosilmaz diferensiallanan funksiyadir va g'(x)>0. Onda [a, b]
parcasindaeb £ e [a,b\ var Ki,

\f(.x)g(x)dx = g(a)df(x)dx +g(6)J f{x)dx (23.8)
a a 4
(listuru dogrudur.
Isbati. u(x)=g(x), du(x)=f(x)dx qgsbul edarak,
barabarliyinin sol tarafina hissa-hisse inteqrallama disturunu
totbig edak:

u(x)=\f(t)dt, u(x)=g(x), du(x) =g'(x)dx.

Onda

b f X 4

\i(x)g(x)dx="g(x)-jf(t)dt

~f g'(x)\f(t)dt dx (23.9)

Sag terafdaki ikinci integrala birinci orta giymat
teoremini tatbiq edak.

F{x) =\Xf{t)dt

I'unksiyasi kasilmazdir ve g'(x) >0. Ona géra da eb * e [a,ft]
noqtasi var ki,
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bs
aVv

={g(b)-g{a))\f(t)dt
Sonuncu barabarliyi (23.9) - da nazars alsacg,
b b 4 _
Jf(x)g(x)dx =g (b)jf(t)dt-(g(b)-g(a))jf(t)dt

alariq.
jf(t)dt  f(t)dt +j f(t)dt

oldugunu nazara alib, sadslasdirms aparsaq, talab olunan (23.8
disturunu alang. Teorem isbat olundu.
(23.8) barabarliyina Bonne dusturu deyilir.

Misal 1. f{x) =4x funksiyasmm \0,100\ parcasinda
orta giymatini tapin.

Halli.
100
100
1 1 x2
: j i dx = X — 1002=— -1000=6-.
100-0) 100 3 300 300 3
2

Misal 2. f(x) =10 + 2sinx +3cosx funksiyasmm [0,251]
parcasinda /n orta giymatini tapin.

Halli.
12 A
JI=— J(/O+25inx+3005x)dx=? (10x-2cosx +3sinx)" =
n
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Lz—m- 2cos2n F3sin21)-(0- 2cos0 +3sin O] =
n

bl-— {20n-2 +2) =
2n

Misal 3. Birinci orta giymat teoremindan istifads etmakls
r dx
"= \I140,5c0s x
Integralim giymatlandirin.
Halli. Yuxarida gostermisik ki, agar f(x) [a,b]

nargasinda kasilmazdirsa ve m= min f(x) M = max f(x) iss,
xeM I

onda (23.5) barabarsizliyi dogrudur.

[0.2n] parcasmda kasilmaz f(x) =------- funksiyasmm
1+0,5cosx

on kigik va an boylk giymsatiarini tapaq. Asanligla inanmagq

olar ki, m.in et 11 O G =2.0n
) JHO21 7+0,5cosx 3 xe\OZH\ 1+0,5cosx
00rs,
é‘; §9 9 ___qp
11+0,5cosx
Misal 4. Birinci ojla giymat teoremindan istifads edarak,
,00 X
r -dx
X +100

(0]
integralim giymatlandirin.
Halli. 0 <x <100 olduqda

C
200 x+100 100

barabarsizliyi dogrudur. Bu barabarsizliyin har tarafini e~x-s
vurag va [0,100] pargasinda inteqrallayaq. Onda
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100 100 -X 100

Fexdx< f ¢ -dx < v[exdx
200! J 3 x+100 100\

baraborsizliyini alang.
100

) (60} 1
je~xdx = =1—jgg"r oldugundan,

o]

iuv
1 e Xix 1
200 © " - x+100 100 ~ {99

Misal 5. Jcos2xdx va jepsIOxdx adadlarindan h
0
boyiukdiir?

Halli. Aydindir ki, xe V’é oldugda cos2x> cosIx

barabarsizliyi, jce\O,n oldugda isa C€OS x >CO0S X

barabarsizliyi dogrudur. Ona gbéra muayyan inteqgralin 10-cu
xassasindan ¢ixan naticaya asasan, hokm edirik ki,

n n

2 2
Jcos2xdx > paosOxdx.
0

n

Misal 6. %e sr?xdx V3 J;—adadlarindan hansi boyukdir?

n

Helli. Aydindir ki, xe 0, oldugda O<sinx<I va

yaxud - 1<-sinx<O0 barabarsizliyi ddanir. Asanliglainanmag
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olarki, e snx funksiyasi 0, d parcasmda azalandir. Ona gora

-1 > e-smx >
do -do e-1 >e-smx > e0
* |

va yaxud e smx > 1 barabarsizliyi dogrudur.

AN

xefo,ﬂ oldugda iss e stk >1. Ona goére de muayyan

inteqralin 10-cu xassasindan ¢ixan naticaya asasan,

Ve-swvxdx> Vidx =2

Misal 7. ikinci orta giymaet teoremindan istifada edarak

200N

sSmx

J= | dx
integralim giymatlandirin.
Halli. f(x) =sinx, x e [100n,200n] V3

g(x) =— x 6\100n,200n] funksiyalarma baxaq. Aydindir ki,
X

/(x) funksiyasi [100n,200n] parcasinda kasilmazdir. g(x)
funksiyasi isa \Ne0n,200n\ pargasmda kasilmaz diferensial-
lanandir va monoton azalandir. Onda Bonne disturuna gora

N — I sinxdx+ -—------ sinxdx —
1000 J poom J
= ——(-cosXx +e -— (-COSX
100n( ) 00n ( )

100N

-—(cos§ —o0s 100n) -—--- — (c0s200n - cos <) =
100n 200n

— (cosN-/)--—--- — (l-cosg) =
100n( ) 200n( 9)
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o 1 1 1- J
=(l-cosg)\ €0sg , 1000 <C <200n
100n  200nJ 200n

Aydindir ki, 0 <l1-cosg <2. Onda miayyan inteqralm 10

) ) 1
xassasing gors 0 <J <
100n
Misal 8. ikinci orta giymat teoremind”f istifada edaro
B -ax
J- " sinxdx(a>0, 0<a<b)
N X

a

inteqralim giymatlandirin.

Helli. f(x)= sinx, xe[a,fr] vo g(x)—-—-X---, x6[al
funksiyalarma baxag. Aydqudlr ki, f(x)=sinx funksiyn
[a,b] parcasinda kasilmazdir. g(x) = C;ax x & \a,b\ funksiyrg

iss  [a b\ parcasinda kasilmaz diferensiallanandir, monotoi

azalandir va musbastdir. Onda Bonne disturuna goéra cli
£ € (a,b) noqtasi var ki,

J = jsinxdx =—1(- cosx) = ~(cosa~ cosC).
ae ae ae

_ (cos a- cos d/| <— —.
ae’ ae

8 24. Miayyan inteqral U¢in bazi inteqral barabarsizliklar.
Ovvalca kdmakeci fakt kimi asagidaki lemmani isbatj
edak.

Lemma. a>0, b>0\s p>1 q>1 — h—=7 oldugda
P Y
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ab<-ap+-bg (24.1)
P A
borabarsizliyi dogrudur.

isbati. [6;+°0) yarimoxunda

oy =P+l g
P 4
funksiyasmm ekstremum noqtasini axtaraq. <p'(t) =tp~-1 =0
olsun. t =1 ekstremum lctn stbhali néqtadir. t =1 ndgtasinda
torama 6z isarasini manfidan muisbata dayisar. t-1 ndoqtssi
Ip(t) funksiyasmm (s,+00) araligmda yegana minimum
nogtasidir. Ona gora da cp(t) > cp{\) = 0.

—tp+—1t>0 barabarsizliyindan
P A

t< -tp+- (24.2)
P A

nlarig.
I

(24.2) barabarsizliyinda t = a-b }p gabul etsak, alariq:

a-bp < La pbtp+-1.
P 2|

[
llartarafi b'~p -8 bolsak, talab olunan (24.1) barabarsizliyini
alarig. (24.1) barabarsizliyi Yung barabarsizliyi adlanir.

Teorem 24.1. Tutaq ki, /(x) va g(x) funksiyalari
parcasinda inteqrallanan funksiyalardir, 1<p <+co istanilan

odaddir, q adadi iss —+ —= 1 barabarliyindan tayin edilir.

P 4
Onda
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Wf(x)g(x)\dx<

b yI/p (b \ /g
JEG)\pdx  « Jjg(x)[97 (24.3)
\a \a
(b VIFP
<l
\a /
/P (b tia
<guwirdd o+ Jjax)raa (24.4)
\a \a

barabarsizliklari dogrudur.

Isbati. f{x) =g(x)=0 olduqda (24.3) barabarsizliyini;
dogrulugu aydmdir. Ona géra f(x)*0, g(x)*0 hesab edak
Yunq barabarsizliyinda

1/(*)j = L?WI
1(*)] NJp” B " o (24.5)
JI/Wr dx [lg (x)]9 dx
\o \a N
gabul etsak,
(b \‘/p(b M
NMX)\pdx  3igx)in
\a / M >
| /M1 .1 I*(*)"

P Y/(x)r dX g jlg(x)|? <fr

a

barabarsizliyini alarig.
Bu barabarsizliyi \a, ff] parcasi Uzra inteqrallayib, (24.5) I

minasibatini vo —+ —=1 oldugunu nazars alsaq,
P 4
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<1

(b \|/p(b Nja
\F{x)\Pdx Ia()r »
\a J \a j

olar. Buradan talab olunan (24.3) barabarsizliyini alarqg.
(24.3) Dbarabarsizliyi inteqral G¢in Holder barabarsizliyi adlanir.
Xuisusi halda p =q =2 oldugda Holder barabarsizliyi

J\f(x)g(x)\dx<
w2 [
ANVF(x)\2dx m\\g(x) dx (24.6)
/ \a

soklina duslr. (24.6) barabarsizliyi inteqral (Gclin Kosi-
Bunyakovski barabarsizliyi adlanir.

Indi isa (24.4) barabarsizliyini isbat edak.
Aydindir ki,

;If(x)+ g(x) \pdx:3|f(x) +g(x) T f(x) +g(x) ldx <
AJLE(X) +g(x) \p \F(x)\dx +
JVE(X) +g(x)\p=\g(x)\dx. (24.7)

barabarsizliyi dogrudur. Sag tarafdaki integrallarm har birina
Holder barabarsizliyini tatbiq edsk.
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WF(x>+g(x>r\f(x)\dx<

(b I/p
JIF(x) +g(x)\(p-,)4 dx JI f(x)\p dx
\a /[ \a
WF(x) +g(x)\ps\g(x)\dx<
NI/p
(b YY*
JIf(x) +g(x)\I"-><dx Jlg (x)\""dx
\a
Onda (24.7)-dan
b
WF(x)+g(x)\pdx<
fb via 1/p 1/p"
b Tl (b \
W) +g0n®M Giroowpdd + Wg(x)\p dx
\a J Ka j \a
(p- 1)-q =p oldudunu nazars alsaq,
b b \i'q
WE(*) +g(x)\pdx<\ J| f(x) +g(x)\p dx
\./P b I/p
J| f(x)\p dx + j\g(x)\p dx
\a \a
alarig. Bu barabarsizliyin har tarsfini
(b \,/u
JA\F(x) +g(x)Ipdx ifadasina  bolsak, (24.4)
J

barabarsizliyini alang. (24.4) barabarsizliyi integral (cin
Minkovski barabarsizliyi adlanir.
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n

Misal 1. Barabarsizliyi isbat edin: jx2"sinxdx <, 2K5
I—I 1
Halli. 1 =jx2Jsinxdx isars edsk. Kosi-Bunyakovski
barabarsizliyindan istifads edsk. Onda
2n5

12< \x4dx < T[sinxdx X (-cosxf =
\a ) Vo
Buradan, talab olunan barabarsizliyi alariqg.
Misal 2. Barabarsizliyi isbat edin:

jyjl +x2 nf +7 dx <.

Halli. J =Jn/7+x2 ndx3+1 dx isara edsk. Kosi-

Bunyakovski barabarsizliyina gors

31
x4 4 5_5
12<)@+x2 W (J+Ddx= X+- Y -
3'"4~ 3
Buradan, talab olunan barabarsizliyi alariq.
Misal 3. Barabarsizliyi isbat edin:
n
J -A7+x3)sinx dx <J2n + T
Halli. J N 1+x )sinx dx isara  edsk.  Kosi-

Bunyakovski barabarsizliyina gors
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I K an i
J 2 <|(I +x3)btc-Jsinj:atc:  x +- l(-cosxj(l') = n+-

=2n + —

#
Buradan, talab olunan barabarsizliyi alariq.
Misal 4. isbat edin ki,

lim -dx =0.
n-»OOIl-[—X
Isbati. O<x <1 oldugda aydindir ki, 1<l+x<1
barabarsizliyi ddanilir. Buradan, —<—— < 1.
a2 1+x
Muayyan integralin malum xassasina goéra
1j\rx"dx<J ------ dx <Jxndx.
0 01+ x 0
\xndx =— — xnH\ = —— oldugundan,
' n+1 o n+1

11 hxn 1
dx <-
2 n+1 n+1
alarig. Bu barabarsizlikda n -> oosartinda limita kegsak,

limlr-  -dx =0.
n-o» J 4y
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Cahsmalar
1 Miuayyan inteqgralin tarifindan istifads etmakls isbat edin ki,

jxdx = —.
0 2
2. Misayyan integralin handasi manasindan istifads edarak,
5 2 3
a) Ji4x- Ddx , b) IJ@2x+Ddx ., ¢ JyJ9-x2dx

| 1 3

integrallarim hesablaym.
4

3. Inteqral caminda limita kecmakls, / =j x'?2dx inteqralim
[

hesablaym. \I,4\ pargasmi barabar hissalara bdlin ve Ck arailq
noqtalari olaraq [xk_i,xk] pargalarinm

n) sol ue nogtalarini,

h) sag uc néqtslarini,

c) orta ndqtalarini segin.

4. isbat edin ki, istanilan natural n adadi ucun

a) In{l +x)=x- ) 3-...(-|f 1_n+(-|yj;‘2y:1dy'

x e (- 7;+00) ;

b) arctgx=x= +"--...+(-)Hj.— -+(-/
) J 3 5 ()JZn-I( gy +1
X e (- °0;+co) barabarliyi dogrudur.

5. Asagidakl muayyan inteqrallan hesablaym:

aferfky ; b K |* ; CI7;VA ;

T

o 8xhx DX HLT T AVKFTFVEXRF T
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2
N TI'Vcosx —0s3x dx

6. ©vazetma Usulundan istifade etmakle asagdidaki inteqrallan
hesablaym:

. . 2 . f
a) f [ i b) f—=———7 ; ¢) [sin3xcosxdx ;
e) _ ; d)el—gé=" ; K)r|-§%

-5-3C0SX Pxylx2-1 - \5 —4x

7. Miayyan inteqral tgtin hissa-hissa inteqrallama diisturundan
istifade etmakb asagidaki inteq/[allan hesablaym:

n
e 2 /
a) jIn3xdx ; b) jx2sinxdx ; c) J(X- Ne~xdx ;
1 0 0
2 i 1
e) jx3lnxdx ; d)jV cosxdx ; Kk)jIn{l +x)dx.
1 0 0

8. Asagidaki funksiyalann x -a nazaran téramasini tapin.

a) F(x)= t ;b)) [(x)=j-J1+t4dt ; j

n

c) F(x)=jlntdt (x>0)

9. Orta giymat teoremindan istifads etmakls isbat edin Ki,

10. Kosi-Bunyakovski barabarsizliyindan istifads etmakls isbat
edin ki,
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I
I<|nf7 +xJdx <

11.J - jyjl +x4dx integralim giymatlandirin. Bunun {cin
0

a) muayyan inteqgral Gc¢in orta giymat teoremindan,

b) Kosi-Bunyakovski barabarsizliyindan

istifade edin.

12. Asagidaki funksiyalarin an Kigik giymatini tapin.

2 F{x) = HE- (t- 22dt 3 b) 1(x) = j 4] dt.

Cavablar

2. a)44 ; b)6 ; ) . 5.a) ;b)) T©;
y q Y A T 14
c) arctge-"— ; &)'/«2 ; d) —-arctg— ;'K) —
J arctge-" 5 8  d) g ')

46 a) XL p)iMmz ;. )t
[“)3 )4 )4 17 )4

1 n i T 1 1
e) —arctg m é--arccos—3 1K) ry

7.a)6-2e ; b)zr-2 ; ¢ ) ; e 41r|2-1"6
Ycosl+sinl 1 .., 4 0 _.sin2x
) - - e— ;K w— 8.a)-—-—-

2 2 e X

I 2X
b) -b1l +x4 ; c¢) Inx ; d)

1+x

11.8) 1<J <npn/l2 ; b) 1<J <n/n2.
12.a)-— ; b) --151In3.

22 3
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Il FOsIL
QEYRIi-M8XSUSi INTEQRALLAR.

8 25. | ndv geyri-maxsusi inteqral, tarifi, xasssalari

Funksiyanin Riman manada inteqralina tarif verarkc
integrallama arahiginm sonlu oldugunu gabul etmisdik. Dig
tarafdan isbat etmisdik ki, agar funksiya so”u parcada geyrU
mahduddursa, onda Riman manada inteqrallanan deyildir (bax,
Il fasil, 8§14, teorem 14.1). Basqa sozls, f(x) funksiyasinii
Riman manada inteqrallanan olmasi Gg¢in inteqgrallamii
araliginin sonlu, /(x) -in iss bu araligda mahdud olmasi
zaruridir. Bu iki sartdan birinin pozuldugu hal UGcln integral
anlayismi idmumilasdirak,

Forz edak ki, integrallama araligi sonsuzdur. Sdad
oxunda ¢ ndv sonsuz aralig yar: a va b sonlu adadlsr oldugda
(a,+00), (-co,ft)araliglari ve (~00,+co) adad oxu.

Farz edak ki, f(x) funksiyasi (a,+co) aralijinda tayin
olunub va ixtiyari geyd olunmus A e (a,+00)adadi tglin M ]

A
parcasmda Riman manada inteqrallanandir, yani, | f(x)dx

a

sonlu adaddir.
Aydindir ki, bu inteqgral A-dan asili funksiya tayin edseakdir:

A
F(A) =j f(x)dx.
F(a) funksiyasmm J1 —+co sartinda limitinin varhigini
arasdirag.
Tarif. ©gar A ->+00 sartinds £ (A) funksiyasmm sonlu

limiti varsa, onda bu limits f(x) funksiyasmm [a,+00)



jfliginda | ndév geyri-maxsusi inteqrali deyilir ve simvolik

+00

Olrig J f[x)dx kimi isara olunur.

a
Beblikb,

+Q0 A

JE(x)dx = lim jf(x)dx . (25.1)

IIti halda deyirbr ki, (25.1) geyri-maxsusi inteqrali yigilir va
f(x) funksiyasi [a,+00) aralijinda (geyri - maxsusi manada)
llilcgrallanandir. ©ks halda deyirbr ki, (25.1) geyri-maxsusi
llilegrah dagilir.

Qeyd 1. ixtiyari geyd olunmus ¢ >a dc¢in Jf(x)dx va

a

\f (x)dx geyri-maxsusi inteqrallan eyni zamanda yigilir va ya
I

A c A
tlagilir. Bu fakt jf(x)dx =jf(x)dx +jf(x)dx barabarliyins

+00

osaslamr. Beb ki, j'/ (jt)dfr va J/ (x)dx integrallarmdan biri

yigilirsa o biri cte yi§ilir ve tarsina biri dagilirsa, o biri do
dagilir. Analoji olaraq \/b sonlu adadi tg¢lin araliginda
1nov geyri - maxsusi integral tayin olunur.

b

jf(x)dx.- AIim jf(x)dx

A
f(x) funksiyasmm (-co,+co) araliginda 1| ndv qeyri-
maxsusi inteqrali ae R ixtiyari geyd olunmus adad oldugda
asagidaki kimi tayin olunur:

Jf(x)dx:=jf(x)dx+jf(x)dx. (25.2)

a

203



©ger (25.2) barabarliyinin sag tarafmdaki integrallarm lof'

ikisi yigilirsa, onda deyirbr ki, jf(x)dx qeyri-maxsuil

integrali yigihr voe /(x) funksiyasi (-00+00) adad oxundl

(qeyri-maxsusi  manada) integrallanandir. 9gar (25.1
barabarliyinds sad terafdaki inteqrallardan ~fe¢ olmazsa bir

+C0 i

dagilirsa, onda deyirbr ki, jf{x)dx geyri-maxsusi inteqrali

dagilir. Beblikb, / (x) funksiyasi adad oxunun istanilan sonlu
[A,B\ pargasinda inteqrallanandirsa va bir-birindan asili
olmayaraq A -» 00, B -> 400 Sartinds

B
lim lim Tffxjdx
A-*-00B—>+00 ja\

sonlu limiti varsa, onda deyirbr ki, /(x) funksiyasi (-00,+00) '
araliginda geyri-maxsusi manada inteqrallanandir.
Beblikb,

If(x)dx = Ilrrgonl)l)moj[f(x)dx .
Muayyanllk ugtn biz (25. 1) soklinda qgeyri-maxsusi
inteqrallara baxaeagiq.

Gorundiyid kimi, J/ {x)dx geyri - maxsusi integralm
A

yigilmast masalasi F(A) =f f(x)dx funksiyasmm A —+00

sortina sonlu limitinin varligi masabsina gatirilir. Limitin
varhigi tglin Kosi meyarina gére F(A) funksiyasmm A -> 400
sortinds sonlu limitinin varhgr Ocln zaruri ve kafl sort
VI>0 dcln eb M >a adadinin  olmasidir ki,
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N>M , A2>M barabarsizliklerini 6dayan istenilan A,, A2
Idadlari Ggiin
\F(A2)-F{AX)\<s.
lorabarsizliyi 6dansin.
Beblikb, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 25.1. (Qeyri maxsusi integralin yigiimasi haqda
Ki)si meyart).

[ f(x)dx geyri-maxsusi inteqralimn yigilan olmasi Gg¢ln zaruri

]
vo kafi sert, \/£ >0 adadina gbre eb M >a adadinin

olmasidir ki, >M , YA2>M oldugda, jf(x)dx <£
olsun.
. dx . . .
Misal 1. geyri-maxsusi inteqralim
X +x-2
hesablaym.
Hall. 1 ndv geyri-maxsusi integralin tarifma
~D » A j A é X+lﬂ
f— -—=lim. . . = lim [---—-- N

\X +x-2  AMix +x-2 A(‘+X|k J

/ . 2+
=- lim [- = lim In
4>t00) 1 j N2 f 3 A%+ ] -X
X+ -
. 2+A
im In A-In—— . limIn +—n4
J 1- A -1 je 1A 3
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+1

=— limIn +—n4 = ~—nl +—n4 =—In2.
J A—+co -1 3 3 3 3
Belolikla, 3 & = _n2.
X +X-2 3
Misal 2. J x geyri-maxsusi inteqralini
(x2+x+1j
hesablaym.

Halli. Aydindir ki, istanilan sonlu jA,B\ parcasinda

f(x)—7 - rr funksiyasi integrallanandir. Tarife gors,
(x2+jc+/]

dx ! . dx
= Ilmgélﬁ— - I_|m f- _
L{x2+x +tf a- X'%+X+|j AR (X 2+ x + 1
Bu barabarlikds x =0 aralig néqtasi avazina adad oxunun
istanilan digar noqtssi goturils bilsr. Biz sadalik tgin x=0
noqtasi gotirdik.
Aydmdir ki,

(x2+x+1j = +

A 1
eyniliyinde x +—=/ avaz etsak,

n Sl
. dx . dx
Iim fy—— rr- + lim e rre
570k ek + je+ Hn FROC LS x4 7a
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= lim 0 | — r+ B f ar

#-»-cC

t2+ t2+
vT V2 /

Yuxarida (bax, | fasil, 88.)

J,~hr+°lY k= -
geyri-miayyan inteqralmi hesablamagq tgtin

t 2m-3
-+ m

J
2a2(m-1j,2+a2y "  2a2(m-1) "
rekurent barabarliyini almisdiq.

Jm dg¢in alinmis bu barabarlikde m=2 , a :—“7']3 goturak n

nazars alaq ki,
dt



1 2t
#I_lmo o\t ---r-;;-l---l'-arctSW
2 t2+ VT
4
\%
. 25 1 # 25
mlim +m
B> ) N arc'g VI
52+ 5
i= lim arctg 25 4 f nn_ 2n
iVi VI- 3Jl 2) 3J3
Analoji qayda ile géstarmak olur ki,
2
[HW f7 N , :
A-svoo 2 3y[3
t>2+ rvn
v \

Beblikb,
4n

e
JQix+1j 333

Misal 3. f f* qgeyri-maxsusi inteqralim hesablaym.
I xJ4H

Halli. 3/1 , jce [0,+00) funksiyasmi elementar
+

rasional kasrlarin cami saklinda gostarak.
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x3+1 x+1 K+1
Onda tarifs gors,

+°0 (A A

, 1. “Paxk A x-2

J— = lim f lim -dx
XJI41  Ase) X*+]| 3A.mo.\gx +1 -x+1

Bu barabarliyin sa§ terafindaki inteqrallan hesablayag.

I dx S NA (L



2A:-1
=In"A2- A+1— arctg— ~—+ arctg

43 43
—1nn5£2 A +I ----- r= arctgz—A L 1:
43 43 43
Onda
f =—Ilim ;(In(A+I%-In nA2- A+1 +
Ix +1 3 2 \V/ n
2A-1 1n
+- pT arctg—="- + —m—
43 43 43 2
T A+l 3 2A-1\
=—I1im In +_:arctg
SAT® IA2-A +1 43 43

Al 11 3 01 3 n 2n
3 43 2 3 43 2 343‘2 343"

Misal 4. [—========== qeyri-maxsusi inteqralim

I Xyl4-X*+X
hesablaym.

Halli. Tarifs gora

dx " dx
= lim j
1;X4I+xs+x'° K%l xnh+ x5+ XD
i . S . .
ovvalca |—==——=——=— muayyan inteqralim hesablayaq.
I Xyl+ X + Xiw
L i
x5=t @avez etsak, x =t5, dx= jdt , x=1=>t=1;
511

X =A =t =As olar.
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\ X V +mx5+x,<}: 5

—1F+-1+ A]]D+—]T+]+g!|'| i

Bu barabarlikda A -» -u» sartinda limits kegsak alariq:

N
H\%J =--In - +1 +—In —+ i
/XN +X5+XW 5 5 2

. . /
:lin' tani =1In 1+
5 3 5 V.
Belslikls,
=1 Tr—2=)
Jicnr+rs+xe 5 0 Vi
Misal 5. f arc geyri-maxsusi
e (7+x2n
hesablaym.
Halli. Tarifs gors,
J/ n-»+«J / A\E
°(I +x2f (i+x")

t
are g>§ dx muayyan inteqralim hesablayag.

o(l +x2f
arctgx =t aveazlamasi aparag. Onda x =0 =t =0;

X =A=>t- arctgA ,x =tgx, dx= % »
cos“t’

7 .
1+x2=1+tg2 = oiar.
cos21
Ona gors,
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A arctgA

i arC tR X \arctgA

rdx= " tcostdt =t-sint1 " + cost =
ofl +xi |
= arctgA sin(arctgA)+ cos(arclgA)- 7.
Axirinct barabarlikds A —+co sartinda limita kegak va nazars

alaq ki, A -» +00 => arctgA > Onda

: . : SR
rldvann Jf/ " dx = lim \arctgAmsin(arctgA) + cos{arctgj"\ - 7
°o(T+x A
=—-7
2
Beblikb, lim f dx=--1.

°(1+x I 2

Misal 6. jV~cosftxtic (a>0) geyri-maxsusi

integralim hesablaym.
Halli. Tarifa gors

+00 n

le~Tsinbxdx - lim |e~asinbxdx .
A=—=>00 4

0

Ovvalca J =je Msinbxdx muayyan integralim hesablayaq. Bu
0 ke

muisyysn inteqrala ardicil olaraq iki dafe hissa-hisse

integrallama metodunu tatbiq etmakls,

J = — B5"—Te~alcoshA —Te~aAsinbA + — —j
a +b a +b a’+b

alarig. Onda aydindir ki,
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lime cosbA=Ilime sinbA=0

A—rre> A—>+00

oldugundan.

je O*sinbx dx =Ey
r+b2'

Qeyd 2. Qeyri - maxsusi inteqrala handasi mai
vermak olar. /(x) , [a,+00) araliinda manfi olmadigd

I f(x)dx geyri-maxsusi integralmin handasi manasi muaj
#
integrala oxsar olarag /(x) funksiyanm grafikinin yaratdigi
P={(x_y): a<x< +00, 0<y< /(x)}
ayrixatli trapesiyanm sahasina barabardir (bax, sakil 3.
Aydindir ki, bu ayrixatli trapesiya geyri-mahdud ¢oxlugdur.

+00

ogoar \f(x)dx inteqgrali yi§ilirsa, bu ayrixatli

trapesiyanin sahasi misyyan adadls ifads olunur.

Masalan, f(x) =-"y olarsa, a>0 olduqgda
1+ n 1
ff(x)dx = lim f— —lim
J N->+wl X N->+w 2X 2a
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oldugundan, uygun ayrixatli trapesiyanin sahasi — - adadi ils

2a
Hiida olunur. /W = - olarsa,
f—— lim f— = lim Inx\A- I|m (|nA+Ina) +cc,
Y N—>—o0m1) jey* #}—>He00

oldugundan bu hala uygun ayrixattli trapesiyanm sahasi
miiayyan adadla ifads olunmur.

Qeyd 3. | ndv geyri - maxsusi integralin yigilmasi tgin
f(x) funksiyasmm mahdudlugu zaruri deyil. Buna aid
nsagidaki misal gostarilacakdir. (bax, 828, geyd 2)

Misal 7. Jcosxdx inteqralmin yigiimasim arasdirin.
a
A

Halli. lcosxdx =sinxL =sinA va limsinA limiti
J 10 A->+cC
a

+00

olmadigindan, Jcosxdx integrali dagilr.

Misal 8. 32( (a > () integralmin yigilmasini arasdirin.

N-haqiqgi adaddir.
Halli. ©vvalca farz edak ki, M 1

.-
f— = UT [x xdx- lim = lim
J %  A-roos R++X 1 -] b0 1-N
a\-x
N> lolarsa,
n-1

+ 00, N <1 olarsa.
J1=1 olsun. Onda
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— = lim f — = lim (inA-Ina)= +00.
X A->+00J A>+GO *
a

f

+0 7

Belalikls, —dﬁ( inteqrali X >1 oldugda yigihr, X<1
* X
«

 1S)

oldugda dagilr.

I nOv geyri-maxsusi inteqralin asagidaki xassalarini geyd
edak.

Xassa 1. j f(x)dx inteqrali yigihirsa, c ixtiyari MUgigi adad

+00

oldugda fcf(x)dx inteqrali da yigihir v
o)

Je/Yx)dx =cjf(x)dx.

Xassa 2. jf(x)dx ve jg(x)dx integrallan vyigilirsa

a a

+00

J[/(x)+ g(X)]<& inteqrali da y1gilir va
JI/W AW 2= Jf(x)dxx \g(x)dx.
Bu faktlarin isbati miayyan inteqralin mdavafiq xas-
salarindan va | név geyri-maxsusi inteqralm tarifmdan alinir.
Xassa 3. 9ger f(x) funksiyasi [g,A] aralhifinda

kasilmazdirsa, F(x) bu araligda /(x) -in ibtidai funksiyasi

+00

oldugda, J/ (x)dx integrali yalmz va yalmz o halda yigihir ki,
a

lim F(A) sonlu olsun.

/4->+00
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isbati. Dogrudan da,

\f{x)dx = F{A)-F{d)

barabarliyindan

+00

}f(x)dx :A!ir&{-'(n% F(a) =F(+00)-F (a)

alang. Burada, F(+cc)= lim F(a) isara olunmusdur.
A-*+

Xassa 4. (Barabarsizliyin inteqrallanmasi). Sgar
[«,+00) arahginda /(x)<g(x) barabarsizliyi 6danirss va

I f{x)dx va Jg(x)dx geyri-maxsusi inteqgrallan y1§ilirsa onda

Jf(x)dx < Jg(x)dx (25.3)
barabarsizliyi dogrudur.
Isbati. Dogurdan da \/A >a igin Riman inteqralinin
muivafig xassasina gora

A A
\f(x)dx<jg(x)dx

barabarsizliyi dogrudur. Sonuncu barabarsizlikda A —+00
sortinda limita kegsak talab olunan (25.3) barabarsizliyini
alang.

826. Manfi olmayan funksiyanin | név geyri-maxsusi
inteqrali
Tutag ki, f{x) funksiyasi [a,+co) arahiginda manfi
deyildir. Onda aydindir ki,

F{A):=\f(x)dx (26.1)

a
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funksiyasi A -dan asili artan funksiyadir.
+00 A

Jf(x)dx = lim Jf(x)dx oldugundan I név geyri-maxsusi

a a

inteqralin yigilan olmasi masalasi F(a) monoton funksiyasmm
A —» +00 sartinda sonlu limitinin olmasma gatirilir. Ona gora
da monoton funksiyamn limitinin varhgi hagqinda teoremi

lim VIA) limitina tatbig etmakls, 1 ndv geyri-maxsusi

inteqgralin y1gilmasi haqda asagidaki lemmani alariq.
Lemma 1. Tutaqg ki, f(x) funksiyasi [a,+ oo”araligmda

+00

moanfi deyildir. Onda Jf(x)dx | nOv qeyri-maxsusi
aA
inteqralmin yigilmasi tg¢tin Jf(x)dx , A e [0,+00) inteqrallar
coxlugunun yuxandan mehdusj olmasi, zaruri va kafidir.
JAf[x)dx <M, 3M >0 <Ag[a,too).

a

0 A
Bu halda, ff(x)dx- sup Jf(x)dx .
a$A<+«> Q

Qeyd. Bu lemmadan ahnir ki, manfi olmayan f(x)
0

funksiyasmm Jf(x)dx I nbv geyri-maxsusi inteqralimn

a

dagilan olmasi Ucgln zaruri ve kafi sart (26.1) barabarliyi ils
toyin olunan Fiji) funksiyasmm yuxaridan qeyri-mahdud

olmasidir. Malumdur ki, bu halda ¥ (a) artan oldugundan,
0

I|m F(a)= ff(x)cbc = +00.

,,,,,

218



Teorem 26.1. Tutaqg ki, [a,+ 00) arahginda
0S/(x)<g(x) (26.2)
barabarsizliyi 6danir.
Onda:

1) ©goarj g{x)dx inteqrali yigihirsa, jf(x)dx integrali da

yigihir,

+COo +00

2) ©ger Jf(x)dx inteqgrali dagilirsa, Jg{x)dx inteqrali da

dagilir.
Isbatl. (26.2) berabarsizliyina goraistonilon A >a
dgun
A A
Jf(x)dx <Jg(x)dx (26.3)

barabarsizliyi dogrudur. Tutag ki, jg(x)dx geyri-maxsusi
integrali y1gilandir. Onda lemma 1-3 géra A e [a,+ co) olduqda
A

Jg(X)c&[: integrallar coxlugu yuxaridan mahduddur va demsali

a
A

(26.3) barabarsizliyina géra, ham da jf{x)dx , Ae[a,+ 00)

inteqrallar coxlugu jaixanidan mahduddur. Onda lemma 1-3
géra Jf(x)dx geyr-maxsusi integrali yigilir. Teoremin birinci

a
hissasi isbat olundu.
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™

indi tutaq ki, Jf(x)dx inteqrali dagilir. Onda aydindir

+00

ki, teoremin isbat olunmus birinci hissasina gors jg{x)dx

a

geyri-maxsusi integrali yigila bilmaz. Cunki, agar jg(x)dx
geyri-maxsusi inteqrali yigilirsa, onda Jf{x)dx inteqrali da

a

+00

yigilardi. Bu isa ola bilmaz. Demsali, jg(x)<£t geyri-maxsusi
inteqrali dagilir.
Teorem 26.2. Tutag ki, /(x) ve g(x) [a,+ co)

arahginda musbat funksiyalardir ve sonlu va yaxud sonsuz

lim4 4 =K (0<K<+00) (26.4)
9(x)
limiti vardir.
Onda:
+°0 n
1) ©gar jg{x)dx qgeyri-maxsusi integrali  yigilirsa vaj

O<K <+00 iss, Jf{x)dx geyri-maxsusi inteqrali da yigilr.

a
+C0

2) ©gar Jg(x)dx geyri-maxsusi inteqrali  dagilirsa ve
+00 1

O<K <+o00 isa Jf(x)dx geyri-maxsusi integrali da dagilir.
Isbati. Tutaq ki, (26.4) sarti 6danir va 0 <K <+00 .
\/s> 0 goturak. Onda musbhat sonsuzlugda funksiyanm |



limitinin terifma g0ra ele 8 =S(s) >0 adadi tapilacaq Kki,
x> 5 >a sartini 6dayan butin x -lar Ggln

W e
s(*)

barabarsizliyi ve yaxud

0< M<K +s5
g{x)
barabarsizliyi Odanacakdir. AXirinci barabarsizlikdan
[(x) < (K + £m)#(*) barabarsizliyini alarig. Aydindir ki, | név
geyri-maxsusi integralin birinci xassasina gors agar jg(x)dx

a

+00

integrali  yigilirsa, onda + £-)0(X)<&  geyri-maxsusi

integrali da y1gilir. Onda teorem 26.1-s gdrs jf(x)dx geyri-

+00

Inaxsusi inteqrali va demali, Jf(x)dx integrali da yigilr.
a
Teoremin birinci hissasi isbat olundu. Teoremin ikinci hissasini
Isbat edak. Tutaqg ki, (26.4) sarti 0 <K <+oo olduqda 6danir.
Vt' >0 gotirak. Onda misbat sonsuzlugda funksiyanm
limitinin tarifma goro ele 8 =8(e) >0 adadi tapilacaq Kki,
x> 8 >a sortini 6dayan butin x -lsr Ggin i >K-e va
g\x)
yaxud /(x) >(K - e)g(x) barabarsizliyi 6denacakdir.
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™
Jg(x)dx geyri-maxsusi integrali  dagilan  oldugundan,

a
100

Jg(x)dx integrali da dagilandir ve demali, ham da
s

+00 %

- e)g(x)dx geyri-maxsusi inteqrali dagilir. Onda teoreni
S

26.1-9 gora j f(x)dx geyri-maxsusi inteqrali va demali, ham
S ()

.+00

do Jf(x)dx qeyri-maxsusi inteqrali dagilir. Teorem ishal

a

olundu.
Misal 1. Gostarin Ki, JC-C35~~)-<dx, a <1, qeyri-maxsuel

inteqrali dagilir.

Halli. VMe(i,o0) g6tiirak. n -i eb segak Ki
nn> M olsun. A, =un va A2=2nn go6tirak. Onda
p 2 VA || 7 2
{005 Xdx = rcos xn N rcos2xdx

A Y 2k A

2 2m j 2m
1+ cost.dx~ 1 a?dj +~,\F_ | costth:
e * 2 2m i 2 2Kn i 2

=~"—(2m-m) = —
4m 4

emali, E< 4—0Iduqda ixtiyari M >1 Gg¢lneb
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/4, =an> M vaA2=2nn >M adadlari var ki, 'Se dv* * >Z

barabarsizliyi ddanir.

D
Ona go6ra da Kosi meyarina gors €CO8 X 4x inteqrali
[ X
tlagilir.
COSZX COSZX
a <1 oldugda — -—> oldugundan, teorem 26.1-a gora
X X
FooszX dx inteqrali da dagilir.
°* X
I n
. 7 dx . y
Misal 2. I )ﬁ—r— integrahnin  yigiimasim
L1 +X sin X
nrasdinn.
Halli.  Vxe [0,+00) lcln sin x <1 oldugundan

nydindir ki, 1+x2sin2x< 1+x2
borabarsizliyi dogrudur.Axirinci barabarsizlikdan Vx e [0 + oo)

(Igtin

X X
1+x2sin2x 1+x2
o X
lurabarsizliyini alariq. 1—"—- dx inteqrali  dagilan
0l+x

oldugundan, teorem 26.1*3 g6ra baxilan integral dagtlir.
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§27.1ndv geyri-maxsusi inteqralin yigiimasi
tcun kafi sart

Tutaq ki, /(x) funksiyasi \a,+00) aralijinda ixtiyari
isarali giymatlar alir.

Teorem 27.1. (Umumi miigayisa alamati). Farz edok
ki, a<x< 4+ araliginda

[/ (x)[<g(x) (27.1)

barabarsizliyi dogrudur. Onda:

1) ©gar jg(x)dx inteqrali yigihirsa, J/(x)cE#inteqrali dn

yigilir.

2) ©gar J|f(x)\dx inteqrali dagilirsa, Jg(x) inteqrali di
dagihir.

isbati. Bu teoremin isbati bilavasits teorem 26.1-dan
alinir. Bununla bels, bu teoremi Kosi kriteriyasmdan istifadn

etmaklo ishat edsk. Farz edak ki, Jg(x)cZr | ndév qeyri
maxsusi inteqrali  yi1githr. Onda Kosi meyarina gora
VE>0 cin 3M(s)>a wvar Ki, A>M |, A2>M
barabarsizliyin ddayan istanilan A, va A2 adadlari g¢lin

A

Jg(x)dx <£

olacaqdir. (27.1) barabarsizliyina va muayyan inteqralin maluni
xassasina gors
A, A
j f(x)dx < Jg(x)dx <e.
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Sonuncu barabarsizlikdan alirig ki,

YA, >M, VA2>M olduqgda, | f{x)dx <£e Basga sozls,

I/ (x)dx integrali yigilir.
a

Qeyd. (27.1) barabarsizliyinin bltin [a,-ko) araligmda
dogrulugu hékm deyil. Kifayatdir ki, elsa b > aadadi olsun ki,
[ft+00) araliginda (27.1) barabarsizliyi dogru olsun.

+30 b +00 b
JI(X)dx =jf(x)dx+jf(x)dx barabarliyina gora Jf(x)dx
b
D

sonlu kamiyyati j f(x)dx integralinin  yigilmasina va

+00

dagilmasina tssir eds bilmsz. Ona gora ds jf(x)dx
b

+00

inteqralinm yi§iimasindan, J/ (x)dx inteqralimn yigilmasi

a

ulinir.
Teorem 27.1-de g(x) funksiyasi olarag xususi halda

c—-funksiyasi gabul etsak, asagidaki naticani alang.
X

Natica. (Migayisa alamatinin xtsusi hali). Farz edak ki,
[ o

c
O<a <x <+00 arahginda f(x) funksiyasi tcun \f(x)\< —

barabarsizliyi 6danilir, burada ¢>0 va /1>1 miayyan sabit
+00

odadlardir. Onda | f(x)dx inteqrali yigithr. ©ger N1<1
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oldugda eb ¢ >0 sabiti varsa ki, 0 <a <x <+00 araligmda

+00

\f(x)\> — barabarsizliyi 6danilir, onda J/ (x)dx dagilir.

+00

Tarif. ©gar J\f(x)\dx inteqgrali yigilirsa, onda deyirbr ki,

a

I/ (x)dx inteqrali mutlaq yigilandir. Bu halda deyirbr ki,
f(x) funksiyasi [a,+00) araligmda mitbq inteqrall*ndir.
jf(x)dx integrali yigilan, J|f(x)\dx inteqrali ise

+00

dagilan olduqda deyirbr ki, | / (x)dx inteqrali sarti yigilandir.
a

Askar f (x) <|/(x)j barabarsizliyindan alinir ki, miitbq
yigilan inteqral serti yigilandir. Lakin sarti yigilan inteqralin
mutbqg yigilan oldugunu hokm etmak olmaz.

Bu fakta dair asagida misal gostsribcakdir (bax, 8§ 28,
misal 1).

Mitbqg yigilan geyri-maxsusi inteqralin asagidaki sada
xassasini geyd edak.

Lemma. Bgar f(x) funksiyasi [a, +00) araligmda mitbq

integrallanandirsa, g(x) funksiyasi iss bu araligda
mahduddursa, onda /(x)-g(x) hasili [«,+<») aralijinda mithq

integrallanandir.
Isbati. Dogurdan da, Riman manada inteqrallanan iki

funksiyamn hasili Riman manada inteqrallanan oldugundan,
A

VA >a ic¢in sonlu [a,A] pargasinda Jf(x)g(x)dx inteqrali
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vardir va demali, Jf(x)g(x)dx geyri-maxsusi integralindan

a

danismagq olar.
g(x) funksiyasi [a,+00) araliginda mahdud oldugundan els
c>0 sabiti var Ki, istenilan xe\a,+00) lcln |g(xX|<c
barabarsizliyi va demali,
[/(x)g(x)| <c\f(x\
+0
barabarsizliyi 6danacekdir. Onda j|/(x)|6£c inteqrali yi§ilan

a

oldugundan, Umumi mugayisa alamatina gora |j/(x)g(x)jofx

integrali yigilandir.

] +cosxdoc 5
Misal 1. JF 1 ydx inteqralmin yigilmasini arasdirin.
+X

Halli. Dvvalca Jrlux 7 inteqralinin y1gildigini gostarak.
+X

¥ odx v oax. 7 4 7 cos
_ Y—Iim . j = lim arctgx X< 1
il +x a*x11 +x o~ 2 1+x2 1+x2

oldugundan va . —vy inteqgrali y1gi1ldigi tGgun teorem 27.1-3
+ X

. COSX. . o
gora f jdx inteqrati yigihr.
nl+x
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Misal 2. f e xdx integrahnm yi§ilmasiru arasdirin.
A

Halli. je~x dx inteqgrahnm (Puasson inteqrali) elementar
0

funksiyalarla  ifade  olunmadigi malumdur. . Svvalca
Je~x dx inteqrahnm yigiimasmi arasdiraq.
o]

+co A

fe~xdx =lim [e~xdx = lim (-e~A+p=1

’O A->+c A->+°0

A
oldugundan, Je~xdx -inteqrali yigilir.

0
x> 1 oldugda e~x < ex oldugundan, je~x dx integrali yigilr.

1

Onda teorem 27.1-dan sonraki geydi nazars alsag, Je x‘dx
0

integrali da yigilir. integralalti funksiya cut oldugundan

0 D

jeMdx integrali da yigilar. Ona g6ra ds je~xdx inteqgrali

yigihr.
?
Misal 3. J = j — integrahnm yigilmasmi arasdirm.
2x Inpx

Halli. Miimkiln olan (¢ hala baxaq. 1) a >1 2) a =1,
3) a <l
1) a >1olsun,onda a =1+2S, S >0 yaza bibrik.

f(x)=~TsS(x), g(x)=-~v/v



gabul edak. ixtiyari /? Ggin lim - -=0.0nagora do ela
*+Hm* |npx

x0>2 var ki, x>x0 oldugda 0 <g(x) = .I"x <1. Sonuncu
X In x

barabarsizlikdan aling ki, xe[x0,+00] oldugda 0 <f(x)< —¥5

‘o
barabarsizliyi dogrudur. Onda 8 >0O,x0> 2 olduqda J
X us

Tw

integrali yigildigindan, j'f(x)dx inteqrali yigihr. Ona gors
J ;v Y minteqgrali da y1gihr.

ax
2) a =1 olsun. Onda, J= | j - integralinda Inx =t
b xln%x

aop _ K

avazbmasi aparsaq, f ] alariqg.

2 In X 2
Malumdur ki, /3> 1oldugda sonuncu inteqral yigilir. Demali
a =1 halinda J>1oldugda J inteqgrali yigihr, /?7<1
olduqda dagilir.
3) a <1 olsun. Onda a adadini a =1-28 , 8 >0 saklinda

yaza bibrik. f&x)=—\-jg(x), g(x) =xs(inxf* olsun.
X

limg(x) =+00 . Ona g6ra do x>x0>2 oldugda g(x)>I

N

yaza bibrik. f —I—dx(8>0) integrali dagildigindan,
W0 X

\fF(x)\>—2j barabarsizliyina asasan deys bibrik ki,
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“tw
Podx, o

J = G----inteqrali dagilir. (bax, teorem 27.1-dan gixan
2 XehMi ¥

natica).
Naticada alirig ki, ./-inteqrali a >1, /3 ixtiyari oldugda
vo a =1, P >1 olduqda y1gihir, galan hallarda dagilir.

§28.1ndv geyri-maxsusi inteqral Ggtlin hissa-hisss

inteqrallama disturu va dayisanin avaz edilmasi.

Birinci név qeyri - maxsusi inteqrallar G|in hisss -
hissa inteqrallama disturunu isbat edak.

Teorem 28.1. Forz edak ki, m(x) va v(x)
flnksiyalari [a,+ oo) araligmda kasilmaz tdramalare malikdir

va lim u(x)u(x) =L sonlu limiti vardir.

Onda,

ju(x)u'(x)dx ve fu(x)u'(x)dx (28.1)
integrallarinin birinin yigilmasi digarinin ds yigilmasmi tamin
edir va

+CO

ju(x)v'(x)dx =L-u(a)v(a)- ju(x)u'(x)dx (28.2)
dusturu dogrudur.

Isbati. ixtiyari [a,A] pargasina baxaq. Bu parcada
u(x)u'(x)\e u'(x)v(x) funksiyasi kasilmazdir. Ona gb6ra ds,
muiayysn integral Gcln \a,A\ parcasinda hissa-hissa inteqgral-
lama disturuna asasan

A A A

\u(x)v'(x)dx = wx)I>(x) —ju'(x)v(x)dx
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nx)o(x)a=u(A)n(A) -u(a)o(a) ifadasinin A >io0
sartinda limitini hesablayaq.

lim m(x)u(x) =L-u(a)u(a).

(28.3) barabarliyindan alariq ki, (28.1) inteqrallarindan birinin
yigiimasi digarinin yigilmasim tomin edir va (28.2) disturu
doQrudur.

Teorem 28.2. Farz edak ki,

1) f(x), [a,+00) yarimoxunda kasilmazdir;

2) x =<p(t) [a,+00) ( va yaxud (-00,a\ ) araliginda tayin
olunmus kasilmaz diferensiallanan, ciddi monoton funksiyadir
va gqiymatlari ¢coxlugu [a,+co) araligina daxildir;

3) (p(a)=a .

+00 +00

Onda Jf(x)dx wva J (yaxud

jf(<p{t)fp'{t)dt ) integrallarmm birinin yigiimasi digarinin

+0C +CQ

yigilmasim  tamin edir va jf (X)dx =) f (<p(t))(p'(t)dt

+L a
(yaxud Jf(x)dx =-jf(<p(t))cp'(t)dt)

Isbati. Dogrudah, \/A>a ucun [a A] parcasinda
muayysan integral G¢lin dayisanin avaz olunmasi teoreminin
butin talablari 6danir. <p(t) monoton oldugundan els \a,T\
parcasi var ki, /e[a,T] oldugda x =c¢xt) funksiyasmm
giymatlari ¢oxlugu [a,A] parcasmi doldurur ya <p(1) = A. Ona
gora da <p'(t) >0 olduqda
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if(x)dx =jf(e=>(t)<p'(dt , (28.4)

<p'(t) < O oldugda

Jf(x)dx =-J f(¢(t))¢>"(t)dt, (28.5)

barabarliyi dogrudur.

X = cp(t) monoton oldugundan, 0 olduqgda
A ->+00 olmasi T-> +00 olmasi il ekvivalentdir. cp'(t)<0
oldugda A -> +00 va 1 -> -00 sartlari ekvivalentdir. dfta goéra

do (28.4) va (28.5) barabarliklarinds A -> +co sartinda limita
kegsak,

+00

j fOgdx = JH(p{D)(p" () dt,

va ya
) a
Jf{x)dx = - j f(<p(t))<p'(t)dt

barabarliklarini alariq.

Misal 1. 3™ dx geyri-maxsusi inteqgrahnm mutlag va
0 X
sarti yigilmasmi arasdirm.
Siv1IX

Halli. lim =1 oldugundan, inteqralalti funksiyam
X-*0  x
X = 0 noqgtasina kasilmaz davam etdirmak olar. Alinan
smx' XPO :
IW = X
1, x =0,

funksiyasi [0,+ oo) araliginda kasilmaz funksiya oldugundan,
istanibn  [QA] (A>0) parcasinda Riman manada
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09

. . . sinx . .

integrallanandir va  demali, f dx  geyri-maxsusi
’0 X

+00 .

rsin X

inteqralimn  manasi vardir. Aydmdir Ki, dx va
0 A

T .

r §ifi X . . . o

) dx geyri-maxsusi inteqgrallan eyni zamanda y1gilir ve ya

dagihr.

Gostarak ki, bu integral yigilandir. Hissa-hissa
inteqrallama disturunu tatbig edak.

+0 . 7 +co +00
Fsinx f 1./ \ COSX
- —d\cosx) = ----m-m-mm-- + fcosxd{

Jj 431 .lj «/)y/ Y* ]

+00

. COs! .

= COS| - 5— -|2(-A

)1 X
cosx’

< ~ barabarsizliyinin dogrulugundan va f-".qeyri-
X ° X

maxsusi inteqrahnm yigilmasindan, tmumi migayiss alamatina

"¢ cos . o .
gora (bax, teorem 27.1) Jc—xr—xdx geyri-maxsusi inteqrali
1

“msinx
yigilandir. ~ Demali. f dx  geyri-maxsusi inteqrali

, X

N ]
yigilandir. Indi gostarak ki, ?S'an dx integrali mutlaq yigilan
1

+0
v

deyildir, basga sozla J1J dx geyri-maxsusi integrali
X

dagilandir. OSksini foerz edsk, Tutaq ki, bu geyri-maxsusi
integral y1gilandir. Asagidaki askar
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{. k 2 _l-cos2x
smx\>sm Xx =- )

. . _ "Asm x|
barabarsizliyindan istifads edsk. Aydindir ki, agar JJ ‘ [dx

geyri-maxsusi inteqgrali yigilan olarsa, onda Umimi miqayise
> .2

alamatina go6ra (bax, teorem 27.1) J dx va demali,
X

1 rl-cos2x . .. v e
2—\ ------------ dx geyri-maxsusi mteqgrall yigilardi. m
X

Onda, sonuncu geyri-maxsusi integralin {zarina yigilan

jicos2Xdx geyri-maxsusi inteqralim alave etsak, alinan

Ijdx
2] x
geyri-maxsusi inteqrali da yigilan x)lardi. Bu geyri-maxsusi
inteqral iss dagilandir. Alman ziddiyyst onu gostarir Ki,
fhdimx . . . o .
1 -dx qeyri-maxsusi inteqrali  dagilandir.  Demali,
X

e iny ! D .
[ -dx inteqrali da dagilandir. Belelikji)a,\|/x— dx qeyri-

n X

maxsusi inteqrali sarti yigilandir.

+00

Misal 2. isbat edin ki, Jsinx2dx qeyri-maxsusi
0

integrali y1gilandir.
Halli. x =y[z avazlamasi aparaq. Onda

(sinxthx éc—S'{rlr"’dt.
i 21
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Bu barabarliyin sag tarafindaki geyri-maxsusi inteqrali iki
integralin cami saklinda gdstarak:

/A
+1ﬁ.5 2 . +0f..
M= gt
0 mt 0 *t

£
2

it
qimt , , foMW | ) .
Ilgn —==0 oldu)gundan, I—p-Aa inteqrali  maxsusl
t-*0+

siv
—J

) It . . . .
integraldir. =-dt inteqralina hissa-hissa integrallama

Vor

disturunu  tatbig edsk. u=-j=, do =sintdt gotirak.
V/

7 --
= - ? 2dt, o =-cosr olar. Onda

' j—L“r{d‘t =7 — r=cost _i?r[ E)Sf'lrd‘t = —7 f E_?&#.

iv7 Vi Ta T ;
2 26 5 f 2 1

\cost\ 1 77 . . .
3—~—<— oldugundan va | —dt geyri -maxsusi inteqgrali

f
yigilan oldugundan, Umumi miqayisa alamatina gore

" t . . .
J cos dt integrali mutteq yigilandir va demali yigilandir.

7

+00

Analoji gayda ila isbat etmak olur ki, Jcosx2dx
[0]

+00 +00

integrali da yigilandir. Jsinx2dx ve Jcosx2dx integrallan
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riyazi adabiyyatlarda Frenel inteqrallan adlanir va difraksiyn
nazariyyasinda rast galinir.

+00

Qeyd 1. Yuxarida baxdigimiz jsinx2dx Frenel
n

inteqrali  yi§ilandir, ancaq aydindir ki, f(x) =sinx1
funksiyasmm x —+00 sartinda limiti yoxdur. Bu misal oni

+00

gosterir ki, Jf(x)dx geyri-maxsusi integrahnm yigilan olma-

sina asaslanib, x -» 400 sartinda /(x) -in sifra yftinlasmasini
hékm etmak olmaz.

Misal 3. lisbat edin Ki, T:(-CO.SX" dx integrali
yigilandir. °
Halli. I:*joox -cosx"dx inteqralinda x2 =t avazlamasi
§ o ’
aparaq. Onda / =;(1;cost2dt alarig. Yuxarida gostardik ki, bu

+00

inteqral yigilandir. Belslikls, verilmis jx cosx”dx inteqgrali
0

yigilandir.

Qeyd 2. Aydindir ki, /(x)=x-cosx4, xe [0,+co)
funksiyasi mahdud deyildir. Bu misal onu gdstarir ki, agar
/(x) funksiyasi x —>+00 sartinds geyri-mahdud olduqda da

+00

j f(x)dx inteqgrali y1gila bilsr.

236



f CIB
Misal 4. ﬁwx —dx  integrahnm  yigilmasmi
0 x +100

arasdinn.
Halli. Vx =t avazlamasi aparag. Onda
X =t2, dx = 2tdt ve

Prbcosx A R TR T B

s 2 S 0s? dt=2 7 -- cos/2dt =
I x+100 It2+100 N 12+706
0 D 2
-21 costzdt- 200J f M/ dt
nt + +100

+00

olar. Yuxarida gostardik ki, Jcost7dt qeyrimmaxsusi integrali
+00 t2
yigilandir. Digaer tarafdon aydindir Ki, J"gggjqq dt geyri-

maxsusi integrali yigilandir. Dogurdan da, v od geyri-
0

rnaxsusi inteqrali  yigilan oldugundan va g(t) =cost2

funksiyasi mahdud oldugundan, onda 827-ds isbat olunan
lemmaya asasan,

+a0 2
- cost
+100

integrali yigilandir. Belelikb, baxilan inteqgral yigilandir.
Gostarak ki, bu integral mutlag yigilan deyildir, yani

"fy/x icosxl . L L. .
------ 1dx inteqrali dagilandir. ©ksini farz edak. Tutaq ki,
n x 1100

bu integral yigilandir. Askar cos2x <\cosx\ barabarsizliyindan
istifada edak. Vxe [Q+c0) U¢ln
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2X N oyfx | I
Jxcos S Yix sx

Xx+100 x+100
barabarsizliyi dogru oldugundan, imumi mugayisa alamatins
£ 2 , . o | +cos2
gora €03 Xy, inteqrali've dem eflp ully c03X
I x+100 {x +JOO 2
inteqgrali yigilardi. Sonuncu inteqrali iki inteqralin cami
soklinds yazaq:

7 alx 1+costJX _ 1 +W TR 4xX cos 2x

dx

----------- dx +— ----—-———-——- dX.
I x +100 2 2 {x +100 2+ x"OO
Pk
Aydmdir ki, dx integrali dagilandir. Ona géra
Jx+ 100

+°-\fx 2X . L . . . L
I--\----C-(-)-S-----dx integrali yi1gila bilmaz. Bu iss onu gostarir ki,

b r4- 00

mf04~x\c°sx|’\_jnteqraij dagilandir. Beblikb, baxilan integral
J x+100

mutlaq yi1gilan deyildir, sarti yigilandir.

829.1 ndv geyri-maxsusi inteqral ugin Dirixle va Abel
alamatlari

Teorem 29.1. (Dirixle alamati ). Farz edak ki, \a,+00)
arahginda

1) f(x) funksiyasi kasilmazdir va istanibn sonlu
[a, A] (A >a) parcasinda mahdud ibtidai funksiyasi vardir.

2) g(*) funksiyasi [0,+00) araliginda kasilmaz
diferensiallanandir, azalandir va x -+ +00 sartinda sifira
yaxinlasir : JIcim g(x)=0.

->+C0

Onda
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| f(x)g(x)dx (29.1)

geyri-maxsusi inteqrali yigilandir.

Isbati. Teoremin sartina gora f(x) *g(x) hasili
kasilmazdir va demali bu funksiya istanilan [a,A] (A >a)
parcasinda Riman manada inteqrallanandir. Ona go6ra da
f(x) *g(x)  funksiyasmm geyri-maxsusi integralindan
danismagq olar.

X

F(x)=j f{t)dt funksiyasma baxaq. Teoremin sartina
a

géra F(x) funksiyasi [a,+00) aralijinda mahduddur, yani els
M >0 adadi var ki, Yxel[a+00 dcin [*®)|"M

barabarsizliyi 6danilir.
A

\f{x)g(x)dx (a<A<+00 inteqgralma hisss - hisss

a

integrallama disturuna tatbig edak

I H{x)g{x)dx = Jg(x)dF(x) =

a a

=H A)g(A)- Fia)g{a)- JF{x)g' {x)dx m (29.2)

g(x) funksiyasi [a,+00) araliginda azalan oldugundan
[0,+00) araliginda g'(*)< 0 barabarsizliyi dogrudur. Onda

JIF(x)g'(x™ <Mjlg'(x)| dx =-M Jg’(x)dx =

a a a

=-M(g(A)~ g(a))= M(g(a)~ g(A))< Mg(a)
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barabarsizliyi dogrudur. Cinki, g(x) azalan va x->+00
sartinds sifira yaxinlasmasmdan alimr ki, g(x) >0 olmahdir.
Demali, xtsusi halda g(A) >0.

A

Belalikla, JF(x)g'(x)|<alx inteqrallan \/A>a {c¢lin mahduddur.
a

Onda aydindir ki. 826, lemma 1-3 gore JF(X]"'(x)c& inteqgrali
mitleq yigilandir va demsali, vyigilandir. Ona gors,

n )
lim IF(x"-'(x)66; limiti var va sonludur.
A—+ary

a

IF(a\<M oldugundan va A -» +o0 sortinda g(A)-+0
im F(A)g(A)=0.

I
A->+00

Beblikb, (29.2) barabarliyinin sag tarafmdaki har iki
toplanamn A -» 4> sartinda sonlu limiti vardir. Demali (29.1)
integrali yigilandir. Teorem isbat olundu.

Teorem 29.2. (Abel slamati). Tutaq ki, [a +o0)
araliginda

oldugundan,

1) /(x) kasilmazdir va | f(x)dx geyri-maxsusi inteqrali
yigilandir
2) g(x) kasilmaz differensiallanandir, mahduddur &

monotondur.

+00

Onda j f(x)g(x)dx integrali yigilandir.

isbati. Gostarok ki, Abel alamati Dirixle alamatindan

+00 +00

alinir.  Aydindir ki, Jf(x)g(x)dx wva
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inteqrallan eyni zamanda yigihir ve yaxud dagilir. g(x)
funksiyasi  monoton  oldugundan, g(x) va - g(x)

funksiyalarmdan biri azalandir. Muayyanlik Gcun tutaq ki,
g(x) azalandir. g(x) monoton azalan va mahdud oldugundan

onun sonlu limiti vardir: lim g(x)= c olsun. Onda aydindir ki,

X-»+00

g(x)-c fargi x —2+00 sartinds monoton azalandir va sifra
yaxinlasir. f(x)- g(x) hasilini asagidaki sakilda gostarak
IW eg(x)=/(*bl *) - c\+Cl X) (29-3)

+00

Teoremin birinci sartina gora jcf{x)dx inteqgrali yigilandir.

a

Teoremin birinci  sartindan alinir ki, x>a oldugda
L

fr(x) =] f(t)dt integrallan mahduddur. Dogurdan da,

a

X +00

lim F(x) = lim ff(t)dt = \f(x)dx

sonlu limitin varligindan ¢ixir ki, F(x) funksiyasi + 00 sonsuz

uzaglasmis noégtanin miayysn u(+ pa) = {x/ x> b} strafinda

mahduddur. [ab] parcasinda F(x) kasilmaz oldugundan

mahduddur. F(x) , /(x) -in [a+oo0) araligmda ibtidai

funksiyadir. Demali, /(x)-in ja,+00) araliginda mahdud ibtidai
* o

funksiyasi vardir. Beblikle, Jj;f(x)\g(x)-c\dx integrali Gguin

Dirixle alamatinin batin sartbri  6danir. Onda (29.3)

+00

barabarliyine sasasan hokm edirik ki, Jf(x)g(x)dx integrali

a

yigtlandir. Teorem isbat olundu.
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+dcos x
Misal 1. f— —dx (a>0)- integralinm sarti va mitbq

yigiimasim arasdirin.
Halli. f(x) =cosx olsun. Aydindir ki, bu funksiyanin

[/,+ 00y araliginda F(x)=sinx mahdud ibtidai funksiyasi
vardir. g(x)=— goturak. Aydindir ki, bu funksiya a >0
xa

oldugda monoton azalandir va limg(x)=0. Ondﬁ_}baxilan bu

X->*>

geyri-maxsusi inteqral Dirixle alamatina gors yigilandir.
D

Misal 2. J = j(ex+x)cos(e2x)dx inteqrahnm yigiimasim

arasdirin.

Halli. e =/ avazlamssi aparagq. Onda x = —nt,

o= 2_; x=0=>t=1 x=+00=>/=+00 olar. Onda
t
+00 4-00/ j \ dt
J =j(ex+x)cos[e]dx=J V7+—Int cost— =
0 iv 2 [ &

)
11 COrs-t(ft H—r' I_nt costdt.
2 ] 4t a \

cost funksiyasmm [1,+co) aralifinda ibtidai funksiyasi

mahduddur: Isinx |<1 . -7= va funksiyalan t->+co
\ V/

sortinda sifira yaxinlasir. Dirixle aiamatina géra  bu
barabarliyin sag terafmdaki har iki inteqral yigilir. Ona gore da
baxilan inteqgral y1gihr. Mitlag y1gilmani arasdirag.

11 Int  5lsun. Onda
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A

(>1 oYduqda (;(t)>it, \costj>cos”t _ | +eosat
oldugundan, <p(t) \cost | > _1_f__<321£1_5__2_'£0|ar_

1+cos 2t *1 7 21

cos di= Ly €68 it
| 4t 1% 7 #
1O ¢gs 2t 0 df
Aydmdir ki, | —— dt -inteqrali yigihir, j — inteqrali iss
dagihir. Ona goradas J |~7'“*--d: integrali dagilir.
P 1 Int

Demali, tmumi mtigayiss alamatina géra —J | cost T

inteqrali dagihir. Belslikla, baxilan inteqral yalniz sarti
yigilandir.

8 30. Il név geyri-maxsusi inteqrallar.

ovvalki paragraflarda inteqrallama ara_llgl sonsuz oldugda
geyri-maxsusi inteqral anlayisi tayin etdik. Indi isa inteqrallama
araliginda fiinksiyanm geyri-mahdud oldugu hala baxag.

Farz edak ki, /(x) funksiyasi \ab) araligmda tayin olunub.
©gar /(x) funksiyasi \a,b) araliginda geyri-mshdud, bu
araliqda yerlasan ixtiyari [a,b- e\ (e > 0Q)parcasinda mahdud-
dursa, onda b- ndqgtasina /(x)-in maxsusi ndqtasi deyacayik.

Tutaq ki, har bir \a,b-e\ci [a,b) parcasmda /(x) integ-
rallanandir. Onda \a,b-e] parcasinda asagidaki barabarlikla
e -dan asili funksiya tayin edak.



F(s):= Jf(x)dx

Tarif. 9gar F{6) funksiyasmm s = 0 ndqtasinda sonlu sag
limiti varsa, bu limits f(x) funksiyasmm \a,b] parcasinda Il
ndv geyri-maxsusi inteqrali deyilir va simvolik olaraq

fi(x)dx (30.1)
a
kimi isara olunur.
Belalikls,
b b-e
jf(x)dx :=lim jf(x)dx. (30.2)

Bu halda deyirbr ki, (30.1) geyri - maxsusi inteqrali
yigilandir va f(x) funksiyasi [a b\ parcasinda geyri - maxsusi

manada inteqrallanandir. ©gar F{e) funksiyasmm sonlu sag

limiti yoxdursa, onda deyirbr ki, (30.1) geyri - maxsusi
integrali dagilandir.
a-nodqtasi maxsusi nogte oldugda,’ Il név geyri - maxsusi
inteqral

b b

jf(x)dxlim Jf (x)dx

a n a+C

barabarliyi ib tayin olunur.

Bgar \a,b\ parcasinm sonlu sayda daxili néqtasi f{x)
funksiyasmm maxsusi noqtssidirsa, onda bu halda da Il név
geyri - maxsusi integral anlayisi tayin etmak olar.

Sadslik Ug¢un tutag ki, [a b\ parcasinin a va b uc
noqtabri va ce(a,b) daxili noqtssi f(x) funksiyasmm
maxsusi ndqtabridir. Onda
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b &2 b-e4
JIf(x)dx: = éli'% JI' f{x)dx + !grgo JIf\x)dx
e2—0 a+te, e4->0 c+*j
Bu barabarliyin sag tarafindaki ei (i =1,4) dayisanlarinin biri

digarindan asili olmayaraq sifra yaxmlasir.
Miayyanlik Gc¢ln (30.2) barabarliyi ila tayin olunan Il
név geyri - maxsusi integrallan dyranacayik.
Misal 1. Gosterin ki, /(x) =--—-— funksiyasmm
yjl-X2
[0, )yarimintervalmda qgeyri-maxsusi integrali yigilandir.
Halli. x = 1 ndqtasi bu funksiya ¢lin maxsusi noqgtadir.
Onda, tarifa gors
TEC = himT -E = limarcsinxd ¢ =
dyll-x2 ~0H1 \'l-x2 e O+ °

= lim arcsinil -s) =—
%0+ 2
Tutag Ki, /(x) funksiyasi (a2, ») araligmda tayin
olunmusdur har bir [a, » - s\ parcasinda kasilmazdir va x =»
n x) -in maxsusi noqtesidir. Bgar (x) -in [a, v ) araliginda
F(x) ibtidai funksiyasi varsa, onda

Y/(x)& =F(6-£-F(e)=F (.. (30.3)
b

Beblikb, b nogtasi maxsusi nogte olduqdalJ/(x) <& Il nov

a

geyri-maxsusi integralin varhgi, é.%]f(b' s) limitinin sonlu

olmasma ekvivalentdir. ©gar sonuncu limit varsa, onda tabii
olarag bu limit r(x) ibtidai funksiyasmm x =b ndqtasindn
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F(b) qiymati kimi gabul olunur va bununla da, F(x)
funksiyasmm  bitilin [a, b] parcasinda kasilmazliyi tamin

olunur. ©gar (30.3) barabarliyinds e —0+ sartinda limits
kegsak,

b

J/W dc=F(b-0)-F{a) (30.4)

a
alang. (30.4) disturuna b maxsusi noqts olduqgda Il név geyri-
maxsusi inteqral G¢lin Nyuton-Leybnis disturu deyilir.
(30.4) disturunda nazards tutulur ki, /(x) funksiyal? har bir
\a, b-e] (0 <e <b-a)parcasinda Riman manada
integrallanandir. (a,b) araliginin daxili néqtasinda f(x) -in
maxsusi noqtasi varsa, onda, Umumiyyatle desak, (30.4)

. f . .
disturu dogru olmaya bilar. Masalan, J iXr integralinda x =0
X

nogtasi inteqralalti /(x) = — funksiyasmm maxsusi ndqtasidir
X

va x =0 noqtasinda /(x) o0o0-a cevrilir. ©gar [E)j( inteqralina
-/ x
formal olarag Nyuton-Leybnis disturunu tstbig etssk, onda

Nj =~ = - H - -
35 o ; 2 alarig. Digar tarafdan J[Y—? integralim

asagidaki kimi iki inteqralin cami saklinds yazsaq,
rdx __ Tdx rdx

b LRt

bilavasita tarifdan istifads etmakls, asanligla inanmaq olar ki,
J’y V3 Jgs( inteqrallarmm har ikisi dagilandir. Dogurdan

da,
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Belalikls, r% integralma Nyuton-Leybnis diturunu tatbig
X

etmak olmaz. Bununla slagadar olarag, imumilagmis ibtidai

funksiya anlayisi verak.

Tarif. Tutaq ki, /(x) funksiyasi sonlu sayda ndqgtalar
istisna olmagla muayyan bir [a,b] parcasinda kasilmazdir. ©gar
[a, ft] parcasinda kasilmaz eb F(x) funksiyasi varsa ki, hamin
sonlu sayda nogtslar istisna olmaqgla F'(x) =/(x) barabarliyi
odanilir, onda F(x)-a /(x)-in [ab\ parcasmda Gmumibsmis
(genisbnmis), ibtidai funksiyasi deyilir.

Qeyd. Bgar /(x) funksiyasi \a,b] parcasinda kasilmaz
olarsa, onda ibtidai funksiya ucun veribn bu “yeni” tarif,
“avvalki” teriflo Ust-Usts distr. Dogurdan da, ager /(x)
funksiyasi \a,b\-da kasilmaz olarsa va F(x) funksiyasi \a,b\-
da /(x) -in ibtidai funksiyasidirsa, onda Vxe [ab] Ucun
F'(x) =/(x) barabarliyi dodrudur. ¥(x) -in kasilmazliyi isa
onun diferensiallanmasjjidan alinir.

Asanligla inanmag olar ki, F(x)=J{ funksiyasi

/W = signx funksiyasmm tGmumibsmis ibtidai funksiyasidir.
Hagigatan, F(x) [-I,I\ parcasmda kasilmazdir va x¢ O
oldugda F'(x) =/(x) barabarliyi ddanilir.



Malumdur ki, bu funksiyanm *“avvalki” tarif manada
ibtidai funksiyasi yoxdur. Bununla bels bu funksiya
parcasinda hissa-hisse kasilmaz oldugundan inteqrallanandir.

Umumilasmis ibtidai funksiya hagda asagidaki hokm
dogrudur.

Teorem 30.1. Tutaq ki, /(x) funksiyasi sonlu sayda
noqgtabr istisna olmaqgla \a b] parcasinda kasilmazdir. Onda

[ (x) funksiyasmm [a, b] par¢asinda ¥(x) dmumibsmis ibtidai

funksiyasi vardir va bu parcada A
\f(x)dx =F(b)-F(a) (30.5)
a

Nyuton-Leybnis dtisturu dogrudur.

. . d . .
Teorem 30.1-dan aydin olur ki, r—Xr integralinda

Nyuton-Leybnis dusturunu tatbig etmayin mumkin olmamasi,
formal olaraq tapiimis £ (x) =— ibtidai funksiyasmm [-1d]
X

parcasinda kasilmazlik sartinin pozulmasi ib alagadardir.
Basga misala miracist edak.

g A j
[ 4= inteqgralinda x =0 noqtesi /(x)= -T= funksiyasi ugin
1, vX Yx

maxsusi noqtadir. Bu funksiyanin [-1, 5] parcasinda formal

olaraq ibtidai funksiyasi F(x)=ix33 funksiyasidir va F(x)

[- J, 8] pargasinda kasilmazdir. Ona géra ds bu geyri-maxsusi
integral G¢ln (30.5) disturu dogrudur:

rdx 3 7 3( 1 9
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I ndv qgeyri-maxsusi inteqral Gciin  hissa-hissa
inteqrallama metodu va dayisanin avaz edilmasi metodu hagda
usagidaki teoremlari geyd edak.

Teorem 30.2. Tutag ki. u=u(x) vea 0 =u(x)

funksiyalari \a,b) araliginda kasilmaz diferensiallanandir.
Onda

b b
judv =uu\a-ju>du (30.6)

barabarliyi  dogrudur.  (30.6) barabarliyindaki ifadalardan
ixtiyari ikisinin varligindan digarinin da varligi ¢ixir.

Teorem 30.3. Tutaq ki, f{x) funksiyasi [ab)
araliginda  kasilmazdir va  (pit) funksiyasi
-co<cc</3<+co aralifmda kasilmaz diferensiallanandir, bels
ki, a <t </3 oldugda a = <p(a) < (pit) <b =lim (pit) munasibati

odanir.
Onda
b P
I f{x)dx =j f[(p(t)] <p'(t)dt. (30.7)
Misal 2. f- * : qgeyri maxsusi integralim
Ul-x2
hesablaym.

Halli. x =1 noqtasi inteqralalti funksiyanm maxsusi

nogtasidir. x =sint saveafclamasi aparaq. Onda yjl-x2=cost,
dx =costdt. (30.6) disturuna gors

1
—

11
*

SVTA 7 2
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Misal 3. J =jIn{sinx)dx inteqrahnm yi§ilmasini
[0]

muayyanlasdirin va onu hesablaym.
Halli. (30.6) hisse-hissa inteqrallama disturunu tatbig
edak. n =Iri{sinx), dx =do gabul edak. Onda

T
n 2
fIn(sinx)dx =xIn(sinx)h - [x— dx=-\— dx.
0 0 sinx o fSX

Burada,
[0)

n =
xIn(sinx)\g = |II(’)11 xIn(sinx) £é=|2—$1')-||fsiﬁg? - limelnisine) >
- é%e—lne =0.

Digar tarafdan, Iim—X =1 , lim X =0 oldugundan,
XA+t gx tgx
1 *
Ift_X dx inteqrali maxsusi inteqraldir. Beblikb, baxilan
gx

inteqral yi§ilandir. indi iss verilmis geyri maxsusi integrali
hesablayaq. @ x =2t avezlamasi  aparaqg. dx =2dt ;

x=0 t=0; X =L =t=" 0Onda (30.7) dusturuna géra

7t 7t K

7 7 7
jIn(sinx)dx =27In(sin2i)dt = 2J (In2 +In(sint)+In(cost))dt =
0 0 0

250



=2tIn2 0 + 27 In(sint)dt +2JIn(cos t)dt =
0

£
4

= —In2 +2JIn(sint)dt +2j In(cosr)dt.
2 0 0

. 71 .
Sonuncu integralda /= z aveazlamasi aparag. Onda

dt=-dz;t=0=>z=—;/=—=>z=—.Demali,
2 4 4
A
2JIn(cost)dt =-2JIn\ cos\ —- z dz=21J In(sinz)dz .
0 vV V2 )/ A
2 1
Beblikb,
£ K t

! 4
J - JiIn(sinx)dx = —In2 + 2JIn(sint)dt + 2J In(sinz)dz =

2
=—In2 +2j In(sint)dt =—In2 +2J

2 o]

2
Buradan,

N

J = J/« (Mw x)alx: = - In2 .
0

Misal 4. ry OIXrj , A>0 integrahnm yigiimasini

nrasdinn.
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Halli. inteqralalti ifadadan gérunir ki, x =b maxsusl
néqtadir. Aydindir ki, inteqralalti funksiya istanilan [a, 6-¢e]

[s > O) parcasinda Riman manada integrallanandir.

bC \{b~a) N~£HT * 1 *
*)- ] - — n - A ; °,duqda’
a X In(b-a)-Ins, X =1 oldugda,

0 <X <1 olduqgda,

sonludur.
X >1 olduqgda,

sonlu limiti yoxdur. Ona g6ra da baxilan integral O<X<1
oldugda y1gilir. X> 1 oldugda dagilir.

Yuxanda qeyd etdik ki, b noqtesi maxsusi noqts
oldugda Il név geyri-maxsusi inteqralin yigilmasi masalasi
elmFib' sonlu limitinin olmasina ekvivalentdir. Ona gors

de bu halda funksiya limitinin varhigi t¢iin Kosi meyarmdan Il
nov qeyri-maxsusi inteqralm varhigr tUglin Kosi meyarini ala
bilarik.

Farz edak ki, /(x) \ab) yarimintervalmda tayin
olunmusdur, b- onun maxsusi noqgtasidir.

Teorem 30.4. ikinci  név geyri-maxsusi
a

inteqralin yigilmasi dgin Vfi->0 verildikds 0<a"<a'<S$S
barabarsizliyini 6dayan ixtiyari a\ a™ adadlari tgiin
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I f(x)dx <£

b-a’
barabarsizliyini tamin edan S >0 adadinin varli§i zaruri va
kafidir.

b
Isbati. Zarurilik. Forz edsk ki, Jf(x)dx Il név geyri-
b-a
maxsusi inteqrali yigilir. Onda F{a) = | f(x)dx barabarliyi ils

a

tayin olunan Ff{a) funksiyasi Gg¢tn lim F(a) -var. Limitin
a->0+

varhigi hagda Kosi meyarina gérs Vs>0 dgun els S>0 var
ki, 0<a"<a’<8 berabarsizliyini ddayan istenilan a',a"
ucin
\F(a")-F(a')\<£.
barabarsizliyi édanir.
Beblikls alirig ki,

|F («")-F(a”)]= J f(x)dx- \f{x)dx = ‘Jf(x)dx <s
a a b-a’
Kafilik. Farz edak ki, Ve>0 dc¢lin eb S >0 var ki,
0 <a" <a'<5 oldugda

b-a"
I f(x)dx <s .
b-a'
barabarsizliyi ddanilir.
b-a" b-a' b-a"
Jf(x)dx |=] \f(x)dx- Jf(x)dx j=

b-a’

=[F(a')-F(a")\<s
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Kosi meyanna gdrs sonlu &&F(a) limiti vardir. Ona
gore | f(x)dx integrali y1gilir.

% 2xdx . o .

Misal 5. J- geyri-maxsusi integralim

x-a’y
hesablaym.

Halli. x =a ndqtesinda inteqgralalti funksiya sonsuzluga
cevrilir. x =a noqtasi maxsusi noqtadir. Verilmis inteqgrali
asagidaki kimi iki inteqralin comi seklinds yazaq: #

% 2xdx " oxdx ¥ 2xdx
J- y : it
[x'-a’f »(xx’-a’f ‘(x’-a’}
X =a noqtesi bu barabarliyin sag tarefmdaki har iki inteqral
Uclin maxsusi nogtadir. Onda tarifa gora

f lim7 f&L+a}= 1
{x'-a’)>

:35@((a-e)2-a2)3-(-a2)3

=3 lim (- 2ae +e2+3Ja2)=33Ja2;

3 2xdx . % 2xdx d[x! -a!)
1- ~EB. s |
(x’-a’)? ¥ (x2-a2)? s (xl-aly
3a
:3&i>r&£x2-a2¥’ :3]J_i>r8+ (9a2-a 2Y3-({a +e)2-a2)"
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| 1

= i - =3A = A
Sém(8a2)3(2ae+e2)3 3"87 =6 " .

Beblikb,
3a
[-JE*t =jVT7+«V T7=pd7.
°(x2-a 2Y3
Misal 6. f.p.—— m=e geyri-maxsusi integralim
1 bl4x-x2-3
hesablaym.

Halli. x =1 va x =3 noqtabri inteqralalti fimksiyamn
maxsusi noqtabridir. Bu inteqrali asagidaki kimi iki integralin
cami saklinda gostarak:

r dx \ dx r dx
iyldx-x:-3  1yJ4x-x2-3 174x-x2-3
Qeyd edak ki, bu barabarlikda x =2 nodqtassi avazina [/,i]

pargcasma daxil olan istanilan ndqte gotirib bibr. Har iki
inteqrali hesablayagq.

f___d_x___ TS K 9 = = Jim arcsinix - 2J 2

Udx-x!-3 M1.dp-(Xx-2Y  ™»* I+

= lim [0- arcsin(s - 7)1=?;

f___(ix___ = u,fr U TS » arcsinix - 2) 3e

5J4x-x"-3 .. 1 p-(x-2Y 2
=1jf11r8+\arcsm(l- s)-O\:Z—.

Beblikb,

dX _D__-l._ll =n ,
1NJ4x-x2-3 2 2
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2 N
Misal 7. [—j = geyri-maxsusi integralim hesablaym.
, XMnx

Halli. x =1 noqtasi inteqralalti funksiyanin maxsusi

noqtasidir, ¢linki lim — I=-- =+00. Tarifs gors
XxMnx
2
fo* =,im f * =lim fébn = lim24hIx
, XyjInX erOH4eXy/InX  e*0Hle MIMX  e70+ HE
=21limUIn2 - JIn(l +e))= 2yjIn2. O
e-yO+ !

831. Manfi olmayan funksiyanin Il név geyri-maxsusi
inteqrali
Teorem 31.1. Tutag ki, f(x) \a, ft) yanmintervahnda
b
manfi olmayan funksiyadir. Onda \f(x)dx geyri-maxsusi
inteqrahnm yi1gilmast Ggun zaruri ve kafi sart, 77 e \a, b)
n
oldugda \f(x)dx integrallar ¢oxlugunun yuxaridan mahdud
olmasidir:
n
jf(x)dx <M, 3M >0,Vr] e[a, fi]
_ n
Isbati. <p(r])=Jf(x)dx olsun. Asanligla géstarmak olar
ki, bu funksiya \a, ft) araliinda monoton artandir. Digar
b
tarefden aydindir ki, J/ (x)dx Il nbv qeyri-maxsusi

integrahnm varhg, tarife asasan
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lim <p(rj) = J f{x)dx
a
sonlu limitinin varhigi ila ekvivalentdir. Monoton funksiyanm
sonlu limitinin varhdr haqqinda malum teorema gora iso
sonuncu limitin sonlu olmasi Ggun zaruri va kafi sart <p(t])

funksiyasmm yuxaridan mahdud olmasidir.
Qeyd. ©Oger I_irg <p{rj) sonlu limiti yoxdursa onda bu
rj-t

limit +00 -a barabardir ( <p(rj) yuxaridan geyri-mahdud
b

oldugda). Bu halda J/ {x)dx = +00 goturdldr.

Teorem 31.2. (miuqayise alamati). Tutaq ki, [a b)
araligmda

O<g(x)</(x) (31.1)

barabarsizliyi ddanilir.
Onda:

b b

1) ©gerJf (x)dx qeyri-maxsusi inteqrali yigilirsa, | g(x)dx

inteqrali da yigilr.
b b
2) ©BgarJg(x)dx geyri-maxsusi inteqrali dagilirsa, J/ (x)dx

integrali da dagilr.
Isbati. (31. 5 barabarsizliyina géra V/7 e [a, b) ligiin

n n
Jg(x)dx <Jf(x)dx
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"

barabarsizliyi dogrudur. ©gar J/ (x)dx inteqrali yigilirsa, onda

a
n

teorem 31.1-s gdra J/ (x)dx inteqrallan V7 e \a, b) ucgln

a

M
yuxandan mahduddur va demsli, ham ds j g(x)dx integrali
\/Tje\a,b) dc¢in mahduddur. Onda teoremO 11-s gors
b

Jg(x)dx integrali yigilandir.

a
b b

©gar Jg{x)dx inteqgrali dagihrsa, |/ (x)dx inteqrali yigila

bilmaz. Cinki, sks halda teoremin isbat olunmus birinci
b

hissasina gors Jg(x)cbc integrali 'yigilardi. Bu isa ola bilmaz.
b

Demali, Jg(x)<atc inteqrali dagilandir. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdan asagidaki mihim natica alinir.
Natica. Tutaq ki, f(x) va g(x) funksiyalan [a, b)
araliginda manfi olmayan funksiyalardir ve Vxe [a, b) Ugln
g(x)>0 va sonlu va yaxud sonsuz
NT"bl= K
X-yb

limiti vardir.

Onda
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b
1) ©gar Jg(x)dx integrali yigilirsa va 0< K <co is3,
b

J/ (x)dx inteqrali da yigilir.

b
2) ©ger Jg(x)dx inteqrali dagilirsa ve 0 <K < iss,
b

j ! (x)dx inteqrali da dagilr.

Xususi halda, agar
UumM -1
“bg[x)

olarsa, yani x -> b sarti daxilinda f{x) va g(x) funksiyalari
b b
ekvivalent olarsa, onda J/ (x)dx va Jg(x)dx inteqrallan eyni

zamanda y1gihir va yaxud dagilr.
Praktikada 1l ndv geyri-maxsusi integrallarm yigilmasini
arasdirarkan bir gox hallarda inteqralalti funksiyam

I 1 J_

(x-ayn’ (b-x)n’ xA
funksiyalari ils mugayisa etmak daha mdnasibdir. Cunki, bu
funksiyalarin J1-nm hansi giymatlarinda yigiimasi va dagilmasi
malumdur. Bununla skgadar asagidaki slamati geyd edak.
Mugayisa alamatinin xususi hali: Tutaq ki, x -in b -ys kifayat
gadar yaxin giymatlarinde f(x) funksiyasi asagidaki sakilds
gostarilmisdir:

Onda:
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1) 8gar A<1 va g(x)<c< +20 olarsa, Jf(x)dx integrah

a

yigilhir.
b

2) ©gar A>1 va g(x)>c >0 olarsa, onda jf(x)dx inteqrali

dagihr.

. o f ot . -
Misal 1. Gostarin ki, IC inteqrali dagilandir.

Halli. x =0 noqtasi inteqralalti funksiyanin maxsusi
néqtesidir. (0,1] yarimintervalinda

barabarsizliyi dogrudur. integrali dagilan oldugundan,

J

migayisa slamatina géra f— —— inteqrali da dagilandir.
I X =SEMX
Torif. Tutaq ki, f(x) [a,b) araliginda tayin olunmusdur
va b ndqtesi maxsusi néqgtadir. ©gar

JU(*)<&

a

ikinci ndv qgeyri - maxsusi inteqrali yigilirsa, onda deyirlar ki,
b

Jf(x)dx geyri maxsusi integrali mitlaq yigilandir.

a

b b
oger J/(x)tkc inteqrah yigilan, JJ/(x)(cic inteqrali ise
a b a

dagilirsa, onda deyirlar ki, j f{x)dx inteqrali sarti yigilandir.

a
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indi tutaq ki, /(x) funksiyasi [ab) yarimintervalinda
ixtiyari isarali giymatlar alir.
Teorem 31.3. (Umumi miqayiss slamati). Tutaq Ki,
\a,b) araligmdan goturdlmuis istanilan X uglin
b
J/(X)| < g(x)barabarsizliyi 6danir va j g{x)dx geyri - maxsusi

b
inteqrali y1gilir. Onda J/(x)c& inteqrali da yi§ihr.

a

a

b
Bu teoremdan alimr ki, agar jf{x)dx qeyri-maxsusi

integrali mtlaq yi1gilandirsa, onda yigilandir.

Misal 2. j inteqrahnm yigiimasim arasdirin.
o0 Inx

Halli. x =1 noqtasi integralalti /(x) :I— funksiyasi
n

tgin Maxsusi nogtadir: X —/ sorti daxilinds
Inx =In\l + (x- 7)]~ (x- 1). Dogurdan da Lopital gaydasina
/
gora lim ™ = lim — = 1. Aydindir ki. x -> 1 serti daxilinda
XAM-0 x -1 X-+1-0 J J \
1 1
f dx AT o o L
integrali  dagilan oldugundan, miuqayisa
oX~1

. . fdx . N
alamatindan ¢ixan naticaya asasan, j inteqrali dagilandir.
0:
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T I W

Misal 3. Jl ~j dx integralimn yigiilmasmi arasdinn.
X

Holli. ' 00 oldugundan, x =0 noqgtasl
x-igjr -x£ : d

maxsusi noqtadir.
X =1 noqgtasi IS8 maxsusi noqtsa deyildir. Dogurdan da,

x-> 1-0 sartidaxilinds Inx~ (x-1) oldugundan,

Inx (x-l) . -1 _ 1
im -------= [im — —T=1lim -—----—-=—,
0 1—x x>0 (1- X\1+X) I +X @ 2
. "funksiyasini — (U <A< 1) funksiyasi ils muiqgayiss
- X
edak.
In X
X J1

lim )i T(y tapag. Aydindir ki, 0</JI<1l oldugda

jk

lim xnlnx =0, lim(l-x2)=1 .Ona gora lim ----- =0 .
X -+ 0+ JT-+0-+ 3 — X
I dx y .
0</l<1l oldugda — vyigilan oldugundan, mugayiss
(0})

alamatindan c¢ixan naticays asasan baxilan inteqral yigtlandir.
2
Misal 4. jIn(sinx)dx inteqrahnm yigilmasini arasdirin.
0

Halll. lim In (sinx) =-00 oldugundan, x =0 noqtasi

In(sinx) funksiyasmm  maxsusi  noqtasidir. Inteqralalti

funksiyam — (O</JI<1) funksiyasi il mluqgayisa edak.
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In(sinx) njsknin x >g+ satinds limitini tapag. Lopital
1

gaydasma gors
1

Inxisinx) sinx COSX 1 4-  XJ1+1-cosx
lim --------- = | m ---- , B bl
o>t >0+ - Ax J1 x=0+  sinx

L i Xxmi-cosx 1. (T+])XACOSX - X HLsinx
J1 X2+ sinx J1 X8+ COSX
=- — I|m XN+ — I|m X XHtgx =0.
A X -
rdx . : y Y
A;_l Integrali O<JI< 1 oldugda vyigilan oldugundan,

0 n

mugayiss alamatindan c¢ixan naticays goOra baxilan inteqgral

T

u
yigilandir. JIn(sinx)dx inteqrali riyazi adabiyyatlarda Eyler

0

Inteqrali adlanir. Bu misal 830-da bilavasita tarifdan istifads
etmakla hesablanmisdir. Burada, maqgsad miigayisa alamatinin

tatbiqini gostarmakdir.

7t

~2

Misal 5. *[ -~ p ™ -dx integralinin yigilmasini
~JX

arasdirin,

Halli. Gosterak ki, x =0 nogtesi inteqralalti f
yfx

funksiyasmm maxsusi nogtasidir.
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nr I—n@%} limitini hesablayag. x -> 0 sartinda sinx ~ x

n[x
oldugundan, In(sinx) ~ Inx . Ona g6ra J = lim limitini
**0+s/x

hesablamagq kifayatdir.
J = lim =lim—-—- soklinds yazaq.4xInx=0

x->0+ a/g* o:-»0+ JC-+0+
oldugundan, Lopital gaydasmi tatbiq etmakls,

.V . -Inx| . 1 1

3 = tim 22X i P i i Ve

x50+ x->0+ x>0+ k2n[x
=17+ Mm-*=

2 VX A u

alarig. Buradan, J = +00 alariq. Belalikla, lim Mm(s" x) - +00
N ot VX

Demali, X=0 noqtasi hagigaten, M(s‘riX) funksiyasmm
VX

maxsusi noqtasidir. Bu funksiyam — (0 <A<i) funksiyasi
X

ilo miiqayiss edsk.
In(sinx) 1 _ xxIn(sinx) _ In(sinx)

WK xx WX Z—*
X
Tutag ki, -j</1<1l. x-» 0+ sortinda In(s™*) nisbatinin

limitini tapmagq ug¢un Lopital gaydasindan istifada edsk.
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In(sinx) _ (m(sinx)_?_ _ Ctg x
Im — = Ay SO 1T W S——
Wy " 2y f
-4 -Hi
1 XA 1 . A
lim =—-— lim =0
1 O x¥0+ tgx L_5 >0 X
2 2

1 N de

—<1<1 0Iduqdan — inteqgrali yigilan oldugundan, baxilan
2 X

inteqral mugayise alamatindan ¢ixan naticaya gors yigilandir.

) r,d ) y
Misal 6. '/'\7:_)%= integralmin yigiimasini arasdirin.
* Asinx

Halli. Integralalti /(x)= J . funksiyasi  (0,1]
nsinx
araliginda misbatdir va x =0 ndqgtssinds tayin olunmamisdir.
x->0 sartinda sinx~x oldugundan ~n/x alariqg.
lim J- - lim - +00
0+ asinx xS0+ n/x
Demali, x~0 noqtasi /(x)-in maxsusi nogtasidir. Mugayisa

. . ) r dx .
alamatindan c¢ixan naticays gdrs, -T= yigilan oldugundan
0
baxilan inteqral y1gilandir.

: r dc . y
Misal 7. --i----lnteqrahnm yigiimasmi arasdinn.
" xInx

Halli.  x—0 négtesi  integralalti f(x)= 7
xInx

funksiyasmm maxsusi noqtasidir. Dogurdan da, lim xInx =0
X-+0+
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1 .
oldugundan, Ilim =00 *) — funksiyasi i;
9 x*0+ xInx ) xInx Y

1
kifayat gadar kicik muisbat adad oldugda e, parcasinda

kasilmazdir.

dinx tu- "MnhE

xInx Inx

: Ny . o )
lim In\Ine\ =-00 oldugundan, |--—-——--- = +co. Ona goOra baxilan
>0+ 11 J Vinv

inteqral dagilandir.

I dc
Misal 8. —T1 = inteqrahnm yigilmasmi arasdirin.
I x-JInx
) i dx .
Halli. lim -u» oldugundan x =1 ndqtasi
XM 1+0x4 Jnx

maxsusi ndqtadir ve s >0 Kkifayst gadar kicik adad olduqda

funksiyasi [/ + £,2] pargasinda kasilmazdir. Tarifs

XN jInx
gors,
rodx . r dx j dilnx) r— 2
—P=r=Im —m===|im \~= =2 Tim nJd1nx
yW Inx ewpH4cxbiblx et +H+e Vinx B0+ I+
=2MIn2 - lim*jIr(1+e)j= 2n[bl2
Demali, baxilan integral yigilandir
Misal 9. % dx inteqrahnm yigiimasim arasdirin.

i pX'—oosX
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Halli. Ii*rro1[ex-cosx)=0 oldugundan, x =0 ndqtesi

inteqralalti /(x) = -—- funksiyasmm maxsusi noqtasidir:
ex-cosx

lim — ——-=4+00 . Xx—>0 sorti daxilinds ex~ 1+x va
x>0+ € -COSX

X2 . .
cosx ~ 7 oldugundan, asanligla inanmaq olar ki,

ex-cosxfargi  musbatdir ve X +~y funksiyasi ilo
ekvivalentdir, yani Iinz) £X_Cj2<=1 . Onda aydindir ki,
X-*0+
X+ —
2
x —>0+ sarti daxilinda f(x) ---------- T~~~-
XH_x_ X

fd . . . o . .
X integrali dagilan oldugundan, miugayiss alamatindan
0 X

¢ixan naticays asasan baxilan integral dagilandir.

I
Misal 6L [J - dx inteqrahnm  yigilmasmi

0V1- x
arasdirin.
Halli. x=1 noqtasi MaXsusi nogtadir.
lim J———=+co . Inteqralalti funksiyani g(x)=
Xx-+1-0\] —x (1 - X)

funksiyasi ile migayisa edak.
inteqralalti funksiyani asagidaki sekilda gevirak.

I X VX 1
VIl-x4 Ni+x2-V7+X yll-x '
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= —olduqda

) | —14 . nlx l-xf 1 o
lim - —777 = 1im [ ( ~—  oldugundan
X-+1-0 L 4 lv X2 eni7-tx  nli-x 2

(1-xf

Vo {;____d£7 . . -
geyri-maxsusi inteqrali yigilan oldugundan,
i { I-X)2
migayisa alamatindan ¢ixan naticaya asasan baxilan geyri-
maxsusi inteqral yigilandir.

, SIN\ —
Misal 11. isbat edin ki, f— dx inteqgrali mdtlag
0 Vx
yigilandir.
Halli. x=0 noqgtasi maxsusi noqgtadir. 0 <x<, 1
olduqgda
1 1 1]
sin
0< <
VX

barabarsizliyi dogrudur. _Fﬂ)é inteqrali yigilan oldugundan,
1V X

migayisa slamatina gora J i dx integrali yigilandir va
ic

demali, baxilan inteqral mitbq yigilandir.
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X
Misal 12. J— - inteqralinin yigilmasini arasdinm.
0x

Halli. Burada ham inteqrallama oblasti (6,+00) geyri -
mahduddur, ham ds bu oblastda inteqralalti funksiya qeyri -
mahduddur. a > 0olsun. Onda

-f00

7 dx B dx N +dx
TR TR

Sag tarafdaki integrallardan birincisi a > 1 olduqda, ikincisi

+00

e
a <1 olduqda dagilir. Ona géra do J - integrali a - nm

0 X
ixtiyari giymatinda dagilir.

Inteqralalti funksiya (zarina mtisyyan malidudiyystlar
goymagla ikinci ndv geyri-maxsusi inteqrali birinci név qgeyri-
maxsusi inteqrala gatirmak olur. Tutaqg ki, f(x) [ab) arali§in-
da kasilmazdir va b maxsusi néqgtadir.

b-a j

Onda j/ (x)obc, a >0 inteqralinda x=5H—

(x &\a,b- a]) avazlamasi aparsaq,

dX=%, — <t<-
t b-a a
olar .
Onda yeni dayisana kegsak,
b-a I/a 11
jf(x)dx= j f(b~-)jdt (31.2)

a |
b-a

barabarliyini yaza bibrik. Tutag ki, Jf(x)dx inteqrali yigilar.
a
Onda
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b-a o}

im+Jf(x)dx =J/fx)dx.

a —0+ oldugda ——=+00 va (31.2) barabarliyindan goriinir
a
ki,

1A

inteqrali da y1gilir va
I

lim J f(b--])'-lj dt =7 f-(b_]-jA_dt_
>/ ft j t t

b-a * b-a

Aydmdir Ki, ]1 f\(b A Z_dt geyri-maxsusi integralimn
i\ t)t
v
b
yigilmasmdan da Jf(x)dx geyri-maxsusi inteqrahnm yigiimasi

a

b 0/ jn 1
almir. Belslikls, Jf{x)dx Va \ A b~~t -rdt
a 1 v t

b-a
integrallarindan birinin yigilmasindan digarinin yigilmasi va bu
inteqrallarm barabarliyi alimr.

+00

Misal 13. J-w-v I nov geyri-maxsusi inteqrali
hesablaym.

Halli. x =1 noqgtasi maxsusi nogtadir. x =- avazlamasi
aparaq. x =1=>t=1; x=+0=>/=0; dx= dt.Onda
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dx _, T {2 c dt
R |
f - integrali ikinci név geyri-maxsusi integraldir. t =/
oV/-f2
noqtasi inteqralalti funksiyasi ¢ln maxsusi noqtadir.
b -t2
Tarifa gére

i. 11 dt

----- —jflm arcsin
| B t

= lim (arcsinil - £m)-arcsin0) =—
s—'»0+(a csini )-arcsin 0) >

+00 y

Beblikb, f— = =—

8 32. Qeyri-maxsusi inteqralin bas qiymati.
Tarif 1. Farz edak ki, f(x) funksiyasi - co< x <+coadad

+00

oxunda tayin olunmusdur va geyri-maxsusi integrali

-00

dagilandir. ©gar f[x) funksiyasi adad oxuna daxil olan
istanilan parcada integrallanandirsa va
]
lim [f[x)dx
/47?'@0_.36‘
limit varsa, onda deyirbr ki, f(x) funksiyasi adad oxunda Kosi
manada integrallanandir. Bu limits iss f(x) funksiyasmm
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geyri - maxsusi inteqgrahnm Kosi manada bas giymati deyirbi

va onu bels yazirlar:
A

Vop.jf(x)dx := lim J/fx)dx.
-A

0, f(x) tek olduqgda,

h
Jf(x)dx =
-A

2 \f (x)dx, f(x) cit oldugda ,

barabarliyini nazars alsaq, agar f{x) funksiyasi takdirsa, Kosi

manada integrallanandir va inteqralin bas qiymati sifirel
barabardir.

/(x) funksiyasi cit oldugda Kosi manada yalniz va yalni/.

o zaman inteqrallanandir ki, J/ (X)chc yigilan olsun. Bu halda
0
V.pjf(x)dx =2J3/Yx)dx.
_00 0

V.p - fransiz s6zu olan “Valeur principial” sézlarinin b
harflaridir \'s “bas qiymat” manasinda basa dusulir.

y=sinx funksiyasmm (- 00,+00) araligindaki inteqrahnm

Kosi manada bas giymatini hesablayaq.
00 A
V.pgsinxdx~ nlim \sinxdx =0

—+00
-00

Lakin, Jsinxdx - qeyri- maxsusi inteqrali dagihr.

—00

00

Basqga bir misala baxaq. f{x)-x funksiyasi G¢ln Jxdx

-00

00

geyri-maxsusi integrali dagihr, lakin V.p Jf(x)dx =0.
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Kosi manada integrallama anlayisi maxsusi noqts
integrallama parcasmm daxili ndqgtasi olduqda, 1l név geyri -
maxsusi inteqral t¢ln da vermak olur.

Tarif 2. Farz edsk ki, f[x) \a,b\ parcasinda ce(a,b)

b
noqtasi istisna olmagla har yerds tayin olunub va Jf(x) dx
a
inteqrali dagilandir. ©gar kifayat gadar Kicik e >0 adadi Ucln
c-e b
\f{x)dx va jf{x)dx integrallari mévcuddursa va
a ct+e
\

fc-e

b
|£'>r8+\ Jf(x)dx + jf(x)dx
a

limiti varsa, onda deyirbr ki, /(x) funksiyasi \a,b] parcasinda

Kosi manada inteqrallamr va bu limits dagilan inteqralm Kosi
b
manada bas qiymati deyilir vo V-P-jf{x)dx kimi isara edirbr.

a

Beblikb,
b fc-e b A
V.p M(x)dx - lim J f(x)dx+ J/(X)c&
a \ a cte y
* 1
Misal 1. /(x)=— — , x<=\a,b\ funksiyasi ugln
(x-c)
b
ce \a,b\ oldugda J/ (x)dx Il nov geyri-maxsusi integral

a

dagihlir. Lakin /(x) Kosi manada inteqrallananadir.

T r dx §or dx rodx _
V.p. e I 1] + - I n tZ I .
J(x-c) 4 X-¢ . x-¢C c-a
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0 /

Misal 2. V.p. f ~dx tapin. » ‘41
_1+x

Halli. ©walca gostarak ki, Cirx

-dx | név qeyri-
<« 1+X

maxsusi inteqral dagilandir. Bu inteqrahiiibsagidaki sakildo

yazaq:

T {ax T 1x T,
} 5dx= TdXx+ rdx.
il +x2 J1+x2 {1 +x2

rl+

X
01+ de x inteqrahnm dagilan oldugunu gostarmak kifayatdir.

Tarifa gora

T 1+x Lo rl+x . f'rdx f xdx A

| jdx = Iim rdx = lim | r+1l-~

I 1+x A>tn | +x H 1+ of +x2j
f

= i =i —
im Varctg\A+ 2—|n(| +x2)\:93 r!_!)rpw\arctgA + 5 In(l + J'I2)jl

N+ +co

n —
5 .
. rl+x . . <
Beblikb, 11 jdx integrali dagilandir. Bununla beb, bu
+ X

inteqral Kosi manada yigilandir.

V.p. dx = lim f--* dx
U + X2 i4~>+oo_JA‘J+ X
f 1
=Alim arctgx +—»(7 +x2)

+++++

"A

-A
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= lim arctgA - arctg(- A)+’\In(I+A2)-—In(I+A )| =

A-++00

= lim 2arctgA = 2 5=

n->+co

Misal 3. V.p. f—+—— IaPin.
yiOx2-3x +2
Halli. x2- 3x +2 kvadrat tchadlisinin sifirlari x =1 va
21
x =2 nogqtalaridir. [ ---—----—-- geyri-maxsusi integralim

asagidaki sakilda yazaq:

d
r dx r dx r X (32.1)
1] x2-3x + 2 ] x2-J1 x + 2 ] x2 -1 x + 2
Aydindir ki, J—j— 3x | 2 I ndv qeyri-maxsusi integrali
X

yigilandir. Dogurdan da | név geyri-maxsusi integralin tarifina
gora VA> 3 dgln

C dx T dx o dx
\x2-3x +2 J(X-7Xx_"N) (x-1\x - 2)
. C dx f dx . x
= lim = limIn
A~*+<p A->+oc X —

= lim In\ -In—- In S mln—=-In-
a->+«> A -1 IJI"% 2

A.
Beblikb,
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™
dx 1
f 1 —=-In= 32.2
] X2-5x +2 2 ( )
. . . dx ) )
Asanligla inanmaq olar ki, J Il nov geyri-maxsiml
2- 3x +

inteqrali dagilandir. inteqralalti  funksi® x=7 va x=3
noqtalarinin yaxin atrafmda geyri-mahduddur. Ona gors (32.1 )m
dan alariq:

40 y
r+1-s* — - 1
0
: dx
(32.3)
m3x + 2 5x4-2
dx d
+V.p\ X -
X -5x42 Bx 42 "X -5x +2
( - 1ls 2-n
dx . X-2 -2 -
+V.p.J lim In +In* 41n*
IX -3X+2 ot x-1 x-1 et x-1 20
im In'"S72 n 2.p27ric?
%& 1-s-1 -1 2-rj-1
| +s-2 3-2 247-2\
-In +1n -In
1+s-1 3-1 2+7-7
. e +1 e-1 7 !
= lim In -In +In In -In2+In—=
Evory £ e 1-4 7+7) 2
. 6+1 +
= lim In +In1 ™ mn2 + In—=-In2 +In—.
e+0+ e-1 1+ 2 2

TJ-+0+ V

276



Beblikb,

5 7 1

V.E.f-T-:------:-InZ +In—. (32.4)
\x2-3x +2 2
(32.2) wve (32.4)-0 (32.3)-ds narars alsaqg,

dx ,

gx —3x+2 2

Cahsmalar
1. Torifdan istifade etmakla asagidaki | ndv qeyri-maxsusi
inteqrallan hesablaym

4'F  xox XA q'f oX

U x2-.?2/ + % 1 x2-6x +10
e) ,SWX<iX:

" odx . 7 dx

X+ Xx 7 ‘Ix/nj x

2. Asagidaki | ndv geyri-maxsusi inteqrallarm yigilmasim
arasdirin. n

87 + cosx
a yb)y M- !- ; C ;
). X ). 7+ /x'u' ) I \x
L 1-3e™ ; r7-«l)n.
! ?(e ’<D\J]D, X
3. J rx -dx integralim hesablaym. (gostaris:

i 1+x4

X =y avazlamasi aparin)
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4. Torifdan istifadas etmaklo asagidaki Il név geyri-max
inteqrallan hesablaym.

dx

a jM ; V>)-£- ;. ¢)}.
-Ixnlx —1 1 Yanrx JyJax-x2-3
5. Asagidaki Il név geyri-maxsusi inteqgrallarm yigilmasii
arasdirm.
K 2
2 dx . 1d
| s N o
' COSX "X X D4T_
1
e) f-r—-
in 4y T £ ? 1
m)b 8§ r

6. isbat edin ki, [— y*~dx inteqgrali miitbq yi§ilandir.

0 VX
7. Isbat edin ki,
+00 +00 ) j
a) "< "2 g< o pyo< e dk<—, n> 1L
4 Dx +4 * N 'S

Cavablar
lea) -jj ;b)l-bl2 ; ¢)n ;e)L md)Un2 ; 1) L.

2.a) dagilandir ; b) yigilandir ; c) dagilandir ;
e) dagilandir ; d) yigilandir.

3. — =. 4.a — : b)— )8 ; 5.a)dagilandir ;
2n/2 )3 2 ) ) ) dag
b) dagilandir ; c) yigilandir ; e) dagilandir ; d) yigilandir;

D yigilandir ; m) yigilandir.
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IV FasSiL
MUSYYSN INTEQRALIN TOTBIQLSRI.

833. Miayyan inteqralm kémayi ils bazi iimitiarin
hesablanmasi

Tutaq ki, ardicilhgr verilmisdir ve omin 4dmumi

haddi x,, =a, +a2+... + an cam saklindadir, burada ai (r=1,n)
haqgiqi adadlardir. Bu sakilda verilmis ardicilliglari bazan sads
cevirmalar aparmagla els sakilda gostarmak mumkinddr ki,
alinan xn cami miayyan bir funksiya Uc¢iun sonlu parcada
integral cami olsun. Bu halda miayyan inteqralin tarifina gora
verilmis ardicilhgm limitinin hesablanmasi miayyan inteqralm
hesablanmasma gatirilir.

Misallara miraciat edak.

Misal 1. Miayyan inteqgralin kdmayi ile asagidaki cemin
limitini hesablaym.

Halli. Sn camini asagidaki sekilds yazaq:

/W =xa (a>0) funksiyasmm inteqral camini yazsaq,talari
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J =-2 Jxsinxdx =2jxd(cosx)= 2 Xxcosx'2* - jcosxdx
0 0 % 0 % j

=22 N1 COS 2XK- sinxI*)=2(2n -0)= 4n.
). Verilmis inteqrali

3

J =|(- Inx)dx +J/nxdx seklinda yazaq. Bu intedjftiarin har
l. I

€

birina hissa-hissa inteqrallama disturunu tatbiq edak.

d
m-Inx, du- dx gabul etsak, du - X , 0 =X olar. Onda

X
r \
[ F
J =- minxl, - |; dx + xInx\I?- j_ ax
0— In- 1- +[(elne-0-(e-1)]-
\ e e v ej
/ I 1
+1. 7 +B8—C+/)— h2-—-2',-L"
\ e ej e V' oej

Misal 3. Hisse-hissa inteqrallama disturunu tatbiq
etmakla
J =Jxe ™

integralim hesablaym.
Halli. u=x, dv =e~2xdo @gabul etsak, du =dx,
0 —;e"zx olar. Onda

J=xA--e-X Je~2xdx =- -
2
0 0
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2 T4 4
Misal 4. J  ------ dx integralim hesablaym.

Halli. ©vvalca nJl+x =t avazbmasi aparaq: | +x =t2,
X-t2-1, x=0=>t=1; x-1 t-n12, dx =2tdt olar.
Onda

J =2jarcsin(t2- 1)dt.

I
Sonuncu integrali hissa-hissa inteqrallama Usulu ib hesablayaq.

u=arcsin[t2-1), dv =dt gsbul etsak, du = 2dt , u=t
42-12
olar. Onda
Jarcsin [t2- 1)dt =t mrcsin{t2- 7]"2- Jte =
=>/2arcsinl- arcsinO + f {"=nl2 \—+2"2 -12

I V277 2

= _£+2(0-7)= * 2.
n/2 \2
K

Misal 5. ./ =JVsmxc&c integralim hesablaym.
0
Halli. Hissa-hissa inteqrallama metodundan istifada edsk.

n=sinx, do =exdx gotirsak, du-cosxdx, u=ex olar.
n=sinx va L>=ex funksiyalarinm 6zbri va téramabri [0,a]

parcasinda kasilmaz oldugundan, hissa-hissa inteqrallama
metodunu tatbiq etmak olar. Onda
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l n
J -exesinx - lexcosxdx =-Jelcosxdx.

jexcosxdx integralma hissa-hisse inteqrallama metodunu

()
totbiq edsk. M =cosx, do =exdx gotirsek, du--sinxdx,

0 =ex olar.
Onda

f /A \
J =- cosx-exj +Je*sinxdx =-(e*+1)-J

alariq. J inteqralma nazaran tanlik aldig. Buradan, 2J -en+1

va yaxud J =—&* +/).

8 23. Muayyan inteqralin giymatlandirilmasi.
Orta giymat teoremlari.

Teorem 23.1.. (Birinci orta giymst teoreml). Tutaq ki,
/(*) va g(x) funksiyalan [a, b\ parcasmda inteqrallanandir va
g(x) funksiyasi [a ft] parcasinda manfi olmayan ( va yaxud
misbat olmayan) qiymsatlar ahr. f(x) funksiyasmm [a,fi]
parsasinda dagiq asadl ve daqiq yuxari sarhadlari uygun olaraq
m va M olsun. Onda m< /n <M barabarsizliyini 6dayan els
/n adadi var ki,

Jf{x)g(x)dx =//J g(x)ftc (23.1)
disturu dogrudur.
Isbati. Dagiq asagdl va dagiq yuxari sarhaddin tarifina
gore Vxe\a,b) lclin m <f(x)<M barabarsizliyi dogrudur.
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Miayyanlik dc¢un tutag ki, Vxe [«/?] G¢lin g(x)>0. Onda
aydindir ki, Vx e [at,ft]ucln

mg(x) <f{x)g(x) <Mg(x) (232)
barabarsizliyi dodrudur. Miisyyaninteqgralin  dordiinci ve
besinci xassalarina gdra mmg(x), M mg(x) va f(x)'g(x)
funksiyalari \a,b\ parcasmda inteqrallanandir.
Onda (23.2) barabarsizliyini hadbahad inteqrallasaq,

mJ g(x)ix <j f[x)g{x)dx < MJ g(x)ix: (23.3)

barabarsizliyini alariq. Burada iki hal mumkudndiir:
b b

1) Jg(x)dx-0 ;2) *g(x)dx*0.
b

Birinci halda (23.3) barabarsizliyindan | f(x)g(x)dx =0
a
alardig. Onda (23.1) barabarsizliyi I -ndn istanilan
giymatinda, o cumladan m< jj <M barabarsizliyini ddayan
b
giymatinda da dogru olardi. Tutag ki, j g(x)dx >0. Bu halda

a
b

(23.3) barabarsizliyinin har tarafmi J g{x)dx adadina bodlsak,

a
b

\f(x)g{x)dx
m<z-b <M
\g{x)dx



barabarsizliyini alariq. uy =—" isara etsak, talab
\g{x)dx

a
b

olunan (23.1) barabarsizliyini alarig. jg(x)dx"Q oldugu hal
a
da oxsar gayda ils isbat olunur. Teorem isbat olundu.
Natica 1. /(x), \a,b\ parcasinda inteqrallanandirsa, m va
M onun bu pargada uygun olaraq dagiq asag! ve dagig yuxarl

sorhadlsridirsa, ondaels /n (m< y< M) adadi var ki,
b
JH{x)dx =ju(b- a). (23.4)

Isbati. (23.3) berabarsizliyinnde g (x)-1 gabul edak.
b
jl-dx =b-a oldugundan,
b

m(b-&a)<"f{x)dx<M (b-4&) (23.5)
a
barabarsizliyini alariq.

1 1f(x)dx adadini jj ils isars etsak, (23.4)-0 alang.
-ad

Ll adadina f{x) funksiyasmm \a,b] pargasinda orta giymati
deyilir.

©gar, xlsusi halda f(x) funksiyasi \a,b\ parcasmda
kesilmaz olarsa, onda els a,(5 adadleri var Ki,
f(a)-m,f(P)-M va ona gora do [a,p] ¢ [a,b] par-
casinda els C noqtesi var ki, f (”~)-/n. Bu halda (23.4)
disturu asagidaki sakils disar.



1 f{x)dx =f(§)(b - a). (23.6)

Natica 2. Farz edak ki, /(x), [ab] parcasmda kasilmaz,
g(x) isa [a,b\ parcasmda inteqrallanandir va istanibn
xg[0,&] uciin g(x)>0 (g(x)<0) sartini ddayir. Onda els

£ ¢ (a,b) nogtasi var ki,
b b

JI(x)g{x)dx =/(")J g(x)dx. (23.7)
Isbati. Tutag ki, m=inf/(x), M =sup fix').

[o.i] [a *]
b b

Miayyanlik Ggtin tutaq ki, Jf(x)dx >0. ©gar jf{x)dx =0
a a

olarsa, onda (23.7) barabarliyi istanilan ¢fe (a,b) iiglin dogru

olardi (23.1 barabarliyina ssasan). m<p<M halina baxsq.

f(x) funksiyasi [a,b\ parcasinda kasilmaz oldugundan,

Veyerstrasin ikinci teoremina gors eb x e\a,b\ va X g [a,fi]

noqtabri var ki, /(x) =m,f{x) =M . Parcada kasilmaz funks'i-
yanin aralig qiymatbri almasi hagda teorema gora fix) kasii-
maz funksiyasi m va M adadlari arasindaki bitun araliq giy-
matlari alir. Ona*gbra eb ~ ¢ (a,b) var ki, f(*)= p. Asan-
ligla inanmagq olar ki, /n=M va /u=m hallar Gg¢ln da (23.7)
barabarliyi dogrudur.

Qeyd 1. g(x)>0 (g(x)<O0) olmasiI sarti zaruridir.
©gar bu sart pozularsa (23.1) dusturu dogru olmaz. Masalan,
[O/] parcasmda verilmis
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2 72
funksiyalari Gi¢in

i gfx)dx =0, j f(x)g(x)dx =Jf- C\dx =~

1 I
oldugundan, ixtiyari fi tgtin J/fx)g(x)dx ®//Jg(x)dx.
0 0

Qeyd 2. (23.7) dusturunim dogrulugu tgin /(x) funk-
siyasmm [a,b] parcasmda kasilmaz olmasi sartini azaltmaq
olmaz. Basqga sOzls, f(x) kasilmaz olmadigda (23.7) barabar-
liyi Umumiyyatla desak, dogru deyil.

Masalan, [0,I] parcasmda kasilan

3, 0<x<-

f(x) = ve  g(x)=
3, —<x<I1 —<x<l1
3 3
funksiyalari Ggun
1 |
\f(x)g(x)dx =\dx =1,



oldugundan \0,I] parcasinda els bir § noqgtssi yoxdur Ki,

f(C)=~ olsun.

Teorem 23.2. (ikinci orta giymat teoremi). Farz edak ki,
f(x), [ab] parcasinda kasilmaz, g(x) iss \a,b) parcasinda
kasilmaz diferensiallanan funksiyadir va g'(x)>0. Onda [a,b]
parcasinda ela £ e \a,b\ var ki,

b g b
\f{x)g{x)dx =g(a)j f{x)dx + g(ft)df(x)dx (23.8)

disturu dogrudur.
Isbati. u(x)=g(x), do(x) =f (x)dx qgabul edarak,
barabarliyinin sol tarafina hissa-hissa inteqrallama dusturunu

totbiq edak:
L

u(x) =jf(t)dt, u(x)-g(x), du(x)-g'(x)dx.

a

Onda
b f X n
JT(x)g(x)dx =\g(x) «Jf(t)dt
Yy 0 '
b( X \
S gt(x)\f(t)dt \dx (23.9)

Sag tarafdaki ikinci inteqrala birinci orta giymat
teoremini tatbiq edak.

F(x) =] f(t)dt

funksiyasi kasilmazdir va g'(x) > 0. Ona gora da ela " e \a,b\
noqtasi var ki,
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B(
J g'(x)-ff(t)dt dx=jf(,t)dt\ Jg'(x)dx
a\

={g{b)~g{a))\f(t)dt

a

Sonuncu barabarliyi (23.9) - ds nazars a#agq.
b b f

L (x)g(x)dx =g(b)\f(,t)dt-(g(b)-g(a))jf(t)dt

alarig.

oldugunu nazara alib, sadalasdirma aparsaq, talab olunan (23.8)
disturunu alarig. Teorem isbat olundu.
(23.8) barabarliyine Bonne diisturu deyilir.

Misal 1. /(x) = Vx funksiyasmm \0,100\ pargasinda ju
orta giymatini tapin.

Halli.
100
1 100 1 2
[y dx= X — 1002=— -1000=6-,
100-0l 100 3 300 300 3

2

Misal 2. f{x)~ 10 +2sinx +3cosx funksiyasmm [0,2/]
parcasinda /n orta giymatini tapin.
Halli.

[n:2— J (10n-25inx+3cosx)dx:? (10x-2cosx + 3sinxf*
n n
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:2— [(207T - 2cos2n +3sin2n)-(0 - 2cos0 +3sinQ)]=
n

=——(20n- 2+2)=10.
2n

Misal 3. Birinci orta giymat teoremindan istifads etmakla

x dx
5cosx

n

inteqralmi giymatlandirin.
Halli. Yuxarida gostarmisik ki, agar /(x) [a,b]
parcasinda kasilmazdirsa ve m = min f(x), M - max f(x) iss,

onda (23.5) barabarsizliyi dogrudur.

[0,2n\ parcasmda kasilmaz f(x) = ------- funksiyasmm
1+0,5cosx

on kicik va an boyik giymatlarini tapaq. Asanligla inanmaq

olar ki, N —mmmom oo = — max— . =-------—- =2.0na
TR I+ 05c0sx 3 DA T +05cosx

gors,

4n </r_I:_______d_>_< _______ <4
i'T+0,bcosx
Misal 4. Birinci orta giymat teoremindan istifads edarak,
, 100 -X
f— dx
3 X-#I00
inteqralmi giymatlandirin.
Halli. 0 <x <100 olduqgda
1 1 1

< <
200 x+100 100

barabarsizliyi do§rudur. Bu barabarsizliyin har terafini e~x-a
vuraq va [0,100] parcasinda inteqrallayag. Onda

189



« 10 b & . 100
— ]e~xdx <j ¢ dx < ! fe~xdx
200

X +100 100
barabarsizliyini alariq.

n

fe~xdx =-e A0 =1— w oldugundan,

. P
e Mdx 1 1
200 100 I +100 100 100
n £
Misal 5. jcos2xdx va jcos'°xdx adadlarindan hansi
0 0

boyukdir?

Halli. Aydindir ki, xe o n oldugda cos2x> cos'0x

barabarsizliyi, xef oldugda isa c0s2x> cos'0x

barabarsizliyi dogrudur. Ona gbéra muiayysn inteqralin 10-cu

xassasindan ¢ixan naticaya asasan, hokm edirik ki,
T £

2 2
Jcos2xdx >"cosxdx.
0 0
0
Misal 6. \e wx dx va ? adadlarindan hansi boyukdir?
Halli. Aydindir ki, xe oldugda 0< sinx <1 va

yaxud - 1<-sinx<0 barabarsizliyi 6danir. Asanligla inanmaq
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olar ki, e smx funksiyasi 0, . parcasinda azalandir. Ona gora

da -da e Se™ >¢f
va yaxud e smx >1 barabarsizliyi dogrudur.
Xe oldugda iss e sx>1. Ona gbra do Tiayyan

integralm 10-cu xassasindan ¢ixan naticays asasan,

je~sikdx> Jldx =~.

Misal 7. ikinci orta gqiymat teoremindan istifads edarak

200n
SmX

J. dx
100n
integralini qiymatlandirin.
Halli. f{x) =sinx, x e [10051,200n] Yo

g{x)= — x e\00n,200n] funksiyalarina baxag. Aydindir ki,
X

f(x) funksiyasi [100n,200n] parcasinda kasilmazdir. g(x)
funksiyasi isa [100n,200n] parcasinda kasilmaz diferensial-
lanandir va monoton azalandir. Onda Bonne disturuna gora

3 C il Wbk
R | sinxdx +--—--—-—- Isinxdx =
1000 . On
1 200n
=—-—(-cosXx + - - COS X
100n ( n ( :

100n

—-—(cosC- cos100n)--—--- — (cos200n - cosC) =
100n( ¢ ) ZOOn( ©)

—-—(cosM-1)--—-- — (I - cosg) =
100n ( ) 200n ( gv)
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(1 -cosC) 1 1 1-cosC
100n  200n 200n
Aydmdir ki, 0<1- cosC <2. Onda miayysan integralm 10-cu

. ) 1
xassasina gora 0 <J <
100n

Misal 8. ikinci orta giymet teoremindan istifada edarak

b -ax
J:JCCV sinxdx(cc>0, O0<a<h)

, 1000 <C<200n,

integralini giymatlandirin.
Halli. /(x) =sinx, x6[a,6] va g(x)=- xe[a,n]

funksiyalarina baxaq. Aydindir ki, /(x)= sinx funksiyasi

\g, b] parcasmda kasilmazdir. g(x) = 9—-?3(, X e [a, b] funksiyasi

iss  \a,b\ parcasinda kasilmaz diferensiallanandir, monoton
azalandir ve miusbstdir. Onda Bonne diisturuna goéra eb
£ 6 (a,b) nogtasi var ki,

J - —— rsinxdx =——(-cosx) =—-—(cosa- cosq).
aeaalJ ne aa>£ ) E\E?aa)g 9)

J =—— (cosa-cos <
aeaa ae

8 24. Miayyan inteqral uglin bazi inteqral barabarsizliklar.
Ovvalca kdmakei fakt kimi asagidaki lemmani isbal
edak.

Lemma. a>0, b>0\s p> 1 q>1 —+—=1 oldugda
P 4
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ab<-ap+-b4 (24.1)
P A
barabarsizliyi dogrudur.

Isbati. [6;+co) yarimoxunda

-2l

funksiyasmm ekstremum néqtasini axtaraq. <p't) =tp']-1 =0

olsun. t =1 ekstremum (giin subhali ndqtadir. t =1 noqgtasinds
torama 0z isarasini manfiden misbate dayiser. t=1 noqtasi
(p(t) funksiyasmm [0,+00) araligmda yegana minimum
noqtasidir. Ona gora da cp{t) >¢>{\) = 0

—tp+——1t >0 barabarsizliyindan
p q

t< -tp+- (24.2)
P A
alariqg.
1

(24.2) barabarsizliyinds t =a-b'~p gabul etsak, alariq:
-L 1 J 1
a-b-p<—apb‘p+-.
P A

[
llartaraft b‘~p -8 bolsak, telab olunan (24.1) barabarsizliyini

alarig. (24.1) barabarsizliyi Yung barabarsizliyi adlanir.
Teorem 24.1. Tutaq ki, f{x) va g(x) funksiyalari \a,b\

parcasinda inteqrallanan funksiyalardir, 1<p<+co istanilan

odaddir, g adadi iss —+ —= 1 barabarliyindan tayin edilir.

P 4
Onda
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JI/M sM 1~

b ylip b Ki/g
JI/Wr dx mjbl *)[ dx (24.3)
\o / \o

(b \IfP

II(*)+g(*)i<fr <,

(b vl ni/q

< fIIMr <+ flg®Pe (24.4
\a ) \a

barabarsizliklari dogrudur.

Isbati. f(x)=g(x)=0 oldugda (24.3) barabarsizliyini
dogrulugu aydmdir. Ona gére f(x)® 0, g(x)*0 hesab eda
Yunqg barabarsizliyinda

A = H(*)! NI'p” B :fb lg(*)I - (24.5
JI/Wr A Jlg(x)r dx
\a
gabul etsak,
1/(*)g(*)1
(b \ 1/pfb \ Yy
JI f(x)\p dx [l g(x)|? dx
\a J \a /
1 \JwW lg(*)r
. JUWI'Rn o Ji«MTr*

barabarsizliyini alariq.
Bu barabarsizliyi \a,b\ pargasi tzrs inteqrallayib, (24.

munasibatini va —+ —=1 oldugunu nazars alsaq,
P 4
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fb \ /p(b Noa <1
fl f(x)\p dx J g(x)\4 dx
\a J /
olar. Buradan talab olunan (24.3) barabarsizliyini alariq.
(24.3) Dbarabarsizliyi inteqral t¢tin Holder barabarsizliyi adlanir.
Xususi halda p =q =2 oldugda Holder barabarsizliyi

Jf(x)g(x)\dx<
(

fb \,n fb \.n
JIV(x)\2dx e j\g(x)\2dx (24.6)
\a J \a J

soklina dusir. (24.6) barabarsizliyi inteqral dGciun Kosi-
Bunyakovski barabarsizliyi adlanir.

Indi ise (24.4) barabarsizliyini isbat edak.
Aydindir ki,

WF(x) +g(x)\p dx::\f(x) +g(x) '] f(x) +g(x)\dx<

a a

AJF(x) +g(x) M f(x)\dx +
+JIf(x) +g(x) T '\g(x) ldx. (24.7)

barabarsizliyi dogrudur. Sag terafdski inteqrallarm har birina
Holder barabarsizliyini tatbiq edak.
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0

JF(x) +g(x) r \f(x)\dx <

\,/4 \I/p
£[INF(x) +g(X)\p~)gdx |J] f(x) \p dx

W (x) +g(x)\p-\g(x)\dx<

(b \“/4(b /v
\\f(x) +g(x)\(p-1>g dx JIg (x)\p dx
\a

Onda (24.7)-dan

Jf(x)+g(x)\pdx<
NVLIS S ( \|/p“
MV (x)+ g (x)\(P-iia Wi(x)\pdx  + \\g(x)\pdx
<a ) ]
(p- 1)-g =p oldugunu nazaras alsaq,
Wi(x) +g(x)Ipdx< Jf(x) +g(x)\p dx
\a
\,yp fb lip
\WE(x)\pdx + j\g(x)\p dx
\a
alarig. Bu barabarsizliyin har tarafini
(b \YJ
JIf(x)+g(x) |pdx - ifadesine  bolsak, (24.4)

\a

barabarsizliyini alarig. (24.4) barabarsizliyi inteqral Ugcin
Minkovski barabarsizliyi adlanir.
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n

Misal 1. Barabarsizliyi isbat edin: j x24 sinx dx < 2nS

Halli. I~\x24sinxdx isara edsk. Kosi-Bunyakovski
0

barabarsizliyindan istifads edak. Onda
X' n 2n5
M < Jxddx e« “sinxdx (-C05x]|
\o Y Vo 7
Buradan, talab olunan barabarsizliyi alariqg.
Misal 2. Borabarsizliyi isbat edin:

JVi+x247V ldx<J—.
0 *3

Halli.  J =J41 +x2 njx3+1 dx isara edak. Kaosi-

0
Bunyakovski barabarsizliyina gora

1 1

4 575
J2<J(/ +x2)dx *J(x3+ 1)dXx = X ummv - - =
3) o 3 4~-3

Buradan, talab olunan barabarsizliyi alariqg.

Misal 3. Barabarsizliyi isbat edin:

+x3)sinx dx<J2K +.'
0 . ~

Halli. J =|V f+x3)sinxdx isara edsk. Kosi-

Bunyakovski barabarsizliyina gore
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X It N

J 2 < J(I + x3)cEt-Jsinx<ix: = m(-cosxf = 7n+. 2=

=2+ —

Buradan, talab olunan barabarsizliyi alarig.
Misal 4. isbat edin ki,

limf- wmdx=0.
A->c0J J +X

Isbati. 0<x <1 oldugda aydmdir ki, 1<I+x <2
barabarsizliyi édanilir. Buradan, —< —— < 1.
2* 1+X
Muayyan inteqralin malum xassasina gora

il I n 1

—\xndx< f dx <fx"dx.
21 11 +x i

fx"dx——xn+'1 1 oldugundan,
- n+1 0 n+1

— aj
2 n+l -i+x n+1
alarig. Bu barabarsizlikda n — oo sartinda limite kegsak,

I
. X

lim I- -dx =0.
N»0d J 4 x
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Calismalar
1. Miayyan inteqgralin tarifindan istifads etmakla isbat edin ki,

JjCafr = —.

0

2. Miayyan integralin handasi manasindan istifads edarak,
5 2 3

a) A(4x-)dx , b) j@x+7bc  , ¢ jy[9-x2dx
1 | -3

integrallarmi hesablaym.
4

3. integral caminda limita k.egmakls, / =] xJdx inteqralim
[
hesablaym. \l,4] parcasim barabar hissalara bdlin ve Ck arailq

nogtalari olaraq parcalarinm

a) sol uc néqtslarini,

b) sag uc néqtslarini,

c) orta noqtalarini segin.

4. isbat edin ki, istenilan natural n adadi tcin

a In{l +x) =x I i 4 — + dy,
) {I +x) , g . ﬂ)yﬂy
x e (-1;+00) ;

b) arctgx=x~— +— ...+ (-1)nl — —d ,
) % 3 5 (V)’ 2n-1 Iy +1y

x e (- oc;+00) barabarliyi dogrudur.
5. Asagidaki misyyan inteqrallan hesablaym:

a)\jn +5xf ~’ ;

4 .2
e)f-£- ; d)J-£_ A ; KT . * x X
{xIn Ox +1 Dyjx+1+nJ5x +1
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) JVcosx —cos3x dx

It
~2

6. ©vazetma usulundan istifada etmakla asagidaki integrallan
hesablaym:

2 7 N
a)f N=== ; C) }smilxcosxdx ;
OX + VAl X / 0
y f N M dx .. I Xxlec
— . —2=== . ~ —] °
e)ﬁS-Bcosx ’d)ﬁxnlxz-l Y 3]|\ r_—4rx

7. Muayyan inteqral tgun hissa-hissa integrallama disturundan
istifads etmakls asagidaki inteqrallan hesablaym:

a) jIn3xdx ; B) *x2sinxdx ; c) *(x-1)e~xdx ;
1 0 0
2 | 1

e) jx3lnxdx ; d) jexcosxdx ; K) J«(7 +x)dx.

1 0 0

8. Asagidaki funksiyalann x -8 nazaran téramasini tapin.
2x . 0

a) F(x)=J—-dt; b) F(x)= 1+Ildt ;
0 * X
X

c) F(x) =jIntdt (x>0)
1

9. Orta giymat teoremindan istifads etmakls isbat edin Ki,

(VT o<y

10. Kosi-Bunyakovski barabarsizliyindan istifads etmakls isbat
edin ki,
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1<Jyll +x3dx <

11. J =Jn/7+ x4 dx integralim giymatlandirin. Bunun Ggun
(0]

a) Tnayyan inteqral Uclin orta giymat teoremindan,
b) Kosi-Bunyakovski barabarsizliyindan

istifada edin.

12. Asagidaki funksiyalann an kicik giymsatini tapin.

a) /(*)=3}@t- D(t-2)2dt ; b) f(x)=J- J6dt.
n n 1+t

Cavablar
2044 )6 o 5 a9 b7
72
ci' arctge-“"— ; ej/m72 d) 2. arctg— ; k) 14
4 4 4 15
4 Bayl;p 13 ;cl'
)J ) 4 ) 4 77 )

y 7 A nrn
e) —arctg —tg— ; d) --arccos— ; K) —.
) g 2 g8 ) 5 3 ) 6

7.a)6-2e ; b)n--2 ; ¢ ) ; e 4bl2-— ;
e

16

d)P_Q_S__l_:':?_'_rl} — K /«_ 9 a) = AW2ZX ,

2 2
b) -4T+X4 : ¢) ux : d) va

' ' 7+x1°

11.a) 1<J <n[2 ; b)l<J<yfl2.
12.a) - — ; b)--15bl3.

22 3

201



Il FosiL
QEYRIi-M8&XSUSi INTEQRALLAR.

8 25. | nbv geyri-maxsusi inteqral, tarifi, xasssalari

Funksiyanin Riman manada inteqralma tarif verarkan
integrallama araliginin sonlu oldugunu gabul etmisdik. Digar
torefdan isbat etmisdik ki, ager funksiya sonlu oarcada qeyri-
mahduddursa, onda Riman manada inteqrallanan deyildir (bax,
Il fasil, 814, teorem 14.1). Basga sozls, /(x) funksiyasmm
Riman manada integrallanan olmasi Gg¢un integrallama
araligimn sonlu, f{x) -in isa bu araligda mahdud olmasi
zaruridir. Bu iki sartdan birinin pozuldugu hal Gc¢in inteqgral
anlayismi idmumilasdirak.

Farz edak ki, inteqrallama aralii sonsuzdur. OSdad
oxunda U¢ ndv sonsuz aralig var: a va b sonlu adadlsr oldugda
(a,+00), (-00,b)araliglari va (- °o,+co) adad oxu.

Farz edak ki, f(x) funksiyasi (a,+00) araliinda tayin

olunub va ixtiyari geyd olunmus A e (a,+oo) adadi tg¢un [a,A]
A

parcasmda Riman manada inteqgrallanandir, yani, J/(x)Ufx

sonlu adaddir.

Aydindir ki, bu inteqral A-dan asili funksiya tayin edacakdir:

A

F) =jf{x)dx.

a

F(A) funksiyasmm A —» +00 sartinda limitinin vaihgini

arasdirag.
Torif. ©gar A ->+o0 sartinds F(A) funksiyasmm sonlu

limiti varsa, onda bu limits f(x) funksiyasmm [a,+00)
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arahgmda | nov qeyri-maxsusi inteqrali deyilir vo simvolik

+00

olaraq J/(x)tEc kimi isars olunur.

a
Belalikla,
+00 A
jI(x)dx  limj/ (x)dx . (25.1)

Bu halda deyirbr ki, (25.1) geyri-maxsusi inteqrali yigilir ve
/ (x) funksiyasi [a,+00) araliginda (geyri - maxsusi manada)
integrallanandir. ©ks halda deyirbr ki, (25.1) geyri-maxsusi
inteqrali dagilr.

Qeyd 1. ixtiyari geyd olunmus ¢ >a uciln | / (x)dx ve

a

j/ (x")dx geyri-maxsusi inteqgrallan eyni zamanda yi§ilir va ya
C

A c A
dagihr. Bu fakt J/ (x)dx =Jf(x)dx +j/ (x)dx barabarliyina

+00 +00

asaslanir. Beb ki, J/ (x>ix va J/ (x)dx integrallarmdan biri

a c

yigihirsa o biri ds yigihir va tarsina biri dagdilirsa, o biri ds
dagilir. Analoji olarag \/b sonlu adadi uglin (- cc,b\ araliginda

I név geyri - maxsusi inteqral tayin olunur.
b b

Ff(x)dx = lim M (x)dx
ek

f(x) funksiyasmm (.o00+00) araligmda | ndév qeyri-

maxsusi inteqrali ae R ixtiyari geyd olunmus adad oldugda
asagidaki kimi tayin olunur:

jf(x)dx .- M(x)dx+ ~M(x)dx. (25.2)

—00 —00 a
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9gar (25.2) barabarliyinin sag tarafmdaki integrallarm hor

ikisi yigilirsa, onda deyirlar ki, j* (x)dx qeyri-maxsusi
-0

inteqrah yigilir va / (x) funksiyasi (-00,400) adad oxundti

(geyri-maxsusi  manada) inteqrallanandir. BSgar (25.2)

barabarliyinda sag tarefdaki inteqgrallardan hd *olmazsa biri

dagihirsa, onda deyirlar ki, j/ (x)dx geyri-maxsusi inteqgrali

dagilir. Belalikls, / (x) funksiyasi adad oxunun istanilen sonlu

{A'}} parcasinda inteqrallanandirsa va bir-birindan asil
olmayaraq A -> -00, B -> +00 gertinda

+++++

sonlu limiti varsa, onda deyirbr ki, /(x) funksiyasi (-00,+co)

araliginda geyri-maxsusi manada inteqrallanandir.
Beblikb,

+00 B

ff(x)dx = I|m I|m \f(x)dx .

Muayyanllk ugln biz (25. 1) soklinda qgeyri-maxsusi

integrallara baxacagiqg.
+D

Gorlndiyld kimi, J/ (x)dx geyri - maxsusi integralin
A

yigilmast masabsi F(A) =J / (x)dx funksiyasmm A -> +oo

a
sortine sonlu limitinin varh@l masabsina gatirilir. Limitin
varhgi t¢un Kosi meyarina gora F(A) funksiyasmm A —+oo
sortinde sonlu limitinin varhd: Ugun zaruri va kafl sart
Ve >0 (gciin eb M >a adadinin olmasidir ki,
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N >M ,A2>M barabarsizliklarini 6dayan istanilan A, , A2

odadlari Ggin
\F(A2)-F(AX\<E.

barabarsizliyi 6dansin.

Beblikb, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 25.1. (Qeyri maxsusi integralin yigiimasi haqda
Kosi meyart).
40C
jf(x)dx geyri-maxsusi inteqgrahnm yigilan olmasi Gg¢iin zaruri
a
vd kafi sart, \/e >0 adadina gbre eb M >a adadinin

A

olmasidir ki, VA, >M , \fA2>M oldugda, Jf(x)dx <£

olsun.
. dx . L .
Misal 1. geyri-maxsusi inteqralim
22X +Xx-2
liesablayin.
Halli. 1 nbv geyri-maxsusi inteqrahn tarifina
g oot x+L
dx . dx . { 2
= lim I- = lim [-
*X +Xx-2 AP X +x-2 &e>Pf I
X+—
I 2 Yy
(
" d x+— .
=—dim[ . % _—~=_ limn
woofyy | 3/ 1-xX
J 2)
2+A . 2+A
im In -In im_In +—In4
3 Ak 1- A -1 J 1-A 3
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+1

=— limIn +—n4 =~—nl +—1n4 = —1n2,
31]"’&1& 3 3 3 3
Belolikla, 3 %% bl2.
oX +x-2 3
. . dx . . .
Misal 2. j geyri-maxsusi inteqralim
(x2 + X+
hesablaym.

Halli. Aydindir ki, istanilan sonlu \a,B\ parcasinda

f(x)=7 v funksiyasi inteqrallanandir. Tarife gora,
(x2+x +1j
f X
' 7-----51-)-(----sz lim 7dx 7+ lim ' 4 Ty.
+X+ 7] > +1) APn{(x2 +x+1)

Bu barabarlikde x =0 aralig nogtesi avazina adad oxunun
istanilan digar noqtasi gotirula biler. Biz sadalik lglin x =0
noqgtasi gotirduk.

Aydindir ki,
(ox+ = IV  fVP
eyniliyinda x +i=t avaz etsak,
lim [— % im = 9%

B'>'°°'I([)222+X+iy A.*-?-qutx2+x+|j
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v X+ n X+—
= lim | + lim | \oo2d
H-COY 1 \2  A-tHol r\
L+ - X +- +
v * k 2 j
i “I dt i " dt
- E.I-an)J f >\2 !|->|CDJ ( f /tnn
° - 4
+ £) t2 +
2) K2 J
Yuxanda (bax, | fasil, 88.)
dt
(t2+a2f
geyri-muayyan integralini hesablamaq tgin
t 2m-3
J -

m=rnJn.-4 '+aT'+2a'('m-/)
rekurent barabarliyini almisdiq.

Jm lglin alinmis bu barabarlikde m- 2 , a =y_[3 goturak va

nazara alaq ki,
dt



1 2t

lim
f 2\
fimee arcuT 3
2- t2+N9?
v o\ V2
=- lim 28 + ! arctg 28
CLiS N , 51 6 VI
g2+ B
2
v \ /
. 2B 4 ( nN_ 2n
lim arctg-

3J 3N 0Js 343 ~2) 343
Analoji gayda ils géstarmak olur ki,

: dt 2N
LN PRI
(43}
v Vo)
Belaslikls,
dx
P(X 2+*+;)* 343
+00
Misal 3. |—------geyri-maxsusi inteqralim hesablaym.
{x+1
Halli. ! , Xe [0,+qo) funksiyasmi elementar
x3+1

rasional kasrlarin cami saklinda gdstarak.
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| 1X+2
1 3 r

x3+1 x+1 x_2-x+I
Onda tarife gore,

¢ dx T oax 1 Wi Py
= lim | [[im - —5— -dx
*x +1  AHI x
Bu barabarliyin sag tarafindaki integrallan hesablayagq.

V=P S n(x + N8 =In(A +1),

/i n (X—l\dX
I _
\—y— dx = dx =
rx_v-x +1 oll 1\2 rVnJr.V
X— +
Yy 2 J /
2 f a2
M o\ x-
K2, oJ
OK 'V s* o, _Iv +fviv
K2 S 2
1
anpe—x+1) 3 2 X

T 4 3 arctg~ jr
. 2A-1
-InlA2-A +1)-4= arctg arctg
2V Vi 4333
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— A2 p2s 3 arctg2—A1'=1— barctgi[3
4~-3 43
1 12 2 3 2A-1 1 n
™ ~ 73aFC,8~1'|c'D~73'~2'
Onda

dx
lim In(A+1)-In n/A2- A+1 +
o X +1 3 A

7 arctgiA -1

43

71

e
F3 2

. A+ 3 2A-1\
- lim “In +[TTarcl8 +
WA2- A+l  "43 43

A1 1 n 1 3 7t 1 3 71 2tt
3 43 2 3 43 2 3 43 2 343"

Misal 4. 1—== === qgeyri-maxsusi inteqralim
11Xy 1+Xxs+ x*°
hesablaym.

Halli. Tarife gora

dx "
- lim |
XVTHXI+x© Aoy xn31 + X5+ X ©
ovvalca f—= :d)é = = muayyan integralim hesablayaq.
1 Xy 1+ x5+x10

L 11
x5=t avez etsak, x =t5, dx = jdt |, x=1=t=1

X =A=>t =A5olar.
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) 11
b - A =-iM —T+=—+ Jo }5+A1+g/m “+ V|
/

U4l +x5+x'° 5

Bu barabarlikde A —» +oo sartinds limits kegsak alang:

Iimj dx -In - +1 +—In -+
X\JIl + x5+ x S

1, 3+273
n

-1 = iIn 1+
5

M3y
Belalikls,

dx 2\
=—In 1+
jl+Xs+X10 $ \11

Misal 5. far°” X dx' qgeyri-maxsusi

°(l +x2f
hesablaym.
Halli. Tarifs gors,
Tgggic Ijm * OrctgX o
i/ Tilt  \E
(/ + x2f °(y+ x2°

A

] af%g’i A muayyan inteqralim hesablayagq.

°(l +x2f

arctgx =/ avazlamasi aparag. Onda x =0 =>t =0;

X =A=>t=arctgA ,x =tgx, &= % »

cos
1+x2=1+tg2 = olar.
C052t

Ona gors,
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A . arctgA
JC CIVCtg X.

j-dx — 1 teostdt =t-sintT*" +cost ™

= arctgA min(arctgA)+ cos(arctgA)-1.
Axirinci barabarlikda A —+co sartinda limita kegak va nazars

alag ki, A —+00 => arctgA > onda

Jl.i %T (e €(~ dx - AL@O[arctgA-sin(arctgA) +cos(arctgA)]—1 =
0(l +x2)2

7

= *._
2
Beblikb, lim f arCtgX} dx =- - 1.
°(l +x2f 2
Misal 6. Je“dg.cosbxdx (a>0) qeyri-maxsusi
0

integralim hesablaym.

Halli. Tarifa gors

+00 A
fe~axsinbxdx = lim le~asinbxdx .
A%QM-O

A
©vvalca ./ = Je~msinbxdx miayyan inteqralim hesablayaq. Bu
0
muiayyan inteqgrala ardicil olarag iki dafa hissa-hisse
inteqrallama metodunu tatbig etmakls,

- N
J =— 5?--7e aﬂcosbA T§~Te °a0§ir'1b’A'+- b
a +b a +b a +b

alang. Onda aydindir ki,



AIi*m e OQlcosbA = lim e aAsinbA =0

A—>+o00

oldugundan,
t-a.
e msinbxdx -
J a +b2
Qeyd 2. Qeyri - maxsusi inteqr™ handssi maiw
vermak olar. /(x) , \a +q0) aralifinda manfi olmadigila
+00
Jf(x)dx geyri-maxsusi integralmin handasi manasi miiayya
integrala oxsar olaraq f(x) funksiyanin grafikinin yaratdigi
P={{xy): a<x<+0, 0<~< /(x)}
ayrixatli trapesiyanm sahasina barabardir (bax, sakil 3.1]
Aydindir ki, bu ayrixatli trapesiya geyri-mahdud ¢oxluqdur.

+00
9gar Jf(x)dx integrali yigilirsa, bu ayrixatli

trapesiyanm sahasi misyyan adadls ifada olunur.
Masalan, /(x) =— olarsa, a>() oldugda
X
+® A f 1

ff(x)dx = lim f— = lim
. A—rroos jG AIEHEO DY 2a
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oldugundan, uygun ayrixatli trapesiyanin sahasi 942 adadi ils

1
Hads olunur. /M = olarsa,

f— = lim f— = lim InxX\A= lim (inA +Ina)= +00,
3 r N-»-00J vy 14 ->+<i0 . A->+00
n a

oldugundan bu hala uygun ayrixattli trapesiyanm sahasi
muayysn adadls ifads olunmur.

Qeyd 3.1n0v geyri - maxsusi inteqralin yigiimasi Gg¢in
f(x) funksiyasmm mahdudlugu zaruri deyil. Buna aid

nsagidaki misal gostarilacakdir. (bax, 8§28, geyd 2)
0 Ji

Misal 7. j cosxtic inteqrahnm yigilmasim arasdirin.
a

A

Halli. fcosxdx =sinx 1, =sinA va lim sinA limiti
3 ‘0 A-*+cO
a

0
olmadigindan, j"cosxdx inteqrali dagilir.

Misal 8. f—? (a > O) inteqrahnm yigilmasim arasdirin.
X

N-haqiqi adaddir.
Halli. ©vvalca farz edak ki, 1d1

4-00 7 A \]'A
— = Jim fx~ldx = lim = lim
Jx A—t-@j A0 1.1 PR 1-X
a1—i
N> 1lolarsa,
n-1

+ 00, N <1 olarsa.
=1 olsun. Onda
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= lim f — = lim (inA-Ina) =+o00.

¢ 1J—-ko < X A=+
a

f
2

+00

Beblikb, ' %X inteqrali A >1 oldugda yigilir, A <1

oldugda dagtlir. n

I név geyri-maxsusi inteqralin asagidaki xassslarini geyd
edak.

+00

Xassa 1. j f(x)dx inteqrali yigilirsa, cixtiyari haqiqi adad

+00

oldugda Jef(x)dx inteqrali da yigihr Va

+00 +00

Je/Yx)dx =cJ/Y x)dx.

+00 +00
Xassa 2. ~(x)dx ve jg(x)dx integrallan yigilirsa

+00

JI/W +£ g(X)]<ix: inteqrali da yi§ilir va
(0]
+00 +00 +00

JI/W £sWldx=\f(x)dxx\g(x)dx m

Bu faktlarin isbatt misyyan inteqralin muvafiq xas-
salarindan va | név geyri-maxsusi inteqralin tarifindan alinir.
Xassa 3. Oger f(x) funksiyasi [ct,A] aralhiginda

kasilmazdirsa, F(x) bu araligda f(x) -in ibtidai funksiyasi

+00

oldugda, Jf (x)dx integrali yalniz va yalmz o halda yigihr ki,

a

lim F(A) sonlu olsun.
/(->+00
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Isbati. Dogrudan da,

\f{x)dx = F{A)-F{a)

barabarliyindan

+00

rrrrr

a

alang. Burada, F(+00)= lim F(a) isars olunmusdur.
F-++CO

Xassa 4. (Barabarsizliyin integrallanmasi). ©gar
\a,+00) aralifinda /(x)<g(x) barabarsizliyi &danirss va

\f{x)dx va Jg(x)dx geyri-maxsusi inteqrallan yigilirsa onda

M(x)dx < Jg(x)alx (25.3)

barabarsizliyi dogrudur.

Isbati. Dogurdan da VA >a {gciin Riman inteqrahnm
muvafigq xassasina gore
A A

JI(x)t/Ix< Jg(x)<&
barabarsizliyi dogrudur. Sonuncu barabarsizlikds A —»+00
sortinda limitsa kecgsak tslab olunan (25.3) barabarsizliyini
alariq.

826. Manfi olmayan funksiyanin I név geyri-maxsusi
inteqrali
Tutaq ki, /(x) funksiyasi \a,+00) araliginda manfi
deyildir. Onda aydindir ki,

A

F(a) :=Jf(x)dx (26.1)

a
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funksiyasi A -dan asili artan fimksiyadir.
‘o A

Mf{x)dx =Alim jf(x)dx oldugundan I név geyri-maxsusi

inteqralin yigilan olmasi masalasi £ (n) monoton funksiyasmm
A —>+00 sartinda sonlu limitinin olmasma gatirilir. Ona gora
da monoton funksiyamn limitinin varligi haqgind~teoremi

lim FiA) limitina tatbiq etmakls, | név geyri-maxsusi

integralin y1gilmasi hagda asagidaki lemmani alarig.

Lemma 1. Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a, + oo) araliinda
400
manfi  deyildir. Onda Jf(x)dx | ndv geyri-maxsusi

a
A

integralmm yigilmas tgin Jf(x)dx , Ae[a,+ oo) inteqgrallar

coxlugunun yuxandan mahdud olmasi, zaruri va kafidir.
A

Jf(x)dx <M , 3M >0 , A g [<3+00),

a

40 A
Bu halda, jf(X)dX = sup Jf(x)dx .
a<.A<+ 0

Qeyd. Bu lemmadan almir ki, manfi olmayan f(x)
funksiyasmm Jf(x)dx I ndév geyri-maxsusi integralmm
dagilan olmasi uglin zaruri va kafi sert (26.1) barabarliyi ils
tayin olunan F(a) funksiyasmm yuxaridan geyri-mahdud
olmasidir. Malumdur ki, bu halda £ (n) artan oldugundan,

10
lim F(a)= ff(x)dx = +00.

A-F+>
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Teorem 26.1. Tutaqg ki, [a,+ 0o) araligmda
0</(x)<g(x) (26.2)
barabarsizliyi dédanir.
Onda:

1) 9garj g{x)dx integrali yigilirsa, Jf(x)dx integrali da

a a

yigihr,

2) ©gar Jf(x)dx integrali dagilirsa, | g(x)dx integrali da
dagilir.

Isbati. (26.2) barabarsizliyina géraistanilan A >a
tctin

A A
Jf{x)dx <Jg(x)dx (26.3)

barabarsizliyi dogrudur. Tutag ki, Jg(x)dx geyri-maxsusi
integrali y1gilandir. Onda lemma 1-3 géra Ae[a,+ co) oldugda
A

Jg(x)i& integrallar ¢oxlugu yuxaridan mahduddur va demali

a
A

(26.3) barabarsizliyina gora, ham da jf{x)dx , Ae [a,+ co)

integrallar coxlugu yuxandan mahduddur. Onda lemma 1-3

gora Jf(x)dx geyr-maxsusi inteqrali yi§ilir. Teoremin birinci

hissasi isbat olundu.
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T\N —
Indi tutaq ki, Jf(x)dx integrali dagilir. Onda aydimJi
a
D
ki, teoremin isbat olunmus birinci hissasina goérs

A Fkk
geyri-maxsusi inteqrali yigila bilmaz. Cunki, agar j g{X)<I\

geyri-maxsusi inteqrali yigilirsa, onda j'f(x)dx integrali da

+00

yigilardi. Bu isa ola bilmaz. Demali, jg(x)dx geyri-maxsusl

inteqrali dagilr.
Teorem 26.2. Tutaq Ki, /(i) ve g(x)  [A,+a&s)d
araliinda misbat funksiyalardir ve sonlu ve yaxud sonsuz

lim =K (O<K <+00 (26.4)
9{x)
limiti vardir.
Onda:
1) ©ger jg(x)dx geyri-maxsusi integrali yigilirsa vo

O<K <+00 iss, | f{x)dx geyri-maxsusi integrali da yigilr.

a

+00

2) ©ger Jg(x)dx qeyri-maxsusi inteqrali dagilirsa va
+00

O<K <+o00 isa Jf(x)dx geyri-maxsusi inteqrali da dagihr.
a
Isbatl. Tutaq ki, (26.4) sarti 6danir va 0<K<+co,
Ve >0 goturak. Onda misbat sonsuzlugda funksiyanin



limitinin tarifina g6ra els S =S(s)> 0 adadi tapilacag Kki,
\>S>a sartini 6dayan butun x -lar ugiin

I*) K <e
s{x)

li.irabarsizliyi va yaxud

0<44<n™ +ff
g9{x)
horabarsizliyi Odanacakdir. AXxirinci barabarsizlikdan

f(x)<(K + "™ (x) barabarsizliyini alang. Aydmdir ki, |1 név

geyri-maxsusi integralin birinci xassasina gore agar Jg(X)tEc

a

+CO

Integrali  yi1§ilirsa, onda + £Ng(X)u?x  geyri-maxsusi
S

Integrali da yigilir. Onda teorem 26.1-5 gora j f{x)dx qgeyri-

5

imxsusi inteqrali ve demsali, Jf(x)dx inteqgrali da yigihr.
I'coremin birinci hissasi isbat olundu. Teoremin ikinci hissasini
Inbat edak. Tutaq Ki, (26.4) sorti 0 <K <+oo oldugda 6danir.
Ve >0 go6turak. Onda mushat sonsuzlugda funksiyanin

limitinin tarifine gora els S =S(e)> 0 adadi tapilacaq ki,
X>S> a sortini ddaysn bitin x -lar Ggiin """’ >K-e va

9{x)
yitxud /(x) >(K - e)g(x) barabarsizliyi 6danacakdir.
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T™W™W
Jg{x)dx  geyri-maxsusi inteqrali dagilan oldugundan,

foo

Jg{x)dx integrali da dagilandir voe demali, ham ds
S

+00

J(K - s)g(x)dx geyri-maxsusi inteqrali dagflfir. Onda teoreni
5

D

26.1-s gora Jf(x)dx qeyri-maxsusi inteqrali va demsali, haw
S

+00

do Jf(x)dx qgeyri-maxsusi inteqrali dagilir. Teorem ishat
a

olundu.

n

. 3} . . Ycos2 . .
Misal 1. Gostarin ki, ] Y—dx a<l, geyri-maxsusi
1 N

inteqrali dagilir.
Halli. \/M e (7,00) go6turak. n -i ela se¢ak Kki,
nn>M olsun. A, =TUT va A2=2nn gotirak. Onda

A 2 2m 2 1 2m
fcos X rcos x , ~ 1 r 2 1
ax - dx> -----mm- lcos xdx-
3 v - v 2[7(n3
"™ 1+ cos2x g 1 7 ax L r cos2x d
X = . X =
2nn 2m J 4 ﬂlﬁ]\] 1)

=— (2m - m) =
4m

emali, s <4—o|duqda ixtiyari M >1 tgun eb
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P 2
N=TT>MVvanr2=2T >M adadlari var ki, J‘/\ g/ x >L

barabarsizliyi ¢danir.

M 2
Ona go6ra ds Kosi meyarina gors f dx integrali
dagtlir.
COSZX C082X
a <1 oldugda — -—> oldugundan, teorem 26.1 -3 gora
X X
“tos’x
f— dx inteqrali da dagilir.
J/ \
Misal 2. R X LK — integralmm  yigiimasini
ql +x sirn x
urasdirin.
Halli. Vjce [0,+00) dg¢lun sin2x <1 oldugundan

uydmdir ki, 1+ x2sin2x<1 +x2
borabarsizliyi dogrudur.Axinnci barabarsizlikdsn Vx e [0,+00)
(ictn
X > X
1+x2sin2x 1+x2

+00

barabarsizliyini  alariq. T Fdx integrali  dagilan
B1l+x2

oldugundan, teorem 26.1-3 g6ra baxilan inteqral dagilr.
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§27.1ndv geyri-maxsusi integrahn yigilmasi
dcun kafi sart

Tutaq ki, /(x) funksiyasi [a,+00) araliginda ixtiyiil
isarali giymatlar alir.

Teorem 27.1. (Umumi migayisa alamati). Farz edt
ki, a<x< +00 araliginda ®

\f(x)\<g(x) (27.1),

barabarsizliyi dogrudur. Onda:

1) ©ger Jg(x)dx integrali yi§ihlirsa, j"/(x)<ix integrali

a a

yigilhir.

2) 9gear Jj/(x)|& inteqrali dagilirsa, Jg(x) integrali
dagihr.

Isbati. Bu teoremin isbati bilavasits teorem 26.1-da
almir. Bununla bels, bu teoremi Kosi kriteriyasmdan istifac

+00

etmakls isbat edsk. Farz edak ki, Jg(x)<f£c | ndv qeyri

maxsusi inteqrali  yigihr. Onda Kosi meyarina g
VE>0 dd¢in 3M(e)>a var ki, A,>M A} >
barabarsizliyin ddayan istanilan A, va A2 adadlari g¢lin

"2

Jg(x)dx <£

olacaqdir. (27.1) barabarsizliyina ve muayyan integralin mali
Xassasina gore

Jf(x)dx < Jg(x)dx <E.
n,
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Sonuncu barabarsizlikdan alirig ki,

VAj >M, VA2>M oldugda, Jf(x)dx <s .Basqa sozls,

I f {x)dx inteqgrali yigilr.

Qeyd. (27.1) barabarsizliyinin bitin [a,+00) araligmda
dogrulugu hokm deyil. Kifayatdir ki, els b > o0adadi olsun ki,
[b,+00) araliinda (27.1) barabarsizliyi dogru olsun.
+00 b +00 b
\f(x)dx =\f(x)dx +\f(x)dx barabarliyina gors| / (x)dx

a a b a

+00

sonlu  kamiyyati J/ {x)dx inteqrahnm yi§ilmasina va

a

+00

dagilmasina tesir eda bilmaz. Ona gdéra da J/fx)dx
b

+00

integrahnm yigiimasindan, J/ (x)dx inteqralimn yigiimasi

uhmr.
Teorem 27.1-ds g(x) funksiyasi olarag xisusi halda

funksiyasi gabul etsak, asagidaki naticani alariqg.
xa

Natica. (Mlgayisa alamatinin xususi hall). Farz edsk Ki,
O<a <x <+00 araliginda f(x) funksiyasi Gcin \f(x)\<~-
X

harabarsizliyi 6danilir, burada ¢> 0 va J1>1 muiayyan sabit

+00

ndadlerdir. Onda |/ (x)dx integrali yigihr. Bger A< 1
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oldugda eb c¢>0 sabiti varsa ki, 0 <a <x <+00 arali§indu

c
\f(x)\>7— barabarsizliyi ddanilir, onda J/ (x)dx dagilr.

-tw

Tarif. ©gar Jj/(x)\dx inteqgrali y1gilirsa, onda deyirbr ki,
+00 #
JI(xX)cEc integrali mitbqg yigilandir. Bu halda deyirbr ki,

a

f(x) funksiyasi [a,+00) aralijinda mutbq inteqrallanandir.
Jf(x)dx integrali yigilan, "\f(x)\dx inteqrali isa

a a

0
dagilan oldugda deyirbr ki, J/ (x)dx inteqrali sarti yigilandir.

a

Askar f(x)< |/(x)j barabarsizliyindan alinir ki, mithq
yigilan integral sarti yigilandir. Lakin sarti yigilan integralin
mitbqg yigilan oldugunu hokm etmak olmaz.

Bu fakta dair asagida misal gostaribcakdir (bax, 8§ 28,
misal 1).

Mutbg yigilan geyri-maxsusi inteqralm asagidaki sada
xassasini geyd edak.

Lemma. ©gar f[x) funksiyasi [a,+00) aralijinda mitbq
integrallanandirsa, g(x) funksiyasi iss bu araligda
mahduddursa, onda /(x)-g(x) hasili \a, + 00) araliinda miitlag
integrallanandir.

Isbati. Dogurdan da, Riman manada inteqgrallanan iki

funksiyanin hasili Riman manada inteqgrallanan oldugundan,
A

VA >a dcln sonlu [a,A] pargasinda Jf{x)g{x)dx integrali
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tw

vardir va demali, Jf(x)g{x)dx qeyri-maxsusi inteqralindan

a

danismagq olar.
g(x) funksiyasi [a +00) arahiinda mahdud oldugundan els

c>0 sabiti var ki, istanilan x e [a,+00) uclin |g(X)j<c
barabarsizliyi ve demali,

\f(x)g(x} <c\f(x\
0
barabarsizliyi 6danacakdir. Onda “\f{x\dx inteqrali yigilan

a
0

oldugundan, imumi miuqayisa alamatina gdra J|/(x)g(x)|(fc

a

inteqrali yigilandir.

+00 i
. COS XuX . .. .
Misal 1. ©  =r-dx inteqrahnm yigilmasim arasdirin.

I 1+X

+00

Halli. ©vvalcs [ CZ[Xj integrahnm vyigildigim gostarak.

01+x
7 dx. _ . f dx. _ . A N COSX 1
= lim j = lim arctgx ,
{1+x° *=>k01+x  n**0 o ~~2 1+x2 1+x2
< AN
oldugundan va il j inteqrali yigildigr Gglin teorem 27.1-3
+ X

. Ccosx . S
gora jdx inteqrali yigihr.
I 1+x
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an

Misal 2. j e x dx integralmm yigiimasmi arasdirm.

A 1
Halli. je~x dx inteqralmm (Puasson integrali) elementar
0
funksiyalarla  ifades  olunmadigi  malumdur. dwalca
Je~x dx integralmm yigiimasmi arasdiraq.
0
+00 A

I£e~xdx :d_%%eﬂdx: A’{mm(~e~A+ =1

A

oldugundan, Je~xdx -inteqrali yigilir.
0

x>1 oldugda e~x <e'x oldugundan, je~x dx integrali yigilr.
1

Onda teorem 27.1-dan sonraki geydi nazara alsag, je~x*dx
0
integrali da vyigilir. Integralalti funksiya cit oldugundan

0 +00

Je~x*dc inteqrali da yigilar. Ona gora da j e~x*dx inteqrali

yigtlir.

+00

Misal 3. J = Q—?)E,ﬂ, inteqralimn yigiimasim arasdirm.
e x“In x

Halli. Mimkin olan ¢ hala baxaq. 1) a >1, 2) a =1,
3) a <l
1) a >1olsun,onda a =1+2S, S >0 yaza bilsrik.

() Leaor o0o=
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L ) J_ ;
gabul edsk. Ixtiyari (5 Gg¢ilin ,A_|>n+1«xgm e 0. Ona gors da els

x0>2 var ki, x >X0oldugda 0 <g(x)= 'yinp < 1. Sonuncu
X

barabarsizlikdan aling ki, xe[xo,+co] oldugda 0 <f(x)< —+s

f dx
barabarsizliyi dogrudur. Onda 8 >0,x0> 2 oldugda |

tw

integrali yi1gildigindan, |/ (x)dx inteqrali yigilir. Ona gora
j sy j- integrali dayigihr.
2) a =1 olsun. Onda, J= JC ldjx integralinda Inx =t

. 7 d(l d
avazlamasi aparsaq, | Ll an :ﬁ 5 alarig.

2 In X In2 1
Malumdur ki, (5> 1oldugda sonuncu integral yigilir. Demali
a =1 halmda /3>1oldugda J integrali yigihr, /?<1

olduqda dagilhir.
3) a <1 olsun. Onda a adadini a =1-20 , S >0 saklinds

yaza bibrik.  f(x) =—zrg(x), g(x) =xs(Inx)~p  olsun.
X

limg(x) =+00 . Ona gora do x >x0>2 oldugda g(x)> 1

yaza bibrik. J —rjdx (S>0) inteqrali dagildigindan,
\f(x)\>— barabarsizliyina asasen deysa bibrik ki,
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j2v)

-inteqrali dagilir. (bax, teorem 27.1-dan ¢ixan
\ T xalnpx

natica).
Naticada aliriq ki, ./-inteqrali a> 1, /3 ixtiyari oldugda
va a =/, P >1 oldugda yigilir, galan hallarda dagilir.

§28.1n6v geyri-maxsusi integral Ggiin hissa-hisss

inteqrallama disturu va dayisanin avaz edilmasi.

Birinci ndv geyri - maxsusi inteqrallar tc¢iin hissa -
hissa inteqrallama disturunu isbat edak.

Teorem 28.1. Farz edak ki, un(x) va Vv(x)

funksiyalari \a, + 00) araliinda kasilmaz tdramalara malikdir
va limu(x)u(x) =L sonlu Ijmiti vardir.

Onda,
D D
[u(x)u'(x)dx va ju(x)u'(x)dx (28.1)

integrallarinin birinin yi1gilmasi digarinin ds yigiimasim tamin
edir va

+00 +00

| u(x)v'(x)dx =L-u(a)o(a) - Jufx)u'(x)dx (28.2)
a a
disturu dogrudur.

Isbati. ixtiyari \a, A] parcasina baxaq. Bu parcada
u(x)u'(x)ve u'(x)o(x) funksiyasi kasilmazdir. Ona gora ds,
muisyyan inteqral Gcln [a, A] parcasinda hissa-hissa inteqgral-
lama disturuna asasan

A A A

Ju(x)o'(x)dx =u(x)i(c) - JIun(x)v(x)dx
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nx)o(x)\* =u(A)v(A)-u(a)u(a) ifadasinin A -» +00
sartinda limitini hesablayaq.

AIrim w(cu(x) =L-u(a)v(a).

(28.3) barabarliyindan alarig ki, (28.1) inteqrallarindan birinin
yigilmasi digsrinin yigilmasim temin edir ve (28.2) dusturu
dogrudur.

Teorem 28.2. Farz edak ki,

1) /(x), [a,+00) yarimoxunda kasilmazdir;

2) x=<p(t) [a,+co) ( va yaxud (-oo,0r] ) aralijinda tayin
olunmus kasilmaz diferensiallanan, ciddi monoton funksiyadir
va giymatlari ¢coxlugu [a,+cc) araligina daxildir;

3) Ppfoc)=a .

Onda Jf{x)dx wva Jf(<p(t)(p'{t)dt (yaxud

a a

j f(<p{t)p'{t)dt ) inteqgrallarimn birinin yigilmasi digarinin

yigiimasim  temin edir va  AMf(x)dx = A {(p{t))cp'{t)dt

+0C

(yaxud jf(x)dx =-jf((p(t))(p'(t)dt)

a

Isbati.  Dogrudan, VA> a icin [a A] parcasinda
muayyan inteqral c¢lin dayisanin avaz olunmasi teoreminin
batin tslablari 6danir. <p(t) monoton oldugundan eb [a,r]
parcasi var Ki, Ig[a,r] oldugda x =<pt) funksiyasmm
giymatlari coxlugu [a, A] parcasim doldurur ve ¢p(T) = A. Ona
gora ds gj(t) >0 olduqda
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Jf(x)dx =jf(<p(t))c'(t)dt , (28.4)
<p'(t) <0 olguqda a
n
JI(x)N =-3/("()V (0"r> (28.5)
" ; t

barabarliyi dogrudur.

X =cp(t) monoton oldugundan, <p'(t)>0 olduqda
A —+00 olmasi r -» +co olmasi ila ekvivalentdir. o’(t)<()
oldugda A —+00 va 1 -> -00 sartlari ekvivalentdir. Ona gora

de (28.4) va (28.5) barabarliklerinds A -> +oo $artinds limits
kegsak,

+00 +CO

JH{x)dx = JH{(p{t))(p’ (t)dt,

va ya
Jf(x)dx =- Jf(c(t))cp'(t)dt

barabarliklarini alariq.

+00 .
. rsSiyrx . .. .
Misal 1. dx geyri-maxsusi inteqralmm midtlagq va
0 X

sorti yigiimasim arasdirm.

Halli. 1im°>'™* =1 oldugundan, integralalti funksiyam
*_*» X
X =0 noqgtasina kasilmaz davam etdirmak olar. Alinan
sinx
, X ®O0;
I(*)= X
1, x =0,
fimksiyasi [0,+ 00) aralifinda kasilmaz funksiya oldugundan,
istanilan [OM] (A>0 parcasinda Riman manada
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+

9
. . . sinx ) .
inteqrallanandir  va  demali, f dx  geyri-maxsusi
J \"
O n
Psm X
integrahnm  manasi vardir. Aydmdir ki, dx wva
jO \%

f——)’z—dx geyri-maxsusi integrallan eyni zamanda yigilir ve ya
I n
dagilir.

Gostarak ki, bu integral yigilandir.  Hisss-hissa
integrallama disturunu tatbig edak.

+00 +0 , +CO 4-00

rsinx el . 4, COSX r
dx =- —d\cosx)=---------- + {cosxd (-
X X Y J u
+00
COS X ,
=cosl- |——or
JI X
COS X

< ~ Dbarabarsizliyinin dogrulugundan ve f— qeyri-
X2 X J X

maxsusi inteqrahnm yigilmasindan, Gmumi migayiss alamatina

gora (bax, teorem 27.1) f'ﬂj?-(dx geyri-maxsusi inteqrali
/ *
yigilandir.  Demali, [ dx  geyri-maxsusi inteqgrali
/ *

3 o Ufsinx . o y
yigtlandir. Indi gostarak k i, dx integrali mitlaq yigilan
JI v

co0[
deyildir, basga soOzls f- -dx qgeyri-maxsusi integrali
1
dagilandir. ©ksini forz edsk. Tutag ki, bu geyri-maxsusi
integral y1§ilandir. Asagidaki askar
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barabarsizliyindan istifads edak. Aydindir ki, agar Iswxd

n
geyri-maxsusi inteqrali yigilan olarsa, onda Umumi migayin*
+00 2
. ; rsin’ x
alamatina go6ra (bax, teorem 27.1) dxva dermll,
\"

1 +o0

1- cos2x . .. L
I/I dx qeyri-maxsusi integrali yigilardi.
Onda, sonuncu qeyri-maxsusi inteqralin {zarina yi§ilan

cos 2X . .. .
dx geyri-maxsusi inteqralim slava etsak, alman

1 4dx

geyri-maxsusi inteqrali da yigilan olardi. Bu geyri-maxsusi
inteqral iss dagilandir. Alman ziddiyyat onu gO0starir Ki,

CE)NUCI ) ] . )
Wy -dx geyn-maxsusi inteqrali dagilandir.  Demali,
I

+®I

sinx
f- -dx inteqrali da dagilandir. Belslikla, [YWXdx gevri-
[ b M

maxsusi inteqrali sarti yigilandir.

+00

Misal 2. isbat edin ki, jsinx2 dx qeyri-maxsusi
0

integrali y1gilandir.
Halli. x =-yfz avazlamasi aparaq. Onda

* - J'lmfsint



Mi barabarliyin sag tarafmdaki qeyri-maxsusi inteqrali iki

Integralin cami saklinda gostarak:

Trrirknfr

-
HT*f=-=0  oldugundan, fALL-dt  integrali maxsusi
M+ V/ o V/

# sint . . . .
—j~dt integralma hisse-hissa inteqrallama

£/\

Integraldir.

(listurunu  tatbiq edsk. u=-"= , do =sintdt gétiirek.
V/

7 --
cdw= —2 ? 2dt, n =-cost olar. Onda

rsinf 1 74 cost 1*7 cost
—r™dt = cost — _ ——dt=— _ —7TFdt.
JS S 23 - 2J) -
2 b2 5 12
\cost\ 1 77, . . .
y-1<-y oldugundan va | —dt qeyri -maxsusi inteqrali
t2  t2 § t2

yigilan oldugundan, ilmumi miiqayise @alamatine gors

+00

J —y-dt integrali mutlaq yigilandir ve demali yigilandir.

f
0

gayda ila isbat etmak olur ki, jcosx2dx

Analoji
0

+00 +00

inteqrali da yigilandir. Jsinx2dx va Jcosx2dx inteqrallan
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riyazi adabiyyatlarda Frenel inteqrallan adlanir va difraksiyit
nazariyyasinda rast galinir.

Qeyd 1. Yuxarnda baxdigimiz Jsinx2dx Frenol

0
integrali  yigilandir, ancaq aydmdir \d, f{x) =sinx
funksiyasmm X —>+o0 Sartinda limiti yoxdur. jBu misal onu

gosterir ki, [f{x)dx geyri-maxsusi integralmm yigilan olma«
a

sina asaslanib, x-++co sartinda /(x)-in sifra yaxinlasmasini

hékm etmak olmaz.

+00

Misal 3. lisbat edin ki, ~xcosx4dx inteqgrali

0
yigilandir.
+C0
Halli. / = Jx-cosx4dx inteqralinda x2 =t avazlamasi
0

y +00

aparaq. Onda / = —\costAt alariq. Yuxanda go6stardik ki, b

Z0
D
inteqral yigilandir. Belslikls, verilmis ~x cosx4dx inteqrali
0

yigilandir.
Qeyd 2. Aydindir ki, /(x)=x-cosx4, xe [0,+00)
funksiyasi mahdud deyildir. Bu misal onu g0starir ki, agar

f{x) funksiyasi x -> +o0 $artinda geyri-mahdud oldugda da
+00

Jf(x)dx inteqrali yi§ila bilar.

a
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Jjﬂfx 605).4

Misal 4. —dx integralmm  yigiimasini
ax |j00

arasdinn.

Halli. Vx =t avazlamasi aparag. Onda
X =t1, dx = 2tdt ve
Tyjxcosx i 2 ‘i 700 1
_M)X— dx=2" — cosf dt=2  7-- msr dt =
I x+100 bt 2+100 At +100,

2 2
=2 fcost2dt - 200 f oV dt
t it2+100

olar. Yuxarida gostardik ki, jcost2dt qeyri-maxsusi integrali

+00 t
yigilandir. Digar tarafden aydindir Ki, jC COSIX & YN

maxsusi integrali yigilandir. Dogurdan da, JGD—Z at geyri-
0

maxsusi integrali yigilan oldugundan va g(t)=cost§

funksiyasi mahdud oldugundan, onda 8§27-ds isbat olunan

lemmaya asasan,
% cost’
dt
*2+ 100

inteqrali yigilandir. Beblikb, baxilan inteqgral yigilandir.
Gostarak ki, bu integral mitlag yigilan deyildir, yani

#n[x ICOSXi ) ) .. .
tome 1dx integrali dagilandir. ©ksini farz edsk. Tutaq ki,

bu inteqral yigilandir. Askar cos2x <\cosx| barabarsizliyindan

istifads edak. Vxe [0,+ co) Ugin
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nixcos X nix
<

x +100 x+100
barabarsizliyi dogru oldugundan, idmumi miuqayise slamatina

{cos X

gora  --—--- ¢ _0_§_2_3<dx inteﬂrali vo demall f---Y-)S---—I-'-—Cof-z-z(-d’x
100 | x +100 2
integrali yi§ilardi. Sonuncu integrali iki Ateqgralin cami
soklinds yazaq:

7 nalx | +cos2x ™ 17n/x cos2x

] x+100 2 “2)]x+100 +-21 x+100

- |

C
Aydmdir ki, J [ag” “nteclra® dagilandir. Ona gora

I 2
*ﬁ/& cos x ™ inteqrah yigila bilmaz. Bu ise onu gostarir ki,
¢ X +100

“F-yJIx\cOSx\

] Wﬂ@«ﬁ—m integrali dagilandir. Beblikb, baxilan inteqgral

mutbq yigilan deyildir, sarti yigilandir.

829.1n6v geyri-maxsusi inteqral tctn Dirixle va Abel
alamatlari

Teorem 29.1. (Dirixle alamati ). Farz edak ki, [a+00)
araligmda

1) f(x) funksiyasi kasilmazdir va istanilan sonlu
[a,A] (A >a) parcasinda mahdud ibtidai funksiyasi vardir.

2) g(x) funksiyasi [a,+°0) araligmda kasilmaz
diferensiallanandir, azalandir va x -+ +o00 gartinda sifira
yaxinlagir : J(I;erk(l)og(x): 0.

Onda

238



IIM &M * (2911

geyri-maxsusi integrali yigilandir.

Isbati. Teoremin sartina géra /(jc) *g(x) hasili
kasilmazdir va demali bu funksiya istaniloen [a,A\ (A> a)
parcasinda Riman manada inteqrallanandir. Ona goéra ds
f(x) mg(x) funksiyasmm geyri-maxsusi integralindan
danismagq olar.

X

F(x) =j f(t)dt funksiyasina baxaq. Teoremin sarting

a

gora F(x) funksiyasi \a,+oo) aralijinda mahduddur, yani els
M >0 adadi var ki, Vxe[a+00) lc¢in \W{x]<M

barabarsizliyi 6danilir.
A

Jf(x)g(x)dx (a <A <+o00) integralma hissa - hisso

a

integrallama disturuna tatbiq edak

fFi(x)g(x)dx = j g{x)dF{x) =

a a

=F{A)g(A)~ F(a)g(a)~ JF{x)g'(x)dx. (29.2)

a

g(x) funksiyasi [a,+o0) aralifinda azalan oldugundan
[a,+00) araliginda g'(x) <0 barabarsizliyi dogrudur. Onda

A\ g & =-M g {dx =

a a

=-M (g(A) - g(a)) =M (g(a)- g(A)) <Mg(a).
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barabarsizliyi dogrudur. Cunki, g(x) azalan va x ->+00
sortinda sifira yaxinlasmasmdan alimr ki, g(x) >0 olmahdir.
Demali, xtsusi halda g(A) >0.

A
Belalikla, |j/7(xX)g'(x)j(xc inteqrallan YA > a {c¢iin mahduddur,

a

o ¢

Onda aydmdir ki. 8§26, lemma 1-3 gbéra j F(x)g'(x)dx integrali

muatlag yigilandir ve demsli, yigilandir. Ona gors,
A

nlimmJI'F{x)g'{x)dx limiti var va sonludur.

[F(1] <M oldugundan va A ->+0 sartinds g(A)—0
oldugundan, AIlEJCD F(A)g(A) =Q.

Belalikls, (29.2) barabarliyinin sag tarafmdaki har iki
toplananin A —+00 sartinda sonlu limiti vardir. Demali (29.1)
inteqrali yigilandir. Teorem isbat olundu.

Teorem 29.2. (Abel alamati). Tutaq ki, [a + 00)
araligmda

D
1) /(x) kasilmazdir va j f(x)dx geyri-maxsusi inteqrali
yigilandir
2) g(x) kasilmaz differensiallanandir, mahduddur VO

monotondur.
10

Onda Jf(x)g(x)dx inteqrali yigilandir.

isbati. Gostarok ki, Abel alamati Dirixle alamatindan
D 0

alinir.  Aydindir ki, J/(X)g(X)<ir vs
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integrallan eyni zamanda yigilir ve yaxud dagilir. g(x)
funksiyasi ~ monoton  oldugundan, g(x) va - g(x)
funksiyalarmdan biri azalandir. Muayyanlik Ggun tutag ki,
g(x) azalandir. g(x) monoton azalan va mahdud oldugundan

onun sonlu iimiti vardir: )Igim g(x) = ¢ olsun. Onda aydindir ki,

g(x)-c fargi x->+co sartinds monoton azalandir va sifra
yaxinlasir. /(x)- g(x) hasilini asagidaki sakilda gdstarak
1(x) *g(x) = I(x)[g(x) - c]+c/(x) (29.3)

+00

Teoremin birinci sertina gbre Jcf(x)dx inteqgrali yidilandir.

a

Teoremin  birinci  sartinden alinir ki, x>a olduqda

X
f'(x) =Jf(t)dt inteqgrallan mahduddur. Dogurdan da,
a
X +00
>|(_I*Tm|:(x)= deff(t)dt: J[f(x)dx

sonlu limitin varhgmdan c¢ixir ki, F(x) funksiyasi + oo sonsuz
uzaqglasmis noqtanin Tiayyan w(+o0)={x: x > b} satrafinda
mahduddur. [a b\ parcasmda F(x) kasilmaz oldugundan
mahduddur. F(x) , /(x) -in [a+o0) araliginda ibtidai
funksiyadir. Demali, /(x) -in [a,+00] arahgmda mahdud ibtidai

funksiyasi vardir. Beblikb, [/(x)[g(x)-c]cic integrali Gcln

Dirixle slamatinin batin sartbri  6danir. Onda (29.3)

+00

barabarliyina asasan hokm edirik ki, jf(x)g(x)dx inteqgrali

yigilandir. Teorem isbat olundu.
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Misal 1. E)s—d (a >())- integralmm sarti va mitbhq

I x
yigilmasim arasdirin.
Halli. f(x) =cosx olsun. Aydindir ki, bu funksiyanin

\I, +00) araliginda F(x) =sinx mahdud ibtidai funksiyasi
vardir. g(x)=— go6tirak. Aydindir ki, bu funksiya a >0
X

oldugda monoton azalandir va )I(ijpog(x): 0 . Onda baxilan bu

geyri-moxsusi inteqral Dirixle alamatina gors yigilandir.

+00

Misal 2. ./ = f(ex+x)cos(e2)dx inteqralmm yigilmasmi
(o]
arasdirin.

Halli. e =t avazlamasi aparaq. Onda 1= ~"nt>

dx = E; X =0=>t-1, X =+400=>r =+00 olar. Onda
J = j(ex+x)cos(e2x)dx = yft +—Intacost—
0 2t
= _Ir C—\f\}d’ Lr Int costdt.
2\ 4t t

cost funksiyasmm [!,+<*>) araliinda ibtidai funksiyasi

mahduddur: |sinx\<J . X= va ~  funksiyalari /->+00
yit v/

sartinda sifira yaxinlasir. Dirixle alamatina gora bn
barabarliyin sag tarafindaki har iki integral yigihr. Ona gors do
baxilan integral yigihr. Mitlag yigiimam arasdiraqg.

f 1 Int
\4t 2t

olsun. Onda
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t> 1 oldugda <p(t\5V>%t, \cost\>coszt=_|-f_92_°_§_2_'5
- " N

oldugundan, <p(t)\cost |> _I__Jf_czlf){?_z_t 1A

C | +cos2t , 7 7 ot
A pgar R UL

4t 4t - 4t

+00

Aydmdir ki, | "~~~ -dt -inteqrali yigithr, J ~ integrali iss

1+ 2t . C s
dagilir. Ona gora da [ (::S dt inteqrali dagilir.

Demali, imumi migayise alamatina gors i7Jl cost‘] ] —Jt |2ntt}
1 [ ]

inteqrali dagilir. Belslikls, baxilan inteqral yalmz sorti
yigilandir.

8§ 30. Il ndv geyri-maxsusi inteqrallar.

ovvalki paragraflarda integrallama araligi sonsuz olduqda
geyri-maxsusi inteqral anlayisi tayin etdik. Indi isa integrallama
arahginda funksiyanm geyri-mahdud oldugu hala baxaq.

Farz edak ki, f(x) funksiyasi \a,b) araiigmda tayin olinub.
ogor f(x) funksiyasi [a,b) aralifinda geyri-mahdud, bu
araligda yerlasan ixtiyari [a,b- e\ (f >0)parcasmda mahdud-
dursa, onda b- négtasina /(x)-in maxsusi ndqtasi deyacayik.

Tutaq ki, har bir [a,b-e\a \a,b) parcasinda f{x) integ-
rallanandir. Onda \a,b-e] parcasinda asagidaki barabarlikle
e -dan asili funksiya tayin edak.



F(s):= Jf(x)dx

Tarif. ©gar F{s) funksiyasmm e = 0 ndqtasinds sonlu sgjjt
limiti varsa, bu limits f(x) funksiyasmm \a,b] pargasinda I
ndv geyri-maxsusi inteqrali deyilir va simvolik olaraq

b
jf{x)dx (30.1)
a
kimi isara olunur.
Belalikls,
b b-£
Jf(x)dx = lim J/fx)dx. (30.2)

Bu halda deyirlar ki, (30.1) qgeyri - maxsusi integrali
yigilandir va f(x) funksiyasi [a, ft] parcasinda geyri - maxsusi
manada inteqrallanandir. ©gar £ (e) funksiyasmm sonlu sag

limiti yoxdursa, onda deyirbr ki, (30.1) qeyri - maxsusi
integrali dagilandir.
a-nogtesi maxsusi néqta olduqda, Il ndv geyri - maxsusi
inteqral

b b

\f(x)dx :=lim jf(x)dx

a +a+Q

barabarliyi ib tayin olunur.

Bgar [a, ft] parcasinm sonlu sayda daxili noqtasi f(x)
funksiyasmm maxsusi nogtesidirsa, onda bu halda da Il nov
geyri - maxsusi integral anlayisi tayin etmak olar.

Sadalik Ug¢un tutag ki, [a,ft] parcasinm a va ft uc
noqtebri ve ce(a,b) daxili noéqgtesi f(x) funksiyasmm
maxsusi noqtabridir. Onda
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0 t-52 b-e4

Jlf(x)dx:z él% Jf f(x)dx +EI3!£I(‘)1 Jff(x)dx
e2-+0 ate, e4->0 c+e3
Bu barabarliyin sag tarafindaki s, (i =1,4) dayisanlarinin biri

digarindan asili olmayaraq sifra yaxmlasir.
Misyyanlik Gc¢ln (30.2) barabarliyi ils tayin olunan Il
név geyri - maxsusi inteqrallan dyranacayik.

Misal 1. Gostarin ki, f(x)=—p-— funksiyasmm
41-x2
[0, /)yarimintervalinda geyri-maxsusi inteqrali yigilandir.

Halli. x = 1 négtasi bu funksiya ¢lin maxsusi noqgtadir.
Onda, tarifa gors
fodx . 'rodx . |be
— = lim w 7= lmarcsinxl™ =
141-x2 ~0{41-x2 ~0t

= lim arcsinil —s) =—
e-*0+ \ ) 2
Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a, b) araligmda tayin
olunmusdur har bir [a, b - s ] parcasinda kasilmazdir ve x = b
/(*) -in maxsusi noqtesidir. Bgar f(x) -in [a b) arahdinda
F(x) ibtidai funksiyasi varsa, onda

\f(x)dx =F{b-e)-F(a)=F(xX;* . (30.3)

Belsalikls, b noqgtasi maxsusi noqgte oldugda~f{x) dx Il név

a

geyri-maxsusi inteqralin varligi, lim F(b - e) limitinin sonlu
e->0+

olmasina ekvivalentdir. ©gar sonuncu limit varsa, onda tabii
olarag bu limit F(x) ibtidai funksiyasmm x =b ndéqgtasindo
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F(b) qiymati kimi qabul olunur ve bununla da, F(x)
funksiyasmm batin [a,ft] parcasmda kasilmazliyi tawuin

olunur. ©gar (30.3) barabarliyinds e -> 0+ sartinds limit#
kegsak,
b

Jf(x)dx =F{b-0)-F{a) # (30.4)

a
alarig. (30.4) disturuna ft maxsusi ndgta oldugda Il név gey! i-
maxsusi integral G¢lin Nyuton-Leybnis dusturu deyilir.
(30.4) disturunda nazards tutulur ki, /(x) funksiyasi har bit
\a, ft- A (O<£ <ft- a) pargasinda Riman manad
inteqrallanandir. (a,ft) araliginm daxili ndqtesinds f(x) -in
maxsusi nodqtasi varsa, onda, Umumiyyatls desak, (30.4

. o . fodx . i
disturu dogru olmaya bilar. Masalan, = —r inteqgralinda x « ft
| XA

noqtesi integralalti f(x)=— funksiyasmm maxsusi ndqtasidil
X

va x =0 noqtasinda /(x) oo-a gevrilir. ©9gar P% integralinn
)
formal olarag Nyuton-Leybnis dlsturunu tatbiq etsak, onda

= =-2 alarig. Digar tarafdan integralim

-1 x x -1 , X

asagidaki kimi iki inteqralincamisaklinda yazs_aq,
rdx __rdx r dx

—‘]I n J—! n+J 0 n
bilavasite tarifdan istifadsetmakla, asanliglainanmaq olar ki,

\ \ —yintegrallannm har ikisidagilandir. Dodurdan

-1 X 0 X
da,
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£ «0Fe

[* 1im IUn = lim
IV £F*2@+J-E\Xk 600 X) e-*0+
( \
- = -lim -- +1 —-oo0,
J\I \/y £I|>rg Jf j EII’[Q eJ’Q.J» £ °°

Belalikla, Jf i—‘% inteqralma Nyuton-Leybnis diturunu tatbiq
-7

etmak olmaz. Bununla slagadar olaraq, idmumilasmis ibtidai

funksiya anlayisi verak.

Tarif. Tutag ki, /(x) funksiyasi sonlu sayda nodqtalar
istisna olmagla muayyan bir \a, b\ parcasinda kasilmazdir. 9gar
[E1,b] parcasinda kasilmaz els F(x) funksiyasi varsa ki, hamin
sonlu sayda noqtalar istisna olmaqgla F'(x) =/(x) barabarliyi
Odanilir, onda F(x)-8 /(x) -in [a,b\ parcasinda Umumilasmis
(genisbnmis), ibtidai funksiyasi deyilir.

Qeyd. ©gar /(x) funksiyasi [a,b\ parcasinda kasilmaz
olarsa, onda ibtidai funksiya dcin verilan bu “yeni” tarif,
“awalki” tariflo Ust-Usta dusur. Dogurdan da, agar /(x)

funksiyasi \a,b\-de kasilmaz olarsa ve F(x) funksiyasi \a,b\-
da f(x) -in ibtidai funksiyasidirsa, onda Vxe [a,b] Ugun
F'(x) =/(x) barabarliyi dogrudur. F(x) -in kasilmazliyi iss
onun diferensiallanmasindan alinir.

Asanligla inanmag olar ki, F(x)=1x funksiyasi
[(x)= signx funksiyasmm i{mumilasmis ibtidai funksiyasidir.
Hagigatan, £(x) [-I,I\ parcasmda kasilmazdir va xd¢ O
oldugda F'(x) =/(x) barabarliyi ddanilir.
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Malumdur ki, bu funksiyamn “avvalki” tarif manada
ibtidai funksiyasi yoxdur. Bununla bels bu funksiya [-1,1]

parcasinda hisse-hissa kasilmaz oldugundan inteqrallanandir.
Umumibsmis ibtidai funksiya haqda asagidaki hokm
dogrudur.
Teorem 30.1. Tutag ki, f(x) funksiyasi sonlu sayda

noqtalar istisna olmagla [a b\ parcasinda kaUimazdir. Onda
/(x) funksiyasmm \a,b\ parcasinda f(x) umumilasmis ibtidai

funksiyasi vardir va bu parcgada
b

\/{x)dx =F{b)-F{a) (30.5)
a
Nyuton-Leybnis dusturu dogrudur.

Teorem 30.1-dan aydin- olur ki, f%i( integralinda

Nyuton-Leybnis disturunu tatbiq etmayin mimkin olmamasi,
formal olarag tapilmis £(x) =— ibtidai funksiyasmm \-1j]
X

parcasinda kasilmazlik sartinin pozulmasi ib salagadardir.

Basga misala miraciat edak.

8 J

f —r= inteqgralinda x =0 noqtasi /(x)=-T=r funksiyasi ug¢in
VX Mx

maxsusi noqtadir. Bu funksiyamn [-1, 5] parcasinda formal

31 j
olaraq ibtidai funksiyasi f(x) =—x3 funksiyasidir va F(x)

[- 1, S] pargasinda kasilmazdir. Ona gora da bu geyri-maxsusi
integral Gc¢lin (30.5) dusturu dogrudur:



Il nov geyri-maxsusi inteqral Gclin hissa-hissa
inteqrallama metodu va dayisanin avaz edilmasi metodu haqda
asagidaki teoremlari geyd edak.

Teorem 30.2. Tutag ki, u=u(x) va u=u(x)
lunksiyalari \a,b) araliginda kasilmaz diferensiallanandir.

Onda
b b

judv =uu\b- judu (30.6)
barabarliyi dogrudur.(30.6) barabarliyindaki ifadslardan
ixtiyari ikisinin varhgindan digarinin ds varhigi ¢ixir.

Teorem 30.3. Tutaq ki, /(x) funksiyasi [a,b)
arahginda  kasilmazdir va ¢(t) funksiyasi
-00 <a <P <+co araligmda kasilmaz diferensiallanandir, bels
ki, a <t <P oldugda a = <p(a) < (p{t) <b :Il*nfwt (pit) munasibati

odanir.
Onda
b P
ff(x)dx =ff[<p(t)]¢c'(t)dt. (30.7)
Misal 2. f .G geyri  maxsusi integralim
oV1l-x2
hesablaym.

Halli. x =1 noqgtasi integralalti funksiyamn maxsusi

nogtasidir. x =sint avazlamasi aparag. Onda 41 - x2 =cost,

dx =costdt. (30.6) disturuna gora
T
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Misal 3. J =2In{sinx)dx integralmm yi§giimasim
0

misyyanlasdirin va onu hesablaym.
Halli. (30.6) hissa-hissa inteqrallama disturunu tstbl<|
edak. n =In(sinx), dx =du qgsabul edsk. Onda

£ £

jIn{sinx)dx = xIn(sinx)\jj - Jx-— *dx =-J — dx.

0 0 Sinx 07gX
Burada,

xln{sinx)\(j£ = g_i;&xln(sinx) 12: ﬂ—In(sin ”—% lim £In(sine)l|

=- lim £mInE = 0.

e->0+

Digar tearafdan, Iim—X =1 , I|im = =0 oldugundan,

X~*°* tg X X->—=~ tgXx

2

7t

= dx inteqrali maxsusi inteqgraldir. Belslikls, baxilan
I tgx

inteqral yigilandir. indi isa verilmis geyri maxsusi inteqrali
hesablayaq. @ x=2:  @aveazlamasi  aparag. dXx =24t

71 Tt
x=0=>/=0; x=—=>/=—.0nda (30.7) disturuna gors
£ W L
2 4 4

JIn(sinx)dx = 2JIn(sin2t)dt = 2J (1n2 + In(sint)+In(cost))dt =

250



4 4 4

2tIn2\g + 2J In{sint)dt + 2J In(cost)dt =

£ —
4 4
=—In2+2JIn(sint)dt + 2J In(cost)dt.
2 0 0
Sonuncu inteqralda t=—~z avazlamasi aparaq. Onda
dt=-dz;t=0=>z =—: t=—=>z7 =— . Demali,
2 4 4
1 7o y

2JIn(cost)dt=-2J/m cos z cfe=2J3/n($w

Beblikb,
it r A
7 2

J = J/n (srcx)cEc = —In2 +2j In(sint)dt +2j In(sinz)dz =

E|n2 +2JIn(sint)dt =—1n2 +2J

Buradan,
J =7In(sinx)dx = - —In2.
0
Todx
Misal 4. [ ri , N1>0 integralmm yigiimasim
t\b-xY
arasdirin.
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Halli. Integralalti ifadsdan goérunur ki, x =b maxsiml
noqtadir. Aydmdir ki, inteqralalti funksiya istanilan \a, b - uj
(e > O) parcasinda Riman manada integrallanandir.

be "(b-ay-'-e™

. dx olduqda,
F(e)=] oot 1-1 a

a{b-x In(b-a)-In£, oldugda

O</1< 1 olduqgda,

b-6

dX (b_a)l—l'l

lim F(s)= I|m
e=>0+ (s)= i(x b)1 1-N
sonludur.
1> 1 olduqgda,
b-e dX
lim T
e-+ 0+ J {b-Xf

sonlu limiti yoxdur. Ona g6ra de baxilan inteqral 0 <A <I
oldugdayigilir. 1>1 oldugdadagilir.

Yuxarida geyd etdik ki, b noqtasi maxsusi ni(i
oldugda Il ndv geyri-maxsusi integralm yigiimasi masal
lim F(p - £) sonlu limitinin olmasina ekvivalentdir. Ona gV

e-*0+
ds bu halda funksiya limitinin varhgi tG¢iin Kosi meyarindan |
név qeyri-maxsusi inteqralin varhg: tc¢in Kosi meyarini al
bilarik.

Farz edak ki, f(x) [ab) yarimintervahnda tayi

olunmusdur, b- onun maxsusi noqgtasidir.
b

Teorem 30.4. ~f(x)dx ikinci nov qgeyri-maxsiil»
integralin yigilmasi lgin V&> 0 verildikds 0<a" <a'<S$S
barabarsizliyini ddayan ixtiyari a',a" adadlari lg¢ilin
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| f(x)dx <£
barabarsizliyini temin edan 8 >0 adadinin varligi zaruri va

kafidir.
b

Isbati. Zarurilik. Farz edak ki, J/ (x)dx Il nov geyri-

a

maxsusi inteqrali yi1gilir. Onda F(a)= | f(x)dx barabarliyi ila
a

toyin olunan F(a) funksiyasi G¢un lim F(a) -var. Limitin

varhgi hagda Kosi meyarma goérs Ve >0 uglin ele 8 >0 var
ki, 0 <a"<a’<8 barabarsizliyini 6daysn istanilan a',a"
uciin
IF(a") - F(a") |<e.
barabarsizliyi ddanir.
Belsalikb aliriq ki,

F{a')-F(cc")\= | f(x)dx- J/(x)a!'r = \f(x)dx <e

Kafilik. Farz edsk ki, Me>0 (cln els 8>0 var ki,
0<a"<a'<8 olduqda

I f(x)dx <£
barabarsizliyi ddanilir.
I Jf(x)dx |=] jf(x)dx - Jf(x)dx j=

b-a’

=\F(a")-F(cc")\<e
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Kosi meyarma gora sonlu grl%]JrF(a) limiti vardir. Ona
gore Jf{x)dx inteqrali y1gilir.

3a
. 2 . L .
Misal 5. J- xdx geyri-maxsusi  inteqralim

®
hesablaym.

Halli. x =a ndqtesinda inteqgralalti funksiya sonsuzluga
cevrilir. x =a noqtasi maxsusi noqtadir. Verilmis inteqrali
asagidaki kimi iki inteqralin cami saklinds yazaq:

% 2xdx ¢ oxdx P 2xdx

S 2.

: =17 — :
(x2-a 2} °{x2-a7 °{x2-a 2f
X =a noqtesi bu barabarliyin sa§ tarafindski har iki inteqral
uclin maxsusi noqgtadir. Onda tarifs gors

(x-a’)
3lim
e-*0+

=3 lim(-2ae +s2+{[a")=3n[a2;
S->0+

oxdx . % 2xdx P d[x2- ql)_
\ - i, T
s e (x2-a’) Te(x’-a’f1
3a
/ ul
{x2-a2)s =3lim (9a2-a2)J-((a+f)2-a2)l
e-*0+ E-+0+

a+s
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=3 lim (8a2)3-(2ae +s2)* =5j/AT =6 7.

Beblikb,
3\a-J ?*-T=32fe+6ifc =9ifc.
°(x2-a2y3
Misal 6. j-j="Y = geyri-maxsusi integralini
hesablaym.

Halli. x =1 va x =3 ndqtsalari inteqralalti funksiyamn

maxsusi noqtabridir. Bu inteqrali asagidaki kimi iki inteqralm
cami saklinda gostarak:

r dx F dx +f dx

[h4x-x2-3 \"4x-x2-3 \i4X-X2-3
Qeyd edak ki, bu barabarlikda x - 2 néqtesi avazina [/,i]

pargcasma daxil olan istanilean ndqte gotirib bibr. Har iki
integrali hesablayag.

o S P S SR arcsin(x - 252
U4dx-x!-3 /
=lim[o- arcsin(e - 1)1=—;

f____df___ - fom3r . dx =m = hm arcsin4x-2)q?re
{J4x-x!-3 I 41-{x-2f

slim\arcsin(l - £m)- O] = m
v 2

e-*0+1

Beblikb,

J dx —=pl=n,
yJax-x2-3 2 2
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Misal 7. J'—?Xz geyri-maxsusi integralim hesablaym.
‘[ Xnj1nX

Halli. x =1 ndqtesi inteqralalti funksiyamn maxsusi

noqtasidir, ¢iinki lim — i— = +00. Tarifa goéra
XA XbI1nX
2
}-£==Ilim [ * =1lim fo = lim 24hTx
JXVInx  s**jls Xy]Inx  e>0t,4£ y]Inx  e“0+ L+e
=2 lim (Win2 - +£))= In2.

831. Manfi olmayan funksiyamn Il név geyri-maxsusi
inteqrali
Teorem 31.1. Tutaq ki, /(x) [a b) yanmintervahnda
b
manfi olmayan funksiyadir. Onda j/ (x)dx qgeyri-maxsusi

a

inteqrahnm yigilmasi Gg¢tn zsruri va kafi sert, 77e [a b)
n
oldugda j f(x)dx integrallar coxlugunun yuxaridan mahdud
a
olmasidir:
n
jf(x)dx <M, 3M >Q Vi]e [ab]
_ M
Isbati. (p{i7)= Jf{x)dx olsun. Asanligla gdstarmak olar
ki, bu funksiya \a, b) araliinda monoton artandir. Digar
b
torefdean aydmdir ki, J/ (x)dx Il ndv qgeyri-maxsusi

inteqralmm varhgi, tarife asasen
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IAinbw (1)) = ff{x)dx
rj-* e
a

sonlu limitinin varhig ils ekvivalentdir. Monoton funksiyamn
sonlu limitinin varhigi haqqinda malum teorema goro isa
sonuncu limitin sonlu olmasi Ggtin zaruri va kafi sart (p(rj)
funksiyasmm yuxaridan mahdud olmasidir.

Qeyd. ©ger !\'_T ¢(r/) sonlu limiti yoxdursa onda bu

limit +00 -a barabardir ( cp(rj) yuxaridan geyri-mahdud
b
oldugda). Bu halda | / (x)dx =+00 gotdrildr.
Teorem 31.2. (muqayisa alamati). Tutag ki, \a, b)
araliginda
O<g(x)</(x) (31.1)
barabarsizliyi 6danilir.
Onda:
b b
1) ©ger J/ (x)dxqgeyri-maxsusi integrah yigilirsa, | g(x)dx
integrali da yi1gilir.
b b
2) ©ger Jg(x)dxqgeyri-maxsusi inteqrali dagilirsa, j/ (x)dx

inteqrali da dagilr.
Isbati. (31.1) barabarsizliyina géra V7 e [a, b) igiin

Jg(x)dx - Jf(x)dx

257



n

barabarsizliyi dogrudur. ©gar J f{x)dx inteqrali y1§ilirsa, onJx
a

M
teorem 31.1-8 gora j'/ (x)dx inteqrallan V77e [a, b) Gclin

a
neo
yuxandan mahduddur va demali, ham da Jg(x)dx integruli
a
VT7e [a b) G¢lin mahduddur. Onda teorem 31.1-a gort
b
Jg(x)dx integrali yigilandir.
a
b b !
9gar “g{x)dx inteqrali dagiljrsa, J/(x)<& inteqrali yigil
a a

bilmaz. Cunki, aks halda teoremin isbat olunmus birin
b

hissasina gore Jg(x)dx inteqrali yi§ilardi. Bu isa ola bilmo/,.

a
b

Demali, Jg(x)dx inteqrali dagilandir. Teorem isbat olundu.
a

Bu teoremdan asagidaki mihim natiea alinir.
Natica. Tutag ki, /(x) ve g(x) funksiyalari [a, b)
araliginda manfi olmayan funksiyalardir ve Vxe \a, b) Ugln
> 0 va sonlu va yaxud sonsuz

limiti vardir.
Onda
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1) ©garJg(x)dx integrali yigilirsa ve 0<K< 00 iss,

a

b
\ f (x)dx integrali da yigilr.
it ij .r *m
b
2) 9gerJg{x)dx inteqgrali dagilirsa vs 0<K<co Iis3,
b - Y ;
jf(x)dx inteqrali da dagilr.

Xisusi halda, agar

[im =1

x-+b X)
olarsa, yani x -> b sarti daxilinda f(x) va g(x) funksiyalari
b b
ekvivalent olarsa, onda Jf(x)dx va Jg(x)dx integrallan eyni
zamanda yigilir va yaxud dagihr.
Praktikada 1l ndv qeyri-maxsusi inteqgrallarm yigilmasmi
arasdirarkan bir cox hallarda integralalti funksiyani

1 J

x-a1” (b-x)n’ xn
funksiyalari ils mugayisa etmak daha minasibdir. Cinki, bu
funksiyalarin A-nin hansi giymatlarinda yi1§ilmasi ve dagilmasi
malumdur. Bununla alagadar asagidaki alamati geyd edsk.
Miqgayisa alamatinin xtsusi hah: Tutaq ki, x-in b -ys kifayat
gadar yaxin giymatlarinds /(x) funksiyasi asagidaki sakilds
gostarilmisdir:

Onda:
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1) ©gar A.<1 va g(x)<c<+oo olarsa, Jf(x)dx intcqr

a

yigilhir.

b I -

2) ©gar A>1 va g(x)>c >0 olarsa, onda J/f x)dx inteqr
dagihr.
. o Todx . C o
Misal 1. Gostarin ki, ——— inteqrali dagilandir,
I X=Simy

Halli. x -0 ndqtesi inteqralalti funksiyamn maxsuaj
nogtasidir. (0,I\ yarimintervalinda

X 'X-SinX

barabarsizliyi dogrudur. bnaix integrali dagilan oldugundan,

. . ; dx . . N
migayisa slamatins gbro ~------ -— inteqrali da dagilandir.
Y X -SAim X
Torif. Tutaq ki, f(x) [a,b) araliginda tayin olunmusdur
va b ndqtasi maxsusi néqgtadir. ©gar

\WF(x\dx

a

ikinci ndv geyri - maxsusi integrali yi§ilirsa, onda deyirlar ki,
b

Jf(x)dx geyri maxsusi integrali mitbq yigilandir.

a

b b
Bgar J/(x)66c inteqrali vyigilan, J|/(x~dx inteqgrali isa

b
dagilirsa, onda deyirbr ki, Jf(x)dx inteqgrali serti yigilandir.
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indi tutaq ki, /(x) funksiyasi [ab) yanmintervalinda
ixtiyari isarali giymatlar alr.

Teorem 31.3. (Umumi miqayiss alamati). Tutaq ki

[a b) araligmdan gotaralmis istanilan X dcun
b
|/(x)| < g(x)barabarsizliyi ddanir va j g{x)dx geyri - maxsusi

a
b

integrali y1gilir. Onda j'f(x)dx inteqrali da yigilir.
b
, 98gar Jf(x)dx geyri-maxsusi

a

inteqrali mutlsg yi1gilandirsa, onda yigilandir.

Bu teoremdan almir ki

Misal 2. FI— - integralmm yi1giimasini arasdirin.
nx
Halli. x-1 nogtesi inteqralalti /(x)=|— funksiyasi
nx
ucin maxsusi nogtadir: x =1 sarti daxilinda
Inx =In[l+ (x- 1)\~ (x-1I)

. Dogurdan da Lopital gaydasina
[

. . lyr x
gora lim

x-+1-0X -1

= lim —=1. Aydindir ki. x -» 1 sarti daxilinda

1 1

Inx x-1
f — inteqrali  dagilan oldugundan, milgayise
VXK —J

alamatindan ¢ixan naticaya asasan, f

inteqrali dagilandir.
nx
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y |
Misal 3. nX—de inteqralmm yigilmasim arasdirin.
oil—x

In x
Halli.  1im r =-co oldugundan, x =0 noqtasi
X-+0+ 1 - x 2
maxsusi noqtadir.
x =1 noqgtesi ise maxsusi nodqte deyildir. T)ogurdan da,

x.-W -0 sarti daxilinda Inx~(x-1) oldugundan,

m 7= ym )=y Lot
x-*-0 1 —X X->1-0 (7—xp/ +x)  X-bl-0 1+X 2
funksiyasim ~ (0 <A<I) funksiyasi ila miigayisa
edak.
Inx *
1- x2 _x Inx
n

Al
IimX m\(/ tapaq. Aydindir ki, 0</1<l oldugda

X->0+ 1 —X

lim xxIlnx =0, lim(l- x2)=1 .Ona géra lim —-"-=0 .

X->0+ x-t0+ x—%0+ J —X

d
0 <A<l oldugda rox yigilan oldugundan, mugayise

alamatindan ¢ixan naticays asasan baxilan integral yigilandir.

Misal 4. jIn(sinx)dx inteqralmm yigilmasim arasdirin.
0

Halli. lim In (sinx)=-°0 oldugundan, x-0 noqtasi
X~*0 +
In(sinx) funksiyasmm  maxsusi noéqgtesidir. inteqralalti

funksiyani ~  (0<J1< I) funksiyasi ile mugayise edak.
X
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nisbatinin x -> 0+ sartinda limitini tapaq. Lopital

gaydasina gors
1

. lnxisinx) sinx COSX 1,. T xda+l-cosx
lim = = /lw SIS ] N S L .
oot -J1x A *=>0+ smx
Xq X

Sonuncu limits Lopital gqaydasini takrar tatbiq etsak,

1 Xn+1l-cosx 1 (A + 7|)_x/!cosx—x/i+,sz<<x
himo-msili= 0 ym 0T R =
A sinx A *N0+ cosx
= - + -mlim Xa+ — lim xx+‘tgx = 0 .
X~*0+ X X-+0+

r-dr)S inteqrali 0 <A< 1 oldugda yigilan oldugundan,

mugayiss alamatindan ¢ixan naticays goro baxilan inteqgral
T

2
yigilandir. [In(sinx)dx inteqrali riyazi adabiyyatlarda Eyler
o]
inteqrali adlanir. Bu misal 8§30-da bilavasits tarifdan istifads
etmakls hesablanmisdir. Burada, magsad migqayisa alamatinin
tetbigini gostarmakdir.

Misal 5. [ dx integralmm yi§iimasini
0 VX

arasdirin.

Halli. Godstarak ki, x =0 noqtasi integralalti 1 SnX

funksiyasmm maxsusi noqtasidir.
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M7 In(sinx) hesabiayaq x -* 0 sartinda sinx ~ x
X->0t  pfx

oldugundan, Inisinx) ~Inx . Ona goérs J= lim limitini
X-10+J X

hesablamaq kifayastdir.
J=lim = lim w1X soklinds yazag. lim VxInx =0
X-*0+-1% X-*o+ X X0+

oldugundan, Lopital gaydasini tatbig etmakls,

r V x/nx . »
J = S -2 = _/r%l— YZ(___I_[]_)_( =1i nbrf Inx +ﬂ5x —
jc> jr PPUtv2 vx
= 23Ty - k=
2 ~ O+Vx

alang. Buradan, J = +oo alang. Beblikb, lim m(s* x) _ +00 _
-0t VX

Demali, x=0 ndqtasi hagigaten, funksiyasmm

WK

maxsusi noqtesidir. Bu funksiyam — (O< A <I) funksiyasi
X

ib miqayiss edsk.
In(sinx) 1 _ xaln(sinx) _ In(sinx)

VX X1 VX
X2

Tutag ki, "<A<1 . x—=0+ sartinda ~ X nisbatinin

X2
limitini tapmaq Ucun Lopital gaydasmdan istifads edak.
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. In(sinx ) in(sinx . ctg X

tim L = i g

+0+ 1« [ f LN + v (rﬂ
X2 - -
v )

LA X411
1 x N 1 XN
lim = lim =0
L2_x 0+ 2 0

1 A d
2—</‘I < lolduqda JO l integrali yigilanoldugundan, baxilan
X

inteqral mugayisa alamatindan ¢ixan naticays gora yigilandir.

Misal 6. ' !_(?(--inteqralmm yigilmasmiarasdirin.
0 Yisinx
Halli. Integralalti f(x) =-j==  funksiyasi (0,j]
v SINX
araliginda musbatdir ve x —0 ndqtasinda tayin olunmamisdir.
x -> 0 sartinds sinx~x oldugundan y[sinx~y[x alarig.
lim -jd---.-= lim —§==+00
*>0+ VSinX  T>0+ a/X

Demali, x =0 noqtasi /(x)-in maxsusi noqtasidir. Muqgayisa
. . . r dx .
alamatindan c¢ixan naticaya gors, m\—?: yigilan oldugundan
X

baxilan inteqral yigilandir.

. r dec . y
Misa! 7.  -— —inteqralmm yigiimasmi arasdirin.
* xlnx

Hallii x —0 noqtesi  inteqralalti  /(X) = ——
xInx

funksiyasmm maxsusi ndgtasidir. Dogurdan da, lim xInxmO

X-+0+
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oldugundan, lim =0 f(x) = —— funksiyasi K
XM O+ x1Inx xInx

kifayst gadar kicik misbat adad olduqda £ parcasnidit

kasilmazdir.

— dlnx:lnj/mx| =Inin  =min\Ine\
Jﬂ'nx _5 Inx

lim In\Ins\ = -00 oldugundan, 1‘11—%- =+ Ona goOra baxilun
e+ I xInx

inteqral dagilandir.

Misal 8. ¢ f’x A integralmm yigilmasini arasdirin.
I xyjlInx

Halli. lim d_)g__ = 4oo oldugundan x =1 ndqtosi
Y4140 XyJInX

maxsusi ndqtadir va s>() kifayat gadar kicik adad oldugda

funksiyasi [/+ £, 2] pargasinda kasilmazdir. Tarifa
Yl X

gora,
2

dx ) dx . d(lrix) .
mlim T - lim =21lim4lnx
Minx C0daaTnx  poHighbix ERF e

Demali, baxilan integral yigilandir.

Misal 9. ‘t ------------ integralmm y1g1imasmi arasdirin.
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Halli. Iing[ex-cosx)zo oldugundan, x =0 ndqtssi

integralalti f(x) =-------—- funksiyasmm maxsusi ndqtssidir:
ex-Ccosx
lim —--e =400 . X—>0 sorti daxilinds ex~ 1+x va
ote -COSX

X2
COSX ~ 1----2-----oldugundan, asanligla inanmaq olar Ki,

X2
ex-cosxfargi  musbatdir va x+~y funksiyasi il
ekvivalentdir,yani lim o _$§§1. Onda aydindir ki,
X-*0+ X
X+—
2
x->0+ sarti daxilinda f(x)--—--- ~T~~-
X X
X+—
2

rdx . . o L .

— inteqrali dagilan oldugundan, muigayise alamatindan
0 X
¢ixan naticays asasan baxilan integral dagilandir.

Misal 0. JAjy— j-dx integralmm  yigilmasmi

arasdirin.
Halli. x=1 noqtasi Maxsusi noqtadir.
lim v "t"X * =+co e« inteqralalti funksiyam X) = r
1-°V1- x f y 9(x) (1-x)J

funksiyasi ila miqgayiss edak.
Integralalti fimksiyani asagidaki sakilda gevirak.

I x nix 1
\VI-X4 V91+x2ex4x -JT—X
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= —olduqda

. - . n/x
lim b - = lim — = —oldugundnn
_J _ X-*i-o y]li+ x2 .yli + x J - x 2
(I-xf *
V3 | —— j geyri-maxsusi integrali yigilan oldugundan,
o(l-x)I

mugayisa alainatindan ¢ixan naticaya asasan baxilan geyri-
maxsusi integral yigilandir.

/sin\ —
Misal 11. isbat edin-ki, f - dx integrali miltlag
0 Vx
yigilandir.
Halli. x =0 ndqtasi maxsusi noqtadir. 0 <x<>1
oldugda
sin\ —
o<
nix

barabarsizliyi dogrudur. r—dsz integrali yigilan oldugundan,
I yJx

1

mugayiss alamatina gora J / dx inteqgrali yigilandir va
nix

demsali, baxilan inteqral mutlag yigilandir.
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Misal 12. JfEIyi:( integralmm yigiimasmi arasdirirn.
0 X
Halli. Burada ham inteqrallama oblasti (6,+co) geyri -
mahduddur, hat ds bu oblastda inteqralalti funksiya qeyri -
mahduddur. a >0 olsun. Onda

I dx _ rdx| Jdx
Jv, ~ [ xa J3N o
o an an
Sag terafdaki inteqrallardan birincisi a > 1 olduqda, ikincisi
T dx
a <1 oldugda dagilir. Onagérada J~ -integrali a - nin
OoX
ixtiyari giymatinda dagilr.
integralalti funksiya U(zarina mtisyyan mahdudiyystlar
goymagla ikinci név geyri-maxsusi inteqrali birinci ndv geyri-
maxsusi integrala gatirmak olur. Tutaq ki, f(x) \a,b) araligin-
da kasilmazdir va b maxsusi négtadir.
b-a j
Onda M(x)dx, a=> 0 integralinda x=ft- -

a AN

(xe [a,b- a]) avazlamasi aparsaq,
N N
dx = _d)}, ___!'__ < /< _1
t b-a a
olar.
Onda yeni dayisana kegsak,

BA\F(x)dxJ\ f(b--t)jjdt (31.2)

a 1
b-a
b

barabarliyini yaza bibrik. Tutag ki, Jf(x)dx inteqgrali yigilar.

a

Onda
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b-a "

lim £f(x Jdx =jf (x)dx.

a -> 0+ oldugda — +00 va (31.2) barabarliyindsn gérintr
a
ki,

1,1

integrali da y1gilir ve
I

a 11 +0° 1 1
lim Jf(b--)-jdt= Jf(b— )— dt.
oy ot y * t

a ba "'m
Aydmdir ki, J fu>~222Ldt geyri-maxsusi integralmm

b-a
b

yigilmasindan da Jf(x)dx geyri-maxsusi integralmm yigiimasi
b o Vo1

ahmr. Beblikb, Jf(x)dx Va | *x’~1)7n
b-a

integrallanndan birinin yigiimasindan digarinin yigilmasi va bu
integrallarm barabarliyi alinir.

+0
Misal 13. j—j==== 1 nOv geyri-maxsusi inteqgrali
hesablaym.
Halli. x =1 ndqgtasi maxsusi noqtadir. x =- avazlamasi
aparag. Xx =1=>t =1; X =+00=>/=0; dx=—~dt.Onda
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dt

7 f t*_  -r dt
\ xylx3-1 11 13 1!

/ N
(- inteqrali ikinci nov geyri-maxsusi integraldir. t=1
1Ji-t2
noqtasi integralalti 1 funksiyasi Gc¢iin maxsusi noqtadir.
yll-t3
Tarifa gbro
1-¢

fooior o uw f— = lim Urcsint

1V7-7 { 4T -2

= lim (arcsIn(l - /r)- arcsin6) = —
Belslikls, f— 41—~ m—

nJxr-1 2

§ 32. Qcyri-m.ridu.'ii inteqralin bas qiymati.
Tarif 1. Far7. cdak ki, f(x) funksiyasi - 00< x <+00adad
+00

oxunda tayin olunmusdiir vo Jf{x)dx geyri-maxsusi integrali
->00

dagilandir. 9gar f(x) funksiyasi adsed oxuna daxil olan

istanilan parcada inteqrallnnandirsa va

A%;f(x)dx

limit varsa, onda deyirbr ki, /(jc) funksiyasi adad oxunda Kosi
manada integrallanandir. Bu limita isa f(x) funksiyasmm
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geyri - maxsusi inteqralmm Kosi manada bas giymati doylil>«

va onu bels yazirlar:
A

V.p.Jf(x)d x lim ~M(x)dx.
A—>+cc_-A

0, f(x) .p
Jf(x)dx J .
A 2 J/ (x)dx, f (x) cit olduqda ,

[0}
barabarliyini nazara alsaq, agar /(x) funksiyasi takdirsa, Ko{
manada inteqrallanandir va inteqralin bas qiymati siiim
barabardir.
/(x) funksiyasi clt oldugda Kosi manada yalniz va yalin/

0 zaman inteqrallanandir ki, J/ (x)cbc yigilan olsun. Bu haldfl
0]

V.pjVEx)dx=2jf(x)dx.
0 0

V.p - fransiz s6zi olan “Valeur principial” sézbrinin bny

harflaridir va “bas qiymat” manasinda basa dusilir.
y~Asinx funksiyasmm (- oo.4.00) araligmdaki integraliniri
Kosi manada bas giymatini hesablayaq.
co A
V.p [sinxdx = lim \sinxdx =0

o A=)

00

Lakin, Jsinxdx - qeyri - maxsusi inteqrali dagilir.

00

Basga bir misala baxaq. /(x) = x funksiyasi tGgun Jxufct

-00

00

geyri-maxsusi inteqgrali dagihr, lakin V.p Jf{x)dx = 0.
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Kosi manada inteqrallama anlayisi maxsusi néqgta
Integrallama pargcasmm daxili ndqtasi oldugda, Il név geyri -
Innxsusi inteqral Ugiin da vermak olur.

Tarif 2. Farz edak ki, f(x) \ab\ parcasinda ce(a,b)
b

nogtasi istisna olmaqla har yerds tayin olunub va j f(x) dx

a

integrali dagilandir. ©gar kifayat gadar kigik s >0 adadi Ugln
c-e b

\f{x)dx va Jf{x)dx inteqgrallan mOvcuddursa va

(c-'E 0
e'u'*@r\ \af(x)dx + \f(x)dx

limiti varsa, onda deyirbr ki, f(x) funksiyasi \a,b\ pargasinda

Kosi manada inteqrallanir va bu limita dagilan inteqgralin Kosi
b
manada bas giymati deyilir va V.p.Jf(x)dx kimi isara edirlar.

a

Belalikls,
b fc-e b y
V.p.jf(x)cbc = Iign J f(x)dx + | f(x)dx
"\ o
Misal 1. f(x) =— — , xel\a,b\ funksiyasi ucdn
(x-c)
b
ce\a,b\ oldugda Jf{x)dx Il nov qgeyri-maxsusi inteqrul

a

dagilir. Lakin f(x) Kosi manada inteqrallananadir.



Misal 2. V.p. f — -*jdx tapin
J 1+x

. . mJ L .
Halli. Svvalca goOstarak ki, j J-Ufr 1 nov geyri

maxsusi inteqral dagilandir. Bu inteqrali affegidaki sakildo
yazaq:

r 1+XTa’x= r 1+XTd'x+ f il+xrdx
L1+x J 1+x 11 +x
rl+x
01+ de integralmm dagilan oldugunu gostarmak kifayatdir.
Tarifa gora
fi—ydx= lim f 1+%dx = I|m L fxox
il +x ARl + 1 +x I 1+x2
Al,ijpw arcts\o + ~In(l+x2)\ =~ Alrltnm arctgA + —In[l + A2)j

T hoo= +00 .

. r1+X . Lo
Belalikls, L Jdx integrali dagilandir. Bununla bels, bu
+ X

—00

inteqral Kosi monada yigilandir.

VPA—ydx= I|m\"de =
J1+X Jj Fx

j 1

= lim arctgx+—|n(|+x2)

A-t+ce
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lim arctgA - arctg(- A) +~In{l + A2)-"In(l +A")j =

A-++o00
. n

= lim 2arctgA =2 — =n
A—+0 2

Misal 3. V.p. = -—- tapin.
p\x -3x +2 P

Halli. x2-3x +2 kvadrat tghadlisinin sifirlart x =1 va

X =2 noqtslaridir dx geyri-maxsusi inteqralim
' %iy-3x+2

asagidaki sakilds yazaq:

7 -——-:5 L, ax (32.1)
OXZ=3x+2 yx —3x+2 \x -3x +2
dx . . .. .
| ndv geyri-maxsusi integrali

Aydindir ki, = f—6— -
yigilandir. Dogurdan da | név geyri-maxsusi inteqralin tarifina

gora YA >3 igln

f X f dx 1A f dx
Vx2-BXH+2 ~Y(X-IMx -22)~ ~ i3 {x-1\x-2)
. rodx rodx . X -
= lim = limln
A-*+00 A-*+K> VEA
(1.2)
:|m|WA'2 Sin—=1limin A Lheees
.rl"'H'(O A—l 2 A-*-Ko 1- . 2|J
K Ay
"in* 1h\J
s

Belalikb,
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dx

=-fo- (32.2)
X' -3x+2 2
Asanhgla inanmag olar ki, J—Q—--(-j-)E ----- Il név geyri-maxsusi
gx 3x‘F2

inteqrali dagilandir. inteqralalti ~ funksiya x¢1l vs x =2
noégtalarinin yaxin atrafmda geyri-mahduddur. Ona gors (32.1)-
dan alariq:

d
V.p.f- X
m3x + 2
_y dx
=V.pl- mx+2+K* b T Bx+¥y (32-3)
dx dx
V.p] +
3x +2 33X +2 X2-3X +2

2-il
-2 -2 -2
= JloT Inx +InX +InX a

+V.pJ
X -3X+2 S04 x-1 x-1 H x-1 oo
T le2 -2 2-71-2
:gl In -In +In .
r-'-%ﬂ 1-s-1 -1 2-Ji-1
| +e-2 3-2 2+rj-2
-in +1In -In
1+s - 3-1 2+ij-1
( e+l e-1 vV
=i N In -In +1In min -In2 +In—=
Sy 1-t7 1+ 2
= i |n5+1+|n1+t_l N2 +In—=-In 2 +In—.
2o, e-l I +1j 2 2
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Beblikb,

Vo | f
Pd g az

(32.2) va (32.4)-il (32.3)-da nazara alsaq,

=-In2 +In}. (32.4)

Cahsmalar
1. Terifdan istifade etmakb asagidaki | ndv geyri-maxsusi
integrallan hesablaym

xdx dx
*x2(/ +x) X -6x +10

+00

e) fe*sinxdx ;

O y.x v 0 i X

2. Asagidaki | név geyri-maxsusi inteqrallarm yigiimasim
arasdirin.

1
€a (2, N +H 19 1,
a) by f-L -1 ;0
/ X ! 7+Xn/x y V X
2
e)J A ; d) Jf/-cos
X)
+0
3.1 =1 jdx inteqralmi hesablaym. (g0Ostaris:
nl-bx

= —avazlamasi apann)
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4. Tarifdan istifads etmakls asagidaki Il ndv geyri-maxsusi
integrallan hesablaym.

o ] SO S P
xVx —1 ,XblInx lyJ4dx-x -3
5. Asagidaki Il név geyri-maxsusi inteqrallarm yigilmasini
arasdirm. #
K 2
dx L. r . 1 dx yr e*
a)J-"- ; b")Jan~-s :c) J-
6 COSX 0 XX 0>11-x
5
e) Vv J
L J>yIJDsiinx~
1
6. lsbatedin ki, f— j~-dx inteqrali mutlaq yigilandir.
0 VX
7. lisbat edin ki.
00 +00 j
a) M "SX Max 2 s pjb<"e dx<=, n>1
4 Dx +4 4 ¢ "

Cavablar

ha) -jj ;b 1-1n2 ; ¢)n ;e ™ ;d)-j/h2 ; H~"
2. a) dagilandir ; b) yigilandir ; c) dagilandir ;

e) dagilandir ; d) yigilandir.

Nrod4a)— ;b)- 5 c¢)n; 5. a)dagilandir

- 242 ')3 )2 ) ) dag

b) dagilandir ; c) yigilandir ;e) dagilandir ; d) yigilandir;
N yigilandir ; m) yigilandir.
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IV FosiL
MUSYYSN INTEQRALIN TOTBIQLORI.

§33. Miisyyan intcqralin kémayi ils bazi limitiarin
hesablanmasi

Tutaq ki, {**J)%, ardicilhgr verilmisdir va onun Umumi
haddi xn=at+a}+... + a, cow saklindadir, burada & (/=1,n)
haqiqi adadlordir. Bu sakilda verilmis ardicilliglari bazan sads

cevirmalar aparmagla ela sakilds gostsrmak muimkindir Kki,
ahnan xn cami mtlayysan bir funksiya dcln sonlu parcada

inteqral cami olsun. Bu halda muayyan integralm tarifina gore

verilmis ardicilligin limitinin hesablanmasi musyyan integralin
hesablanmasma gotiiilir.
Misallara miraciot cdok.

Misal 1. Mioyyan inteqralin kdmayi ile asagidaki carnin
limitini hesablaym.

Halli. Sn camini asagidaki sakilda yazaq:

[0,1] parcasinda

T:x,=0, X,W-,X3* - xk =—,...,x,, =— =1 bolgisi
n n

f¢

r 1
Ck e [x*_yx*] arnhqg nttqtalori olarag Ck =— gdatirtb,
n

[(*)=** (a >0) fUnksiyasmin inteqral coamini yazsaq,talari
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olarag gk = —g6tirib, /(x) =x" (or > 0) funksiyasmm
n

inteqral camini yazsaq,

Inr(k °
=1 <Jvn

olar. f(x) =xa (a>0) funksiyasi [0,I]-daIntegrallanandir.

Aydindir ki, d(T)->0=>n-» o0.Ona gora ds,

lim <h = [xadx :X&H
noeo 0 a+l a+l

= an oldugundan,

limSn=
r>on  a -+l
alariq.
Misal 2. Miayyan inteqralm komayi il
Sn=——+——+...+— caminin limitini hesablaym.
n+1 n+2 2n

Halli. S,, comini asagidaki sakilds yazaq:

S,,=2 I0'7)-Par9asmda

+ :n’\,]+|(
n
T:x0=0,x,=—x2=—  xk= X,=—=1 bélgls
n * n n n

aparaq. Aydindir ki, Axk=— (k=1I,n), d(T)=— wvo

n n
d(T) =0=>«-*co. "~ (k=1,n) aralig nogtalari olaraq,
N o=— gOtlrab, /(*)= - funksiyasi ugtin inteqral cami
n 1+x

duzaldak:
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1
nAy+K
n

—— funksiyasi |0,/]-do inteqrallanan oldugundan,
T yasi [0/] q g

lima - f :In(l+x\6:In2.

«** "+ X

St =crn oldugundnn, IlimSn-In2.

11-*»

m
n2+1 n}+2} n2+32 n2+n2
caminin limitini hesablaym.
Halli. Verilinis comi asagidaki sakilda gevirak.
n n n

Misal 3. S,

,, = ———— + -+ .. +m
n2Z+1 n +23 n2+3 n +n¢
|
<WT+ )
1+ | + 1+
\n; nj \n)

Aydmdir ki, S. cami /(*):T"j funksiyasmm  [0,i]
+X
parcasinda inteqral camidir.

x0=0, X, = — >k m— m—=/ [0,/] parcasinin bdlgi
n n n

noqgtalaridir. Bu bdélgl noqtalari  [0,]] pargasmi uzunlugu

Xx,= — olan n barabar hiesey» bttlir. 4 aralig néqgtalari olaraq
n
CGk=xk (k=I,n) ogrtlOrak. Bu bolginun diametri

d{j) =—olacaqdir. d(T)->0=>n -> oo.
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Onda misayyan inteqralm tarifina gore,

1
limSn=lim— + -
M+Co =0 2
1+ D+ 7+
mvn)
r dx Y n-
A\:,|’1)'/TX7 =arcH y=arc’'s7="1-

Misal 4. Muayyan integralm tarifindan istifada etmakls
LtV2+Vit+...+Vn
% 4

lim
limitini hesablaym.

I:I]allh*. §’,,:1+Vj~2+}4;3—+"'+”” comim  asagidaki
nl7

sokilda gevirak.

SN Vn*Wn+tWnt- W n— WA

[0,7] pargasinda T:0<—<—<... <--—-- <—=1 bolgusu
n n
aparag. [0,/] parcasI =X (k-1,n) noqtalari ile a barabar
n
liissaya bolinmisdir. arahq noqtalari olarag gk =xk

gotirek. Har bir elementar [**/,xj parcasinm uzunlugu

Nxk=—. d{r) =maxAxk=— va 0=>n-» (0.
a

Aydindir ki, —Y'*— cami f(x) =y[x funksiyasmm [6,7]
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parcasinda inteqral camidir. Onda muayyan inteqralm tarifina
gora
limSn=N1—Y J—= f|/xd =—
nXdn frfln 4
Belalikls,
1+42 + y[3 +...+ k[n

lim — = — 7T el
«-» T 3na

.l>|c,o

Misal 5. Miiayyan inteqralm tarifndan istifads etmakls

n(. n 2N n-1w'
Ilm—" J+c0os— +cos— +...+ COES-—---- —
2n\ 2n 2n 2n
limitini hesablaym.
Halli.
sn=— 1+cos \-cos-2----} +Cos- (n-NHno_n cost
" 2n 2n 2n 2n 2nfa 2n

isara edak. *l parcasini n barabar hissaysa bdlak. Bu

bolginu T ila isars edak.

T x0=0 x, :?n » XP= on | :_En 7X4 :?. Har bir

elementar [x* ,,xk\ (k =1,n) parcasinin uzunlugu Axk= ) 3
n

barabardir. Aydindir ki, ¢/(r)=— va d(T)->0=>n-»00. Ck
2n
araliq noqtelari olaraq [**_/,x*] pargalarinin sol uc néqtalsrini

gotirak: (;k:xklz—z— (k=1,n). Onda Sn cami
n

f{x) =cosx, xc 0,— funksiyasi uc¢un inteqral comi olni
Miayyan integralm terifina gore
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lim sn= F:osxdx =sinxj =1.

8 34. Mistavi fiqurun sahasi.

Orta maktabin handasa kursundan ba#mlstavi fiqur-
larin, masalen: dizbucaglinin, Ggcbucadin, dairenin ve s. saha-
sini hesablamag bilirik. Magsadimiz mistavi Uzarinds yerlasan
istanilan mahdud c¢oxluq Uciin saha anlayisi vermakdir. Mistavi
uzarindaki ixtiyari mahdud coxlugu mustavi fiqur adlandira-
cagiq. Xatirlayaq ki, mistavi zarinde mahdud ¢oxluq dedikda
mustavinin ele nogtaler ¢oxlugu basa dusulir ki, bu coxlugu
muayyan sonlu radiuslu daira daxilina almag mumkin olsun.

Tutaq ki, A mustavi Uzprinda ixtiyari geyd olunmus
nogtadir. Markazi A ndqtesinds, radiusu s >0 olan dairanin
daxilinds yerbsan noqtslar ¢oxluguna A ndqgtssinin s atrafi
deyilir. A noqgtasinin s atrafim U (A, £9) kirtii isars edacayik.
Tutaq ki, F mistavi Uzerinds ixtiyari ¢oxlugdur va Ae F
muayyan noqtadir. ©gar eb s > 0 varsaki, U(A,s)c F olsun,
onda A ndéqtesina F ¢oxlugunun daxili négtasi deyilir.

Tutaq ki, A noqtssi F ¢coxluguna daxil deyildir. ©gar eb
£ >0 oadadi varsa ki, U(A, e) atrafi da F- a daxil olmasin, onda
A nogtasina F ¢oxlugunun xarici noqtssi deyilir.

©ger A noqgtasi F ¢oxlugunun haw daxili, ham ds xarici

noqtasi deyilsa , onda A ndqtesina F ¢coxlugunun sarhad néqtasi
deyilir. F c¢oxlugunun butin sarhad ndéqtebri coxluguna F
coxlugunun sarhaddi deyilir ve gF kimi isars olunur.
Aydindir ki, A nogtasi F ¢coxlugunun yalniz vs yalniz o halda
sarhad noqtasidir ki, Vf >0 ugun A nogtasinin U(A,e) atrafi
6zunds ham F c¢oxluguna daxil olan, haT da daxil olmayan
nogtasini saxlasin.
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Tutaq ki, F mdastavi Uzarinda verilmis ixtiyari
coxlugdur. Bgar bu coxlugun bitlin sarhad noqtslari F -in
0zuna daxildirsa, onda F -8 gapali goxluq deyilir.

Mustavi fiqurun sahasi anlayisim verarkan coxbucagl
fiqurun sahosi osas olaraq gorirulir. Coxbucaghnm sahasi onu
arnab gatiron Gcbucaglinin sahalari cami kimi tayin olunur.
Coxbucaglinin saliasi onun tc¢bucaqglara bolinmasi gaydasindan
asili deyil. P coxbucagli fiqurunun sahasini ju(p ) ils isara edak.
Malumdur ki, "1(P), P - dan asili funksiya kimi asagidaki asas
dord xassani odayir.

1. /u(P) ftinksiyasi manfi deyildir va birgiymatli tayin
olunmusdur.

2. p(P) funksiyasi additivdir, yani agar P coxbucaqglisi
kasismayan P, va P2 coxbucagl fiqurlarinin birbsmasindan

ibaratdirsa (P =P Upr2 V3 pt [P2- ®) onda
M(p)=m(r,)+m(p,)-

3. /i{p) funksiyasi mistavids aparilan bitiin harakats
nazaran invariantdir, basqa sozls, P, va P2 coxbucaqglilari
miayyan tarpanmaz néqts atrafinda dénma amalinin va yaxud
paralel kdclirma amalinin kdmayila Ust - Usts duserss, onda
M(P,hm(P,).

4. [u(P) funksiyasi monotondur, yani agar Pla P2
olarsa, onda ju(Pj) </u(P2).

indi isa ixtiyari gapali mahdud F mistavi fiqurunun
sahasi anlayisim verak.
Tamamils F fiqurunun daxilina ¢akilmis butun mimkin
coxbucaqglilart (P) ils isara edsk. F fiqurunu daxilina alan
butin miumkin coxbucaglilart  (Q) ils isars edak (bax, sakil
4.1) Aydindir ki, {NT9} adadi c¢oxlugdur va yuxaridan
mahduddur (masalan, F coxlugunu daxilina alan istenilan Q
coxbucaglismm ju(Q) sahasi ils). Eyni ila {//(E))} adodi
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coxlugdur va asagidan mahduddur (masalan sifirla). Ona go
{//(I*)} coxlugunun daqiq yuxari serhaddi, julg) coxlugunu i
daqiq yuxan sarhaddi var.

M. = mXf ):%%Em{p) (34.1)

M =p'(F)=infdQ) (34.2)
Qz>F
olsun.
(34.1), (34.2) barabarliklari ils
tayin olunan  va u*

kamiyyatlarina uygun olaraq
F mastavi fiqurunun daxili va
xarici sahalari deyilir.

Aydindir ki, ju, () <ju'(f).

Sakil 4.1.

Tarifl. ©gar F mdustavi fiqurunun fi xarici sahasi /i,
daxili sahasine barabar olarsa, onda F fiquruna kvadratlanan
(yani, sahasi olan) fiqur deyilir., Bu halda
H=ju{f)=m'(f) = ju,(f) adadina F fiqgurunun sahasi deyilir.
Aydindir ki, xtsusi halda F ¢oxbucagli olarsa, onda F
fiquru yuxarida verilan tarif 1 manada kvadratlanandir va onun
sahasi U¢ln ju(f ) =ju' (¥ )= ju (¥ ) barabarliyi dogrudur.
Beblikb, biz ¢oxbucaql Gcln bildiyimiz saha anlayi-
smi daha genis mustavi fiqurlar ticlin davam etdirdik.
Qeyd edak ki, yuxanda qgeyd olan mistavi fiqurun
sahasi anlayisi ilk dafe C.Jordan tarafindan verilmisdir va buna
géra de F maustavi fiqurunun sahasina F fiqurunun Jordan

Olcisu da deyirbr. Bu halda deyirbr ki, F mustavi fiquru Jor-
dan manada kvadratlanandir.
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Teorem 34.1. (Figurun kvadratlanan olmasi haqqginda
meyar). F muistavi fiqgurunun kvadratlanan olmasi Gg¢lin zaruri
va kafl sart \/s>0 verildikds uygun olarag F fiqurunu daxilina
alan va F fiqurunun daxilina c¢akilmis els Q wva P
coxbucaglilarinm olmasidir ki,

m(Q)~m(p)<E£E (34.3)
barabarsizliyi dédansin.

Isbati. Zarurilik. Tutaq ki, F fiquru kvadratlanandir,

yoni J,(F) =/*{F) =ju(f ).
(34.1) ve (34.2) - dan daqiq yuxari ve daqgiq asag! sarhadlarin
tarifina gora ixtiyari geyd olunmus e > 0 Ug¢lin uygun olaraq F
fiqurunun daxilina ¢akilmis va F fiqurunu daxilina alan els P
va Q ¢oxbucaqgh fiqurlan tapilacaq ki,

In.-"<un{p)<wm., H <m{Q)"N"* +* »

Bu iki Dbarabarsizlikden va ju' =/g  barabarliyindan

miQ)~ m{p ) <£ barabarsizliyini alanqg. Zarurilik isbat olundu.

Kafilik. Farz edak ki, teoremin sartinda talab olunan els
Qv3 P coxbucaghlari var ki, W >0 cln (34.3) barabarsizliyi
odanir. (34.3) barabarsizliyindan va askar

fi(p)<~<iu <fi(Q)
barabarsizliyindan
0</n - Iy, <jug)~/l(p)<e

alariq.
s >0 ixtiyari oldugundan 0 <jn'-/n,<£ barabarsizliyindan
fr* = /n, alanqg.
Teorem isbat olundu.

Kvadratlanan fiqurlar bir sira xassalers malikdir. Bu xassalari
ishatsiz gabul edak.

1 Sahsnin monotonlugu: ixtiyari FI va F2 kvadratlanan
fiqurlari G¢ln F, ¢ F2 oldugda
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fi(PYU KFA.
2. Sahanin additivliyi (Birlasmanin kvadratlanmasi): Ixtiyari /,
va F2 kvadratlanan fiqurlari tgiin F, UF2 kvadratlanan

fiqurdur. 9gar F, M F2=0 olarsa,

3. Fargin kvadratlanmasi: ixtiyari F, va F2 kvadratlunnn

fiqurlari G¢iin Fja F2 oldugda F2\F, kvadratlanan fiqurdur ve
M(F2\F, )=m(F2)-J1+,). A

4. Kasismanin kvadratlanmasi: ixtiyari F, va F2 kvadratlaium
fiqurlari Ggiin F, 1N F2 kasismasi da kvadratlanan fiqurdur.

Qeyd. Teorem 34.1 -in sartinda Q va P c¢oxbucaglihin
avazina kvadratlanan Q va P mistavi fiqurlari da g6timiPi»
olar. Bu halda da teorem 0z giictinda qalir.

Tutaq ki, F ixtiyari mahdud mdastavi fiqurdur va Q /¢
i daxilina alan va 6z sarhadi ila birlikda gotiriilan coxbucin|l
figurdur. P iss F-in daxilina c¢akilmis va sarhadMi/
gotiuralmis coxbucagh fiqurdur. Onda Q\P fargi coxbucn<|l
fiqurdur, serhaddi 0¢zins daxildir va F fiqurunun dI’
sarhaddini 6ziinds saxlayir.

Coxbucagl fiqurlarin sahalarinin additivlik xassasina
gors

[4Q\p)=/4e)-M.P)
minasibati dogrudur.
Bununla slagadar olaraqg teorem 34.1- doa (34.3) barabarsizliyi
fi{Q\P)<e (34.4),

barabarsizliyi saklinda ds yazila bilar .

Tarif 2. Verilmis F mustavi fiqurunu 6z daxilina alin
va sahasi istanilan gadar kicik istanilan s >0 adadindan kicik

olan g¢oxbucagh fiqur varsa, onda deyirler ki, F mistovl
figurunun sahasi sifra barabardir.
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Teorem 34.2. F maustavi figurunun kvadratlanan ol-
masi Ggln onun af sarhaddinin sahasinin sifir olmasi zaruri va
kafidir.

isbati. Zarurilik. Farz edsk ki, F kvadratlanan
muistavi figqurdur. Onda \/s>0 verildikds F -in daxilina
yerlagan ela P c¢oxbucaglisi va F -i daxilinds saxlayan els Q
coxbucaqglisi var ki, ju(Q\P)=/i(Q)~/j(p)<e barabarsizliyi
ddanir.
Demsali F - in sarhaddinin sahasi sifra barabardir.

Kafilik. Tutaq ki, F mustavi fiquru tciin /n(af)=0.
Onda tarif 2-ya gdra gF sarhaddini 6z daxilina alan va sahasi
awalcadan verilmis Ve>0 adadindan Kigik els S
oxbucaghsi var ki, JU(S)<e barabarsizliyi ddenir. Aydindir
ki, F fiqurunun S -8 daxil olmayan ndqtslar ¢coxlugu ¢oxbu-
cagh fiqur yaradir. Bu coxbucaql fiquru P ila isare edsk.
Aydindir ki, P Us =Q coxbucagh fiquru F -i 6z daxilinda

saxlayir: F <"Q. Ona go6ra sahanin additivlik xassasina gors
lu(p)=v{Q)~m(s)>wu(Q)- e

barabarsizliyi dogrudur. Bu barabarsizlikda P- bra nazaran

supremuma kecgsak, daxili sahanin tarifma gors

INXF)>WN(0)-E
barabarsizliyini alarig. Axinnci barabarsizlikds Q- bra nazaran
infimuma kecgsak, xarici sahanin tarifina gora

In(fF)<uXsf)+e
barabarsizliyini alang. s -nun ixtiyariliyindan
In{f)<uXF) (34.5)

olar. Digar tarafdan malumdur ki, istanilon mahdud F mistavi
liquru Gcin

I1,(F)<II*(F) (34.6)
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barabarsizliyi dogrudur. (34.5) ve (34.6) barabarsi
talab olunan ju(f)=/j'(¥) barabarliyini alang. TeO!
olundu.

Tabii ki, har dafs saha hesablayarkan mtlstnvl
kvadratlanan oldugunu aydinlasdirmaga ehtiyac yoxilur

d
Taklif. Kasilmaz funksiyanin grafiki (kasilma/

ahats olunmus mustavi fiqur kvadratlanandir.

Bu fakti isbat etmak uUcun gosterak ki, vy
a<x<b kasilmaz ayrisinin sahasi sifirdir.
\a,b\ parcasinda T:a =x0<x, <x2<...<xn=b |

aparaq. Bels ki, i=I,....,n parcalarmda f(x) 1
® < olsun. Onda M,= max fix), m,= min
b-O X,_ ixiix,

gabul etsak, baxdigimiz ayri [x_y,x,] parcalari ils [w,

parcalarmin amala gatirdiyi ¢oxbucaglilarin daxilinds y
(bax, sakil 4.2).
Bu ¢oxbucaglinm sahasi lciin

nA n A g n A~
Z -mXx,- *-N=Z <7 X Jx-=£
11 b-att

olar. Belslikls, kasilmaz f(x) funksiyasmm qrafiki, snh
sifir olan ayridir. Aydindir ki, mistavi Uzarinds diz xatt p
casl, ¢evra va s. sahasi sifir olan mustavi fiqurlaridir. Bura
natica kimi aliriq ki, F fiquru bir va yaxud bir nega kasilin
ayri ile mahdudlasibsa, o kvadratlanandir.
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835. Mustavi fiqgurun sahasinin integral
vasitasila ifadasi.

1. Farz edsk ki, y - f{x) funksiyasi \a b\ parcasinda
musbat, kasilmaz funksiyadir. Asagidan absis oxu, yuxaridan
f(x) funksiyasmm qrafiki, yanlardan x =a, x =b diz xatbri
il shata olunmus P fiqurunun (ayrixatli trapesiyanin) sahasini
hesablayaq. Bumagqsadla [a,b] parcasmda \fT bdlgusi aparaq:
T:a=x0<X <x2..<xn=b. [x,,xm] parcasinda f(x)
funksiyasmm an bdyiik giymati Mit an kigcik giymati m, olsun
(bax, sakil 4.2).

P ayrixatli trapesiyasinm daxilindaki duzbucaglilardan
ibarat pillavari fiqurun sahasi

nl .
sT=YjmAx,
i=0
P ayrixatli trapesiyasmi daxilinds saxlayan dizbucaglilardan

ibarat pillavari fiqurun sahasi isa
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n-/

ST =Y JIMIiAxi
olacagdir. X = maxAx, olsun. Aydindir ki, ST va sT /(=

funksiyasmm [a, ftf] parcasinda uygun olarag yuxari ve asn
Darbu camlaridir.
P ayrixatli trapesiyasinm /n(P) sahasi ifftin
sT</i(P)<ST
barabarsizliyi dogrudur.
+rQST

=i
A-

}I1i nasT: ff(x)dx oldugundan,
- > ]

M(P) =jf(x)dx. (35.1)

Bgar f(x) funksiyasi [a, ft] parcasinda kasilmazdirss vo
musbat deyilsa, onda
P={(cy): a<x <ftf(x)<y <O} ayrixatli trapesiyasimn
sahasi

{P) =-\f(x)dx (35.2)

dasturu ils hesablanir.

Dogrudan da, agar f{x), xe [aft] funksiyasi avazina
f(x) =-f(x),x e\a,b\ funksiyasini, P ayrixatli trapesiyasi
avazina P* = {xy),a<x <ft0<y </*(*)} ayrixatll
trapesiyasmi gotirsak, yuxarida isbat etdiyimiza gora

[*WN=J3/* [x)dx = - If(x)dx

olar. P*va P mistavi fiqurlan absis oxuna nazaran simmetrik
oldugundan ju(p *)=/J.(P). Demali (35.2) diisturu dogrudur.
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Belalikb, agar /(x) [a ft] parcasinda kasilmazdirss va
b
isarasini dayisirsa, onda J f(x)dx inteqralmm giymati ox absis
a
oxundan yuxarida ve asagida yerbsan ayrixatli trapesiyalarm
sahalarinin cabri cemina barabar olacagdir. Bu halda ox
oxundan yuxanda yerlasan ayrixatli trapesiyalarm sahalori +
isaro ils, ox oxundan asagida yerlasan ayrixatli trapesiyalarm
sahabri isa manfi isarasi ib goturdlur.

Tutaq ki, y =f{x) va y=<p(x)funksiyalari [a,b]
parcasinda kasilmaz funksiyalardir va x e [a ff] oldugda
I (xX) > (p{x) barabarsizliyi dogrudur. Asagidan y- (p{x),
yuxaridan y =f(x) funksiyalarinm qrafikbri, yanlardan iss

x=a va x=ft diiz xatlari ils shats olunmus P fiqurunun sahasi
b

M{P) = \\f{x)-(p{x"dx (35.3)

dusturu ib hesablanir. (bax, sakil 4.3)

Misal L.y =n/x , y —2- X, y =-2x Xatbri ib
ahats edilmis mustavi fiqurun sahasini hesablaym.

Isbati. Verilmis xatlarin kasisma néqtabrini tapag.
y=2-x va y=-2x duz xatbrinin kasisma ndqtasinin
kordinantlari x=-2, y =4 olacaqdir. y =~2x diz xatti ib
y =n[x ayrisinin kasisma noqtasi 0(0,0) noqgtasidir. y =2 -x

duz xatti ib y =n[x ayrisinin kasisma noqtasi (/, 1) noqgtasidir.
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Sakil 4.3
Alinmis S mistavi fiqurunu S =S, +S2 saklinda gostar-

Toak olar (bax, sakil 4.4). Burada,

[

M(S,h V 2- x +2x)dx =J(2 + x)dx =J2dx + ~xdx =

-2 -2 -2 -2
=20 X =422
2
3A
jU(S2)=j(2-x-n[x)dx = dx--Z2...2X2
R

v
1 2 12-3-4 _5
2 3~ 6 -6
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Sokil 4.4

Onda, axtarilan saha /u(s") =2 +6—= ZE olar.

y = JVX, 0<x<1 olduqda,
[3- 2x, 1<x<3 oldugda

Misal 2.

ayrisi va y =-x, 0<x<3 diz xatti ils mahdud olunmus
fiqurun sahasini hesablaym.

Halli. Alinmis S fiqurunu iki S1 va S2 fiqurlarimn
cami saklinda gostarak (bax, sakil 4.5). S, fiqurunun sahasi
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Sokil 4.5

fj(S,)= |[n/x - (- x)\dx = |nf]c dx + jxdx =

3 3+2 6~ 6
2

S2 fiqurunun sahasi isa

m(S2) :1'?-2 X - (- x)\dx = J(| x)dx =
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Beblikb, S fiqurunun sahosi,
ft(S)-M(P,) +M(S1) = d6 +2 :S(I).

Misal 3. y =2x~x2 va x+y - 0 ayrilari ib mahdud
olan fiqurun sahasini tapin.
Halli. y =2x - x2 parabolasi ib y =-x diiz xattinin

\y =2x-x2

kasisma ndqtalarini tapag. sistemini hall etsak,

ly =-x
kasisma noqtalari 0(0,0) va A(3,-3) noqtabri olacaqdir.
y =2x - x2 ayrisi, tapasi (/,/) ndqgtasinda va ganadlari asag!

istigamatlanmis priruboladir (bax, sakil 4.6)

Onda alinmisg S figurunun sahasi (35.3) dusturuna gors
3 3

m(s)=Jj2x -x J——o)Jtjc=j(3x - x2)dx =

3 27 _ 27 1

- 9- - ==_=4=

2 3 6 2
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Misal 4. y =|/gx| ayrisi va y =0, X =R),x--10 diz

u

xatlari ila mahdud olan fiqurun sahasini tapm.
lgx, 1<x<10,

Halli. \lgx\ = / oldugundan, axtarilan
migx, — <x<l1,
10 d

S figurunun sahasi
| 10

+ Mgxdx

to
olacaqdir. Hissa-hissa inteqrallama dlisturunu tatbiq edak.

u=Igx, dv-dx gottiresk. Onda du =—lgedx , 0 =x olar.
X
| i 10
m{s)=-xlgx I, +lgejdx +xlgx\'® -lge”*dx =
0
10

f. 1n
:I68-717d +\|_10 Ige +101glO-9lge =

1 >
( - (5----§->)Ige =9,9- 81lge.
I 10) v 10,
Misal 5. y = 2 ayrisi va y =0 diz xatti ils
a2+x2

mahdud olan fiqurun sahasini tapin (a >0 hesab olunur).

Halli. =— —- funksiyasi bitin adad oxunda
a +x

kasilmazdir va grafiki absis oxu ila kasismir. Ancaq absis oxu

bu syrinin fuqgi asimptotudur: lim ~ —j =0 (bax, sakil
a +x
3
4.7). Ona gora y =— N T funksiyasmm qrafiki va absis
a +x
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oxunun amala gallrdlyl llqur ndi manada kvadratlanan deyildir.

Ag(0, +oo) isl.ihiliii aded oldugda y = °©  funksiyasinin

a2+x2
grafiki va bl -J A parcasinin omals gatirdiyi fiquru X(n) ils
Isars cdok. Axtarilan sahani

. . d ..
u(S)= lim /AS IIm f—-—-zdx kimi gabul etmak olar.
ju(s) (a) lm f— g

A | n

dx
lim f vy ,dx =2a'llim f—
+X A+aa’
2n' lim —arctg — 220, T

**e*a a

Beblikb, axtunlun sahn /1{s) naZ2.

Sokil 4.7
Tutag ki, S mistavi Ozarinda birrabitali oblastdir ve
gapali, hainar I oyrisi ils shate olunmusdur ve I ayrisi para-
metrik x =<p(t), y =1//(t) (t,,<t <T) saklinda verilmisdir.
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(Xatirlayaq ki, agar har bir t e[t0,T] noqtesinda (p(t) va r(r)
funksiyalari kasilmaz diferensiallanandirsa Va
(p2\f)+y/'2{f)* O olarsa, onda I ayrisina hamar ayri deyilir).
Isbat etmak olur ki, hamar ayrinin sahasi sxfira barabardir ve
demali, agar S maustavi fiquru hamar ayri ile mahduddursa,
onda bu fiqur kvadratlanandir. L

. ©ger ayrixatli trapesiyanm mahdud oldugu ayri
parametrik sakilda verilarsa, onda (35.1) dusturundan istifads
etmak olar. Dogurdan da, (35.1) inteqralinda dayiseni svaz
etsok va nazara alsaq ki, t-t0 olduqda x-a; t=T oldugda

iss X = b olur, onda (35.1) diisturundan alariq:

b T
v{s) =\f(x)dx=\if/(t)(p'(t)dt. (35.4)
a 10

Misal 6. Parametrik sakilla verilmis
x =a(t- sint),y =a(l-cost) (a>0), (0<t<2n) (tsikloid)
ayrisi va y =0 absis oxu ila mahdud olan fiqurun sahasini
tapin.

Halli. (35.4) dusturundan istifads edacayik.

2n 2%
fu(s)= "y(t)-x".{t)dt = Ja(7-cost)-a(l -cost)dt =
0 0
n Py
- a2J)(/- cost)2dt =a2j(l - 2 cost +cos2t)dt =
0 O
Y 2 pird
: . + :
—a jJdt-2Dcostdt + ] 23082
an

=a 2n- 2sini\* +—ft +;—5in2t;-I :a2r2n +L2n 1 3na2
0 2

Misal 7. x=asint, y =bsin2t (a,b>0) ayrisi ila
mahdud olan fiqurun sahasini tapin.
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Halli. Parametrik sakilda verilmis ayrini askar sakilda

yazaq:
y2="b2sin22t = b2msin21lcos2t =
= 4b2A | 4b2, 72 x 2)
a a
2/\
oldugundan, y =+—yXnJa2-x 2 alariq. Belalikla.
a

y = xUl-xnla2-x 2 ayrisi ile mahdud olan fiqurun sahasini
a

2b
tapag. Yy =x— xyJa2-x2 funksiyasmm teyin oblasti
a

-a<x<a pargasidir. Bu funksiyamn grafiki (0,0) kordinat
baslangicindan va (a, 0) va (- a 0) nodqtsbrindan kegir. Bu
ayri kordinat oxlarina nazaran simmetrikdir. Dogurdan da,

2
y -—?x’\]az- x2 , xe\0,a\ funksiyasmda x-i -x ib avaz
a

etdikda y =-L|él,-x-\!a2- X 2,

x e [-a 0] funksiyasmi alariq, yani y dayisani 6z giymatini
dayismir. Analoji olaraq, y =- I.Iél,z-xyjaz- X2,

x e [Q a\ funksiyasmda jc-i - x ile avez etdikde y 0z
isarasini dayismir. Bu iss o demakdir ki, y = i%xn}§§':'§"'§
ayrisi oy oxuna nazaran simmetrikdir. ]

Eyni gayda ib gostarmak olur ki, y = igyxn]az-—xz

funksiyasi ox oxuna nazaran simmetrikdir. Bu funksiyamn
grafikini qurag. Simmetrikliys gora
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kifayatdir. x =0 oldugda y =0 olur, yani bu funksiyamn

grafiki (0,0) kordinat baslangicindan kegir. x-a oldugdu

y =0 olur, yeni bu funksiyamn qrafikinin absis oxu ib

kasisma  noqtasi (a, 0) noqgtesidir. Bu# funksiyamn

ekstremumunu tapag.
, 2b a2-2x2
a az2-x2

olar. y'=0  gotirsk. a -2x =0

olmasindan x = ) alang. Beblikb, xzug nogtasi

y =39X\a2—x2 , le[6, a\ funksiyasmm boéhran ndgtasidir.

. . . an[2 -
Asanligla inanmag olar ki, x=~~§/~ noégtasinin  solundan

sagma kecarkan ¥ (x) téramasi 0z isarssini misbatdan manfiya
. . aVv2 ) . . R
dayisir, yani, x-= noqtasi  maksimum ndqgbsidir.

. 2 b .
X = oldugda y =— olur. Beblikb, l noqtasi
2 a ~2~’a

2b ko
y =—rx\a2- x2 , xe[0, a] funksiyasmm ekstremum

a
a2 an2
noqtasidir. 0 < x < ------ oldugda / >0 olur, <x<a

A
olduqda iss y' <0 olur, yani bu funksiya 0, anz parcasmda

an2 . .
artan, a parcasinda isa azalandir.
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y =—jxyla2- x2 ,xe[0,a\ funksiyasmm qgabariglig va
a

cokukliyuni arasdirag.

._2b -2aX 4abx
- <0.
a (ar-xr)
Demali, y =— xyla2-x2 , xe [Qa\ funksiyasi
a

gabarigdir.

Butun bu deyilanlari nazara alaraq verilmis funksiyamn
grafikini quraq (bax, sakil 4.8).
Aydmdir ki, axtarilan saha simmetrikliya asasan

ju(S)=4[W-x"a2-x2d x ~
)’ Q

—[n/a2-x 2d{a2-* 2)=
a1 2:

4b 8b j 8

m ~—ab
3 -#5431-I/|l-l-3a*

olacaqdir.

Sokil 4.8,
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Misal 8. Parametrik sokilda verilmis x =2t-t2,
y =2t2-t 3 ayrisi ila mahdud olan fiqurun sahasini tapin.

Halli. Parametrik sakilds verilmis bu ayrini askar
sokilde yazaq. y =2t-t3=t(2t-t2)=tx. Digar tarafdan
X-21t-t2 ifadssindan t=1xy/l-x alaricjs Belalikla, askar
sokilde verilmis y =x{l +njl1-x) va y - x{]-yjl- x)
ayrilarinin amala gatirdiyi sahani tapmag lazimdir.
y,2=x[1+y/l-x) funksiyalarinm tayin oblasti (-00, ;]
araligidir. Aydindir ki, 0<x<1 oldugda 0<”"JI-x <1 va
demali 1- n/l-x >0, 1+y/l-x >1 olur. Ona go6rs h6km
edirik ki, xe\0,I] oldugda bu funksiyalarm qrafiki | riibda
yerlasir. Bu funksiyalar x =0 x =1 olduqda kasisirlar.
- 00< X<0 oldugda vy, =x{l +y/I-x) funksiyasmm aldigi
giymatlar rnanfi, y2- x[lI- n/l- x) funksiyasmm aldig
giymatlar isa musbatdir.

>I<!m Xli+Jl-%X)=-00, >&éno]ox\l- nl- X)=+oo0.

Ona gora y, =x(1 +J1- x) ve y2=x(/- V1- x) funksiyalar
(-00,6) araliginda kasisa bilmazlar. Belalikls,
y, =x(I +\/1- x) va y.=x{l-y/l-x) funksiyalarinda x
dayiseninin dayismaaraligi [0,/]parcasidir. Aydindir Ki,
x e [0,7] oldugda y, >y2 barabarsizliyi dogrudur. Ona gors da
axtanlan saha (35.3) dusturuna gors

m(s)=1Ibr1 - y2]ldx =j[x(I +n/1- x)-x(I - y/1- xdx =
0 0

1 1 1
- 2Ixndl - xdx =2Mx -1 + D)*fT x dx =2j(x - D*J1- x dx +
0 0 0
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| B 1 1
+2IV/-x dx=2j(/- d(-jc)-2j(7 - ¥)rd(l-x) =

2 bl H p(Fé)Z =i(0-1)-+(0-1)=
2
4_8_
5 3~ 15

8
Beblikb, axtarilan saha: ju(S) =m

Indi isa polyar kordinat  sisteminda  tenliyi
r=f(9), a s©<P olan kasilmaz, manfi olmayan L ayrisi
ve ©=a,0 =p sialari ib ahate olunmus ayrixatli G sektorun
sahasini hesablayaq. (bax, sakil 4.9) OSyrixatli trapesiyanm
sahasinin hesablanmasina analoji Usuldan istifada edak. [or,/?]
parcasinin ixtiyari 7 = \ex}D bdlglsuni aparag.
Cke\®k,ex+], k =0,(n-1) arahig noqtslari olsun.
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Har bir \Bk,&.1] parcasinda f(8) funksiyasmm an bdylk

giymati Mk, an kicik giymati mk olsun. =&, ©-6m
sualart va r - mk, r =Mk radiuslu ¢evrabrb shats olunmus

iki dairavi sektora baxaq. Radiusu r va markazi bucagl ©olan

dairavi sektorun sahasi ~r” oldugundan, raUuslari mkya
barabar olan dairavi sektorlarin sahalari cami

s(T) =-fm ;aet, ABG,=ew -6K,
2to
radiuslart MK-olan dairavi sektorlann sahalari cami isa

S(T)="U IM t. AB,=6LL -6,

G={(r®©):a <6<n”0<r</{B) } ayrixatli  sektorunun
daxilinda yerlasan pilbvari fiqurun sahasi s(T), bu sektoru
daxilinds saxlayan pilbvari fiqurun sahasi issa S(T) olacaqgdir.

Nazara alaq ki, ™/ 2(6©) funksiyasi \a,p\ parcasinda
kasilmazdir ve s(T) bu funksiyamn asagi Darbu cami, S(T)
- isa yuxari Darbu camidir. ~ f2{d) funksiyasi \a,p\

parcasinda integrallanan oldugundan, Ve>0 eb T bdlglsi
var ki, S(t)-s(t)=/u{B)-/u(A)<e dogrudur. Burada, A G
ayrixatli sektorun daxilina ¢akilmis pilbvari fiqur, B isa G
ayrixatli  sektorunu daxiline alan pilbvari fiqur isare
olunmusdur. Onda teorem 34.2-ya goOrs G ayrixatli sektoru
kvadratlanandir.
Aydindir ki, Aa G c¢ B oldugundan, bu fiqurlarin sahabri
tcln

ju(a) <p(G) <p(B) vayaxud s(T)<//(<?)<S(T)
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barabarsizliyi dogrudur. Bu barabarsizlikds d (r)”* 0 sartinda
limita kecsak va nazara alsaq ki,

1p
lim s(t)= lim S(t)=-1 f 2i9)da,
d(m)*0 v 4 dm)-+0 v 2 ]

onda, G ayrixatli sektorunun sahasi

M {ah”"™\/"(e)clO (35.5)
2t

olar.

Misal 9. Polyar ox va r=a®© Arximed spiralinm bir
burumunun shate etdiyi sahani tapin.

Halli. Aydindir ki, 0 <© <2n: gabul edacayik (bax, sslcil
4.10). (35.5) disturuna géra G =OABC miustavi fiqurunun
sahasi

Misal 10. Polyar kordinatlarla verilmis
r2=a2cos29 (a > 0O) lemnistikati ilo mahdud olan
fiqurun sahasini tapin.

Sakil 4.10
Halli. Dizbucagl kordinat sistemina kegak;
X - rcosO, y-rsin®, 0<6 <2n gotirek. Onda lemniskat

ayrisinin tanliyi dizbucaql kordinat sisteminds geyri-askar
sokilda verilmis
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(x4 /Y -ay -1/)
soklina disar.Asanligla inanmaq olar ki, busyri ox va oy
kordinat oxlarina nazaransimmetrikdir. Bu ayri(0,0)kordinat

baslangicmdan kegir. r2=a2c0s26 barabarliyinda sag terafin
muisbat olmasi tg¢iin cos2©>0 olmalidir. Bu bar|jprsizlikdan
N

2'"“,2(p<£ ve yaxud Z<(p<% alarig. Simmetrikliya

goéra 14 parcasi Uzra alinan sahanin iki mislini gotiirmak

lazimdir. Onda (35.5) disturuna gore

li(6)= 2 2% 1 cos 26pd(p =22 § cos 2(pd(2<p) =
2 1 >

4
a—ZZSi'n x> =a?.

4

Misal 11. Polyar kordinat sisteminda verilmis
r=a(l +cosd) (@>0) ayrisi (kardioid) ils mahdud olan
fiqurun sahasini tapin.

Halli.Dizbucagli  kordinat  sistemina kegak:
X-rcosoO, y =rsin9 (0<© <2n). Onda asanligla
gdstarmak olar ki, bu ayrinin dizbucaqli kordinatlarla tanliyi

(x2 +y2- 2ax)-ax2=0
olar. Burada y -i -y il avaz etdikda tanliyin sakli dayismir.

Bu isa o demakdir Ki, bu ayri ox oxuna nazaran simmetrikdir.
y =0 oldugda x=0 va x- 2a alariq. Belslikls, bu

ayri (0,0) kordinat baslangicandan va (2a, 6) noqtalarindan
kecir.
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x =0 oldugda y =0 va y =za olur. Basqa s6zla bu
ayri oy oxunu ((),a) va (0,-a) nogtalarinda kasir.

r polyar kordinat an boyuk giymatini (2a,0)
négtesinds olur. Bu ndqtada r =2a olur. r =2a olmasi lc¢lin
(p=0 gotilrilmalidir. (p-n oldugda r o6zanin an kigik
giymatini ahr. Beblikb, (p polyar bucaginin dayisma oblasti
olarag [0] arali§i goturdlmalidir. Onda simmetrikliys gors
(35.5) diisturuna asasan [0,n] parcasi Uzra alinan sahanin iki

misli axtarilan saha olacaqdir.
q2* I
ju(s)=2 J (/ +cos(p)2d(p=a2l [L+2cos(p+ cos2<pldp=

- a fd<p+2fcos¢cdg¢ +J7+cos

=a (p+ 2sing>+ -j¢? + *sin2cp 3 a

Misal 12. r =asin® (a >0) ayrisi ib mahdud olan
fiqurun sahasini tapin.
Holli. Bu ayrini dizbucagh kordinatlarla ifads edsk:

Xx2+y2-ay-0 .
a'? a
X2+y2-ay =x2+ y__ A oldugundan, axtarilan ayri
markazi noégtesinda, radiusu r - 2 olan cevradir. Bu

ayri oy oxuna nazaran simmetrikdir. ©=— oldugda r 6zinin

an boylk giymeatini alir; r=a. 9yrinin 0oy oxuna nazaran
simmetrikliyini nazars alsaq, (35.5) dlsturuna asasan, axtarilan
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sahani tapmaqg dcln Q, parcasi Uzrs alinan sahanin iki

mislini goétirmak lazimdir.

1 2 2
AG)= 2-—a?2j sin28dd-a2J 1-cos28
az2 I m
(9— sin26

~2\

§ 36. ©yri qovsinun uzunlugu
Ovvalce mustavi irannéa' sads ayri anlayisi versk.
(x,y) mistavisina, yani x va y haqigi adadlar oldugda bitiin

mumkin nizamlanmis (x,y) citlar killiyatina baxaq. x va vy
geyd olunmus adadlar oldugda (x,y) citd muistavinin noqgtasi
adlanir, x va y -8 isa bu ndqgtanin kordinatlari deyilir. Adatan
(x,™) noéqgtssini miayyan bir harfla isars edirlar. Masalan,
M(x,y) yazihigi mustavi Gzarinde M ndéqtasinin kordinat-
larinin x va y oldugunu goéstarir. Tutaq ki, x va y dayisan-

larinin Ozlari ds basga bir t dayisanindan asili funksiyalardir:
X =<pt), y =//(t). Bu funksiyalarin arqumentini galacakds

parametr adlandiracagiq. Tutaq ki, <p(tyva 1//(t) funksiyalari
wiayyan bir \a,p\ pargasinda kasilmaz funksiyalardir.
Aydmdir ki, t parametrinin har bir geyd olunmus tOe [«,/?]
giymati mdistavi Uzarinde wiayyan bir M (GXt0), 1//(t0))
ndqtasini tayin edir.

Tarif 1. t parametri miayyan bir \a,p\ parcasinda
dayisdikds, kordinatlari x =<pf),y = () kasilmaz
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funksiyalarinm giymatlarindan ibarat mustavinin  M(<p(t), ¢>(f))
noqtalar coxluguna mistavi ayrisi deyilir.
Bu mistavi ayrisini L ils isars edsk. Xatirlayaq ki, \a,fi\

parcasmin uc noqtabrinda kasilmazlik dedikds birtarafli
kasilmazlik nazards tutulur.
Tarif 2. Tutaq ki, L ayrisi parametrik sakilda verilmisdir

va c-{c,,c2)eL. Ogar t parametrinin [#,/?] parcasindan
goturdlmis he¢ olmazsa iki muixtalif t{* t2giymatlari Gg¢in
=CI» V) =V () =c2 odanarsa, onda
¢ =(cj,c2)e L noéqgtesine L ayrisinin takrarlanma (6z- 6zini
kasma) noqtasi deyilir. ©gar t parametrinin \a,p\ parcasindan
gotiralmis maxtslif qiymatbrine L ayrisi Uzarinda miuxtslif
négtalar uygun galira, onda L ayrisins sada ayri deyilir.
t parametrinin ava (i uc giymatbrina uygdun L ayrisi
uzarindaki noqtalara L ayrisinin sarhad noqtalari deyilir. ©gar
yalmz t parametrinin t-a ve t=/? wuc noqtalarinds
<p(a) =<p(fl), y/(a) =1//(/3) olarsa, onda parametrik sakilds
verilmis L ayrisina qapali sada ayri deyilir.
9gar L ayrisinin yalmz sonlu sayda takrarlanma néqtssi varsa,

onda L ayrisina parametrbsdirib bibn ayri deyilir. Bu tarifi
basga sakilda sdylayak.

x =), y=yA), t*[a,p] (36.1)
tanlikbri ib tayin olunan L ayrisi verildikds, [or,/?] parcasini
eb sonlu sayda parcalarina bolmak mimkiindursa ki, bu

parcalarin har birinds (36.1) tanlikbri sada ayri tayin etsin,
onda L ayrisina parametrbsdirib bibn ayri deyacayik.
Aydmdir ki, har bir sada ayriys parametrbsdirib bibn ayrinin
x0susi hah kimi baxmagq olar.

Lemma 1. Har bir parametrbsdirib bibn ayrini sonlu
sayda sads ayribrin birbsmasi saklinds gdstarmak olar.
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Lemmam isbat etmak Ug¢un [a,/?] parcasini uc noqtslari
verilmis ayrinin takrarlanma ndqtalarinds olan sonlu sayda
hissalara b6lmak kifayatdir.
Paramametrlasdirib bilan ayriya aid misal gostarak.
Tutaq ki, L mistavi ayrisi
X =cost, y =sint, 0<t<2n ® (36.2)

parametrik sakilda verilmisdir.
Aydindir ki, (36.2) parametrik tanliyi markazi kordinat
baslangicmda, radiusu 1 -a barabar olan ¢evradir. \0,2n]
parcasim [o,Tr] ve \n,2n\ parcalarmin birbsmasi saklinds
gostarak. t dayisani [0,;r]-da dayisdikda yuxan yarimgevrani, t
dayisani [n,2n\-ds dayisdikda asagi yarimgevrani alariq va bu
yarimgevralarin har biri sada pyrilardir va demali (36.2)
tanliklari mistavi Uzarinda gapali sads ayridir.
\a, b\ pargasinda kasilmaz y =f{x) funksiyasmm qrafiki sada
ayridir. Onu x-t, y =y(t), a<t <b, kimi parametrik
sokilds yaza bilsrik.

indi iss parametrlasa bilan ayri qovsinin uzunlugu
anlayismi verak. Biz sadslik namina sads mistavi ayri
qovsinin uzunlugu anlayismi veracayik.

Farz edak ki, L sada ayrisi

X =<, y =y/(t), a<t <p

tonliyi ib verilib. parcasinda
a =to<t,<t2 =p
soklinds VT Dbolgusi aparag. MI(c¢(t,),y/(t,)) i=0,...,n

nogtalerini  diiz xatt parcalan ib birlesdirak. Alinan
MOM 1...Mn simqg xattina Z-ayrisinin daxilina c¢akilmis, T

bolglsina uydun simq xatt deyirbr. Onu 1(T) - ib isars edak.

/, = M,_, Mt- parcasmm uzunlugu
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12 IHM A M, =-i[(p(ti)-<p(twil f +[y(t,)-Y ( -\

olacagdir. Onda butiin /(r)= MOM sinig  Xattinin

uzunlugu

lim \=iy >1=Z \{vv ')-p(t-~1))2 v ((-1)Y
i= bll

olacaqdir.

Torif3. \a,P\ pargasinin bitin mumkin T bélgilarina
uygun L ayrisinin daxilina ¢akilmis simq xattlarinin uzunluglan
coxlugu {/(r)} mahdud olduqda Z-a duzlanan ayri, {/(Z)}

coxlugunun daqig yuxari serhaddina iss bu ayrinin uzunlugu
deyirlar.

Bilavasita tarifdan gorindr ki, parametrik sakilda
verilmis ayrinin uzunlugu misbat adadidir.

Duzlandirilmasi mimkin olmayan ayrilar da vardir.

Lemma 2. Farz edak ki, \I(T) |, [ar/?] parcasimn T-
bolglsina uygun L ayrisinin daxile ¢akilmis simq xattinin
uzunlugudur. |/(jI’)| isa T bolglsins yeni noqtalarin slava

edilmasi ile alinan T bélgusina uygun LAn daxilina ¢akilmis
simq xattin uzunlugudur.
Onda

\I(T)Net(r)\.
tsbati. Kifayatdir ki, T* bodlgusu olarag T-ya bir §
noqtesi alave etmakb alinan bdlgl goétirak. olsun.
Onda T bélgisiine uygun simg  xattds bélgisi
MbIM' va M'Mt pargalarinm cami ils avaz olunacaqdir.

Ucbucagin bir tarafinin uzunlugu iki tarsfin uzunluglari
camindan boyik olmadigindan,
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Teorem  36.1. 9Sgar x =(p{t) va y-~{t)

funksiyalarinm [«,/?] parcasinda kasilmaz tt‘)r%meleri varsa,
0 |}
onda

[«[<».[»]

tenliklari ila tayin olunan L -ayrisi dizlana”ilandir va onun
uzunlugu

[ =\yl<p’2(t) +if/'2(t)dt (36.3)
a
dusturu ils hesablanir.
isbati. ®walca L ayrisinin dizlsnan oldugunu isbat
edek. \a,p} pargasinda VT boélgusi aparaq. Yuxarida
gostarildiyi kimi [«,/?] parcasinm J1/I" = {/(J0 bolgisina uygun
L ayrisina ¢akilmis I(T) sinig xattinin uzunlugu

K7l = §:/V W /)“9M-1)Y+M O "

diisturu ib hesablanir.
€0 va (//(0O funksiyalan [a,p] parcasinda

diferensiallanan oldugundan har bir elementar
parcasinda Lagranj teoreminin bitin sartbri 6édanir. Ona goérs
da har bir ,t,] parcasinda Lagranj teoremini tatbiq etsak,
alariq:

(pit,)-p(/m) = <E<H,,

=t,-t,_n y/(t,) -y (tid) =1/(t], )At,, t,_j <n, <t
Demali,

Teoremin sartine gora (pit) va <//(/) funksiyalarinm
parcasinda kasilmaz téramalari oldugu lciun eb M >0 adadi
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var ki, V/e[a,/f] ucin \<p'O\<M \y/' ()< M
barabarsizliklari 6donir. Ona géra da

<H /(7] < + >A,<NIm]lFCn,=42Mai3-a).
I-1 =]
Buradan aliriq ki, [oc, ft] parcasinm Y T bdélgust tgun daxils

¢cakilmis sinig  xatlorin {*™|} wuzunluglart c¢oxlugu
mahduddur. Ona goro da ayri diizlsna bilandir. indi iss (36.3)

dusturunun dogrulugunu gdéstarak.

Bgar (36.4) caminds /7, = go6tirsek, onda
a=YjaRr2(")+1'2(")-All comi  J<p'2(t) +V'2(t)

i*1

kasilmaz funksiyasmm [a, ft] parcasinin T bélgisina uygun
inteqral camidir. Gostarak ki, d(T):m&%ﬂxAtl-iO sortinda
(36.4) caminin limiti, ¢ (t) + Ur2 () funksiyasmm [or,/?]
parcasinda inteqrali olacagdir. Ona g6ra da |/(r)|-Ma

+4/'2(t) funksiyasmm crinteqral caminin fargini
giymatlandirak.

Inf[a2+b2- nfa2+c2!4b- c|

oldugundan,

1d )| - H - %:/ nINTTS J + )- \(p,2(M) + A~ ,2(i) AL S

ANI()-funksiyasi [*mh] parcasinda kasilmoz
oldugundan \/s >0 uc¢iin 30 >0 adadi var ki, V<7, e
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ugn I -1 j<S oldugda W/ )-y/'(7)j<e olacaqdir.
Buradan alariq ki,
\I{r)\-0\<EYjAtl=e{p-a).
i-1

Teorem isbat olundu.

©gar L ayri duzbucagh koordii*rt  sisteminds
y =f(x), (a<x<b) tanliyi il verilmisdirsa va /(x) [or,/?]
parcasinda kasilmaz téramays malikdirss onda x-i parametr
kimi gabul etsak, y - f(x), xeM ayrisini
(p{t)-t,1//{t)- 6 [a,b\ parametrik sokilde vyazsaq, L
ayrisinin uzunlugu tgin

=01 +(f{xy)c (36.5)

disturunu alarig.
oger L ayrisinin tenliyini r =g(d), (80<6<61)
soklinda polyar kordinatlarla verilmisdirss va ¢(&) [,9]

parcasinda kasilmazdirss va kasilmaz g\&) téramays

malikdirss, onda L ayrisi duzlsnandir va onun uzunlugu
| = ?J g 2{e)+g'2{0)dd (36.6)
S)
dusturu ils hesablanir.
Bunu gostarmak lc¢in
X=rcos©- g{d)cosB,y =rsin O = g(<9)sin © dekart kordinat
sistemina kecak. Onda L ayrisini
<=9(0)cos6, 1/ - g(8)sin © ©e \&0,6,] parametrik sakila
gatira bilarik. Bu halda
Xe =rgcos©-r sinG, y'g=rgsin©+rcos O
oldugundan,
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i +ya a (f0cosO rsinQY +( r0sin©+rcosO)} - r2+raz,

alariq.
Beblikb,

[ jyjr2+r’ <0=jJg(©)2+[g'{0)\ de

alariq.
Misiil 1. Parametrik sokilda verilmis
x =a(t-sint) y “ a(l- cost), O0<t<2n, {8a=0
tsikloidasmin uzunlugunn tapin.
lolli. x'(t) =a(l - cost), y'(t) =asint oldugundan.,
(36.3) g([]sluruna gora

P
I- Jyfa2(1- cost)2+a?2sin2idt=aj 42 ~2costdx-
0 0
2t~ , X
=2a\sin—dt =-4acos— - 8a
0

Misal 2. Parametrik sakilda verilmis
x =a(cost +1sint), y = a(sint - 1cost), 0<t<2n ayri
qovsunin uzunlugunu tapin.

Haiti. x' = atcost, y\ = atsint oldugundan,

njx'2+y'2=10V cos21l+ art2sin2t-at

olar. Onda (36.3) dusturuna gors,
24 " 23
I=Jatdt-a— - 2nal

Misal 3. x =nJ3t2,y - 1- 13 ayrisinin bir ilgayinin
uzunlugunu tapin.

Halli. t parametrinin dayisma araligini tapaq. *(/) yn
>'(/) funksiyalarinm har ikisi /-nin butin giymatbrinda toyin
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olunmusdur. x(t)=*[3t2>0 oldugundan, bu ayri sag
yarimmustavida yerlasir. t parametri 0z isarasini dayisdikda
X(t) 0z giymatini dayismir, y(t) ise isarasini dayisdiyindan
baxilan ayri ox oxuna nazaran simmetrikdir. Bu ayrinin ox
oxuila kasisma noqtasini tapag. y - 0 goturak. Onda t- 13=0
tanliyindan t, =0, t23 =1 alang. t =0 oldu™6a x(r) =0 olur,
yani bu ayri kordinat baslangicindan kegir. x(t2) = x(t3) =33

oldugundan {nJ3, 0) noéqtasi bu ayrinin yegana 0z-6zlina kasma
noqtasidir va bu ndqta absis oxu Uzarinda yerlasir. Bu isa onu
gostarir Ki, t-nin dayisma araligi [-1,1] pargasi goturilmalidir.
(bax, sakil 4.11)

X' =2731 y,=1-31t2 oldugundan, Tj)xR2+y;2=1+ 3t2 olar.
Onda (36.3) dusturuna gora

1= j(1 +3t2)dt = 4.
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Misal 4. y3=2px, (0<x<x,,) ayri qgovsiinin
uzunlugunu tapin.

Halli. Aydindir ki, xe[6,1,,] oldugda y2=2px
ayrisinin amala gatirdiyi mustavi fiquru ux oxuna nazaran
simmetrikdir. Ona gora da y =JJpx, xe[0, xO\ ayrisinin
uzunlugunun iki mislini gutirmak lazimdir.
y3—2px tonliyinden y =+JJpx , y ' =+x—~ = -IE =

2yj2px -J2px
alariq.

Onda (36.3) dUsturuna gora

l=21f ¢ Z n ,/j l/+jl. A=22IE E ~ ck
2pX V. T J 4Tx

-2]4e+Yp1dx-rYp+ynJ d{j2i)
0 V2x

alariq.
Sonuncu integralda \[Yx m | avazlamasi aparag.
x=0 t=0, Xx»xn=$I1*y[2~n.Onda,

d{j1x)=2 j yjp +t2 dt =

= [tylp +t1 +pin[i +y]p +12))

X0 +11X0 + -

319



1-IXn 4
Beblikb, 1=42-Ax0 +pin-
/

Misal 5. x =—y2- —Iny, (I <y <e) ayri govsiunin
4y > y, (I<y<e) %q

uzunlugunu tapin.
Halli. Verilmis ayrinin tanliyinds y dayisani arqument,
X isa _y-dan asili funksiyadir. Bu funksiya [l,e\ pargasinda

tayin olunmus kasilmaz funksiyadir va kasilmaz tdéramaya
malikdir. Aydindir ki, bu ayri gévstnin uzunlugu

(36.7)
dusturu ib hesablanir.
X' = ——— oldugundan, 1<y <e oldugda
2 2y
lExy ~NT+ o 2y LR PP
\1+yl++ yJ+2y2+1 y2+| 1y+
{2 4 4y2 Y 472 2y Yy
olar.
Onda (36.7) dusturuna gors
I_\d P ol e2+1
+ = — - ny
Yy d 2 2 2 2

. L C
Misal 6. y =Incosx 0O<x<acx< ayri qovsunin

uzunlugunu tapin.



Nalii, y'm sinx =-tgx oldugundan, xe\0, a]

COSX
oldugda JI +y'fm*JT+tgx =—— olar . Onda (36.5)
COSX
ddsturuna goro
. a
th W4
| - jr ox . Intg(( 1— = |ntg’\n. +?
i COsX K4 2] 14 2
1 1 1

Misal 7. xs +ys=a3 (a>6) astroidinin uzunlugunu
tapin.

Halli. Malumdur ki, astroid ayrisi ox va oy kordinat
oxlarina nazaran simmetrikdir. Astroidin dord tsps ndqtssi
vaidir:  A,(0,a), A:(u,-a),A3(a,0),Aj~a,0). Birinci ribds

(2 I

astroid ayrisinin tanliyi y = a3- x3 , O<x<a soklinds

olar.
(2 21, L Hres n
"J al-x3 g X 3=—x 3 a3-x3 , 0<x<a,
2\ y 1 3) v Yy
(2 2\

y'2=x3 a3- x3 , 0<x <a,

f 2 2\

a faVv
a3-x3

Xy yX;

(E\;I funksiyasi x =0 noqtssinda tayin olunmadigindan,

astroid ayrisinin | ribda yerlagan hissasinin uzunlugn adi
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manadayox, — funksiyasmm [Qa\ pargasinda Il nov geyri-
vA/
maxsusi integrali kimi basa dusulir:

Ja XJ
ﬂ\w dx = g%asf—i-=a3éj£*2
3

7 3 2 £

— [ror -£17J a..
2 Cc-»°+

BiUtov astroid ayrisinin uzunlugunu tapmaq Uc¢in | ribds
yerbsan hissanin uzunlugunu 4-a vurmag lazimdir. Beblikb,

1-4 —a -6 a.
Misal 8. r=a-© (a>0) Arximed spiralmin

0<©<2n oldugdauzunlugunutapin.
Halli. re - a oldugundan,

yjr2+rd2 = nja2+ a202 = ayll + ©2 olar. Onda (36.6)
diisturuna goéra

/=alV7+02da.

2K
| = JV7+ ©2d6 integralim hissa-hisse inteqrallama metodu ib
0

hesablayagq. mn= +02 ,dG=do gotirak. Onda
(fu = Odt , =6 olar.
4T+O62
I n 2% Q2 boene- In dt
1=047+02 - f 1 W-6>;  -/+ Zf
0 i J 14-R2 0 bJl +6e2.
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21wy T+e2 2n+1n\e+JT+~0
n

*2ny[l+4n2+1n(2n+ .1+ 4n2,
Buradan,

I =mM\11+ 4n2+ 2—1I'I\2)'I + =JT+4n2
\Y
alarig. Onda

/=a ny[l+4n2+ —1n(2n +yh+4n*

Misal 9. rma(l +cosd) (a>0, 0<©<2n) kardioid
ayri qovsinin uzunlugunu tapin.
Halll. m-asind oldugundan,

Ajr2+r'J - {I +cosof +a2sin26=av 2 +2c0sO -

+¢0s9) - at4cos 2<£—

S]
2acos—, 0<©<n,
_ 2
W2« COS— — .
-2acos;, n<e<?an.

Onda (36.6) dllsturuna gttrs
2

. 0 . . S/
I =2ajcos- dO=2ajcos-d0-2ajcos—dO-

n
(S}
A2a ZsinO -2a -2sin =4a +4a =8a.
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837. Faza cisminin hacmi.
Uc olguli R3Evkilid fezasinda MO(x0,y0,zQe /?3
néqgtasini geyd edak.

\MOM\ = -J(x- x0)2+(y-Vy,Y +(z-z0) <R
barabarsizliyini 6dayan M(x,y, z) nogtalsr coxluguna markazi
M 0- ndqtasinds olan R - radiuslu gapali kirs defftir.

Markazi M0 nogtesinds, radiusu s olan kdranin daxilinds
yerlasan noqtaler ¢oxluguna MO ndqtasinin e atrafi deyilir.
Tutaq ki, U¢ Olgulifezada wiayyan bir {M } coxlugu
verilmisdir.

9gar A noqtesi har hansi £ atrafi ila birlikde {M}

coxluguna daxil olarsa, onda A ndégtasine bu ¢oxlugun daxili
noqtesi deyirbr. ©ger A noéqtasinin eb £ atrafi varsa ki, bu
atrafin {M } ¢oxlugu ile he¢ bir ortaq néqgtssi yoxdur, onda A-

ya {m} coxlugunun xarici noqtasi deyirbr.
oger A- c¢oxlugunun ixtiyari atrafmda hat {m}

coxluguna daxll olai, hat da daxil olmayan ndqtabr varsa,
onda A -ya {M } coxlugunun sarhad ndqtasi deyirbr. Sarhad

néqtabri coxluguna iss {M } coxlugunun sarhaddi deyilir.
9gar {M} coxlugunu sonlu radiuslu kira daxilina
almag mumkindirss,onda {m}- & mahdud c¢oxlug va ya

mahdud cisim deyirbr.

Orta maktabdan beb cisimbrdan piramida, prizma, kub,
konus, silindir va digar coxuzlibrb tanisig. Bu cisimbrin
hacmbrinin hesablanmasi gaydasint bilirik. Bu cisimbrin
hacmbri additivlik, invariantlig, monotonlug xassalarina
malikdir. Digar fiqurlarin hact anlayisim da els tayin etmaliyik
ki, bu xassaleara malik olsun. ixtiyari mahdud F - cismina
baxag. Bu cismin daxilinds yerbsan butin mimkin g¢oxizli
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cisimlari P, onu daxilinda saxlayan ¢oxuzlu cisimlari Q ila
isara edak. P va Q - nin hacmi malumdur.

F - in daxilinds yerlasan P coxuzlilarinin hacmbri
coxiugu olan  {ju{P)} adadi c¢oxlugunun daqgiq yuxan

sarhaddina, yani jut =/n,(f) =supju(p) adadina F cisminin
PczF

asag! hacmi deyilir.

F cismini daxilina alan Q ¢oxuzlllarinin hacmbri ¢coxlugu olan

W)} edadi g¢oxlugunun deaqiq asagl serhaddina, yani

M=M(Ff) = (i)nf p1iQ) adadina F coxlugunun yuxan hacmi
=1

deyilir.

Torif 1. ©ger /1, =//olarsa F faza cismina kublanan
cisim (yani, hacmi olan ) deyilir. m=/n{fF) =//*=//, adadina
isa F cisminin hacmi deyilir.

Teorem 37.1. F - cisminin kublanan olmasi Ggun zaruri

va kafi sart, Vf >0 ugiin F - idaxilinda saxlayan eb QvaF -
in daxilinda yerlasan ele P - coxuzlistunin varhigidir ki,

ju(q) - /j(p) < e olsun.

Bu teoremin isbati mistavi fiqurlarin kvadratlanan
olmas! haqqinda teorem 34.1-a analoji qaydada aparilir.

Qeyd. Bu teoremda P va Q coxuzlilsri avazina ixtiyari
kublanan P va Q cisimbri gotursak, onda teorem yena da 0z
glcindo galir.

Tarif 2. ©gar fazada verilmis noqtalar coxlugunu hacmi
kifayat gadar kigik olan ¢oxuzlu daxilina almag mumkdindtlrss,
onda deyirbr ki, bu noéqgtaler g¢oxlugunun hacmi sifira
barabardir.

Bununla slagadar yuxarida geyd olunan teoremi asagidaki
sokilda da demak olar.

Teorem 37.2. F cisminin kublanan olmasi tgiin zaruri
va kafi sart, onun sarhaddinin hacminin sifxr olmasidir.
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Kublanan cisimlara misal olaraq silindiik cismi gdstara
bibrik. Silindiik cisim dogurani kordinat oxlarindan har hansi
birina paralel olan silindrik sathb va hamin kordinat oxuna
perpendikulyar mustavibrle shats olunmus faza cismina
deyilir.

Mistavibrin silindrik sathle kasismasi mistavi fiquru
yaradir va bu mdastavi fiqurlar silindrik cismi# oturacaglan
adlanir. Silindrik cismin oturacaqlari arasindaki h masafasina
silindrik cismin hunddrluyd deyilir. (sakil, 4.12)

Sokil 4.12
Teorem 37.3. ©gar F silindrik cisminin oturacag! kvad-
ratlanan G maustavi fiqurudursa, onda F kublanandir ve onun
hacmi G oturacaginin sahasi ib silindrik cismin hundirluyd
hasilina barabardir: /j(f) = ju{G) =n .
Hacmi sifir olan satha misal olarag f,g,(p kasilmaz

funksiyalar oldugda, s =f (x,y), y =g(z,x), x=(ply,2)
soklinda askar verilmis sathbri gostara bibrik.

Qeyd edak ki, £ - cismi bir ne¢a kasilmaz funksiyalarla
mahdudlasmisdirsa, onun hocmi vardir,

Farz edak ki, £ cismi gapali sath ib mahdudlasib va onun
kordinat oxlarina perpendikulyar kasiyinin sahasi malumdur.
Umumiliyi pozmadan tutag ki, ox oxuna X nogtssinds
perpendikulyar kasiyin sahasi S(x)- malumdur. Cismin ox
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oxuna paralel x =a va x = ft mustavilari arasmda yerlasdiyini
farz edok va tutaq ki, a <b .

Cismi x0=a, x=x x n=b mustavilari ila hissalara bolak.
X =X, V8 x = X@ mustavileri arasindaki gata baxaq. [Xx,,X,4]
parcasinda S(x) funksiyasmm maksimum qiymati M,(x),
minimum qiymati iss w,(x) olsun. Onda m}<S(x)< Vo
baxilan cismin oturacaglart x =x, va x = x,H maustavilari olan
hissalari, M \xt—x(+1) diz silindirinin daxilinda yerlasacak va
o m,(X#- x() duz silindirini daxilinds saxlayacaq. Bu

n nl
silindirlerin da hacmi uygun olarag » MtAxt va
=] B0

olar. Bu camlar S(x) funksiyasmm [a, ftf] parcasinda uygun
olaraq yuxari ve asagl Darbu cemlaridir . Onda maxAxt —»0
sortinda limita kegsak, axtarilan F cisminin hacmi

[i(F)-fs(x)* (37.1)
olar.

Misal 1. x_2+Ay72 +Z—2 =/ ellipsoidinin hacmilli tapin.

Halli. Ellipsoidi x-const midstavisi ilo koasak.
- a <x < a.Onda ellipsoidin tanliyindan

f 2>
N
a-J «)
. . X2 L X
alarigq. Bu isa yarim oxlart b~J—j va c~/—j- olnn
. . X2 V2 ... .
ellipsdir. Malumdur — +~ =1 ellipsinin sahasi Smnah
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disturu ila hesablanir. Ona go6ra da kasikda alman ellipsin
sahasi

2\
S(x)=nbJl =nbc 1-— (-a<x<a)
\ * oy
olacaqdir (bax, sakil 4.13). Onda (37.1) dusturuna gors
ellipsoidin hacmi b
a a / 2n
ju(f)= |5 (x)tic= 1--j dx=Tthc - —nabc.
-a -a v AN ] 3a2 3

Xulsusi halda a=b=c gotirsak, onda kuranin hacmi (giin

malum V = —n a3 dlsturunu alariq.

Misal 2. x2+y2+z2=16 Kkirasinin x =2 X=3
mustavilari arasinda galan hissasinin
hacmini tapin.

Halli. Verilmis kirani x = const miustavisi ila kasak.
2 <x<3. Aydindir ki, kasikds dairse ahnacaqdir. Kiiranin

tanliyinden y2+:z2=16 - x2 alariq. y2+:z2=16 - x2 radiusu
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olan cevradir. Kasikda alinan dairanin sahasi
S(X)=n wr2=7r(16 - X2), xe[2, 3]
olacaqgdir. Onda (37.1) disturuna asasan, axtarilan hacm

In{F)= [s(x)iic = nA[16 - x2dx =5 1ex- X0 _ g 4
2 2 K 3, 3
Misal 3. x2+y2=a2, z=n/3y , (y>0),
sothlari ile mahdud olan cismin hacmini tapin.

Halli. Verilmis cismi x =const mustavisi ila kassk.
Kasikds dlizbucagh lcbucaqg alinir. Bu l¢bucagin sahasi

S(x) ="y(x)-z(x) ="yla2-x2-43"a2-x2=~~{a2-x2),

-a<x<a olacagdir. Onda (37.1) disturuna goéra, axtarilan
hacT

ju(f )= ="~J(62-x2)dx="-2-2"(a2-x2)dx=

_ a 2J3
=Vi a2x - = ad.

Misal 4. 2% +X2%—"7 =7 z=+c sathbri ilo mahdud

a b c
olan cismin hacmini tapin.

Halli. Bu faza cismi xoy muistavisine nazaran sim-
metrikdir. Ona g6ra da cismin z> o0 yarimfazasinda yerb$on
hissasinin hacmini tapib, iki mislini goétirmak lazimdir. Bu

cismi z = const mustavisi ib kesak. 0 < z < ¢ ddanmalidir.
Sathin tanliyindan

2 N
N
2 c?

21 ¥
r\)_|>(-

b
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va yaxud

+ - =1
a 7+ b2

Bu isa yanmoxlan uygun olaraqg aJl +—2 va A .l +~j olan
C wy ¢

ellipsdir. Malumdur ki, yanmoxlari uydun olaraq a va b olan

4w %’3—2 =1 ellipsinin sahssi S =nab -dir. Ona gora da

az2

yarimoxlari aJJ+— ve b~”J+— olan ellipsin sahasi

2\
S(z)=nab /+- olacaqdir. Onda (37.1) disturuna gors,

axtarilan hacrn
c ar 2\ f

lj (¢ )= 23S(z)dz =2nab™\ 1+m dz=2nab z+ l2 3
c

\
=2nab\ c+ —c =8nakc.
I 3 3

X2 y2 =Sy .7 =0 ssthleri ile
a2 b2 a

mahdud olan cismin hacmini tapin.
Halli. Verilmis cismi y =const mustavisi ila kasak:

-b <y<b. Kasikda diizbucagl tgbucaq alinacaqdir. Kasikds
alinan t¢chucagm sahasini tapaq. Ellipsin tanliyindan

Misal 5.

x(y)=1jy(b2-y2)

alarig.
Onda kasikda alinan dizbucaqgl tGgbucagin sahasi
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S{y) - # x(iNz(y) - Joi-/ )m - Y)=

7 ac,
(37.1) disturunu gdra uxtarilan hacw
| ac
M{F)- fS’CvkvBAT j “/)# = '2) =
aC\ 13 -
Tr\by —?abc.

838. Firlanmarian alinan cismin hacminin
hesddamresi.

Forz edok ki, f(x) funksiyasi [a.b\ pacasinda
kasilmazdir. /(*)- in gafiki, X =a vax="Db duz xatlari
arasinda galan mUstavi fiqurun (oyrixatli trapesiyamn) o x - oxu
atrafinda firlannmsmdan alman cismin hacmini hesablayag.

Teoam 3Bl [Ll/p parcasmda kasilmaz y =/M
funksiyasmm qgraliki, x =a,x =b vsa y =0 diz xatlerinin
atab gotirdiri ayrixatli trapesiyamn ox oxu atrafinda

firlanmasindan alman F cismi kublanandir va onun hacmi
h

Va arjf 3(x)dx (38.1)
a
disturu ib hesablamr.
Isbati. [<//>] parvasinda

T:a=x0<Xx, <x7<.... <X, - b bolgiusi aparaq. [XM,x,]
parcasinda f(x)- in on kigik giymati m, ,an bdylk giymati Mt

olsun. Oturacaqlari [xm,x,] (/ =1,n) parcasi, hindurlikbri isa
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uygun olarag mt ve Mt olan dizbucaglilara baxaq. Beblikb,

iki pilbvari mustavi fiqur alang. Bu pilbvari fiqurlardan biri
ayrixatli  trapesiyam daxilina alir, digeri isa ayrixatli
trapesiyamn daxilinds yerbsir.

oyrixatli trapesiyanin va bu iki pilbvari fiqurun ox oxu
atrafmda firlanmasindan F cismi va iki pilbvari cisim ahmr.

Har iki pilbvari cisim oturacaglari Ax, =xM- x| i=1,n

olan, hiundurlukbri iss uygun olarag, mlve Mt olan

silindirbrdan ibaratdir. Bu cisimlardan biri F cisminin

daxilinda yerbsacak. Onun hacmi
mn

vd=n"T*AX,
=
Digari, F - cismini daxilinda saxlayacag. Onun hacmi

<=1
olacaqdir. Bu camlar isa n/"2(x) funksiyasmm uygun olaraq
asagl ve yuxan Darbu camlaridir. n/'2(x) kasilmaz oldugundan
integrallanandir. Ona godra bu camlarin fargi [a,b] parcasinm
muayyan bir bolgisu uglin avvalcadan verilmis kifayst gadar
kicik e > 0adadindan Kigik olacaqdir.
W-Vd<8.
Beblikb, baxilan cisim kublanandir. Md va VX cambrinin
limiti iss d(T)= maxAX' -> 0 sartinds
b
V= T7rjf 2(x)dx
a
olacaqdir. Teorem isbat olundu.
Teorem 38.2. \a b\ pargasinda kasilmaz, manfi

olmayan /(x) funksiyasmm grafiki, x=a, x- b va y =0
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duz xatlarinin amala gatirdiyi ayrixatli trapesiyamn oy oxu

atrafinda firlanmasindan alinan cismin hacmi
b

V =2n\x/(x)Jx (38.2)
a
dusturu ile hesablamr.

Misal 1. y - (0 < x<a) ayrisinin ox oxu

atrafmda firlanmasindan alinan cismit hacmini tapin.
Halli. (38.1) diisturuna gora axtarilan hacTt

7

nb2
£l = —ab?2,
7 7
o va' a3 0 a
3

Misal 2. y = 2X - x2,y =0 ayrisinin ox oxu atrafinda
firlanmasindan alinan cismiin hacmini tapin.

Halli. y = 2x - X1 oyrisi ilo y = 0 absis oxunun kasisma
nogtalari x,=0 V3 x3=2 noqtslaridir. Belalikla, X dayisani

[0,2] parcusindu doyiyir. (38.1) disturuna gora
; 2
V=n\(2x-x2)dx =n\ #@x2- 4x3+x4)dx =

X ¢ 4 X¢nN 16n
n H-
Tr

n 4

Misal 3. X2+ (y-ny2-= a2 (O< a<bh) ayrisinin ox
oxwu atraf'inda lirlunmusindan alman cismin hacmini tapm.

Halli. Vcrilmis ayri niarkazi (0,b) noéqgtesinda va
radiusu a-ya barabar olan gevradir va aydindir ki, bu ayri ham
oy oxuna nazoran simmetrikdir ve ham de y =b diz xattina

nazaran simmetrikdir. Cevranin y =b dlz xsttinden yuxanda
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galan hissasinin tenliyi y,=b +yla2-x 2, asafida galan
hissasinin tanliyi iss y2=Db - n/a2-x 2 saklindadir va |x|<a .
Onda (38.1) dusturuna gora axtarilan hacm

a a a
V=nj(y? (n)- y2(x))dx=nj4bn/a - x2dx=8bnjyla2-x 2dx.
-a -a n

Sonuncu inteqrali hesablamaq Ugin x =asirit avazlamasi
aparag:

m
x=0=>t=0, x=a=>t :?,dx = acostdt.

a a

2 2
Onda Jda2-x2dx =a2lcos2tdt = — j(I +cos2t)dt =
0 0 2 g
a2( 1 . .42 naz2
t+—sm 2t
1 2 4

2
Beblikb, V =8bn A =2n2a2.

Misal 4. vy =sinx ,y=0 (0<x<n) mustavi
figurunun oy oxu atrafinda firlanmasindan alman cismin

hacmini tapm.
Halli. (38.2) dusturuna goéra

fa a f a 4
V=2nJxesinxdx=-2n"xd (cosx) =-2T X LosXx |* - J cosxdx
o 0 V 0

=-2n[xcosX* - sinx£)=-2n(-n)=2n2.

Misal 5. (y - x)2=x3 ayrisinin iki budagi ve jc=1 diiz
xattinin amala gatirdiyi mdistavi fiqurunun ox oxu atrafinda
firlanmasmdan alinan cismin hacmini tapin.
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Halli. {y - x¥ = xJ ayrisinin budaglanni tapag.

y - X = 4y[x* . Y, =x tyfx* y2= X- yfx* . oyrinin
toanliyinden aydindir ki, x>0 olmalidir. Belalikls, x
arqumentinin dayisma araligi 0<x<1 olmahdir. Aydindir ki,
Yj=x+xyfx vo vyj =x- xyfx funksiyalari [0,/] parcasinda
kasilmaz, menfi olmayan funksiyalardir va Vxe[0,i] Ucin

0< .yx) baraborsizliyi dogrudur (bax, sekil 4.14).
Ona g0rs do axtarilan hocm

Misal 6. gmii(t-sint); y =a(l-cost)
(Out & 21m) oyrisinin vo y =0 duz-xattinin amala gatirdiyi

fiqurun ox oxy otrafinda firlanmasmdan alinan cismin
hacmini tapin.

Halli. | purunietri [),2n] parcasinda dayisdikds x
dayisani [0,2na] parcaeinda doyisir.

Ona gobrs bu muistavi fiqgurunun ox  oxu atrafinda
firlanmasindan ulinui cismin hocmi
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Sakil 4.14

2n a

V-a Jy2x
0]
disturu ils hesablanacag.
2na 2K
V=n Jy7x =5 |g\2(i - cost)2m(l - cost)dt =

0

2n 2n n n

=saa3J(i —ost)3dt =85 a3Jsin6—dt =165 a3Jsin6z dz.
0 0 2 Q

n
2

Yuxarida gostarmisik ki, ~f(sinx)dx =2Jf(sinx)dx (bax, Il
0 0]
fasil, 821). Ona gora
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n /

j sin xdx =2 sin6 xdx
Digar torafdan yuxarida gostarmisik ki, (bax, | fasil, 812)

r_.adi 5x 1 . . 3 .. i
sin xdx = S|n2x+—sm4x+n—ssm 2x+ C .

if] 4
Demoli,
2 1 2 3

ESl'nGZ dz =5x sin2x  H----sin4x 2H ! si'n32x§2 :I5ﬂ

i 169 4 o 64 48 32
Beblikb,

N / 15 n

K=16na3"sin6zdz =32na3Jsin6zdz =32na =5n2a3

~48~2

Misal 7. x = a{t - sint) ; y - a(l —cost)

(O<t <2n) va >=0 diz-xattinin amala gatirdiyi milstovi
figurunun oy oxu atrafinda firlanmasindan alman cismin
hacmini tapin.

Halli. / parametri [0,2n-] parcasinda dayisdikdr» x
dayisani 0 -dan 2n a-ya kimi dayisir. Bu mistavi fiqurunun oy
oxu atrafinda firlanmasindan alman cismin hocmini (3X.2)

diisturu ib hesablayacagiq:
2na

V=2n ~xydx.

0

2na 2n
V=2n ~xydx =2nJa(? - sint)-a(l-cost)-a(l-cost)dt
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2n

29 a31(/- sint)- (1- cost)2dt =

0
for 2K
=2/pas5 J/(/-C05r)21 - Jsint(l-cost)2dt
\0 0
Aydindir ki, n
Jsint(l - costy dt= J(/ - costY d (I- cost) = — =0
2it it
jt(l-cost)2dt =Jt(l- 2cost + cos2t)dt =
0 0

=Jtdt-2jtcostdt+j t "~ ~d t =
(o]
25 2n

2n 2n
+I— L -2 jtd(sint)- vV o+
2 2 2 4

=3n

(Burada hissa-hissa integrallama metodunun kémayi ib
ar

ar
asanligla gostarmak olur ki, J / (sin/) va Jtd(sin2t)

inteqgrallan sifra barabardir). Onda aydindir ki,
V=2n133712=6n3a3.
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#39. Firlanniadan alinan cismin yan
sothinin sahasi
Ortn maktabdan r- radiuslu kiranin sathinin sahasini
S =4n7'2 disturu ilo. hundirliyld h va oturacagmin radiusu r
olan sillndIrIn yitn 18thinin sahasini S =2nrh, radiuslart r va
R, hundurliytd h olan kasik konusun sathinin sahasinin
S =n(R tr) dusluru ils hesablayirdig.
Indi iso ba/i sado ayrilarin miayyan bir ox atrafmda
firlanmasindan nlman cismin sathinin sahasini hesablayag.
Teorcni 39.1. Tutaq ki, y =f(x) funksiyasi \a,b\
pargasindil kosilmazdir vn kosilmaz téramays malikdir. Onda

ayrixotli IHrpcsiyanin ox oxu atrafinda firlanmasindan alinan F
cisminin yun snthi

5-2n\bf(x)41+f,1(x)dx (39.1)
disturu ib hcsablanir.
Isinih.  [«.ft] parcasinda T ={x0,x,, ,xn} bolgisu
f w o\
aparag. I»0,n-J  parcasinda aralig noqtalari
\Y /
olaraq m L gotllrek. (£,/(£ ))néqgtasinda y=f(x)
funksiyasmm qrulikina toxunan c¢akak. (sakil 4.15) Bu
toxunamn tonllyi vy m/({,)+ soklindadir. Bu
toxunaniin  x * Xtvo x mxbl diz xatleri arasinda qalan

hissesinin  uzunlujunu tnpag. (X (,/te)+/'(f,X*, - ®))v=
noqtabri arasindaki masafa

e oy F[IN(EL . FQF =V M [tIF T >
(/k, =xI -x () olacaqdir.

339



Aydindir ki, bu toxunanin x = x,va x - xm diz xatlari

arasmda galan hissasinin oz oxu atrafmda firlanmasindan kasik
konus yaranir va bu kasik konusun yan sathinin sahasi tagriban,

A f(x,)+/(*,+))'n~+ ifw mAc, olacaqdir.

i indeksina 0 - dan (n-1)- 8 gader

giymatlar verib camlasak, bitin kasik konusfinn yan
sathlarinin sahalari camini alariq:

M */)+A x,+yfl+ 'AX, (39.2)

i=0
Aydindir ki, G ayrixatli trapesiyamn ox oxu strafinda firlan-
masmdan alman F cisminin yan sathinin  sahasi
olaraq tagriban (39.2) cami gotirtils bilar:

s * (/fo)+ ) Wy + . AX,

i=0

d(T)=maxAXj T bolgusiunin diametri olsun.
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n-1 —

Aydindir ki, (39.2) ifadssindaki, n~f(x)}yjl +{f'(§))2 mAxt
i-0

Vo

n-I| I —

AN GI(XxHD)\L + &' (E)Y 'AXi toplananlann  har ikisi
i-0

n/{xhjl +(f'(x)Y funksiyasi il¢iin Riman inteqral cemidir.
Teoremin sartina géra  n f(x]y]l + (f'(x))2 funksiyasi [a, b]
parcasinda integrallanan oldugundan, (39.2) camindas

d{r)->0 sortindo limits kecsak, G ayrixatli trapesiyamn ox

oxu otrafinda firlanmasindan alman cismin yan sathinin
sahasini alang.

s TtmaYj(f(x3) +A xH)WL+{f te)y =

=hagn¥pA xiyll+(f{g)y  +

Jif 0 Herl® 4

1-0

+omn Y, f (x4 ox1= 20\ f(x)\II + (F'(x)Ydx-

Teorem isbat olundu.

Misal 1. Morknzi kordinat baslangicmda radiusu r olan

yarimgevranin ox oxu otrafinda firlanmasindan alman sathin
sahasini tapin.

Halli. Markn/i kordinat baslangicinda, radiusu r olan

yarimgevranin tonliyi 'y =\Ir7-x 2(-r <x <r) saklindadir.
Onda (39.1) diisturuna asasan,



Tutaq ki, xoy kordinat mistavisinin yuxan yarimmustavisinda
duzlsnan AB ayrisi verilmisdir. Tutaqg ki, AB ayrisi

(39.3)

parametrik sakilda verilmisdir. Burada / parametri A
noégtasindan bu ayri lzarinda olan dayisan M(¢>) ndqtssins
gadar olan govsin uzunlugu goétarilar. Aydindir ki, M ndqtssi
ayri boyunca A noqtasindan B noqtasina dayisdikds / parametri
0 - dan ju- ya gader dayisacakdir. Burada ju AB ayrisinin
uzunlugudur.

Tutag ki, (p(l) va /() funksiyalari \0,/n\ parcasinda
kasilmazdir va kasilmaz tdremalare malikdir. AB ayrisi
duzlsnan oldugundan A(g(0),1//(0)) va

nogtalarini  birlasdiran AM govsii da dlzlsnandir. AM
gévsinin uzunlugu | - dan asili artan funksiyadir.

AB  ayrisi lzarinde A noOqtssindan baslayaraq
A = Ag.Aj,..., A, AjH,...,Anl,An= B noqtabrini geyd edak va

AA]j An jB siniq xattini ¢akak (bax, sakil 4.16).
[0,/7] parcasmda V7" bd6lgusl aparaq:
0=/,<A<I2<.... <K =M
At(<(,),1//(1,)) i = 0,n nogtalarini AtAM (i=0,n )

duz xatt parcalart ila birbsdirsak, AB ayrisina ¢akilmis
AAj...An jB  sInig xattini alariqg.cr(T)- ib bu siniq xattin

firlanmasindan alman fiqurun yan sathinin sahasini isara edak.

Aydindir ki, bu siniq xattin har bir AtAKJ( /=0,n )

342



Sakil 4.16

hissasinin ox oxu strafmda firlanmasindan kasik konus yaramr
va bu Kkasik konusun vyan sathinin sahasini elementar
handasadan malum olan dastur vasitasile hesablaya bibrik. A,

va Anl ndqgtslarinin kordinatlari uygun olaraq <//(/,)=Yy, vo
iy(l)=yH ils, A Am qOvsinin uzunlugunu /, ile isara
etsak, onda At Am qdvsunin ox oxu strafinda firlanmasindan
alinan kasik konusun yan sathinin sahasi
< =Ay,+Y . N1

olacaqdir.
Aydindir ki, AA, An,B smig xattinin ox oxu atrafinda
firlanmasindan alman fiqurun yan sathinin sahasi

v{T)=Yjecrl="~\y +y I{\ /

-0 /0

olacaqdir.

A, =/#E  olsun. m?xAIi: d(T) T bolgisinin diametri

olsun.
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Gostarak ki, c/(ji)—»0 sartinda cr(T) kamiyystinin sonlu a

limiti vardir. Tabii olarag bu a limiti AB ayrisinin ox oxu
atrafinda firlanmasindan ahnan fiqurun yan sathinin sahasi
gabul edilir:

a = lim c¢j(T).
d(T)-*0

<j{r) caminda asagidaki kimi ¢cevirma aparaq: o

<x(M)=2nf yl, +711l (ym -y,) (39.4)

10 =3)
y =y/(l) funksiyasi [Q//] pargasinda kasilmaz oldugundan,
mintszam kasilmazdir. Onda \/s>0 adadins gbra ela S >0
var ki, d{r)<6 oldugda \yi+] ~yt\<e barabarsizliyi istanilan
i Ugun ddanacakdir.
Onda (39.4) ifadasindaki ikinci toplanan tgin

nl n-1
<e n <enwn
i-0 i=0

giymatlandirmasi dogrudur. Aydmdir ki, m?x A/, —0 sertinds

bu cem sifra yaxinlasir. (39.4) ifadasinds birinci toplanani
asagidaki sekilda yazaq:

2Tr;(0|y,M| 2n Y/:(j) yi{/Sli -/,) (39.5)
y =1//(I) funksiyasi [O,//] parcasinda kasilmaz oldugundan,
mahduddur. Ona géra da els M >0 adadi vardir ki, batin i-lsr
uctn \y\<M barabarsizliyi dogrudur. Onda (39.5) ifadssinds
ikinci toplanan tgin asagidaki giymatlandirms dogrudur:

n-/ 1 ( n-* n
2n2>,(4 - 1IN<27M -t h

bl 0 \ ‘=0 /
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Burada, /n AB ayrisinin uzunlugu, ~/, isa AAr ..An_jB siruq
i=0
xattinin uzunlugudur. Qd&vsin uzunlugunun terifine asasan
1

maxAlI~O sartinda /z- kamiyyati sifra yaxinlasir.
i=0
1
(39.5) ifadasindaki a =27r"jyizl, cemi isa, [O,//] par¢casmda
i=0
y = 1/I(I) kasilmaz funksiyamn inteqral camidir. Ona gora

1202nT.yN =1 ~ 1.
' i=0 0

Beblikb, (39.3) parametriksakilda verilmis AB dizlanan
ayrisinin ox oxu atrafinda firlanmasindan alinan flqurun yan
sathinin sahasi ii¢in

L,

S =2n\ydl (396)

(0]
dasturunu aldiq.
Bgar verilmis AB ayrisinin tanliyi askar y = f(x), xe.\a,b\

soklinda verilibsa va f{x) kasilmaz téramays malikdirsa onda

dl qovs diferensiali dl = +[/'(x)f dx oldugundan AB

ayrisinin ox oxu atrafinda firlanmasindan alinan fiqurun yan
sothinin sahasi tgiin

S=2*f/(xYJ1+If(x)Ydx (397~
a
dusturu dogrudur.
Bgar verilmis AB ayrisinin tanliyi
X=(p(tn
fo } tQ<t<T
y =V(t){
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parametrik saklinda verilmisdirss ve (pit), yit) funksiyalar
\t(, T] parcasinda kasilmaz téramaya malikdirsa, onda dl qovs

diferensiali dl =yj[<w{$ +[™(OI dt oldugundan. AB

ayrisinin ox oxu atrafinda firlanmasindan alman fiqurun yan
sathinin sahasi ugtin

s = 27ijif/(y\(p* tjf FAOI at (29

diisturu dogrudur.
©garverilmis AB ayrisinin tanliyi r =/(#), a<© <p polyar
kordinatlarla verilmisse ve /(<9) funksiyasi \a,fi\ parcasinda

kasilmaz  toramays malikdirss, onda dl =Vr2+r'2dd

oldugundan (39.6) dusturu asagidaki sakls dusar.
=]

S =27rJrsind®\r2+r'2dd (399

Misal 1. x- a(t- sint), y =a(l- cost)(0 <t <2n)
tsikloida qovsiniin ox oxu atrafmda firlanmasindan alman
fiqurun sathinin sahasini tapm. (a> 0).

Halli. (39.8) disturundan istifada edacayik.

2

S =2m~a(l - cos cost)2+a2sin2ldt =
0
2
=2m2JYi-cost)y[T-2cost+cos21+sin21dt =
0
2t I

=2V2W J(1- cost)41l-costdt =8m 2Jsin2—msin—dt =
n n 2 2
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NV 2 cx:s3;—
:-16m2J(1—cosz—d cOS— =-16na2 cos —
n 2 2 3
0
i 64
=1em'T-2+8 —16m o =2
L) <3 3
\
Misal 2. vy - tgx 0<x< — ayrisinm ox oOxu
\ 4

atrafinda firlanmasindan alinan cismin sathinin sahasini tapm.
Halli. ©yrinin tonliyi askar sakilda verildiyindan (39.7)

disturundnn istifada edacayik.
. 1 I I | + cos™x
[ '=—7y-. [+]" =]+
cos X cos X COS X
[I sinx 11+ cos4x sinx J
yii+Y = —yll +cos X

COSX v COS X COSs X
Onda (39.7) disturunu gttro

A

S =25 fOV/ +cosdx dx =-2n f AL cos x d(cosx).

I cos X 0 cos X
cosx» / avazlomasl aparag.

x=0=>tm/, *l-1:>/ e
Onda
n
Sm~2n\ -~4l +t4 dt =2n\r 3(1 +t4} dt.
{1
2
Sonuncu  inteqrali  hesablamaqg  Gc¢iin  binomal

diferensinlm inli'grullnnmasmdan istifada edacayik. Malumdur

ki, (bax, | fosll, 811) fxm(a + bx")pdx inteqralinda m+n +p
* n
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tam adad oldugda a +bx" = x"ta avazlamasi apanlir. Burada

a , p kasrinin maxracidir. Bu hal igiin m=-3,n =4 ,p = Py

oldugundan, ULtl +p =0 tam adaddir. Ona gbra 1+t4=1t4z2
n

. 1
avazlamasi aparag. Buradan, h t= s
z -1
(I+t*)i=tz =
(z"-1)
dt = --—--- 2 . alang. t = 2:$z:45,t:1=>z:42.
2(z2-1)
Ona gora
42
zdz
S=2n\t~3(+t4)2dt =-2n\(z2- I\ — - s
U 4 C2 _ 1y2 2{z2-1f
45 . 1 >> (41 dz
rl- 1+-T —I ® <
b, R< 7 -1, 1) A
4s '
-1 -
—n z+—n’ =n 45+-in 45-1
z +1 o 2 45"'1

G2 U b1 2T =n [45-42)+Lin 4071
42+1 45 +1
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'V I-7I W-n-J2 +1
—-In [J5-J2)+1In. Iz 4

2 72 +1 J5+1W -1)

A Y5-22)+1,Y 1" "M u}

Beblikb,

5 en-

Misal 3. y:»2px (O™ x <xw) ayrisinin  0x o0Xxu
atrafinda firlanmasindan ulmun cismin sathinin sahasini tapin.

IMil. y}w2px parabolasi absis oxuna nazaran
simmetrikdir. Ona gora da bu parabolamn ox oxu atrafinda
firlanmasindan alman cismin sothinin sahasini tapmaq Ug¢ln
y =n/2px  parubolueinin ox oxu atrafinda firlanmasindan

alman sathin snhasini tupmoq kifayotdir.
Parabolunin tanliyini dilerensiallasadq,

2y-y' =2p
alarig. Buradan, y" m£-m ,
Y j2px
j2x+p
®-+Y.! ‘ﬂ/' +.2/px }F "3x 2 X

Onda (39.7) disturunu géro

+
S =2a”y[2px Fx+p dx=2njp jyj2x +p dx =
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0 1 — .
=n-yfpMN2X +p)r d(2x +P)=nlp (2X+3p)'

2

= Ayy[p[{2x0+p)4(2x0+p)-pjly]
Beblikb,

()

S = _2|_n (2x0+p)"j2x0p +p2-p 2

Misal 4. X2 +y_2 =
a b
atrafinda firlanmasindan alinan sathin sahasini tapin.

Halli.  Ellipsin  tanliyinden 'y >0  dcln alariq:

1 (0<b<a) ellipsinin ox oxu

y = —bla2- x 2 . Buradan,
a

b X r —
y ) yld+y 2 =
aya -x V ala ~x)
Onda (39.7) dusturuna gors

Ia4-_¥a2- b 2)x2
jt-2 ~ A= olar.

_ f . ] lad-1'a2-b 2)x2
S=2nt—Jia2-: * azj_iaz_xz)\ dx

4nb
dx.

1-b2
'E---j— =e isara edsk. £ kamiyyati ellipsin ekscentrisi

V a
adlanir.
Onda
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4nb I
S = ja2- s2x2dx = m—fyja2- (exf d(sX
o Jvi o ej‘yl ( (s x)

4nb 1 . 2 a . ex
Tja2-(ex) +-—arcsin—
a £[T~H 2 a
4nb 1 £a?2
. E +2 arcsine
a £ 2
4nb 1 ea2 1, 7 arcsine N ~2+ arcsilAib
yjl-e +---- =2nab
a £ 2 £ Yy
Beblikb,
arcsin e

S=2nab\dl-e2+

Misal 5. x7+ (y-b)2=a2 (b> a) ayrisinin ox oxu
atrafinda firlanmasindan alman sathin sahasini tapin.

Halli. Aydindir ki, bu ayri markazi (O b) ndqtasinda,
radiusu a olan cevradir. Bu c¢evranin parametrik sakildo
tanliyini yazaq:

X =acost, y—b =asint, te\0, 2n].

X' =-asint, y\ =acost, -IJx2+y'2 =yj(- asint)2+ (acost) =

s3]

oldugundan, (39.8) diisturuna gors
2K 2k

S =2n Jy™YIx',2+y\2 dt=2n j(b + asint)-adt

=2na(bt- acost)@=2na[(2nb- a)-(i - g)]=4nlah,
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Misal 6. y =—, xe[-2,2] ayrisinin 0x oxu
atrafinda firlanmasindan alman sathin sahasini hesablaym.

Halli. y'=x2, Aj+y'2=nl+x4 oldugundan (39.7)
disturuna gora

S=2nJ—V/+x4dx —~ | x3(j +x4 dx.
-23 $0

Malumdurki,  jV"(a + bxn)pdx  saklinda inteqrallan

hesablayarkan m+~ tam 3cjgj oldugda, a +bxn=ta
n

avazlamasi  ib binomal ifadalarin hesablanmasi rasional
ifadalarin inteqralianmasina gatirilir (burada a , p kasrinin

maxracidir).  Baxdigimizhal dcin T=3,n =4,p = 1

oldugundan —— tamadaddir. Ona gb6ra | +x4=t2
4
avazlamasi aparag. Buradan X =y[t2-1 ,
dx = — — —— , x3=(t2- 1) 4 alingq.
2(t2-1) 4

X=0=>t=1, x=2=>t=n/77.
Bu ifadslari sonuncu integralda nazars alsaq,

2if" - fy

] 17 " =0 Grvir -y
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Misal 7. Parametrik sakilda verilmis
x=e smt\ y=e cost, te *I ayn govsunun ox oxu
atrafmda firlanmasindan alman sathin sahasini tapm.

Halli. x\ =e'(sint +cost); y, —e‘(cost-sint) ,

yjx',2+y12 =42 el oldugundan, axtarilan saha (39.8)
disturuna gore

2n 2n
S =2nJelcost -y[2e'dt =242 n Je2costdt.
(0] (0]
olacaqdir.
N

2
J = je2costdt inteqralma hissa-hisss integrallama metodunu
(o]

ardicil olaraq iki dal's tntbiq cdak.

\ . 1 if r
J=je2costdt =Je2d(xint) = e2 mint o -2 sintued dt =

i* +2}ehd (cost)yme™ +2 eZcost)2 -2iJcost-e2' dt

=e*-2-417.
Bu rekurent minasibatdan ./ = —(e* - 2) alang. Onda axtanlan
saha

s-242n9 (S -2)=- ~~n(e* - 2).

Misal 8. r- 2asino (a > 0) ayrisinin polyar oxu
atrafinda firlanmasindim alman sathin sahasini tapm.
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Halli. Aydindir ki, r-in manfi olmayan giymsatler
almasi Gcliin sin®>0 olmahidir, yani {)<6 <> gotirmak
lazimdir. @yrinin qovs diferensiali

dl = TIr2 +r§2 dd = \i4a2sin20+ 4a2c0s26=2a

olacaqdir. Bundan basqga, y = rsin® = 2a sin26.

Onda (39.6) dusturuna gore axtarilan S saljfei
K M

S=2n\ydl =2n\2a sin26m adO = 8n a2fsin2edc

d9 =4na2 6— sin2d =4q92a?2

olacaqdir.

840. Mstavi ayrisinin va mustavi fiqurun agirhq

markazinin kordinantlannin tapiimasi
Tutaq Ki, xoy mistavisinda

A(xl,yl1),A2(x2,y2),....An(xn,yn)  noqtalari  verilmisdir. Bu
noqtalara maddi ndqte kimi baxacagiq. Tutaq ki, bu ndgtalards
uygun olarag ml,m2,...,mn kitlasi paylanmisdir. Mexanikadan
malumdur ki, verilmis maddi noqgtaler sistemina uygun
T=T,+T2+...+mn Kitlesinin C(x,]jy) agirhq markazinin
kordinantlari

n

T, TKK
! n (40.1)
k-
disturu ils hesablanir.
Farz edak ki,

x=38(), y=y(l), Oil<v
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uzunlugu // olan AB diizlanan ayrisinin tenliyidir. x(/) ve y(l)

funksiyalari [0,//] parcasmda kasilmazdir. Hesab edacayik Ki,

AB ayrisi maddi ayridir, yani AB ayrisi boyunca wiiayyan m

kitlasi paylanmisdir. m katlssinin agirlig markazini tapmag

telab olunur. [0,ju\ pargasinda ixtiyari T bdlglsu aparaq:
o<loc<l, <l2<-</,, =ju-

Onda AKXx(IM),yK1J), k = I,n noqtalari vasitasile AB ayrisi

elementar AKAKH ( k=0,n-1) (J10= A, An= B) hissalarina
bolinar. Tutaq ki, Alk =1k+Il-1k ve mk elementar AKAkH

govsinin katlssidir. Sadslik tgin hesab edacayik ki, verilmis
kitla bircinslidir, yani p xatti sixhg sabitdir. (Xatirlayaq Ki,

sixlig vahid uzunluga uygdun gslan kitladir).p =/ gotirak.
Onda
Amk =p- N1/, = Mk
olar.
Hesab edacayik ki, Amk Ak(xk,yk) [k=0,n-1)
nogtasinda cawlanan kitladir. Onda (40.1) disturuna goro
A0,A/,...,AnJ maddi ndéqtabr sisteminin agirlig markazinin

kordinatlari
n-J n-1
Y jX(ck)Alk X ¥Y(ck)Alk
X = m Y=1=Srr- (40.2)

k=0

olacaqdir, burada cke \Ik, IkH] ixtiyari ndqtadir.

(40.2) diusturu agirhq markazi  kordinatlarmm  tagribi
giymatlaridir. (40.2) disturlarinm siratbrins diggat yetirak:

n
Y ix(ck)Alk va % y(ck)Alk uygun olaraq x(I) ve y(l)

k=1 k=1

funksiyalarinm [0,//] parcasmda inteqral camidir. x(I) va y(l)
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IN
kasilmaz funksiyalar oldugundan, d(T) =maxAlk-» 0

sartinda limits kegsak,

J W1~ Ix(ck)Alk=jx(1)dl, Um~y(ck)Alk=\y(l)dt,
R =i | 0 k=1 0

olar. Belslikls,

-r Ix(hdl Jy(hdl *
x =1 , Y= % e : (40.3)
M 7
Qeyd. ©ger AB ayrisi y =f(x), (a<x<b) askar sakilda
verilibss, onda (40.3) dusturu asagidaki sekls dusar:

ixyjl +y’2dx JyNIl +y'2dx
D S y = Femmmmmeseeeeeee- : (40.4)

Burada, ju , AB ayrisinin uzunlugudur.
9gar AB ayrisi x = x(t), y =y(t), (t0<t<T) parametrik
sokilda verilibsa, onda (40.3) diisturu asagidaki sakla disar:

J4anx', 2+y't2dt Jy(i\jx't2 + y't2dt
X=z , Yy =% : (40.5)
H L
(40.3)-da ikinci barabarliyin har tarafini 2a -ya vursag alang:

29 yln =2aJy(l)dl.
o]

Bu barabarliyin sag tarafi ~ AB ayrisinin ox oxu
atrafinda firlanmasindan alman sathin sahasidir. Sol taraf iss
¢ (X,y) agirhg markazinin ox oxu atrafinda bir dafe firlanma-
smdan alinan yolun uzunlugu ile AB q&vsinin uzunlugu
hasilina barabardir. Bclalikla, AB miustavi ayrisinin ox o0Xxu
atrafmda firlanmasindan alinan fiqurun sathinin sahasini S ils
isara etsak,
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S =2Tye/n.

Belalikla, asagidaki teorem isbat olundu.

Teorem (Guldenin | teoremi). Mustavi Uzarinds yerlagan
va firlanma oxunu kasmoyan AB mustavi ayrisinin bu ox
atrafinda firlanmasindan alinan fiqurun sathinin sahasi bu
ayrinin ju uzunlugu ile C(jc,y) agirhg markazinin bu ox
atrafinda firlanmasindan alinan ¢evranin 2wy uzunlugu hasiling
barabardir.

Indi tutaq ki, xoy mistavisinda kvadratlanan mistavi fiquru
(oblasti) vcerilniisdir vo bu oblastda bircinsli kiitle paylanmisdir.

Bu bircins mustnvi oblastinm agirlig markszinin kordinatlarim
tapmagq talob olunur.

Muayyonlik Gc¢un tutaq ki, verilmis mastavi fiqur
G ={(x.y)\a<,xtb,0< y< /(*)}
ayrixatli trapesiyadir. (bax, sakil 4.17) llesab edirik ki, /(x)
\a,b\ pargasinda kosilmozdir.

\a,b] parcasinin ixtiyari '/’btflgistini goétirak.
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T:a=x0<xt<..XxK<xktl <....< xn= b.
X = = 0,n dlz xatleri vasitasile bu ayrixatli trapesiyani

elementar hissalara bdlak. Aydmdir ki, bu ayrixatli trapesiya
Uzarinds paylanmis kitle da elementar hissalars bdélinacakdir.
[xk,xkH] parcasma uygun elementar "Uissanin sahasini
ASkils isara edak. ASksahasi Uzarinds paylanmis kiitle Amk
olsun. Sadslik tGg¢un katlsnin sixhgmi p = 1 gabul edsk. Onda
Amk = ASkolar. \k =0,n- Ij parcalarini daha kigik

hissalera bdlmakla, ona nail olmaqg olar ki, bu ayrixatli
trapesiyani taskil edan elementar hissalara dizbucaql Kimi
baxmaq olar, ysni ASk~f(xk)- Axk gotirmak olar

(Axk =xkH - x k). Ona g0ra ayrixatli trapesiyamn kitbsi Amk
olan har bir maddi hissasini qkQk maddi diiz xatt parcasi ii8
avaz edak. Bu halda hesab edacayik ki, gkQkmaddi diiz xatt
parcasinm kitbsi do Amk- ya barabardir va Amk kitbsinin
agirhg markazi qkQk diz xatt parcasimn orta noqgtasidir, yani

1 \
xk,—f (x k) noqtssidir. (40.1) dusturuna géra
2

y
wil nJ
jF **/(**)',ﬂ.**
oA > — (40-6)
£ / ( xK)-AXK Y M (xk)-Axk
*=0 k=0

nisbatloeri Ck, k=0,n-1 maddi noéqtaler sisteminin agirliq

markazbrinin kordinatlarmi ifada edacakdir.
Nazaras alaq ki, \a,b\ parcasmi daha kigik hissalara bdlsak,
onda ayrixatli trapesiyani taskil edan elementar hissalara
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dizbucagh kimi baxmag olar va bu halda Amk kiitbsinin
agirlig markazi Ck ndqtslarins daha yaxin olacaqdir.
m}%xAxk:d(T) isaro edak. Dyrixatli trapesiyamn agirliq

markazinin kordinatlarim uygun olaraq x ,y ib isara edak.
Aydindir ki, (40.6) nisbatlarinds d(T)->0 sartinds limita
kecsak alariq:

)N * Z -\f()\ eNxk
x = lim -,y = lim _
d(T)-*0 A d(T)~*0

2J (x k)Axk A E(x K)-Axk

Buradan, maddi ayrixatli trapesiyamn C(x,J;) agirliq
markazi tlglin asagidaki dlisturlari alariq:

(40.7)

MO\ dx  -Ay2dx

a

J X /(gr)c/x: \ydx
if a
Asanligli iruinmng olar ki, agar G mistavi fiquru
O»{m y): aZzx~b, f,(x)<y<f2(x)}
soklindadirsa, yonl (I mustavi fiquruy = f,(x), y =f2(x),
(/,(*)E/,(*)) ayrllarivo x =a, x=b dlz xatleri(a<x<b)
ib mahdud olan muUatavi fiqurudursa, onda G mustavi

fiqurunun agirhg merkozinin kordinatlan Uglin asagidaki
dusturlar dogrudui
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IX(F20x) -Fj (x))dx SF (T (0- 11 (x)dx
X =~ e y=-f (40.8)
()1 <& [(N(*)-/5(*))<&

a

(40.8) - in ikinci disturundan

YeJf(x)dx =j J F(x)Y dx

alarig. Bu barabarliyin har iki tarafini In - ys vursaq va narara

alsaq ki, Jf(x)dx ifadasi baxilan ayrixatli trapesiyamn

sahasidir, onda

b
2ny-S = a™N\/(xY " dx (40.9)
a
alarig. (40.9) Dbarabarliyinin sag terefi aABb ayrixatli
trapesiyamn ox oxu artafinda firlanmasindan alman fiqurun
hacmini, sol tarafi iss aABb ayrixatli trapesiyamn sahasi ils, bu
trapesiyamn C(x,y) adirhg markazinin ox oxu atrafinda
firlanmasindan alman cevranin uzunlugu hasilina barabardir.
Beblikb, asagidaki teorem isbat olundu.

Teorem (Guldenin Il teoremi). Mdstavi (izarinda
yerbsan va firlanma oxunu kasmayan mistavi fiqurun bu ox
atrafmda firlanmasindan alman cismin VvV hacmi , muistavi
fiqurun S sahasi ib bu fiqurun C(x,y) agirliq markazinin he-
min ox atrafinda firlanmasindan alinan ¢evranin uzunlugu hasi-
lina barabardir:

V=S-2ny.
Asagida hall olvman bitin misallarda hesab edacayik ki, kiitb
ayri boyunca va hamginin mistavi Uzra mintazam paylanmisdir
va sixliq vahida barabardir.
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Misal 1. ox oxundan yuxanda yerlasan x2+y2=a?2
yanmgcevrasinin agirlig markazini tapm.
Halli. Absis oxundan yuxanda yerlasan x2+y2=a2

yanmgevrasinin tenliyi y = nja2-x 2, 1e[-a,a] seklindadir
va bu yarimgevranin uzunlugu n a-ya barabardir. (40.4)
disturundan istifads edscayik. Baxilan yanmcevra oy oxuna
nazaran simmetrik oldugundan onun agirlig markozi oy oxu
uzarinda yerlasir. Ona gdrs x =0 olacaqdir. y -ni tapag.
(40.4)-a gora

jy{x}Jl +y'2dx

Y=~ °
m
: - X , 2, az2 7 a
YR kTP IYY e VITY ~HRTER?
oldugundan,
y = (y/a2-x 2 omj —dx = fdx = fdx = —
aa\ yla2-x 2 aan nad n

Beblikb, ox oxundan yuxanda yerlesen x2+y2=a?2

yarimgevrasinin agirlig markazi j0,— ndéqtasidir.
\% a /

Misal 2. x = a(t- sint), y =a(l- cost), (()<t<2n)
tsikloid ayrisinin agirliqg markazini tapm.

Halli. (40.5) dusturundan istifade edacayik. Yuxarida
gostarmisik ki, (bax, 836, misal 1) verilmis tsikloid ayrisinin
uzunlugu jii=8a. x\ =a(l - cost), y' =asint oldugundan,

yjx'/ +y\2 = yfa2(l - cost)2+ a2sin2t =a-J2- 2cost =

=y[2a-Jl-cost = 2asin?.
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j 2n t j 21 A

= — fait - sint)- 2asin-dt = -—- 2a2 f(/ - sint)sin—dt =
8a | 2 8a | 2
azF .. t, arT., Lt
=—\t-sin—at— sint-sin—dt.
4\ 2 4\ 2
x .t . . . . .
y-sin—dt inteqgralim  hesablamaq  Gg¢ln  hissa-hissa

inteqrallama metodundan istifads edsk. u=t, do =sin—dt

gabul edsk. du =dt, o =-2 cos—dt olar. Onda

2n 2

.t t 2n t ot
élllsm—7dt:-2tl:os_—) +2 aos7dt=4n+4sm7 =4n.

2n
sint -sin—dt inteqralim hesablamaq Ucln hasilin cama
0 n

cevrilmasi dusturundan istifads etmak lazimdir. Asanligla
inanmagq olar ki, bu inteqral sifra barabardir.
Belalikls,

indi isa y -ni hesablayaq.



—-a7(1 corJ j-:li cos : a?al\ co0s- q— 2c0|fJ ;'\lcoso

2)y2)- 2.y 2)

2n
3t
2n cos —

= -acos - +a =-4cosn - coso)+

+ —cos3n1 —coso0) = 2a - =—a.
3K ’

3 3
Belalikla, verilmis tsikloidin agirlig markazi C§/an,4—a

nogtasidir.
I I
Misal 3. x3+y3=a3 astroidinin birinci kordinat

bucaginda (I ribda) yerlasan hissasinin agirliq markazini tapin.
Halli. Malumdur ki, | ribda astroid ayrisinin tanliyi

(2
y= a3-x3 , 0<x<a gaklindadir. Yuxarida gostarmisik

(bax, 836, misal 7) astroid ayrisinin | ribds yerlasan

hissasinin uzunlugu //=ia—ya barabardir. ®yrinin tanliyi

askar sokilda verildiyindan (40.4) disturundan istifads

edacayik.
|

2 2 2\ aV

yJ|+y'2 1+x 1 a3-x3

Onda (40.4) disturuna gors,
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Sonuncu inteqrali hesablamaq ugiin Jxm(a + bxnY dx binomal

diferensialin inteqrallanmasindan istifade edacayik. Baxdigimiz

2 3 +1
— p~— Vo mr- =1 tam adad
3 2 n

1 |
oldugundan, a3-x 3=1t2 avazlomasi aparaq: X =0m>t=a3;

1
hal ucun m=—3, n=

2 -
Xx=a=>t=0; Oveazlamadan - —x 3dx=2tdt va Yyaxud

X 3dx = -3tdt alariqg.

Onda
1
a 1 .
( ar 7 t5
F 82-X3 2, 3 - I -a* =
3a3° M ) 3a3 0 a3 5a3

Beblikb, baxilan ayrinin adirhg markazi C E—aia

noqtesidir.



I L L
Misal 4. x2+y 2= a2 paxabolasi va kordinat oxlari ils

mahdud olan fiqurun agirhq markazini tapin.
Halli. Verilmis parabolanin tanliyindan alariqg.

(r 1\2
y= al O<x <a

Aydindir ki, bu parabola absis oxunu (a,0) ndgtasinds, ordinat
oxunu isa (0,a) noqtasinda kasir (bax, sakil 4.18).

OABO ayrixatli trapesiyamn agirlig markazinin kordinatlanm
(40.7) dusturunun kémayi ile tapacagiq.

Ovvalca bu ayrixatli trapesiyamn sahasini tapaqg.

o a A oA \ A
AXde =J X[a - 2yfany + deX = a X_2 ~ 2 b|rax_+ E’
2 5 3

N --ia3+?L=elL
2 5° + 3 30
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—Ny2dx = —j[(a+ x)-2n/a Vx]2gkc =
20 20

Onda (40.7) dusturuna gora verilmis mustavi fiqurun agirliq

markazinin kordinatlari x =y = 5— olar.

Misal 5. Gildenin | teoremindan istifads edarak radiusu
R -8 barabar olan vyarimgevranin agirhlg  markazinin
kordinatlarmi tapm.

Halli. Kordinat oxlarini sakil 4.19-da oldugu Kkimi
se¢ak. Radiusu R -a barabar olan yarimcgevranin uzunlugu
/n=nR, bu yarimgevranin ox oxu atrafmda firlanmasindan
alman kiirenin sathinin sahasi S = 4nR2. Onda Gildenin |
teoremina gora

4nR2=2ny-na.
Buradan, y = alariq.
n

X -n1 tapmagq uc¢iin (40.4) -Un birinci diisturundan
istifada edak. Verilmis yarimcevranin tanliyi

y =yiR2- x2, xe [-R,/?] soklindadir.
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X R
Yy == +yi? 7

oldugundan,

xdx

>TP
K
Belalikls, radiusu R -3 barabsr olan yarimcgevranin agirhq

=0.

markazinin kordinatlari x =0,y =——
n

Misal 6. 4x2+ §y2=236 ellipsi va x2+y2=9 ¢cvrasi

ilo mahdud olan vo birinci ribds yerlasan mistavi fiqurun
agirhg markazinin kordinatlarim tapin.

Halli.  Aydmdir ki, 4x2+9y2=36 ellipsinin

yarirnoxlart a=3 Vo ' X -j. Bu ellipsis
9 4

x2+y2=29 cevrasinin | ribda amala gatirdiyi mustovi fiquru
sokil 4.20-da gostarilmisdir.
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Sokil  4.20-ds  gOsterilmis  strixlenmis  hissanin  agirliq
markazinin kordinatlanni tapmaq Ucin (40.8) dusturlarindan
istifade edacayik. Ovvalca axtarilan strixlanmis hissanin
sahasini tapaq:

ir j -j .3
S=Fyi9-x2  -J9-X2 dx=—JVP—x2dx.

oL 3 J 30 N

I =jyJ9-x2dx integralim hissa-hissa inteqrallama
0

metodu ila hesablayaq. n=n/p-x 2, do =dx gabul edak.

du = :dx, o =x olar. Onda,
nv-
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9n
= +9-arcsin: =— +9{arcsinl - arcsin0)=— +

Buradan, 2/ =2 e yaxud =20 alarig. Onda axtarilan

mustavi fiqurun sahasi

olacaqdir.
ix(/,(x)- f,(x))dx =Jx n/9-x2 , dx —
3\
=- f —V A = —-- A 0-9- =3;
3i 6 3

Fi[fFIW - fI (]<&=2\ (9- X2)-T{9- x2)

5x- £71
9 3
Belslikla, (40.8) dusturlanna gdéra verilmis multavi fiqurun
agirlig markazinin kordinatlan
__ 4 _ 20
T Y= 3n
Misal 7. ax =y2 va ay = x2 parabolalari ib mahdud
olan mustavi fiqurun agirliq markazinin kordInnlinrtni tapin.



Halli. Asanligla yoxlamaqg olar ki, bu parabolalar
0(0,0) va A(a,a) noqgtalarinda kasisir (bax sakil 4.21).
Strixlanmis mustavi oblastinin agirlig markazinin kordinatlarmi
tapmaq dciin (40.8) dusturlanndan istifads edacayik. Aydindir
ki, strixbnmis fiqurun sahasi

a *
3

S=jj Vox- — dx=Ja
o\

olacaqdir.
Y A



Onda (40.8) dusturlarina g6re verilmis fiqurun agirhq

markazinin kordinatlari x = :2_0 )

Misal 8. Gildenin ikinci teoremindan istifada etmakls,
R radiuslu yarimdairenin agirliq markazinin kordinatlarim
tapin.

Halli. Kordinat oxlarini sakil 4.19-da oldugu Kkimi
secok. Verilmis mistavi fiqguru Oy oxuna simmetrik

oldugundan, onun agirlig markazi Oy oxu Uzarinda olacaqdir
va demali x =0. vy -ni tapaq. Bunun lclin Gildenin ikinci
teoremindan istifads edak. Bu yarimdairanin ox oxu atrafinda

firlanmasindan alinain  cismin  hacmi V:3—nR3. Bu

71R 2

yarimdairanin sahosi isa ~ = Onda Guldenin ikinci
teoremina gora
4 t nR2
—n R = 2ny
3 2
barabarliyi dogrudur. Buradan,
_  4da
Y= -

Beblikb, R radiuslu yarimdairsnin agirhq markazinin

kordinatlari x *0 \o b=— .
' 3n



Calismalar

1.y =2x2+x +| parabolasi, x =1, x =3 diz xatlari va absis
oxu ila mahdud olan fiqurun sahasini tapin.

2. y =sinx, y =cosx funksiyalarinm qrafikbri va x =0,

x =2n duz xatlari ila ahats olunmus fiqurun sahasini tapm.
|

3.y =xa, y =xa (a> 1) funksiyalarinm grafiklari ve x =0,
x =1 diz xatbri ila shats olunmus fiqurun sahasini tapin.

4. y =1n(x+6), y =3Inx funksiyalannm grafikbri va x =0,
y =0 diz xatbri ib shats olunmus fiqurun sahasini tapin.

5 y=x2,y=I +IX2 funksiyalarmin qgrafikbri ib mahdud
olan figurun sahasini tapin.
6. y =x3, y =4x  funksiyalannm grafikbri ib mahdud olan
fiqurun sahasini tapm.

71 2X .
1. y =cosx, xe vVa y = 1+7|r funksiyalannm
grafikbri ib mahdud olan fiqurun sahasini tapm.

8. y2=4x, x2=4y vo x2+y2=5 ayrileri ib mahdud olan
fiqurun | riibda olan hissasinin sahasini tapin.

9. y2=(]-x2) qapal ayrisi ib mahdud olan fiqurun sahasini
tapin.

10. x =acost, y =bsint (a,h>()) ellipsi ib mahdud olan
fiqurun sahasini tapm.
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11. x =acos3t, y =bsin3t (a,b >0) ayrisi ila mahdud olan
fiqurun sahasini tapin.

12. y =Inx ayrisinin x=Vi-dan x=n/#-s qadar olan
qovsinin uzunlugunu tapin.

13. y =2n/x parabolasinin x=0-dan x =1-3 qgadar olan
govsinin uzunlugunu tapin.

14. x = a(cost +tsint), y =a{sint - t cost) parametrik sakilda
verilmis ayride t=0-dan t=2n -ys gadar dayisdikds alinan
govsin uzunlugunu tapin.

| | |
15. x* +y 3 =a3 astroidasinin ox oxu atrafinda firlanmasindan

alman sathin sahasini tapin.
16. y =tgx tangensoidinin x=0-dan x= 74—r 3 gader

dayisdikda ox oxu atrafinda firlanmasindan alman sathin
sahasini tapin.

17. y =e~x ayrisinin x -0 -dan x = +co -a gadar dayisdikda ox
oxu atrafinda firlanmasindan alman sathin sahasini tapin.

18. LZ+ y2:1 ellipsinin ox oxu atrafinda firlanmasindan

alman ellipsoidin hacmini tapm.

19. y - ex ayrisi va x =0, y =0 dtlz xatbri il mahdud olan

fiqurun ox oxu atraftnda firlanmasindan alman cismin hocmini
tapm.

20. y =sinx sinusoidi, ubsis oxu ve y =1 dlz xatti ile mahdud
olan fiqurun oy oxu atraiinda firlanmasindan alman cismin
hacmini tapm.
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Cavablar

- 4.12In2-61n3 +1;

1. 231 ; 2. 4i2 ; 3. —
J a+1

5. 8~ 6.1— Y TS : 8.—2I—5arcsiri—J :
5 3 2 . 5
9. 0,750 ; 10. nab ; 11. -nab ; 12. 1+ ~-In- ;
5 2 2

13. y[2 +In{l +-12); 14. 29;r2 ; 15. y X a2;

16. n(J5-J2)+nln~jp”™ 17. n-(n/2 +/«(/ + nl2)) ;

18. -n-aft2; 19.- ; 20.gfc-*).
3 2 4
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