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Giriş

Dərs vəsaiti "Riyaziyyat müəllimliyi", "Riyaziyyat və 
informatika müəllimliyi" ixtisaslarında "Riyazi analiz" kur- 
sunun proqramı əsasmda yazılıb və bu kursun "Birdəyişənli 
funksiyalarm inteqral hesabı" bölməsini əhatə edir. Vəsait 
müəlliflərin əw əl çap olunmuş "Riyazi analiz" (Birdəyişənli 
funksiyanın diferensial hesabı) adlı dərs vəsaitinin davamıdır.

Müəlliflər bu vəsaitdə do klassik riyaziyyat dərsliklərinin 
ənənələrinə sadiq qalaraq, proqramda nəzərdə tutulan əsas teo- 
rem və təklifləri isbatla vermişdir. Təcrübə göstərir ki, təklifləri 
isbatsız verdikdə tələbə onu yaxşı mənimsəmir və ona görə də 
tezliklə unudur. Mənimsəmə prosesinin daha səmərəli olması 
üçün isbat olunan teorem və təkliflərin tətbiqinə aid vəsaitdə 
kifayət qədər misallar həll edilmişdir.

Zənnimizcə həlləri ilə verilən misallar, tələbələrin müstə- 
qil çalışmalarına əsaslı surətdə kömək edəcəkdir. Şərh olunan 
mövzulann tələbələrin gələcək fəaliyyətinə aid olan məktəb 
riyaziyyatına tətbiq imkanları da diqqətdə saxlanılmışdır.

Vəsait dörd fəsildən ibarətdir.
Birinci fəsil "Qeyri müəyyən inteqral" adlanır. Bu fəsil 

ibtidai funksiya, onun xassələri, qeyri müəyyən inteqrallar, on- 
larm müxtəlif üsullarla hesablanması qaydalarına həsr olun- 
muşdur.

İkinci fəsil "Müəyyən inteqral" adlanır. Burada шйэууэп 
inteqralm xassələri, inteqrallama meyarları, inteqrallanan funk- 
siyalar sinifləri, yuxarı sərhədi dəyişən müəyyən inteqral, onun 
xassələri, müəyyən və qeyri-müəyyən inteqral arasında əlaqə və 
mdnyyən İnteqrallarla bağlı bəzi bərabərsizliklər şərh olunmuş 
vd bıı mövzulara däir xeyli sayda misallar həll edilmişdir.

Üçüncü fəsil "Qeyri məxsusi inteqral" adlanır. Bu fəsildo 
I vo II növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılması üçün müxtəlil 
olnmotlor verilmiş, baş qiymət mənada inteqrallarm yığılnmsı 
mflv/uları şərh olunmuşdur. Tələbələrin bu mövzularda çəliıdik
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çokdiyini nozərə alaraq burada misal həllinə daha çox diqqət 
yeürilmiçdir.

Dördüncü fəsil Мйэууэп inteqralın həndəsə, fızika və 
tnexaııika Ibnnlərində tətbiqlərinə həsr olunub.

Kitab pcdaqoji ali məktəblərin tələbələri, orta məktəb 
müellimləri, həmçinin "Riyazi analiz" fənnini müstəqil öy- 
ranənlər üçün nəzərdə tutulmuşdur.

Vəsait haqqında öz qeydlərini bildirməklə onun təkmilləş- 
ınosinə kömək edən elmi redaktor prol^.M .Qurbanova və 
rəyçilər prof.H.M.Hüseynova, prof.H.İ.Asıanova və dos.Ə.F. 
Quliyevə təşəkkürümüzü bildiririk. Vəsait haqqmda iradlarım 
bildirən oxuculara qabaqcadan öz minnətdarlığımızı bildiririk.
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I FƏSİL
QEYRİ-MÜƏYYƏN İNTEQRAL 

§1. İbtidai funksiya anlayışı

Diferensial hesabınm əsas məsəbsi verilmiş funksiyanın 
törəməsinin varlığım, varsa tapılması qaydalarını və törəmənin 
tətbiqi ib  funksiyanın tədqiqi üsullarını öyrənməkdir. Bir çox 
tətbiqi əhəmiyyətli məsələlərdə funksiyanın törəməsinə görə 
özünün tapılması zərurəti yaranır. B eb məsələlərə bir sıra 
mexanika, fızika, texnika, həndəsə məsələlərinin həllində 
ehtiyac yaranır. Məsələn, maddi nöqtənin /-dən asılı v ( t )  
hərəkət siirəti məlumdursa, hərəkətin r-dən asılı dəyişdiyi qa- 
nunu tapmaq m əsəbsi beb  məsələbrdəndir. Gedibn yolun 
lıərəkət qanununu ilə işarə etsək, ,s’'(r) = v{t) bərabərli- 
yindən .v(/)-nin tapılması məsələsi mexanikamn vacib məsəb- 
brindən hesab olunur. Bu fəsildə əsasən bu tip m əsələbrb 
məşğul olacağıq. Başqa sözlə verilmiş törəməsinə görə funk- 
siyanın özünün tapılması məsəbsini öyrənəcəyik.

Tutaq ki, A ədəd oxunda sonlu və ya sonsuz aralıqdır.
Tərif 1. Tutaq ki, f ( x )  və Ғ(х) Л aralığında təyin 

olunmuş funksiyalardır. Əgər F(x)  funksiyası bu aralıqda 
differensiallanandırsa və aralığın һәг bir nöqtəsində törəməsi 
/ W  -in həmin nöqtədəki qiymətinə bərabərdirsə, onda Ғ(х)  
lunksiyasına ^ (x ) - ın  A aralığında ibtidai funksiyası deyilir: 
F'(x)  = f  ( x ) , x  g A.

Tərifdən aydındır ki, əgər xüsusi halda, A = \a,b] olarsa, 
onda x - a  nöqtəsində F(x) funksiyasınm sağ törəməsinin 
l (a  + 0)- a bərabər olması nəzərdə tutulur:
l''(a + 0)= f ( a  + 0).  Analoji olaraq x = b nöqtəsində Ғ(х) 
Uıııkniyasımn sol törəməsinin f ( b - Ö )~а ЬэгаЬэг olmMNi 
newrdo tutulur: F '(b -0 )=  f ( b  -  0 ) .
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Verilmiş nöqtədə funksiyanm törəməsinin varlığından 
onun həmin nöqtədə kəsilməzliyi alındığından aydındır ki, 
Ғ(х) ibtidai funksiyası Л aralığında kəsilməz olacaqdır (uc 
nöqtəsində birtərəfli kəsilməz olacaqdır).

2 ~Misal 1. Ғ(х) = — x 2 fanksiyası J  = [0;+co) aralığında

/(x )= V x  funksiyasının ibtidai funksiyaşıdır.
Doğurdan da [ö;+oo) aralığının istənilən daxili nöqtəsində

F '(x) = yfx bərabərliyi ödənir. x = 0 nöqtəsində Ғ(л:) 
funksiyasmın sağ törəməsini hesablayaq.

- x 3
F'(0+) = lim F (X) ~ F( ° )  = цт J — = £ //» , V* = 0 = f {0+ ) .

х-уО г X 3 ЈГ_>0(x >0) (x>0) (>ı>0J
f- 2 ^

Beləliklə alırıq ki, F ( x ) - —x~} funksiyası [0;+oo)

arahğında f ( x ) = J x  -in ibtidai funksiyasıdır.
Misal 2. F(x) = ctgx  funksiyası Л = (0,л)  aralığında

f ( x ) =  L -  funksiyasınm ibtidai funksiyadır. Doğurdan da,
sin x

Vx e  (0, л )  üçün

F'(x) = (ctgx) = — 4 г ~
s ı n  X

münasibəti ödənir.
С ixtiyari sabit olduqda Л aralığının Istanilən x  

nöqtəsində

(F (x )+ c j  = Ғ'(х)+С' = F ' ( x ) » f { x )  
münusibətindən görünür ki, Ғ(х) Л ıırnlıp.mdn f ( x )  funksi- 
ynsınm ibtidai funksiyasıdırsa, ( '  Ixliyııri mbit olduqda, 
F(  x)+ C  fiınksiyası da Л ıırıtlıftııuln /(x )- in  ibtidai



funksiyasıdır. Beləliklə, əgər Л aralığmda / ( x )  funksiyasmm 
ibtidai funksiya varsa, onda /(x ) - in  A aralığmda sonsuz snydıı 
ibtidai funksiyası vardır.

Bizim əvvəl öyrəndiyimiz anlayışlar-funksiyamn limiti, 
kəsilməzliyi törəməsi anlayışları lokal xarakter daşıyırdı, yani 
funksiyam müəyyən nöqtənin kiçik ətrafında xarakterizo edirdi, 
ibtidai funksiya isə funksiyam müəyyən aralıqda xarakter i/o 
edir.

Teorem 1.1. Müəyyən A aralığında diferensiallanan 
F (x) və ф(х)  funksiyalarınm A aralığmda eyni bir / ( x )  
furıksiyanın ibtidai funksiyası olması üçün Ғ (х )-  Ф(х) 
forqinin bu aralıqda sabit olması zəruri və kafıdir.

İsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki, Ғ(х)  və Ф(х) 
funksiyalarımn hər ikisi f ( x )  funksiyasının A aralığında 
ibtidai funksiyasıdır. cp{x) = Ғ (х ) -  Ф(х) olsun. Onda aydmdır 
ki, (p{x) funksiyası A aralığmda diferensiallanandır və bu 
aralığm istənilən x daxili nöqtəsində

(p\x) = F \ x )  -  Ф'(х) = f i x )  -  f ( x )  = 0.
İxtiyari x, 6 A və хг е  A(x,  < x2 )  nöqtəsini qeyd edək. 

(pix) funksiyası \xt, x2 ] parçasında Laqranj teoreminin bütün 
şDtlərini ödəyir. Deməli, elə £ e ( x , ,x 2) var ki, 
ıp(x2) -  ç>(x,) = <р^)(х2 -  x,) bəraborliyi doğrudur. cp'ig) = 0 
okluğundan, A aralığınm istənilən x,,x2 nöqtələri üçüıı 
y>(x,) = (p(x2) bərabərliyini alarıq. Bu isə <р(х) = Ғ ( х ) - Ф ( х )  
lUnksiyasınm A aralığında sabit olduğunu göstərir.

Kafılik. Fərz edək ki, Ғ{х)  funksiyası A aralığmdn 
/ ‘(jf)-ın ibtidai funksiyasıdır, yəni F'{x)= / ( x ) .  Digor 

larofdən С ixtiyari olduqda <?>(х)=Ғ(х)+С funksiyası dn

/ ( «) in ibtidai funksiyasıdır, çünki, (ғ (х ) + С) ■ / ( » ) ,  
ПмммП, F(x) -  Ф{х) = С .
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Nəticə 1.1. Əgər F (x ) A aralığında /(x ) - in  ibtidai 
funksiyasıdırsa, onda /(x ) - in  bu aralıqda istənilən digər 
ibtidai funksiyası ф(х) = Ғ(х) + С şəklindədir. Burada С 
ixtiyari sabitdir. Başqa sözlə, / ( x )  funksiyasmm ibtidai 
fiınksiyalanndan biri (əgər varsa) digərindən sabit toplanan 
dəqiqliy ilə fərqlənir.

F ( x )  = у  x 3 + С  funksiyası / ( x

A = ( -  oo,+00) aralığmda ibtidai funksiyasıdır. Burada С 
istənibn sabitdir.

§2. Qeyri-müayyən inteqral və onun 
xassələri

Tərif 1. Мйэууэп A aıalığında təyin ounmuş / ( x )  funk- 
siyasının bu aralıqdakı bütün ibtidai funksiyaları çoxluğuna 
(küliyyatına) / ( x )  funksiyasmm A aralığında qeyri-müəyyən 
inteqralı deyilir və simvolik olaraq

J f ( x )d x

kimi işarə olunur. Burada, |  simvolu inteqral işarəsi, f (x )dx  -

inteqralaltı ifadə, / ( x )  inteqralaltı funksiya, x isə 
inteqrallama dəyişəni adlanır.

Əgər Ғ(х)  funksiyası A aralığında / ( x )  funksiyasının 
ibtidai funksiyasıdırsa, onda nəticə 1.1 -ə əsasən

J /(x )a fx  = F ( x )  + С  (2.1)

münasibəti doğrudur. Qeyd edək ki, (2.1) bərabərliyi iki 
çoxluğun bərabərliyi kimi başa düşülür. Bu mənada (2.1) 
bərabərliyini

I  /  (x)dx  = {Ғ(х) + С]

m
)=  x2 funksiyasının
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kimi yazmaq daha doğru olardi. Bununla belə (2.1) yazılışmdan 
istifadə olunur. Bəzən, J  f ( x ) d x  simvolik yazılışı /(jc)-in  A

aralığında ibtidai funksiyalar çoxluğu kimi yox, bu çoxluqdan 
götürülmüş ixtiyari bir ibtidai funksiya kimi başa düşülür.

f ( x ) funksiyasmm ibtidai funksiyalar çoxluğunun 
simvolik göstərilişində inteqral işarəsi altinda /(x ) - in  özünün 
deyil, / (x ) - in  dx diferensialina hasilini yazırlar. Belə yazılış 
һәг şeydən əvvəl ibtidai funksiyasımn hansı dəyişənin 
funksiyası olmasım göstərmək üçün edilir. Məsələn,

j x 2z c b = ~ + C ,  j x 2zd z  = x 2 ~  + C

bərabərliklərində hər iki halda inteqralaltı funksiya x 2z 
funksiyasıdır, ancaq bu funksiyanın qeyri-müəyyən inteqralları 
müxtəlifdir. Çünki, birinci halda inteqrallama dəyişəni x ,  
ikinci halda isə z -dir.

Əgər Ғ (х), A aralığmda f ( x )  funksiyasının һәг hansı 
ibtidai funksiyasıdırsa, onda (2.1) düsturuna əsasən inteqral 
işarəsi altında Ғ(х)  funksiyasmın diferensialı yazılır. Doğurdan 
da,

f ( x ) d x  = F'(x)dx = dF{x)
olduğundan,

I  /  (x)dx = J  F \ x )d x  = I  dF(x)

münasibəti doğrudur.
f ( x )  funksiyasmm ibtidai funksiyasmm və ya qeyri- 

müəyyən inteqralınm tapılmasına Ғ(х)  funksiyasmm inteq- 
rallanması deyilir. İnteqrallama əməli diferensiallama əməlinin 
tərs əməlidir.

Qeyri-müəyyən inteqralın aşağıdakı dörd əsas xassəsini 
qeyd edək.
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Xassə 1. / ( x )  funksiyası Л aralığında ibtidai funksiyaya 
malikdirsə, onda istənilən x e  Л üçün

di^ f{x )dx)=  f{x )dx

bərabərliyi doğrudur.
Doğurdan da, əgər Ғ(х) ,  Л aralığmda f ( x )  

funksiyasmm ibtidai funksiyasıdırsa, onda
j ( [  /(*)<&)= d(F{x)  + C) = dF(x)  = F \x )d x  = /  (x)dx 

Xassə 1 -dən xüsusi halda alarıq:

= / ( * ) .
Xassə 2. Əgər / ;’(x) funksiyası Л aralığında 

diferensiallanandırsa, onda
J  dF(x) = F(x) + C və ya J  F \x )d x  = F(x)  + С

bərabərliyi doğrudur.
Doğurdan da (2.1) bərabərliyinin sol tərəfındə 

dF(x)  = f { x )d x  bərabərliyini nəzərə alsaq, tələb olunan 
bərabərliyi alarıq.

Xassə 3. Əgər УЈ(х) və f 2(x) funksiyalarınm Л 
aralığında ibtidai funksiyaları varsa, onda fı(x)+  / 2(x) 
funksiyasmm da Л aralığmda ibtidai funksiyası var və 
aşağıdakı bərabərlik doğrudur:

JL/i O) + / 2 (*)}& = J f x (x)dx + J / 2 (x)dx (2.2)

İsbatı. Tutaq ki, F,(x) və F2 (x) funksiyaları Л 
aralığında uyğun olaraq f x{x) və / 2(x) funksiyalarmm ibtidai 
funksiyalandır, yəni istənilən x e  Л nöqtəsində 
^7(x)- /i(x ) , F ’(x)~ f 2(x) bərabərlikləri ödənilir.

Onda J f , ( x ) d x  = Fl( x )  + C1, J f 2(x)dx  = F2( x )  + C2 

bərabərliyini yaza bilərik. Burada C, və C2 ixtiyari sabitlərdir.
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Ғ(х)= Fl( x )+ Ғ2(х) işarə edək. Onda aydındır ki, x e A  
olduqda

F ' ( x )  = ғ;(х) + F ' ( x )  = f , ( x )  + f 2(x),  
olduğundan, Ғ(х) funksiyası A aralığında f ( x )  + f 2(x) 
funksiyasmm ibtidai funksiyasi olar. Beləliklə, x e A olduqda 

J [ f , ( x )  + f 2(x)]dx = F ( x )  + C = F}( x )  + F2( x )  + С

bərabərliyini alarıq. Burada С ixtiyari sabitdir. Digər tərəfdən 
x € A olduqda

\ f , ( x ) d x  + j f 2(x )dx  = Fl( x )  + CI + F2( x )  + C2.

Göründüyü kimi (2.2) bərabərliyinin sol tərəfi 
Ft (.x) + F2 (x) + С şəklində, sağ tərəfı isə 
F,(x)+F2(x)+Cl +C2 şəklində funksiyalar çoxluğudur 
C ,C,,C2 istənibn sabitbr olduğundan bu çoxluqlar üst-üstə 
düşür, yəni (2.2) bərabərliyi doğrudur.

Xassə 4. Əgər f ( x )  funksiyasmm A aralığında ibtidai 
funksiyası varsa, onda к istənilən sabit ədəd olduqda к ■ f ( x )  
funksiyasmm da A arahğında ibtidai funksiyası var və к Ф О 
olduqda

I  kf(x)dx = к I  f ( x ) d x  (2.3)

bərabərliyi doğrudur.
İsbatı. Tutaq lci, Ғ(х) А aralığında f i x )  funksiyasmm

ibtidai funksiyasıdır. Onda Д aralığında (А:Ғ(х)) = kf(x) 
olduğundan aydmdir ki, к ■ Ғ(х)  funksiyasi A aralığında 
к- f ( x )  funksiyasmm ibtidai funksiyasi olacaqdır, yəni 

I  ltf (x)dx -  кҒ(х) + С,

Burada С, ixtiyari sabitdir.
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Beləliklə, (2.3) bərabərliyinin sol tərəfi k ■ Ғ(х)+Сх 
şəklində funksiyalar çoxluğudur. (2.3) bərabərliyinin sağ tərəfi 
isə

к(Ғ(х)  + С) = кҒ(х) + кС 
şəklində olan funksiyalar çoxluğudur. С və C, ixtiyari sabitlər 
olduğundan, к * 0 şərti daxilində bu ç^ lu q la r üst-üstə düşür, 
yəni (2.3) bərabərliyi doğrudur.

Misal 1. İsbat edin ki, J /  (t)dt = F(t) + С

olarsa,

f f ( a x  + b)dx = — f f ( a x  + b)d(ax + b) = — F(ax + b) + C 
J a J а

■ (2.4)
olar.

İsbatı. (2.4) bärabərliyinin sağ tərəfındəki ifadənin 
törəməsini hesablayaq:

— F(ax  + b) + C 
а

= - F ' ( a x  + b)(ax  + b) '=  
а

= F '(ax  + b) = f ( a x  + b).

Başqa sözlə, —F(ax + b) + C  funksiyasi zl = (-oo,+ oo) 
a

aralığında f ( a x  + b)-nin ibtidai funksiyasıdır, yəni (2.4) 
bərabərliyi doğrudur.

§3. İnteqrallar cədvəli
Yuxarıda qeyd etdik ki, əgər Ғ(х)  funksiyasi һәг hansı Л 

aralığında / ( x )  funksiyasmm ibtidai funksiyasıdırsa, yəni A 
aralığmda F'(x)= f ( x )  bərabərliyi ödənirsə, onda /(x ) - in  
qeyri-müəyyən inteqralı üçün

f f ( x ) d x = F ( x )  + C

12



bərabərliyi doğrudur. Bu mühakimədən istifadə edərək 
elementar funksiyalann törəmələrinin köməyi ilə bəzi sadə 
elementar funksiyalarm qeyri-müəyyən inteqrallan üçün 
aşağıdakı cədvəli yazmaq olar:

1°- J l -dx = x + C ;
үа+1

2°. \ x a d x  = - -----+ C ( a  ф -1 );
J a  + 1

3°. j —  = ln\x\ + C (х ф О);

x

4°. f axdx = + С , ( 0 < а Ф 1 ) ,  \ e xdx = ex + C ;
J Ina J

5°. j s i nxdx  = - c o s x  + C ;

6°. J co sxdx - s i n x  + C ;

7 ° . J
dx

COS X

dx
sm2 x

8°. f -
1 sL

9° j
Va2 -  x

-tgx + C ,  ( х ф  — + п л , n e Z ) ;  

■ -ctgx + C , ( х ф  пл ,  n e  Z ) ;

= -  arcsin — + С , а > 0, |x| < а ; 
2 а

ю°. Г *
J а

11». J *

2 2 а + х  а
1 х  arctg— + C , а Ф 0  ; 

а

л[х2 ± а2
-In х  + + С (əgər kök altmda

х2 -  a2 olarsa, onda |x| > a götürüliir);

12». f
Ј а 2 - х 2 2a 

13°. J shxdx =chx + С ;

14°. j  chxdx = shx + С ;

x + a
x - a

+ C  ( |x |* a )  ;
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15°. [ - ^ ~  = thx + C;
J ch2x

16° = -cfAx + С (х ф О).
J JÄ2X

Qeyd 1. Qeyri-müyyən inteqrala tərif verərkən Ғ(х)  
funksiyasmm f ( x ) ~ m ibtidai funksiyasi olduğu A aralığmı 

qeyd edirik. Belə ki, j f ( x ) d x  = F 0 )  + C  bərabərliyi 

F'(x) = f ( x )  bərabərliyinin ödəndiyi aralıqda dogrudur, 
məsələn, 3° düsturu (-co,0) 1J (0,+oo) aralığında, 9° düsturu 
( -  a, a ) aralığında doğrudur.

İnteqralı hesablamaq dedikdə inteqralaltı funksiyanm 
ibtidai funksiyasmm tapılması başa düşülür. İbtidai funksiyanm 
hansı çoxluqdä axtarılması inteqralaltı ifadədən müəyyən edilir.

Bəzi düsturların isb^tma diqqət edək. 3° düsturunun 
doğruluğunu göstərək.
x > 0  olduqda ln\x\ = lnx  olduğundan,

(ln\x\ + C /  = (In x  + С)' = — olar, x < 0 olduqda ln\x\ - l n ( - x )
x

oldugundan

(ln\x\ + C)' = ( ln ( -x )  + C)' = - - - ( - x ) '  =
X X

Deməli, x Ф 0 olduqda (Inlxl + C /  = — olar, yəni 3°
x

düsturu dogrudur.
12° düsturunun doğrulugımu isbat edək. Sadəlik üçün 

a = 1 götürək.
|х|*1 oldugundan, (-qo,-1), ( - 1,1) və (i,+°o)

aralıqlarmda 12° düsturunun doğrulugunu yoxlamaq lazımdır.
-oo < x < - i  <=> - со < x  +1 < 0 ; 2 <1 - x  < +co .

14



Onda, (-со —1) aralığında 1 + x  
1 - x

<0 olar.

Irı 1 + x
1 - x

1
2

In

In 

1 + x

1 + x  
1 - x

oldugundan,

1 - x
+ C < (  l  + x ^I n ---------

V V 1 - x

1 - 1

/ / 2 1 + x 
1 - x

1 1 - x  (1 + х ) ' - ( 1 - х ) - ( 1  + х ) - ( 1 - х ) '  _

1 + x  
1 -  x

2 1 + x
1 1 - x

( 1 - x ) 2 
2 1

2 l  + x ( l - x ) 2 1 - x 2 
( - 1,1) aralığma baxaq.

- ı <
- 1 < х < 1 < ^ > - 1 < - х < 1 < ^ > 0 < 1 - х < 2 .

Deməli, ( - 1,1) aralığında > 0 olar. Onda.

In 1 + x
1 — x

1 ~\~ x
ln-   oldugundan,

1 - x

-In 1+x
1 - x

+C I f . 1+x} 1 1 In-
v 1 - x

1 - x

^ 1+хУ
2 1+x 

1 - x
y l - x j

1 1 - x  ( l + x ) ' ( l - x ) - ( l + x ) ( l - x ) '  _ 1 1 - x ___2_
2 1+x ( 1 - x ) 2 
(/,+oo) aralığına baxaq.

1
2 1+x ( 1 - x )  1 - x

-oo< - x  < -1 о  -oo< l -x< 0 .
1 + xDemali, (1,+co) aralığında
1 - x

< 0.  Ona görə,
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bərabərliyi doğrudur. Aydmdır ki, bu halda da

yəni, 12° düsturu doğrudur. ф
Qeyd 2. Məlumdur ki, hər bir elementar funksiyanm 

törəməsi. də elementar funksiyadır. Başqa sözlə, diferensiallama 
əməli elementar funksiyalar sinifindən kənara çıxmır. Ancaq 
inteqrallama əməli bu xassəyə malik deyildir, yəni elə ele­
mentar funksiyalar var ki, onların qeyri-müəyyən inteqralı 
elementar funksiya deyildir. Ona görə do diferensiallama ^  
əməlindən fərqli olaraq heç də bütün elementar funksiyalann 
inteqrah elementar funksiyalarla ifadə olunmur, yəni elə ele­
mentar funksiyalar var ki, onlarm inteqrali elementar funksi- v. 
yalann sonlu kombinasiyası şəklində göstərilə bilmir.

etmək mümkün deyil.
Lakin bu о demək deyildir ki, bu inteqrallar mövcud 

deyil. Elementar funksiyalar sinifı bu mənada kifayət deyil. 
Qeyd edək ki, bir çox tətbiqi ohomiyyətli inteqrallar var ki, 
onlar elementar funksiyalarla ifadə olunmur. B eb inteqrallara 
misal olaraq aşağıdakılan göstərmək olar.

1°. j V dx, (Puasson inteqrali);

2°. ^cosx2dx (Frenel inteqrali);

3°. J s inx2dx (Frenel inteqrali);

elementar funksiyalarla ifado

Inx
(inteqral loqarifm);

16



5°. f dx ( х ф О) (inteqral kosinus); 
J x

6°. f - П Xdx ( х ф О) (inteqral sinus).x
Bu inteqrallarm hər birində inteqralalti funksiya kəsilməz 

oldugundan onlar mövcuddur, ancaq isbat edilmişdir ki, bu 
inteqrallar elementar funksiyalarla ifadə olunmur. Bu 
inteqrallarm riyazi analizin öziində və fızikada mühüm rolu 
vardır. Məsələn, Frenel inteqralları optikada geniş istifadə 
olunur. Puasson inteqrali istilikkeçirmə və diffuziya nəzəriy- 
yəsində mühüm rol oynayır.

Bir çox hallarda verilmiş inteqrali inteqralalti funksiya 
üzərində eyni çevirilməhr aparmaqla elə inteqrala gətirmək 
olur ki, sonuncu inteqrali hesablamaq üçün qeyri-müəyyən 
inteqralın əsas xassələrindən və inteqrallar cədvəlindən istifadə 
etmək mümkün olur.

hesablayın.
Həlli. Inteqralalti funksiya üzərində müəyyən çevirmələr 

aparmaqla inteqrallar cədvəlində 4° düsturundan istifadə edək.

Misal 1. qeyri-müəyyən inteqralını

X

1 1 ( 1 Y

4

t p 'U J  + l n 4 { 4 j  +
M isal2. ^ t g 2xdx qeyri-müəyyən inteqralını hesablayın.
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НэШ. \tg2xdx = \ ^ - ^ х =  f
* J ЛЛС V JCOS X

■l-cos  x 
cos2 x

-dx

= f  5------\ l - d x  = t g x - x  + C.
J COS x  J

Misal 3. J I + 2x, , tix qeyri-müəyyən inteqralını
x ( 1 + x )

hesablayin.

Həlli. J
1 + 2x

Y ^ x =  F - T2 ) J V2

x 2 + (1 + x 2)
dx  =

x 2( l  + x 2)  J x 2( l  + x 2) 
c dx г dx 1

= I -  7 + |  —  = й г с ^  —  + c .
J i  + x J x x

Misal 4. J j  ^   ̂ inteqralim hesablaym.

1 "1 1
5x^+6 ^f 2x + —

(
2 , f Fl2̂

I J X +
V ‘fV V / /

Həlli.

olduğundan, inteqrallar cədvəlində 10 düsturuna görə,

1 P  P— • ,1— arctg.l— x + C = 
5 \ б  \ б

r dx _ 1 r dx
' 5 х '+ б  ~ 5  ' f  Г

x 2 + J-
f t p ?

V 5 /

1 P  ^- 7— arctgA— x + C . 
л/ iö  V<5

Misal 5. J
4x +4x + 5

inteqralim hesablaym.
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Həlli. 4 x 2 + 4 x  + 5  kvadrat üçhədlisinin tam kvadratını 
ayıraq. 4x2 + 4x + 5 = (2x + l)2 + 27 oldugundan, inteqrallar 
cədvəlində 10° düsturuna və (2.4)-ə əsasən,

f  * ____  Jr d{2x  + İ) = j  2 x + l
> 4x’ +4x + 5 2 İ ( 2 x + i y + 2 1 4 S  2

Misal 6. J sin(5x -  2)dx inteqralim hesablaym.

Həlli. J sin(5x -  2)dx = — J.ym(5x -  2)d(5x  -  2)

oldugundan, inteqrallar cədvəlində 5° düsturuna və (2.4)-ә
osasən,

j  sin(5x -  2)dx = -j -  2)d(5x - 2 ) =

— c o s ( 5 x - 2 ) + C .

r dxMisal 7.  inteqralim hesablaym.
J V 1 - в х - х 2

Həlli. -  6 x - x 2 = л/42 - ( x  + З)2 oldugundan,
inteqrallar cədvəlində 9° düsturuna və (2.4)-ә əsasən,

r dx г d(x  + 3) . x + 3 _
■ = . v ... -= ■  - arcsın + С .

4 7 - б х - х 2 J ^ 4 2 - { х  + ЗУ 4

§4. Dəyişənin əvəz edilməsi ilə 
inteqrallama üsulu

Funksiyanm inteqrallanmasının әп effektiv üsullanndan 
hiri dəyişənin əvəz edilməsi ilə inteqrallama üsuludur. x -in 
ıbyişmə aralığım Л x, f-nin dəyişmə aralığım isə Л t ilə işarə 
cdok.

Teorem 4.1. Tutaq ki, aşağıdakı şərtlər ödənilir.
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1) / ( * )  və (p{t) funksiyaları uyğun olaraq Л x və A t 
aralıqlarında təyin olunmuşdur və cp(A t)  cı Ax.

2) / ( x )  funksiyasmm A x aralığında Ғ(х)  ibtidai 
funksiyasi var, yəni

\ f ( x ) d x  = F(x)  + C (4.1)

3) <p(t) funksiyasi A , aralığında diferensiallanandir.

Onda, / [ r t O M O  funksiyasmm A,  aralığmda Fyp(t)\
ibtidai funksiyasi var və
j  f[<P( /)] • (p'{t)dt = J  f ( x ) d x , x = cp{t) (4.2)

bərabərliyi doğrudur.
İsbatı. / ( x )  və Ғ(х)  funksiyaları A x aralığında təyin 

olunmuşdur. 1) şərtinə əsasən <p(A,)  с  Ax oldugundan / {(p{t)) 
və F{(p(t)) mürəkkəb funksiyaları təyin edilmişdir. F(x) 
funksiyasi Ax aralığında, <p(t) funksiyasi isə A t aralığında 
diferensiallanan oldugundan Ғ[<^(/)] funksiyasi iki 
diferensiallanan funksiyanm kompazisiyası kimi A t aralığmda 
diferensiallanandir və mürəkkab funksiyanm diferensiallanması 
haqqındakı teormə əsasən A , aralığımn istənilən t nöqtəsində

± Ғ У ( , ) ]  = ^ \  - ^  = f(<p(t))-<t>'(t) (4.3)
dt dx х=ф(1) dt

bərabərliyi ödənir. (4.3) bərabərliyi onu göstərir ki, (/)] 
funksiyasi A t aralığında f\çp(t)\ - <p' {t) funksiyasmm ibtidai 
funksiyalarmdan biridir. Onda qeyri-müəyyən inteqralın 
tərifınə görə

\f[(pit) \(p'(t)dt  = F(<p(t)) + С (4.4)

bərabərliyini yaza bilərik. Burada С istənilən sabitdir. (4.1 
düsturunda x = (p{t) qəbul etsək alanq:
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\ f { x )d x \x ^ F { ç ( t ) )  + C .  (4.5)

(4.4) və (4.5) düsturlarımn sağ tərəfləri bərabərdir və deməli sol 
(ərəfləri də ЬэгаЬэг olmalıdır, yəni (4.2) bərabərliyi doğrudur. 
Teorem isbat olundu.

(4.2) düsturunu aşağıdakı şəkildə yazaq

f  f(ç>( o )  • d <p(t)= J • (4-6)

Bəzən (4.6) düsturunu tətbiq edərkən əvvəlcə verilmiş 
inteqrali (4.6) bərabərliyinin sol tərəfı şəklinə gətirmək daha 
münasibdir. Sonra J  f  (x)dx inteqralmı hesablayıb, x -ın yerinə

<p{t) yazmaq lazımdır. (4.6) düsturuna əvəzetmə ilə 
inteqrallama düsturu deyilir.

Г şƏkiinc[ə inteqralları hesablamaq üçün и = <pix)
J Ф )

nvəzləməsi aparmaq lazımdır.

f = fi& = ( ш + C )| = ц  ( , + c
> ф )  > tp(x) > и '  1 1 A
Məsələn,

, * ' d 0 « x ) = f du  ={;„ y  + c j  = /„ W  + c
* x lnx  Ј /их '  И И=/ПЈС û=ln(x)
Qeyd edək ki, (4-6) düsturunu bir çox hallarda əks ardıcıllıqla 
(sıığdan sola) istifadə etmək daha münasibdir. Başqa sözlə,
f f (x)dx  inteqralim hesablamaq üçün əvvəlcə bu inteqral

x~<p(t) əvəzləməsi vasitəsilə J f\(p{t)\q>'{t)dt inteqralına

^.ıtirilir (sonuncu inteqralın hesablanması müəyyən mənada 
duha asan hesab edilirsə). Hesab edirik ki, <p(t) funksiyasi 
ınüəyyən Л , aralığında diferensiallanandir və t = (p~{{x) tərs 

llinksiyası vardır. <р~'(х) tərs funksiyasmm varlığı üçün <p(t)- 
nin A t aralığında ciddi monoton olmasmı tələb etmək
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kifayətdir. Bu halda, məlum olduğu kimi birqiymətli q> '(x 
tərs funksiyasi mövcuddur. Beləliklə,
\ f ( x ) d x  = J  fi<P{t))(p\t)dt\t^ Â . (4.7)

(4.7) düsturu da dəyişənin əvəz edilməsi ilə inteqrallama 
düsturu adlanır.

Beləliklə, qeyri-müəyyən in teqr^arın  dəyişənin əvəz 
edilməsi ilə hesablanmasında aşağıdakı iki qaydaya riayəı 
olunması məqsədəuyğundur.

Birinci qayda. j / \(p{x))ç\x)dx  şəklində inteqralları 

hesablamaq üçün onu J f(<p(x))d(p(x) şəklində yazmac

lazımdır. Sonra (p(x)- t  əvəzləməsi aparıb, alınan inteqrali ( t 
dən asılı) hesablayıb, alınan nəticədə f-nin əvəzinə cp(xj 
yazmaq lazımdır. Bəzi nümunələr göstərək.

1. J sin" x  • cos dx =J sin" xd{sin x) =

Г n j  t ^  sin x  _= t d t  = -------+ C = -----------+ C ;
J  n + 1  n + 1

2. I' s inmx dx =— \s inmxd(mx ) = — I sintdt = 
J m J m J

1 ^  1 =  cost  + С =  cosmx  + С ;
m m

С xö&r 1 г h •d ( ] - x 2)

■ W i-x ' 2 J y f l - x 2
1 f d t
2-» t'1'2 ~

1IIО+1 - x 2 + C;

4. J  (ax + b) dx -  — j  (ax + b) d{ax + b) =

1 r „ 1 t n+l (ax + b)n+1
= - \ t ndt = -  —  + C = -—г— Ч— + С; 

а n + 1 a\n + 1)
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İkinci qayda. j f ( x ) d x  şəklində inteqrallan hesablamaq 

üçün x  = <p(t) əvəzləməsi aparmaq lazımdır. Burada hesab 
olunur ki, cp{t) шйэууэп aralıqda diferensiallanan və t — 
tərsi olan funksiyadır. Alınan inteqrali (7-dən asılı) hesablayıb, 
nəticədə /-ninyerinə <p~x{x) yazmaq lazımdır.

İnteqralı hesablayarkən hansı qaydanın tətbiqi inteqralalti 
funksiyadan asılıdır. E b  etmək lazımdır ki, əvəzləmədən 
sonrakı inteqralın hesablanması daha asan olsun.

Misal 1. J cos(4 + Зх)dx  inteqralim hesablaym.

Həlli. 4 + 3x = t əvəzləməsi aparsaq, dt = 3dx olar.
ünda

j cos(4 + 3x)dx  = j —costdt — ^ s i n t  + C = ~js n̂( 4 + Зх) + C . 

г dx
Misal 2. ----------- inteqralim hesablaym.

J 14x + 3
Həlli. l 4 x  + 3 - t  əvəzləməsi aparsaq, dt = J4dx olar.

Onda

[ ...= —  [ — = — ln\t\ + C = — 1п\14х + 3\ + С .
1 14x + 3 14] t 14 11 14 ' 1
Misal 3. \ х 2-{[Ј - x d x  inteqralim hesablaym.

.—јД----
Həlli. \  1 — x = t . əvəz edək. Onda x = l - t 3,

dx = -3 t 'd t  olar.
\ x 2i /T ^xdx  = \ ( 1  - t 3/  -t • (~3t2)dt  = ~ з \ (1  - t 3) 2t 3dl =

- 3 f ( t 3 - 2 t 6 + 19 )dt == -3  2 — + —  \ + C =
к 4 7 JOj

, < ( 1  2  з 1 6—3t ------- 13 + — Г
4 7 10

+ C -  - 3 t 4
3 5 - 4 0 t 3 + 14t 

140

б \
+ C =

23



140

140

(1 - х / 3[ з 5 - 40(1 - х )  + 14(1 - х ) 2] + С  =

=  — — ( 1 - х / 3\ з 5 - 4 0 + 4 0 х  + 1 4 - 2 8 х + 1 4 х 2] + С  = 
140  1  Ј

(1 -  х / 3 (l 4х2 + 12х + р)+ С .

Misal 4. j x 3( l - 5 х 2 ) ,0dx inteqralım^esablayın.

НэШ. 1 - 5 х 2 = t  əvəz edək. Buradan, - 1 0 x d x - d t  
dt_
10'

J Xs (1 -  5x2 ) wdx = j  x 2( l - 5 x 2) 10 xdx = J ~ i ' °

xdx = - — , x 2 = - —- alarıq. Onda

dt
To

' l ö

50

J _
50

J V ^  50 Ч

( / - 5 х 2У; __ ( / - j x 2) 
11 12

V' t 12
11 12

+ C:

+ C =

1 2 - 1 1 ( 1 - 5x2) 
132

( l - 5 x 2) "  + C =

— ~ * - - ( l - 5 x 2) " + C .  
6600

Misal 5. j  cos5 x-J sinxdx inteqralim hesablaym.

Həlli. sinx  = t əvəzləməsi aparsaq, cosxdx = d t . Onda 
j  cos5 хлЈsin xdx  = J cos4 Хлјsin x cos xdx =

= \ ( 1  - 12 ) 2 4td t  = f j i d t  -  2 f t 24tdt  + j t 4 4td t  =



2 - 
= - t 2

= 4. s ı n  X

4  I  2  -  -- t 2 +— t 2 + C = t 2 
7 11

2 4

2 4 2
 Г + -
3 7 

\
11

+c =

 sin ХЧ sin x
3 7 11

+c.

Misal 6. f—lr X- -   inteqral mi hesablaym.
xyjl + lnx

Həlli. Inteqralalti ifadə üzərində sadə çevirmə aparaq və 
Inx = t əvəz edək.

f In xdx j
, dx 
Inx  —

Г x _ | 1-lnxd{lnx) r tdt
хл! 1 + lnx j l  + lnx V/ + lnx  4̂ ı +t

r l  + t r aı _ r [ i + ı j a [ i + ı j  r
Ј л /7 7 Г  J V777 J V7T7 J 

= \ 4 T + t d ( l  + t ) - \

dt •(1 + t ) d ( l  + t)  r d ( l  + t)

yfJ + t
- + 1

d ( l  + t )  (1 + t ) 2 (1 + t )  2

yfl + t
+ c =

2
?  £. L o -  L

= - ( l  + t ) 2 - 2 ( l  + t ) 2 +C = - ( l  + ln x )2 ~ 2 ( l  + ln x ) 2 +C =

= — -JT+ ln x [( 1 + In x ) -  3 ] + С = — yjl + ln x ( l n x - 2 )  + C.
3 •*' 3

Yuxarıdakı inteqrallar I qayda ilə hesablanıb. Növbəti
ınisallarda II qaydadan istifadə olunur.

Misal 7. J  y[a* + x 2dx(a Ф 0) inteqralim hesablaym.

Həlli. x = asht  əvəzləməsi aparsaq, dx = achtdt olar.
Onda,

JVö2"+ x2 dx = J 4 a 2 + a 2sh2t achtdt = a 2j c h 2tdt -

a 'Jl
e +e dt = — j ( e 2t +2 + e~2t )it =
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а
4

-  J e2‘d (2 t )  + 2 jd t  -  -  f e~2,d ( - 2 t )

a 2 (1  2t л 1 -2Л  ^  я 2 = —  - e 2‘ + 2t — e 21 \ + C = —
4 { 2  2 J 4

° 2 a2 = — sh2t +— t + C.

V '  - e ~ 2'
2

#

+ 2t + C =

4 2
t dəyişənini ilkin x dəyişəni ilə ifadə edək. Bunun üçün 

x = asht bərabərliyindən istifadə edək.

sht e' -  e~‘ oldugundan, x - a - e' -  e~' və ya

ae ' -  2xe' -  a - 0  alarıq.
Buradan,

, x ± l x2 + я 2
e =

a
münasibətini alarıq. e >0  oldugundan, sonuncu bərabərlikdə 
radikal işarəsi qarşısında «+» işarəsi götürülməlidir. Beləliklə,

л Ј х + а 2

\a\

Buradan, t = ln(x + 4 x ? + a 2 )  + C (C  = -ln\a\) alarıq. 

ch2t = 1 + sh2t eyniliyindən istifadə etsək,

c h t  = <Jl + sh2t = , / /  + ■
лЈа2 + x 2

a a
alanq.

л  , . „ ,  . , _ x ыа2 + x 2 2x I 2  2Onda sh2t = 2shtcht = 2r—t ----г—------- = —y \ a  +x
r !  r l  a

Deməli,

olar.
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\sfa: + x 2dx = —  -Щ-4а2 + x 2 + - -■  ln(x + л! a2 + x 2)+C = 
1 4 a 7 s

- y l a 2 + x 2 + - - 1 п { х  + л1а2 +  x 2 ) + C .

2 2 ’

Misal 8. f x j —- — dx ( a > 0) inteqralim hesablaym.
j V 7/7 — r

n
Həlli. x - 2 a  sin21 ( 0 < t < —) əvəzləməsi aparaq. Onda

dx = 4a sin t costdt

W^7fc=J2as,y'iI 2a sin21 
2a -  2a sin21

■ 4asint-costdt  -

8агГ . ? s in  t , „  i f  . j Sin I .

s in  t J  —  • s in t  - c o s t d t  - 8 a  s i n ' t  s i n t - c o s

J V c o s  t J  c o s t

sint tdt -

= 8a2 j  sin4 tdt = = J|
1 -  cos 2t dt =

= f (1 - 2  c o s  2t  +  c o s 2 2t  ) d t  =
4 J

= 2a2 |J<# -  2 Ј c o s  2t d t  + J c o s 2 2t d t \ -

= 2a‘

= 2a‘

2a ‘

j  cfr -  j  cos 2td(2t)  + —^ ( l  + cos 4t)dt

• л 1 1- ■ jt -  sin2t + —t + — sin4t 
2 8

+ C =

■* ■ 1 - * —t - s i n 2 t  + — sm4t  
2 8

+ C.

t dəyişənini ilkin x dəyişəni ilə ifadə edək. x  = 2a sin21 

bərabərliyindən sint  =.
X münasibətini alarıq. 0 <t < — 

2a 2
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oldugundan sint > 0 olur və deməli, sonuncu bərabərlikdə kök 
işarəsi qarşısında «+» işarosi götürülməlidir.

Buradan, t = arcs in j—  alarıq.
\ 2 a  4

İndi isə sin 2t və sin4t ifadələrini x dəyişəni ilə ifadə
- x

edək.

cost =

cos t = 1 - s in  t — 1 -------= I,
2a 2a

oldugundan,

2 a - x
2a

alarıq.
2

intervalmda cos t > 0 oldu­

gundan, sonuncu bərabərlikdə radikal işarəsi qarşısında «+» 
işarəsi götürülmüşdür.

Onda sin2't -  2 sint ■ cost  = 2.
//

cos2t = cos21 -  sin21 =

j X ,İ 2 a - x
Һ а  V 2a
2 a - x X

2a 2a 
. а

= —J x ( 2 a - x )  ; 
a

2 a - 2 x _ a - x  
2a a

sın4t  = z  sın zt • cos Zt = л

-  —ү л Ј х ( 2 а - х ) ( а - х ). 
a

Deməli,

a

2 a - x
-dx = 2a2 — ■ arcsın. 

2
—т јх(2а -x )  + 

2a a

+ ------ :r  J x ( 2 a - x ) (  a - x )
8 a

+ C =

За2 arcsin J ----- 1- Ј х ( 2 a -  x)
V 2a

Г ? а - х л — 2 Q н--------
V 2

+ c =

= 3a2arcsinJ—— За + x  ı 2 a -  x )  + C , 0 < x < 2a
\ 2 a  2 У
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Qeyri-müəyyən inteqralın tətbiqinə aid bəzi nümunələr gös- 
torok.

Misal 9. Ғ(х) -  sin Зх  • cos3 x + cos 3x ■ sin3 х  ifadəsini 
Nudoləşdirin.

Həlli. F(x)  funksiyasmm törəməsini tapaq:
F'(x)~ 3 cos3xcos3 x -  3 sin3xcos2 x ■ s inx  - 3 sin3x ■ sin3 x + 

+ 3cos3xsin2 xco sx  = 3cos2 x(cosЗх • cosx -  s inЗх • sinx) + 
f  3 sin2 x(cos 3xcos x -  sin3x- sinx)  =

= i(co5 Зх ■ cos x - s i n 3 x  ■ sin x) = 3 cos 4 x .
Ғ(х) funksiyasi 3cos4x  funksiyasmm ibtidai funksiyalarmdan 

bin oldugundan, F ( x )  funksiyasi ^ 3 cos4xdx  funksiyalar 

ı;t)xluğu içərisindədir.
J

^3cos4xdx = —sin4x + C  oldugundan, ^F'{x)dx = F(x)+ С

borabərliyindən istənilən x e  (-co, + cx>) üçün alanq:

—sin 4x + C -  sin 3x cos3 x  + cos 3x sin3 x .
4

Xtlsusi halda, məsələn, x = 0 götürsək, С = 0 alarıq.
Bcblikb,

■»in3xcos3 x  + cos 3x sin3 x -  —sin4x .
4

Misal 10. İfadəni sadəbşdirin:
Ғ(х) - I -  3[sin4 x + cos4 x)+ 2{sin6 x + cos6 x).

НэШ. F(x)  funksiyasmm törəməsini tapaq.
F'(x) -  -з{4 sin3 x  cos x - 4 cos3 x sin x)+

■f 2{б sin5 xcosx -  6 cos5 xsinx) = -12sin3 xcosx  + 12cos3 xsinx + 
+ 12sin5 x c o s x - 12cos5 xs inx  = 12sinxcosx{cos2 x - s i n 2 x)+ 

-+-12 sinx cos x[sin2 x -  cos2 x) = 12 sinx cos x cos 2 x -  
- 1 2  sin x cos x  cos 2x - 0  .
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^ O d x - C  oldugundan, Ғ(х)  funksiyasi bu sabitlər içərisindən 

seçilməlidir. Onda e b  C0 sabiti var ki, istənilən x e ( -  oo,+oo) 
üçün Ғ { х ) - С 0 bərabərliyi ödənir. Xüsusi halda x = 0 
götürsək, C0 = 0 alarıq. Beləliklə, Ғ(х) = 0.

Misal 11. Eyniliyi isbat edin:
. , 1 . 1 . 3  •sın x  = — cos 4x — cos2x + — .

8 2 8
Həlli. / ( x )  = sin4 x  işarə edək və /(x ) - in  qeyri-müəyyən 

inteqralını tapaq. Bunun üçün dərəcəni aşağı salma düstur- 
larından istifadə edəcəyik.

J sin4 xdx = j ( - — °°^ j  dx = J ( i  -  2 cos 2x + cos2 2x)dx =

= — f dx -  — f cos 2xdx + — f cos2 2xdx -л J4 J 2 J 4-
x 1 . „ 1 r l  + cos4x ,

= -------sın2x + — \ ------------- dx -
4 4 4 İ 2
x sin2x l (  1 . ,
------------- + — x  + —sın4x
4 4 8{  4

^  Зх sin2x sin4x „
+ С = -------------- + ---------+ С.

8 4 32

/ ( x )  = (f f { x )d x ) oldugundan (bax, §2, xassə 1)

3  1  ■> 1= ------ cos2x + —cos4x. .
8 2 8

§5. Hissə-hissə inteqrallama üsulu 
Teorera 5.1. Tutaq ki, u(x) və u(x) funksiyaları һәг

hansı A aralığında diferensiallanandir və bu aralıqda J  u(x)du

qeyri-müəyyən inteqrali mövcuddur.
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Onda, A aralığmda ^u{x)dv  inteqrali da var və

f u(x)do  = м(х)и(х) -  J d (x)du (5.1)

düsturu doğrudur.
İsbatı. Əvvəlcə qeyd edək ki, funksiyanın diferensialının 

torifınə və I tərtib diferensialm invariantlıq xassəsinə görə (5.1) 
düsturunu
J m(x)ü'(x) ^  = u(x)u(x)-  Ju(x)w'(x)ä!x (5.2)

^klində yazmaq olar.
Tutaq ki, и və и  funksiyaları Л aralığında diferen- 

Kiallanandır. Onda hasilin diferensiallanması qaydasına görə
d{uv)= udu + u d u .

Buradan,
udu = d ( u o ) - v d u  (5.3)

ıılıırıq. (5.3) bərabərliyinin sağ tərəfindəki һәг iki toplananın 
lııteqralı mövcuddur. Qeyri-müəyyən inteqralın ikinci və 
Oçüncü xassələrinə görə (bax, §2)

\ d ( u o )  = uo + C . (5.4)

Teoremin şərtinə görə isə ^vd u  inteqrali mövcuddur.

Ona görə də qeyri-müəyyən inteqralın üçüncü xassəsinə görə
(5.3) bərabərliyinin sol tərəfınin də qeyri-müəyyən inteqrali var 
vo aşağıdakı bərabərlik doğrudur.

^udo  = ^ d ( u v ) - ^ v d u  = u v -  jvdu.

Burada, (5.4) düsturundakı С -  inteqrallama sabiti 
nəzərə alınmayıb. Bu inteqrallama sabiti j u d u  inteqralından

yaranan inteqrallama sabitinə aid edilmişdir.
(5.1) və ya (5.2) düsturuna hissə-hissə inteqrallama 

düsturu deyilir.
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Misal 1. J  = ^x lnxdx  inteqralim hesablaym.

Həlli. u = l n x ,  do  = xdx , götürək. Onda
dx X2du = — ,o  = —  olar. Onda (5.2) düsturuna görə 
x  2

J  = — Inx -  — \ x 2~ -  — Inx -  — f xdx = — Inx -  —  + С .
2 2* x 2 2 J m  2 4

Beləliklə,
г x2\x lnxdx  = — I n x ------ + С .
J 2 4

Misal 2. J  = J  x 2e~2xdx inteqralim hesablaym.

Həlli. u = x 2, e~2xdx = do  gotürsək,

du = 2xdx, о = plar- Onda (5.2) düsturuna görə

J  = -  — x 2 ■ e~2x + f e~2xxdx.
2 J

J  e"2xxdx inteqralim hesablamaq üçün hissə-hissə inteqrallama 

düsturunu təkrar tətbiq edək. u - x ,  e~2xdx -  do  götürsək 

du = dx, o = °^ar- (5-2) düsturuna əsasən,

\e-2xxdx = - ~ x e 2x + -  f e~2xdx = - - x e 2x -  l-  f e 2xd ( - 2 x )
J 2 2 J 2 4 J

= - - x  e~2x- - e - 2x+C.
2 4

Nəticədə,

J  = ~-~x2e~2x -  ±xe~2x - ± e ~ 2x + C = ~ e 2x(x2 + x  + ^ )  + C 

alarıq.
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Misal 3. J  = j x 2 sin2xdx inteqralim hesablaym.

HəIIi. x2 = и. sin2xdx = d v  qəbul etsək, du = 2xdx, 

Dm— cos2x  olar. (5.2) düsturunu tətbiq etsək,

,/ m x2 cos2x + jxcos2xdx  alanq. j"xcos2xdx inteqralim

hi'snblamaq üçün təkrar (5.2) düsturundan istifadə edək.

ıı « x, cos2xdx = do  olsun. Onda du = dx, o  = —sin2x  olar.
2

l l e b l ik lə ,
f x cos 2 xdx = — sin 2 x - — \ sin 2 xdx = —sin 2x + —cos 2x + C .
J 2 2 J 2 4

Nəticədə,

./ = - —X2 cos2x  + —sin2x + —cos2x + C .
2 2 4

Misal 4. J  = J  x2 arccos xdx inteqralim hesablaym.

Holli, a r c c o s x - u ,  x 2 dx = d u  qəbul etsək,
dx x 3

du -  — = = = ,  v -  —  olar. Onda (5.2) düsturuna əsasən, 
4 l - x 2 3

, x3 . i r  x 3dx . r x 3dx
,1 m — arccos x f -  ,— —  alanq. .... -  inteqralim

hcsnblamaq üçün təkrar (5.2) düsturundan istifadə edək.

и * x2, do  = ■ qəbul etsək,
л /7 -х 2 

du -  2xdx,

nlıınq.
Onda,
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f ■■ ■-- -—— = - х 2^ 1 - х ‘ + f V1 - x 2 2xdx -{tZ
= - x 2 yfl -  x 2 + 1 -  x 2d ( x 2 ) -

2 j +/ з= V-/ - X2 - (J— +c = - x 2' k , - x 2 -  -(] -  X 2 У +C.
— + 1 3 
2

Nəticədə,
xJ i f  , r~ - 7  2 ПJ  = —  arccos x  —  
3 3

x 3 1

x 24 l - x 2 + - ( 1 - x 2) 2 
3к J  J

+ C =

- arccos x -----лЈ1 - x 2 x
3 3

x 3

/
2

х г + - ( 1 - x 2)  | + C =

—  arccos x
3 3 v
3

i  n— t ( i 2 A- V / - X  - x  + — \- 
3 3 )

-  —  arccos x - —4 l  -  x 2 ( x 2 + 2)  + C.
3 9

Misal 1-də hissə-hissə inteqrallama düsturunu bir dəfə,
misal 2, misal 3 və misal 4-də isə iki dəfə ardıcıl tətbiq etməli
olduq. Bir sıra hallarda bu düsturu bir neçə dəfə təkrar tətbiq
etməyə ehtiyac yaranır. Pn (x) n dərəcəli çoxhədli olarsa,

J Pn(x)cosaxcbc, j P n(x )s inbxdx  -tipli inteqralları hesabla-

maq üçün hissə-hissə inteqrallama düsturunu n dəfə tətbiq 
etmək lazımdır.

Bəzən, hissə-hissə inteqrallama üsulunu ardıcıl olaraq bir 
neçə dəfə tətbiq etdikdən sonra verilmiş inteqralın özü alınır. 
Başqa sözlə əgər verilmiş inteqrali J  ilə işarə etsək, hissə-hissə 
inteqrallama üsulunu ardıcıl olaraq bir neçə dəfə tətbiq etdikdən 
sonra, J  -dən asılı tənlik alımr və alınan bu tənlikdən J  tapılır. 
Aşağıdakı misala baxaq.
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Misal 5. J  = sinbxdx inteqralmi hesablaym 

(a,h ф 0)
Həlli. и = eax ,d o  = sinbxdx qəbul etsək, du -  cieaxdx, 

I) я - —cosbx olar. Onda (5.2) düsturuna əsasən,

J  = sinbxdx -■
eax cosbx ö f  , ax , 

+ — \cosbxe dx
b b>

ulariq. Sonuncu inteqrala (5.2) düsturunu təkrar tətbiq edək. 
it * e"x , do  = cos bxdx götürsək,

f 1
dll * aeaxdx, о = J cos bxdx = — sin for alanq. Onda

j cos bxeaxdx = em sinbx a J e ax sinbxdx ax sinbx a
J

rtlnriq.
Beləliklə,

eax cosbx a J  = --------------- + — eax sinbx a

\  b b у
eax cosbx a-e™ sinbx a 2 T

--------------+ -------- r— ------ - J  .
b b 2 b2

J -dən asılı tpnlik aldıq. Bu tənlikdən J  -ni tapaq.

J 1 +
a 2\ aeax sin bx -  beax cos bx (a  sin b x - b  cos bx)ea

Ihiradan,

J  =

b 2

a sin b x - b  cosbx
em + C.

a 2 +b2
Hissə-hissə inteqrallama üsulundan istifadə edərkən и və 

du ifadələrinin seçilməsi mühüm rol oynayır. Qeyd edək ki, 
misal 5-də hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq edərkən 
H * sinbx, do  -  emdx, kimi də götürmək olar. и və do  -nin
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ifadəbri münasib seçilmədikdə, adətən (5.2) düsturunu tətbi 
etdikdə sağ tərəfdə daha mürəkkəb inteqrallar yarana bili: 
Adətən и -olaraq inteqralalti ifadənin elə hissəsi götürülür к 
du daha sadə olsun.

Qeyd 1. Bəzi hallarda inteqrallarm hesablanmasmdı 
dəyişənin əvəz edilməsi və hissə-hissə inteqrallama üsullarını 
һәг ikisi tətbiq olunur. ф

Misal 6. J  = JxsinVxc& inteqralim hesablaym.

Həlli. x = Г  əvəzləməsi aparsaq, dx = 2tdt olar. Ond 
J  = JV sint • 2tdt = 2Јt3 sin tdt alanq.

Alınan inteqrala hissə-hissə inteqrallama düsturunu ardici 
olaraq üç dəfə tətbiq etsək,

J  = 2(б - x)Vx c o s y f x  -  б(2 -  x )s in4x  + С *//
alanq.

Misal 7. J  = J  л/а2 + x 2 dx (a > O) inteqralin 

hesablaym.

Həlli. и = л/а2”+ x2 , d v - d x  qəbul etsək
xdxdu = • , о = х olar. Onda (5.2) düsturuna görə

л /7  + х2

J  = x^Ja2 + x 2 -  f dx
] 4 а Г - 2+ x

olar. f —j = J L = d x  inteqralmda inteqralalti ifadə üzərində sads 
лЈа2 + x 2

çevirmələr apanb, inteqrallar cədvəlində 110 düsturundan 
itifadə etsək,

f —r-X _ dx -  (*а  f - X :=Jt~ dx = f л[а2 + x 2 dx-
Ј л/ 7 7 7  3 4 7 T 7  J

— q2 f = J - a 2 ln{x + yla2 + x 2 )+C
лја2 + x 2
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nlnr. Onda

J  -  хлЈа2 + x2 - J  + a2 ln[x + л/а2 + x 2)+ С 
Hİtriq. J  -yə nəzərən tənlik aldıq. Buradan,

J  = — л/а2 + x 2 + — Inix + л/я2 + x2 )+C.
2 2 '

Qeyd 2 . P{x) n dərəcəli çoxhədli olduqda J P(x)eaxdx

ynklində inteqralları hesablayarkən, n> 3 olduqda hissə-hissə 
lıı(ci|rallama metodundan istifadə etdikdə шйэууэп texniki 
Veliııliklər yaramr. Aydmdır ki, bu şəkildə inteqralları 
lıcsublayarkən nəticədə Q(x)eax şəklində funksiya yaranır. 
Iltırada Q(x) dərəcəsi P(x)-in dərəcəsinə bərabər olan müəy- 

yaıı çoxhədlidir. Ona görə də J P(x)eaxdx şəklində inteqralları

hcMihlamaq üçün qeyri-müəyyən əmsallar metodundan istifadə 
etmok daha münasibdir. Bu üsulun mahiyyətini aşağıdakı 
miialla izah edək.

Misal 8. J  = J(x3 -  2x2 + 5)еЪхсЬс inteqralim

hesablaym.
Həlli.

J (јс1 -  2x2 + 5)e3xdx = (Лх3 + Bx2 +Dx + E)e3x + С

^klində axtaraq. Burada A,B ,D ,E  hələlik qeyri-müəyyən 
jmsallardır. Bu bərabərliyin һәг tərəfındən törəmə alaq. Onda 
(дг' -  2x2 + 5)e3x = [ј(Лхј + Bx2 +Dx + e )+ ЗАх2 + 2Bx + d \ e3x. 

x  -in eyni dərəcələrinin əmsallarını bərabərləşdirsək,
ЗА = 1 ,

3B + 3A = - 2 ,
' 3D + 2 B - 0  ,

ЗЕ + D = 5 ,
Nİstemini alarıq. Bu sistemdən
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А = —, В = —1, D = — , Е  = —  alarıq. Beləliklə, 
3 3 9

f  х 3 2 2x 13
 x + —  + —
3 3 9v

e3x+C,\ ( x 3 - 2 x 2 +5)e3xdx =

Misal 9. J  = \ X arct&x dx  Jflteqralını hesablaym.
J 1 + x

Həlli. Əvvəlcə əvəzetmə metodundan istifadə etməklj 
verilmiş inteqrali daha sadə şəklə salaq və sonra hissə-hisq 
inteqrallama metodundan istifadə edək.

arctgx = t əvəzləməsi aparsaq, x = tgt, x 2 = tg2t ,  —
1 + x

olar. Onda verilmiş inteqral J  = \ t - tg2tdt  şəklinə düşər.

inteqrali hissə-hissə inteqrallama metodu ilə hesablayaq. и = | 
o = tg2td t  qəbul edək. Onda du = >

r 2 1 r sin2t , r 1 -  cos21 . r dt f ,о = \ tg td t  = \ — j - d t  = ------r— dt = -----  —  dt = tgt
J J cos t J cos t J cos t J

olar. (5.2) düsturuna görə
J  = J r -tg2td t  = t(tgt  - / ) - | ( / g / - t )d t  =

t - t g t - t 2 - J

t2 rdicost)
= t - t g t - -  + J —  1

sint , t „
 dt + —  + С
cost 2

t
+ C - t  - t g t  + ln\cost\ + C .

cost 2

Yenidən x dəyişəninə qayıtsaq, t - a r c t g x ,  cos21 = 1
l  + t£

oldugundan, I cos t\ = 1

İ ı 7 ?  ’

ln\cost\ = ln—j=^=- = ~ —ln{l + x 2) olar. 
Ы1 + х 2 2

B eblikb,
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J  = x- a r c tg x - ^ a r c tg 2x - +  х2)+ С .

Misal 10. J  = j  arcsin2 xdx  inteqralim hesablaym.

Həlli. Birbaşa hissə-hissə inteqrallama metodundan 
istifadə etmək münasib deyildir. a r c s i n x - t  əvəzləməsi

ııparaq. Hesab edirik ki, x e \ - l , l ] .  Aydindir ki, t e

və sint = x ,  dx = costdt  olacaqdir. Onda verilmiş inteqral 

aşağıdakı şəklə düşəcəkdir: J  - у 2 cos tdt  

Bu inteqrali hesablamaq üçün hissə-hissə inteqrallama 
metodundan istifadə edək. и = t 2 , costdt  = d v  qəbul etsək, 

du = 2 td t , о = sint  olar. Onda J  = t2 sint -  2 j t  ■ sintdt  olar. 

[t -sintdt  inteqralına hissə-hissə inteqrallama düsturunu təkrar

totbiq edək. и = t , sintdt  = do  götürsək, du -  d t , о -  - c o s t  
olar. Onda
./ = t2 sint -  2^-1 cost + J cos td t }= t2 sint + 2t cost -  2 sint + С

dəyişəninə qayıdaq. t e
П 71
T’T olduqda,

cost -  y j l - s i n 21 = - J l - x 2 oldugundan,

./ = xarcsin2 x + 2 y l l - x 2 a r c s in x -2 x  + C .

§6. Cəbri çoxhədlilərin vuruqlara 
aynlmasi

Tutaq ki,
! \ ( z )  = a0z n + a , z n' ‘ +.... + a„_,z + an ( а0 ФО) (6.1)
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kompleks əmsallı n dərəcəli cəbri çoxhədlidir. İstənilən sabi 
kompleks odədə sıfır dərəcəli çoxhədli kimi baxmaq qəbu 
olunmuşdur.

T ə r if l .  Əgər Pn(z0) = 0 olarsa, z0 kompleks ədədi Pn(z 
cəbri çoxhədlisinin kökü adlanır.

Məlumdur ki, z0 ədədinin Pn(z) çoxhədlisinin kökl 
olması üçün zəruri və kafı şərt Pn(r)||oxhədlism in  z  -  zt 
fərqinə qalıqsız bölünməsidir (Bezu teoremi).

Cəbrin əsas teoreminə görə n > 1 olduqda istəniləı 
Pn(z) cəbri çoxhədlisinin heç olmazsa bir kökü vardı 
(ümumiyyətlə desək, kompleks),

Məlumdur ki, Bezu teoreminə görə əgər z, komplek 
ədədi Pn(z) ('n > 1 ) çoxhədlisinin köküdürsə, onda Pn(z) üçün 

= (6 2') 
ayrılışı doğrudur. Burada Qn_,(z) dərəcəsi n - 1 olan cəbı 

çoxhədlidir. Qn_l{ z , ) * 0  və yaxud Qn_,(z,)=0 olabilər.
Əgər n > 1 olarsa və )*  0 olarsa onda cəbrin əsa

teoreminə görə Qn_,[z) çoxhədlisinin heç olmazsa bir kök 
vardır. Bu kökü z2 ib  işarə edək. Onda

Q„_I( z )  = ( z - z 2)Qn_2( z )  (6.23

bərabərliyi doğru olar. Burada Q„-2{z ) « -  2 dərəcəl
çoxhədlidir. Mühakiməbri bu qayda ib  davam etdirsək 
aşağıdakı bərabərlikləri alarıq:

Qn-2 ( z )  = ( z - z 3)Qn_3( z )  (6.23

Q,(z)  = ( z - zJ Q 0( z ) (6.2n
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Sonuncu bərabərlikdə Q0(z) ilə sıfır dərəcəli müəyyən 

ViiHhədli işarə olunmuşdur, yəni Q0(z)= c0 = const .
(6.2 ‘) -(6 .24) bərabərliklərindən
Pn(z) = c0( z -  z,)(z -  z2)....(z -  z„) (6.3)

ıtynlişını alarıq. Bu ayrılışdakı c0 əmsalı sıfırdan fərqlidir, əks 
Imlılıı Pn (z) çoxhədlisi eynilik kimi sıfra bərabər olardı. (6.3) 
Hyrılıymdan aydındır ki, P„(z,)= Pn(z2) = ... = P„(zn) = 0 . Bu isə 

о ılcməkdir ki, z ,,z2,...,zn ədədbri Pn{z) çoxhədlisinin 
kflkbridir. Digər tərəfdən (6.3) bərabərliyindən aydındır ki, 
| | , 22, . . . , z w ədədlərindən fərqli istənilən kompleks b ədədi

(Içün Pn(b) Ф 0 münasibəti ödənir. Bu о deməkdir ki, Pn{z) 
cebri çoxhədlisinin z ,,z2,...,z„ ədədlərindən fərqli başqa kökü 

yoxdur. Beləliklə, Pn(z) çoxhədlisinin n sayda kökü vardır. 
Ogər Pn(z) çoxhədlisinin şəkli məlumdursa, onda (6.3) 
«ynlışında iştirak edən c0 sabitini müəyyən edə bilərik. Tutaq 

ki, P„(z) (6.1) şəklindədir. (6.1) və (6.3) bərabərliklərində z” - 
lıı amsallarım müqayisə etsək c0 = a0 alarıq.

Əgər Pn(z) çoxhədlisi (6.1) şəklində təyin olunubsa və 

</„ = / isə, onda Pn(z) çoxhədlisinə gətirilmiş çoxhədli deyilir. 
( btirilmiş çoxhədlT üçün (6.3) düsturu

^ 0 0  = ( z - z , ) ( z - z 2) .. . .( z -z n) (6.4)
yaklində olar.

Bundan sonra biz yalnız gətirilmiş çoxhədlibri 
öyrənəcəyik.

Əgər (6.21) ayrılışında ö„-,(z;)=  0 olarsa, onda Bezu 
tcoreminə görə Ö„_X2/) çoxhədlisini Qn_l(z) = (z -  z,)Qn_2(z) 
şoklində göstərə bibrik, burada Q„_2(z) n - 2  dərəcəli
müəyyən çoxhədlidir. Nəticədə bu halda

41



**»(*) = (* “ */У в п М
aynlışmı alarıq, yəni Pn(z ) çoxhədlisi ( z - z ^ f  -na bölünür.

T ərif 2. Əgər (6.1) bərabərliyi ilə təyin olunan n dərəcəli 
P„(x) cəbri çoxhədlisi k, > 1 natural ədəd olmaqla [ z - z ^ f '  -ə

bölünürsə və (z -  zy У1+1 -ə bölünrnürsə, onda k, ədədinə P„(z) 
çoxhədlisinin z, kökünün təkrarlanma sayı dey ilir.#

Aydmdır ki, 1 < к , < п .
Əgər k , = l  olarsa, onda z, kökü Pn(z) çoxhədlisinin 

sadə kökü, k, >1 olduqda isə z, kökü Pn(z) çoxhədlisinin k, 
dəfə təkrarlanan kökü adlanır.

Əgər z, kökü Pn (z) çoxhədlisinin k, dəfə təkrarlanan 
köküdürsə, onda Bezu teoreminə görə P„(z) çoxhədlisi üçün 
aşağıdakı ayrılış doğrudur.

К 00  = (z ~ zıY' Qn-k, (z ) > Qn-k,(z, ) * o
Burada Q„_k (z) n - k ,  dərəcəli çıxhədlidir. п - к , > 1

olduqda cəbrin əsas teoreminə görə Qn_kı(z) çıxhədlisinin

kökü vardır. Bu kökü z2 ilə işarə edək. Tutaq ki, z2 kökü k2 
dəfə təkrarlanır. Onda

Qn-k, (Z) = (Z~ Z2 f  Qn-k, -k, (z ) > Qn-k,-k2 (Z2 )  ■* o
ayrılışını alarıq.
Prosesi bu qayda ilə davam etdirsək, sonlu addımdan sonra 
gətirilmiş Pn(z ) çoxhədlisi üçün

pn(z) = (z -  z jУ' (z -  ^ У ’ -Xz ~ zn Y n
ayrılışını alarıq. Burada i Ф j  olduqda zt ф z} və  

i , j  = 1,2,...,N . Aydındır ki, k , + k 2 + ... + kN = n olmalıdır. 
Tutaq ki,

P„(z) = z n + axz n~' +... + an_,z + a„ (6.5)
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п dərəcəli gətirilmiş cəbri çoxhədlisi verilmişdir və av a2,...,an 
əmsalları həqiqi ədədlərdir. Belə çoxhədliyə həqiqi əmsallı 
çoxhədli deyilir.

Həqiqi əmsallı çoxhədlinin aşağıdakı mühüm xassəsini 
qeyd edək.

Teorem 6.1. Əgər z0 kompleks ədədi həqiqi əmsallı (6.5) 
cəbri çoxhədlisinin к dəfə təkrarlanan köküdürsə, onda z0 

ədədinin qoşması olan z0 ədədi də həmin çoxhədlinin к dəfə 
təkrarlanan köküdür.

İsbatı. Əvvəlcə isbat edək ki, həqiqi əmsallı Pn{z) 
çoxhədlisi üçün

а д = з д  (6.6)
bərabərliyi doğrudur. Burada z , z  kompleks ədədin 
qoşmasıdır. Həqiqi ai, i  = l,...,n ədədləri üçün 
ä] = ax, ä2 = a2 än = an olduğundan,

P„(z) = z" + axz n~' + ... + an_xz + an = z n + a,z„_, +... + an_xz + an = 

= z n +ax z n~] + .. + апЛ z + an = Pn(z)

(6.6) bərabərliyindən xüsusi halda alırıq ki, əgər b 
kompleks əd^di həqiqi əmsallı P„(z ) çoxhədlisinin köküdürsə,

onda b kompleks qoşması da Pn[z) çoxhədlisinin köküdür.
z = z  münasibətindən istifadə etməklə (6.6) bərabər- 

liyindən alarıq.

Л ( * ) = Л Й  «5-7)
Tutaq ki, z0 kompleks ədədi (6.5) həqiqi əmsallı P„{z) 

çoxhədlisinin к dəfə təkrarlanan köküdür. Bu о deməkdir ki, 

Pn(z ) = (z ~ zo)kQn-k(z )’ Q»-k(z  o ) * °
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bərabərliyi doğrudur. Burada Qn_k{z) n - k  dərəcali müəyyən 
cəbri çoxhədlidir və z0 ədədi bu çoxhədlinin kökü deyil. (6.7) 
bərabərliyinə əsasən

Pn(z) = p J z )  = ( z - z 0)kQn_kCz) (6.8)
alarıq. ^

. ( z - z 0) kQn_k( z )  = ( z - z 0) k Qn_k( z )  = ( z - z 0) k 'Qn.k( z )

= ( z - 7 0) k-Qn_k(z)  (6.9)
(6.9)-u (6.8) -də  nəzərə alsaq,

Pn( z )  = ( z - z 0) kQn_k( z )  
alarıq. Teoremin .hökmünü isbat etmək üçiin z„ ədədinin 

Qn_k (z) çoxhədlisinin kökü olpıadığını göstərmok kifayətdir. 

Doğurdan da Qn_k(zg) * 0  oldugundan

Q„-k(zo) = Q„-k(zo)  = Q„_k( z0) Ф 0 olar. Teorcm isbat
olundu.

Bundan sonra həqiqi dəyişənli həqiqi amsallı cəbri 
çoxhədlilərə baxacağıq. Ona görə də dəyişəni z  ilə yox, x ilə 
işarə edəcəyik.

Teorem 6.1-dən istifadə edərək həqiqi əmsallı Pn(x) cəbri 
çoxhədlisini gətirilmiş vuruqların hasili şəklində göstərək.

Tutaq ki, Pn (x) çoxhədlisinin m sayda müxtəlif

x1,x 2,...,xm həqiqi kökləri vardır və bu köklər uyğun olaraq 

a l,a 2,...,a m dəfə təkrarlanır və eləcə də, uyğun olaraq 

Al,A7,...,Äs dəfə təkrarlanan komleks z , ,z 2,...,zs kökləri vardır. 

Ondateorem 6.1-ә görə Pn(x) çoxhədlisi üçün 

Pn( x ) = ( x - x l) a' (х - х 2) аг...( x - x m) a" (' x - z , / ' (x - z , / '  x 

x ( x - z2) a- ( x - Z 2 ) x* . . . (x - zs ) Xs( x - z , ) л’ (6.10)
ayrılışı doğrudur. Aydmdır ki,
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a l + a 2 + ... + a m + 2(Л, +Л2 +... + Äs) = n olmalıdır.

z k (k = 1, s) kökünün həqiqi və xəyali hissələrini uyğun 

olaraq u k və v k ilə işarə etsək, z k =  u k +  ivk, Zk = u k -  ivk 
olar.

İstənilən к (к  = l , s )  üçün 

( x - z k)**(x-zk)*t = [ ( x - z k) ( x - z k)Y k =
= [ (x -u k -  ivk ) ( x - u k + ivk ) Y k =
= [ ( x - u k) 2 + v { \ k = ( x 2 + p kx + qk/ k. (6-П)

Burada, p k = -2 uk, qk = u2k +o2k , ( k  = l , s )  işarə olunmuşdur.
(6 .1 1 ) bərabərliyini (6.10)-də nəzərə alsaq, həqiqi əmsallı 

n dərəcəli Pn(x) çoxhədlisini

Ри(х)  = ( х - х 1) а,( х - х 3) вг. . . . ( х - х т) а" -(x2 +p ,x  + q , ) x' X 

X ( x 2 + p 2x  + q2 . .. (x2 + p sx + qs / '  (6.12)
şəklində göstərmək olar.

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, x 2 + p kx  + qk kvadrat 
iiçhədlisinin diskriminantı üçün

4 - q , = - ü !t (k = l,2 s)
4

bərabərliyi -doğrudur. zk -lar həqiqi olmadığından uk Ф 0 olar. 
Onda sonuncu bərabərlikdən

~ ~ q k <0 {к = 1,2...s) (6.13)
4

alanq. (6.13) şərti onu göstərir ki, (6.12) ayrılışmda 
x 2 + p kx + qk (к  = l,2,...,s) kvadrat üçhədlisinin həqiqi kökləri 
yoxdur.



§7. Düzgün rasional kəsrlərin sadə kəsrlərin cəmi 
şəklində göstərilməsi

P (x )
R(x) = — ----  şəklində olan funksiyalara rasional

Q»(x)
funksiya və yaxud rasional kəsr deyilir. Burada, Pm(x) və 
Q„(x ) uyğun olaraq m və n dərəcəli həqiqi əmsallı cəbri

P  (x)çoxhədlilərdir və n > 1. Əgər m < n olarsa, onda — ----e,w
rasional kəsrinə düzgün rasional kəsr, m > n  olduqda isə 
düzgün olmayan rasional kəsr deyilir.

P (x)
Tutaq ki, —  düzgün olmayan rasional kəsrdir

. 0.00
( m > n ). Çoxhədlinin çoxhədliyə bölünməsi qaydasından 

P (x)
istifadə etməklə, — ----  şəklində düzgün olmayan rasional

б п ( Х)
kəsri, tarn rasional ifadə ilə düzgün rasional kəsrin cəmi 
şəklində göstərmək olar:

?т(Х)  n /  v Pk ( X)m{ =Pm „ ( x ) + -*■■■- -'  .
Qn(x) m' n Q„(z )

Burada, Pm_n m - n  dərəcəli müəyyən çoxhədli, Pk(x) 
isə к ( k < n - l ) dərəcəli müəyyən çoxhədlidir (əgər sıfır 
deyilsə). Pm_„(x)-ə qismət, Р*(х)-ә isə Pm(x)-in Q„(x)-ə 
bölünməsindən alınan qalıq çoxhədli deyirlər.

Düzgün rasional kəsrlər haqda aşağıdakı lemmalan isbat
edək:

P (x)
Lemma 7.1. Tutaq ki, — ---- (m < n ) həqiqi əmsallı

Qn(x)
düzgün rasional kəsrdir və a həqiqi ədədi Qn(x) çoxhədlisinin 
к > 1  dəfə təkrarlanan köküdür, yəni,
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Q„(x) = ( x - a ) k Qn_k(x),  Qn_k(a )  Ф 0 (7.1)
ayrılışı doğrudur. Burada Qn_k(x) həqiqi əmsallı n - k  dərəcəli 
müəyyən çoxhədlidir. Ondaelə həqiqi A ədədi və P,(x) həqiqi 
omsallı çoxhədlisi var ki,

W ,  A , pı(x )  (72)
Q„(x) ( x - a f  ( x - a ) k~'Qn_k( x )
gflstərilişi doğrudur.

İsbatı. (7.2) ayrılışınm doğru olması üçün zəruri və kafı 
ıprt AQn_k( x )  + ( x - a ) P , ( x )  = Pm( x )  olmasıdır.

Bu bərabərlikdə x - a  götürsək, A = alariq
Qn-k(a)

(prtə  görə Qn_k( a )  ф О). Pj(x) çoxhədlisini tapmaq üçün 
ıt^ugıdakı münasibəti alarıq:

( x - a ) P , ( x )  = Pm( x ) - • Q ,.t (x ).
Qn-M)

Bu bərabərliyin sağ tərəfı həqiqi əmsallı çoxhədlidir.

Ғ ( х )  = Рт( х ) - - ^ - 0 , . „ { х )
Qn-k(a)

i^aro edək. / r (;c)-m dərəcəsi ( « - l ) - i  aşa bilməz, çünki, 
m < , n - 1 -  к < n - 1. Aydındır ki, Ғ{а) = 0 . Ona görə
F{x) çoxhədlisi (x -  а ) -ya qalıqsız bölünür və deməli,

x - a
Aydındırki, ^(jc)-ın dərəcəsi ( л - 2 ) - т  aşabilməz.
(7.2) bərabərsizliyinin sağ tərəfindəki sonuncu kəsr 

ılü/.gün rasional kəsrdir və deməli (7.2) göstərilişinin sağ tərəfı 
iki düzgün rasional kəsrin fərqindən ibarət oldugundan bu fərq 
düzgün olmayan kəsr ola bilməz. Lemma 7.1 isbat olundu.
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Nəticə. Tutaq ki,
РЛ Х)

Q A x )
(m < n) həqiqi əmsallı düzgün

rasional kəsrdir və ax,a2,...,ak müxtəlif ədədlər olduqda

Qn 00 = (x -  a \ Г  (* -  a 2 У г -O' -  a k )at
(<a ] + a 2 + ... + a k = n) 

göstərilişi doğrudur.

(7.3)

P (x)
Onda, kəsri üçün aşağıdakı göstəriliş doğrudur.

Qn(x)

Pm(X)  ^ a (;>
Q„(x)  ( x - a , ) a'

A\2)

+ ■
(I)

( x - a , ) a,-2
4? +

x - a

+ ■ + 4 2J
( x - a 2p  ( x - a 2) aı 

л У

a,-l
a <2>a,+ ... +    + ... + -

" X - a ,

(k)

( x - a k) D
• +

A,k)

( x - a k) a‘-‘ x - a k
(7.4)

Burada Л ј-пш әууәп həqiqi ədədlərdir.
Həqiqətən lemma 7.1-i məxrəci (7.3) şəklində olan

Р Л х) (,m < n) düzgün kəsrinə ardıcıl tətbiq etməklə (7.4)
Q A x)
göstərilişinin doğruluğuna inanmaq olar.

Lemma 7.2. Tutaq ki, Р Лх )

Qn(x)
(т < п) həqiqi əmsallı

düzgün rasional kəsrdir və aşağıdakı şərtlər ödənir:
1 . x 2 + px + q üçhədlisinin a = u + io və a = u - i u  

Kompleks qoşma kökləri vardır (burada и və v  həqiqi 
ədədlərdir və офО)

2 . a və ä  ədədləri Q„(x ) çoxhədlisinin (i > 1 dəfə 
təkrarlanan kökbridir, yəni
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Ü„(x) = ( x 2 + p x  + q ) p ■ Qn_2p(x),  Q„-2fii°) *  ° ’

ÜH. t i ( a ) * 0 ,  p  = -2u ,  q - u 2 л- v 2 

lııllm ısib otləri d oğru d u r.
P ( x )Uııda — —-  kəsri üçün elə M, N  həqiqi ədədbri və
Qn(x)

İMilborliyi doğrudur.

isbatı. Istənilən həqiq M  və N  sabitləri üçün

Q J x )  ( x 2 +px  + q f  ( x 2 +px  + q f ' 1 Qn_2p(  x)

Mx + N  = Pm(x ) - ( M x  + N)-Q„_2fi(x)
( x 2 + px  + q ) p ( x 2 + px  + q /  ■ Qn_2p (x)

(7.6)- nın sağ tərəfındəki kəsr iki düzgün rasional kəsrin fərqi 
kiıni düzgün rasional kəsrdir. Bu kəsrin sürətindəki M  və N  
Mbitlərini elə seçək ki, Pm{x ) -  (Л/х + N)  ' Qln- ,p(x) çoxhədlisi

x1 + px + q = (x -  a)(x -  d) kvadrat üçhədlisinə bölünsün.
Məlumdurki, Pm( x ) - ( M x  + N  ) -Q n_2p( x )  çoxhədlisinin 

bu Iiçhədliyə bölünməsi üçün

çoxhədlisinin kökü olmahdır. Bu çoxhədli həqiqi əmsallı çox- 
hndli olduğundan, aydındır ki, a ədədi də onun kökü oiacaqdır.

Гш( х ) _  Mx + N  
(/„(*) СXl +px  + q f  
l\t( x )  Mx + N

fərqinə baxaq.

P J x )

l'm( a ) - ( M a  + N)-Q„_2p( a )  = 0
borabərliyi ödənilməlidir, yəni a ədədi

Pm( x ) - ( M x  + N ) - Q n_2p( x )

(7.7)
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М  və jV əmsallarını (7.7) bərabərliyindən təyin edəcəyik.
(7.7) bərabərliyindən

Ma + N =  үә ya M ( u  + iu )  + N  = -—У~а~ ■
Qn-2p(a )  Qn-2p(a )

alarıq. ■ kompleks ədədinin həqiqi və xəyali hissəsini
Qn-2p(a ) ф

uyğun olaraq A və В ilə işarə etsək, onda sonuncu bərabərliyi 
M(u + iu) + N  - A  + iB 

şəklində yaza bilərik. Buradan, həqiqi və xəyali hissələri 
bərabərləşdirsək, A/ və vV -ә nəzərən

Mu + N  — A, M o  -  В 
bərabərliklərini alariq. Axırıncı bərabərliklərdən M  və N  
sabitləri birqiymətli tapılır:

, . В хт Втя
M  = —, ------  (7.8)

и о
Beləliklə, əgər M  və TV sabitləri (7.8) düsturu ilə təyin

olunarsa, onda Pm( x ) - ( M x  + N  ) - Q n_2p(x )  çoxhədlisi

x 2 + px + q üçhədlisinə bölünər, yəni müəyyən həqiqi əmsallı 
Pt(x) çoxhədlisi üçün

P J x ) - ( M x  + N ) - Q n_2p( x )  = ( x 2 + p x  + q)-Pe( x )  (7.9)
göstərilişi doğru olar. (7.9) bərabərliyini (7.6)-də nəzərə alsaq, 
təbb  olunan (7.5) göstərilişini alariq. Lemma 7.2 isbat olundu.

Lemma 7.1 və Lemma 7.2 -n i ardıcıl tətbiq etməklə 
aşağıdakı mühüm nəticəni alarıq.

P ( x )
Teorem 7.1. Tutaq ki, — —-  ( m < n ) həqiqi əmsallı

Qn(x)
düzgün rasional kəsrdir və Qn (x) çoxhədlisi

Qn( x )  = ( x  -  a, ) a‘ ( x  -  a2 ...(x -  ak )°k ( x 2 + p , x  + q ,

. . . (x2 + p sx  + qs / ’

50



uyrılışına malikdir, burada a ,,a2 ak Qn (x) çoxhədlisinin 
uyğun olaraq a i , a 2, .. . ,ak dəfə təkrarlanan bütün müxtəlif 
həqiqi kökləridir, Qn (x) çoxhədlisinin həqiqi olmayan һәг 

bir Zj(j = 1,2,....5) kökünə və onun qoşması z} -yə

дГ +  P j X  + q j  =  ( x -  Z j j x -  Z j )  şəklində vuruq uyğun gəlir, /? 7 

isə Zj (və ya z , ) kökünün təkrarlama sayıdır.

P (x)
Onda, — düzgün rasional kəsri üçün

Ö „0 )

p j x )  4» 4 JJ a (‘;  A<2>
 +  l -+ ...+—^—+    + ...

f t W  (x -O /  f '  ( x - a , ) " 1 x - “ (1  « , j ’:

4 ?  4 "  4 ; 1• • + ... +    + -   ч-  —  +
( x - a 2) ( x - a k) a" (x-ci)ak ' x - a  

M \l)x  + N (, l) М р / х + Np* M (,s)x  + N (js)
(x2 + p tx + q, ) p' x 2 + p,x  + q, ( x 2 + p sx + qs

M B(s)x  + N  J s)
+ —fä (7.10)

x  +Psx +q s
ayrılışı doğrudur, burada A ^  (i = 1,2 ,.../:,7' = 1,2 ,....or,) və

müiəyyən həqiqi ədədlərdir.

İsbatı. (7.1) ayrılışına görə Qn (x) = { x - a j )“' .Qn_aı (x) 
olar. Burada,

Qn-a, W  = ( x - a 2f \ . . ( x -  ak Ук (x2 + Pjx  + q , f . . .  (x2 + p sx + qs f  

n - a ,  dərəcəli çoxhədlidir. Aydındır ki, Qn__a/ {а,)ф 0 . Onda 
lemma 7.1- ә görə

51



р ( х )  A (l) R(x)  , ,
7 f H = / ~  у," + 7-------------  Гч alariq. or, >1 olduqda
Qn(x) ( x - a , ) 1 ( x - a , ) 1 Qn_a Дх)
lemma 7.1- i yenidən 

P(x)
ч düzgün rasional kəsrinə tətbiq etsək,

{x-a,)  .Qn_a Дх)

Л ,(* )_  4 W . л 2(,) , # ( * )- + ■
6„W  (x -a ,  )arl ( x - a l)e,”26 n_ai_l

Prosesi x - a ,  vuruğunun qüvvət üstü sıfır olana qədər davam 
etdirsək və tamamilə eyni qayda ilə x - a j ( j  -  2,....,k) 
vuruqları ilə davransaq,

P. 4 W ■ Л *  V ' 1 ;
-  1 '  + . . .  +  1 +  . . . +

Qn(x) (x -a ,)" ' ( x - a t f ' l  x - a ,

Л,(>) . 4 (>) V "  f ( l )
( х - а ,У ‘ ( x -a t Y‘~' ' x - a ,  + {?’(*)

jP*(x )
alariq. Burada —77- r  düzgün rasional kəsrdir, Q’(x) isəhəqiqi

Q W
kökləri olmayan çoxhədlidir və

ö*(x)= (x2 + p,x  + q^ f '  ...{x2 + p sx  + q ^ f’ şəklindədir.

.P‘(x)
Lemma 7.2 -  ni ardıcıl olaraq — kəsrinə və bu zaman

Q W
alman ifadələrə tətbiq etsək, nəticədə (7.10) düsturunu alarıq.

Qeyd 1. (7.10) aynlışında hesab edirik ki, Q(x) 
gətirilmiş cəbri çoxhədlidir, yəni bu çoxhədlinin baş əmsalı 1 -ə 
bərabərdir. Əgər b eb  olmazsa onda rasional kəsrin sürət və 
məxrəcini məxrəcdəki çoxhədlinin baş əmsalıııa bölməklə, 
buna həmişə nail olmaq olar.

Sadə və ya elementar rasional kəsrlər dedikdə:

52



(х2 + рх + q)m
şəklində rasional kəsrlər nəzərdə tutulur. Burada 
a ,A ,M ,N ,p ,q  həqiqi ədədlərdir, m>  1 natural ədəddir,

x 2 + px  + q kvadrat üçhədlisinin isə həqiqi kökləri yoxdur, 
2

yəni -  q < 0 şərti ödənir.

Teorem 7.1 hökm edir ki, hər bir düzgün rasional kəsr 
elementar kəsrlərin cəmi şəklində göstərilir.

(7.10) ayrılışında əmsalları tapmaq üçün bu bərabərliyin sağ 
tərəfindəki kəsrlər ortaq тэхгэсэ gətirirlər və sürətdə alınmış 
çoxhədli x -in  dərəcələrinə görə qruplaşdırılır. Bərabərliyi’' 
və sol tərəflərində sürətlərdə eyni dərəcəli x -lərin əmsalian 
bərabərbşdirilir. Bu halda əmsallardan asılı xətti tynlikbr 
sistemi alımr. Bu tənliklər sistemindən təbb  olunan əmsallar 
tapılır. (7.10) ayrılışında əmsalların bu qayda ib  tapılması 
qeyri-müəyyən əmsallar üsulu adlamr. Bəzən əmsallar üçün 
alınan tənlikbr sisteminin tapılması nisbətən çox vaxt aparır. 
Ona görə də əmsallarm tapılması üçün başqa üsul tətbiq edilir. 
Bu üsulun mahiyyəti ondan ibarətdir ki, sürətbrin bəraDər 
edilməsi nətitəsində x -ә nəzərən eynilik alınır və bu eynilikdə 
x-ə konkret qiyməflər verməklə, məsəbn, x-ə 0 (x)-m 
kökbrini qiymət kimi verməklə əmsalların tapılması üçün 
alınan tənlikbr sisteminin həllinə tez nail olmaq olur.

X
Misal 1. ------- —- düzgün rasional kəsrini sadə

x - З х  + 2
kəsrbrin cəmi şəklində göstərin.

Həlli. Əvvəlcə verilmiş kəsrin məxrəcini vuruqlarma
ayıraq.



х  = 1 ədədi Q(x) = x 3 - З х  + 2 çoxhədlisinin köküdür. Deməli, 
Q(x) çoxhədlisi x - 1  ikihədlisinə qalıqsız bölünür. 
x 3 -  Зх + 2 = x 3 -  x  -  2x + 2 = x(x2 - 1) -  2(x - 1) =
= x(x -  l)(x + 1) -  2 (x - 1) =

= (x -  l)[x(x + 1)-2Ј = ( х -  l)(x2 + x -  2)

x2 + x -  2 kvadrat üçhədlisinin kökləri Щ= - 2 , x2 = 1 
ədədləridir.

Beləlikb, x 3 - З х  + 2 = ( x - l f  (хл-2).  х  = 1 kökü iki 
dəfə təkrarlanır.

Teorem 7.1-ә əsasən verilmiş düzgün rasional kəsr üçün 
aşağıdakı aynlış doğrudur:

x А В С
х 3- З х  + 2 ( х  1У  х — 1 х  + 2

Bu bərabərliyin sağ tərəfindəki kəsrləri ortaq шэхгэсэ 
gətirək. Alınmış bərabərliyin sağ və sol tərəfındəki kəsrlərin 
sürətlərini bərabərləşdirsək,

х  = А(х  + 2)  + В ( х - 1 ) ( х  + 2) + С ( х - 1 У  (7.11)
və ya

x s x 2(2? + C) + x(A + B - 2 C )  + (2A - 2 B  + C) 
eyniliyini alanq.

İki çoxhədlinin eyniliklə bərabər olması şərtindən istifadə
etsək,

'B + C = 0,

■ A + В -  2C = 1,
2А -  2B + С = 0,

xətti tənlikbr sistemini alariq. Bu sistemi həll etsək, ^  =

2 2 t
В = —, С — —— alariq. B eblikb, verilmiş kəsrin sadə rasional 

kəsrlərə aynlışı
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х 3- З х  + 2 3 ( х - 1 ) 2 9 х - 1  9 х + 2 
pklində olar.

(7.11)-dən А, В, С -rim qiymətlərini tapmaq üçün 
nşağıdakı qaydadan da istifadə edə bilərdik. (7.11)-də х = 1 
gtttürsək,

/ = A( l  + 2)  = ЗА bərabərliyindən А = - j ,

x = -2  götürsək, - 2  = C ( - 2 - 1  ) 2 =9C  bərabərliyindən
2

С = - — alariq.

A və C-nin bu qiymətlərini (7.11) yerinə yazsaq, 

x = j ( x  + 2) + B(x  + 2 ) ( x - l ) - ^ ( x - l ) 2

2
horabərliyini alarıq. Bu bərabərlikdə x = 0 götürsək, В = — 

alariq.
x 2 + 5x + 4

Misal 2. — ;----- düzgün rasional kəsrini elementar
x4 +5x 2 + 4

rasional kəsrlərin cəmi şəklində göstərin.
Həlli. yerilmiş kəsrin məxrəcini vuruqlarına ayıraq.

Aydındır ki,
x 4 +5x2 + 4 = ( x 2 + 4 ) ( x 2 +1)

ayrılışı doğrudur və x 2 + 4 və x2 +1 kvadrat ikihədlilərinin 
həqiqi kökləri yoxdur.

Teorem 7.1-ә əsasən verilmiş düzgün rasional kəsrin 
elementar kəsrlərə ayrıhşı aşağıdakı kimi olar: 

x 2 + 5x + 4 Ах  + В Cx + D
x 4 + 5x2 +4 x 2 + 4 x 2 +1

Bu bərabərliyin sağ tərəfmdəki kəsrləri ortaq тэхгэсэ gətirək.



х 2 +5х + 4 (Ах + В](х 2 +1) + (Сх + D ) ( x 2 +4)
х +5х* + 4 ( х  + 4 ) (х  +1)

Bu bərabərliyin sag və sol tərəfındəki kəsrlərin sürətlərini 
bərabərləşdirsək,

x 4 +5x2 +4 = (Ax + B ) ( x 2 + l )  + (Cx + D ) ( x 2 +4)  
və yaxud •
x- +5x2 +4 = (A  + C )x 3 +(B  + D ) x 2 +(A + 4C)x  + (B  + 4D)

eyniliyini alarıq. x-in eyni dərəcələrinin əmsallarım 
bərabərləşdirsək,

'A + C = 0 ,

B + D -  1,
A + 4C = 5,

B + 4 D = 4
Bu sistemi həllsistemini alarıq.

A = ——,B = О,С = —,D = l  
3 3

alariq. Onda baxilan

etsək,

diizgün

rasional kəsrin elemental- kəsrlərin comi şəklində göstərilişi 
aşağıdakı ’şəkildə olar.

Misal 3.

x '  +5x + 4 
5x2 +4 

1

5
x 4 +

5x + 3
3 x 2 +4 3(x2 +1) 

düzgün rasional kəsrini elementar
x 4 +1

kəsrbrin cəmi şəklində göstərin.
Həlli. Aydındır ki, istənilən x  həqiqi ədədi üçün 

x 4 + l  = ( x 2 +1)2- 2 x 2 = ( x 2 + l - y [ 2 x ) ( x 2 +1 + л[2х) 
eyniliyi doğrudur. Sag tərəfdəki kvadrat üçhədlibrinin hər ikisi 
həqiqi kökə malik deyildir. Onda teorem 7.1-ə görə verilmiş 
düzgün rasional kəsri aşagıdakı şəkildə göstərə bibrik 

1 Ax + В Cx + D
t4 +1 x 2 - İ 2 :x  + 1 x 2 + yj~2x + 1
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Ии bərabərlikdən
(Ах  + В ) ( х 2 + j 2 x  + l )  + (Cx + D ) ( x 2 - Ј 2 х  + 1 )  = 1 

cyniliyini, və yaxud
x 3(A + C) + x 2( j 2 A  + B + D - j 2 C )  +

+ x(A + 42B + C - 4 2 D )  + B + D = l 
cyniliyini alariq. Axırıncı eynilikdən A,B ,C ,D  əmsallarından 
asılı

A + C = 0 ,

4 2 ( A - C )  + B + D = 0 ,

A + C + уГ2(В -  D )  = 0 ,
В + D = J

tənliklər sistemini alarıq. Bu sistemdən
1 „  1A = —

2лЈ2
C =

2 ^ 2 ’
alarıq.

Beləliklə,

1
x 4 + 1 x  

göstərilişini alarıq.

1 1 1 1
 7=Х н—   f= x н—
2 л/ 2  2 + 2 V2 2

• yj~2x + 7 x + л1~2х +1

§8. Rasional kəsrlərin inteqrallannıası 
l.Elementar rasional kəsrlərin inteqrallanması.

P ( x )
Aydındır ki, şəklində istənilən düzgün olmayan

Q(x)
rasional kəsri çoxhədlinin çoxhədliyə bölünməsi qaydasından 
istifadə etməklə həmişə müəyyən bir çoxhədli ilə diizgün 
rasional kəsrin cəmi şəklində göstərmək olur. Çoxhədlinin 
inteqrallanması heç bir çətinlik törətmədiyindən yalmz düzgün
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rasional kəsrlərin inteqrallanmasını öyrənəcəyik. Teorern 7.1-э 
görə isə düzgün rasional kəsrlərin inteqrali anınası yuxarıda 
qeyd olunduğu kimi dörd tip elementar kəsrlərin inteqrallan- 
masına gətirilir. Elementar rasional kəsrlərin inteqrallarınx he- 
sablayaq.

I. \ - ^ d x  = A \ d ( x ~ a)  = Aln\x-a\  + C-  
J x - a  J x - a

Н r _ A d x — ~ A ( x - a )  md ( x - a )  
J ( x - a f  J

- ( x - a ) ‘~m+C
A

1 - m
{ m > 2 natural ədəddir)

ттт Mx + N  
1 1 1 . 1

( 1 - т ) ( х - а ) ”

şəklində elementar rasional kəsrin 
x‘ + px  + q

inteqralmı hesablamaq üçün x 2 + px  + q kvadrat üçhədlisini

x ‘ + px  + q =
f ~ \ 2 ( 2 \, p + P~ x + — q -
 ̂ 2 j \ 4 )

alaq ki, <?-— > 0. a = Jq ^

şəklində yazaq və nəzərə

P
4 V  4

əvəzləməsi aparaq. Onda dx = dt olar.
М р л

işarə edək. t = x + -

Mt + N-
—j ------——dx =
x  + px + q
M  1■ 2tdt 1

2 ' t ’ + a 1 '1

M  j•d( t2 + a 2
2  J t 2 +a2

~^dt =
t2 +a2

+ N -
МрЛ1 
2 j a -

л<-

i

\

<*) _
2

+ 1
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м
2

— 1 / 2  2 1 2 N  - М р= — ln(t2 +a2) + ^
2а

а -

М
= — 1п(х2 + рх  + д )  + +

2 N  - М р
arctg

Ч ч - 4

х + -

y h f

+ С.

т_. Мх + N  . .  , , , р  , , .  ,
IV. —г---------------( т > 2  natural ədəd, —— q < 0 )  şəklmdə

(x +px  + q) 4
elementar rasional kəsrlərin inteqralim hesablayaq. Ill halda 

olduğu kimi t = x + ^j, a ~ ^ ~ ~  işarə edək. d t - d x

olduğundan,

Mx + N
Mt + \ N -

Mp

J
dt

2 dx = f ------ ү-— -- — ^-dt = —  f
( x  + p x  + q ) m J (t  +a ) m 2 •* (t  +a ) m

M

M  г d ( t 2 + а 2)
+

+ Г дг _  M e )  f __________ _______________________
V 2 JJ ( t 2 + a 2) m 2(1 - m ) ( t 2 + a 2) m~' 

M p^r  dt

+

+ N■
2 JJ ( t ' + a ' )

Sonuncu inteqrali J m -  j  —2 y y ,  ( m > 2 )  kimi işarə

edək.
Göründüyü kimi IV tip elementar kəsrlərin 

inteqrallanmasi J m inteqrahnm hesablanmasma gətirilir.

T _ [ dt _  l f a + r  - i  j  _
m ( t 2 + a 2 ) m ( t 2 + a 2 ) m l ~

1 r a 2 +t2 - t 2
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1 с a 2 + t 2 I f
~ U J п 2 2 )т ~ U  J

t 2dt
2 \та ‘ 1 ( t ‘ + a ' ) m a ' U t ' + a ' )

= - L  Г____ dl ______
a 2 J ( t 2 + a 2) m-‘ " 2 *

1 1 f

1 tdt
a
tdt

2 \m(t + a  )

a ' J ( t 2 + a 2) m 
Sonuncu inteqrali hesablamaq üçün hissə-flıssə inteqrallama

düsturundan istifadə edək. Bunun üçün и = / , do  = —■■ ■ — ~2
( Г + d ) n

qəbuledək. 
Onda

_ г tdt _  1 г
°  ~ J f t 2 л-п2 Г ~ ? J

du = d t , 
l r d ( t 2 +a2) 1

( t 2 + a 2) m 2* ( t 2 A-а2) m 2 ( l - m )  ( t 2 + a 2) m~!
olar.

1 dt
Deməli, 
tdt _ t

( t2 + a2) m ~ 2 ( 1 - m) ( t2 + а2 Г '  2 ( l - m ) i ( t2 +a2 ) m~l 
t 1

— J-r — m ) J /

2 ( l - m ) ( t 2 + a2 ) m~‘ 2 ( l - m ) ' Jm~' 
Bunu, J m -in ifadəsində nəzərə alsaq,

1
m — 2 J m - l  + 2 a ' ( m - l ) ( t J + a2) m-‘ 2a2 ( m - l ) -Jm 1l m-l

və yaxud 

J  =
2 m - 3  1

■+— — Л
2a2( m - l ) ( t 2 +a2) m~‘ 2 ( m - l ) a2 m~" 

rekurent düsturunu alariq. Bu düsturda m = 2 götürsək, 
j   с dt _  t 1 T
2 ~ U t 2 +a2) 2 ~ 2a2( t 2+a2)  + 2a2 '

m = 2,3,...
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alariq.

oldugundan,

olar. J 2 malum olduqdan soma J m üçün rekurent düsturda 

m - 3  götürsək J 3-ü  hesablaya bilərik və s. J m inteqrahnda t 
və a -nin x dəyişəni və p , q əmsalları ib  ifadəsini nəzərə 
almaqla IV tip elementar rasional kəsrin x dəyişəni və 
M , N , p , q  əmsalları ilə ifadəsini alariq.

B eblikb, hər dörd tip elementar rasional kəsrin inteqra'! 
elementar funksiyalar vasitəsib ifadə olunur.

Rasional kəsrlərin qeyri-müəyyən inteqralim hesabhmac, 
üçün aşağıdakı ardıcıllıqla hərəkət etmək məqsədə uyğundur.

1. Əgər rasional kəsr düzgün olmayan rasional kəsrdırsə, 
sürətini məxrəcinə bölməkb onu çoxhədli ib  düzgiin rasioıu.ı 
kəsrin cəmi şəklində göstərmək;

2. Alınmış düzgün rasional kəsrin məxrəcini xətti və 
kvadratik vuruqların hasili şəklində göstərmək;

3. Bu düzgün rasional kəsri elementar kəsrlərin cəmı 
şəklində göstərmək;

4. Qeyri-müəyyən inteqralm xəttilik xassəsindən və 
elementar rasional kəsrbrin inteqral lanmasından istifaüə 
etməkb hər bir həddin qeyri-müəyyən inteqralmı ayrı-ayrılıqda 
hesablamaq.

Misallara müraciət edək.

inteqralim hesablaym.
Həlli. Inteqralalti funksiya düzgün rasional kəsrdir. Onda 

teorem 7.1-э görə

Misal 1. qeyri-müəyyən
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A B C  - +  + -
( x  + l ) ( x  + 2 ) ( x  + 3) x  + I x  + 2 x  + 3 

ayrılışmı yaza bilərik. Buradan,
x  = A(x  + 2 ) ( x  + 3) + B(x  + l ) ( x  + 3) + C (x  + l ) ( x  + 2) 

eyniliyini alanq. Bu eynilikdə x  -ə ardıcıl olaraq - 1; - 2 ;  - 3
1 3qıymətlərini versək, A = , В = 2, С = ^ r ı q .  Beləliklə,

x = _ L J _  + _ 2 ___ 3 1
(x  + l ) ( x  + 2 ) ( x  + 3) 

ayrılışı doğnıdur. Onda,
xdx 1 с dx

1 1 2
    н —---------
2 x + l  x + 2  2 x + 3

I (x  + l))x + 2) (x+3)  x+1

- - Ц х  + ̂  + 21^х + 2 \ - - Ц х  + 3\+С = -1п 
2 2 2

г dx С dx
*х  + 2 2*' х  + 3

(x + 2 )4
+C.

Misal 2-l: dx
(x +l ) ( x +З)3

qeyri-müəyyən
( х  + Ј ) ( х  + 2 )г( х  + 3)3 

inteqralim hesablaym.
Həlli. inteqralalti funksiya düzgün rasional kəsr olmaqla, 

məxrəcin təkrarlanan həqiqi kökləri vardır: x = - 2  kökü iki 
dəfə, x = - 3  kökü isə üç dəfə təkrarlanır. Onda teorem 7.1-ә 
əsasən

1
+ -

В С
■ H---------f- - D

(х + 1 ) (х + 2 )2 ( х + З )3 х  + 1 (х  + 2)2 х  + 2 (х + З)3

+ - +-
(х + 3)2 х + 5  

aynlışı doğrudur. Buradan,
1 = А(х  + 2 ) 2( х  + 3 ) 3 + В(х  + 1) (х  + 3 ) 3 +

+ С( х  + 1 ) ( х  + 2 ) ( х  + 3 ) 3 + D (x  + l ) ( x  + 2 ) 2 +

+ Е(х  + 1 ) ( х  + 2 ) 2( х  + 3)  + Ғ ( х  + 1) (х  + 2 ) 2( х  + 3 ) 2
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cyniliyini alanq. Bu eynilikdə x = - l  götürsək, A -  — ; x - - 2
8

götürsək, В — —1 ; x = -3  götürsək, D  almar.

С, E, F  əmsallannı tapmaq üçün x  -ə ardıcıl olaraq x  = 0 , 
X---4  və x = - 5  qiymətlərini verək. Onda C ,E  və F  -dan 
usili aşağıdakı cəbri tənliklər sistemini alanq:

11
9C + 2E + 6F

С  -  2E  + 2F  =
1

4C + 3 E - 6 F  = 1.

5 17
Bu sistemdən С - 2  , £  = — , F  =  tapırıq. Onda

4 8
ııytlmdır ki,

J
dx 1 e dx r

~~ * J  v -4 - 1 J

ctx
(x + l ) ( x  + 2 )2(x  + 3У  8 * x  + l  J (x  + 2/  

dx 5 г dx 17 r dx

+Adx

I r dx 5 г
2* (х  + З )3 4>(x  + 3)2 8 J х  + 3 8

■>ıJ H 1 5 1 17f 2 /ир + 2к ---------
4 ( х  + ЗУ ' 4 x  + 3 8

lr\x + it + С -

4(x + 3) + (x  + 2) + 5(x +2)(x  + 3) 1 .  i ,i
«    5   5— —   —-  + ~ M x  + l\ +

4(x + 2)(x  + 3) 8 1 1

+ 2lr\x + 2| -  + i| + С =

9x2 + 50x + 68 1 ,---------------------  + - l n
4( x  + 2)( x  + 3) 8

(x  + l ) ( x  + 2) 16

(x  + 3) 17 + C.
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г х + 5х + 4
Misal 3. — —г d x  qeyri-müəyyən inteqralmıJ V -L S V -L- Л

x +5x + 4
x 4 + 5x2 + 4 

hesablaym.
Həlli. Inteqralalti funksiya düzgün rasional kəsrdir. Onu 

yuxanda elementar rasional kəsrlərin cəmi şəklində 
göstərmişik: (bax §7, misal 2) ф

x 2 +5x  + 4 5 x 1 5x + 3
х 4 + 5 х 2 + 4  З х 2 + 4  З х 2 +  1

Deməli,
Г x 2 + 5 x  +  4  , 5  f x  , 1 r 5 x  +  3  ,

—  т d x  =  —  —  d x  +  -  — r — d x  =
* х 4 + 5 х 2 + 4  3   ̂ x  + 4  3 > х 2 + 1

r d ( x ‘! + 4 )

J  x 2 +  4
+ —

x d x  г d x

5 2*' x" +4  5**x +1 * x  + 1//

5 5
- — ln(x + 4)  + —ln(x  + 1) + arctgx + С —

6 6
5 Ј х 2 + А  

= —ln\ —-----  + arctgx + C.
6  \ x 2 + 4 )

Misal 4. f    ry qeyri-müəyyən inteqralim
J (x + l) (x2 + 1)

hesablaym.
Həlli. Teorem 7.1-ə əsasən,

1 _ А В M,x  + N, M 2x  + N 2

{x + j)2(x2 + l J  x  + l  + (x + l)2 + (x2 + l j  + x 2 +l  
ayrıhşı doğrudur. Buradan,

A(x + ф 2 + 1)2 + в ( х 2 + 1)2 + (M,x + N t \ x  + 1)2 +

+ (M 2x + N 2\ x  + l ) 2(x2 + l ) m l
eyniliyini alarıq. Bu eynilikdə x -ə  xüsusi qiymətlər vermək 
daha münasibdir. 
x = i götürsək,
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(M,i + N / \ i  + i y  = 1

ıılarıq. Buradan, M, = , N j - 0  alariq; x = -1  götürsək,
2

II = — alariq; x = 0 götürsək, A + B + N, + N 2 = 1 və yaxud 
4

3
A 4- N 2  — — alariq; x = 1 götürsək,

4
HA + 4B + 4(М, + Nj)+ 8{М2 + N 2)= 1 və yaxud

Л + M 2 + N 2 alarıq.

x - - 2  götürsək, - 2 5 A  + 25- — +  l  +  5 ( - 2 M 2 +  N 2) = l  v ə
4

yaxud, 5 A + 2 M 2 -  N 2 = — alarıq.
4

Meləliklə, A ,M 2, N 2 əmsallarından asılı aşağıdakı cəbri
trmliklər sistemini aldıq.

A + N ? = - ,
2 4

A + M 2 + N 2 = ~ ,
4

5A + 2 M 2 - N 2 = —.
4

liu tənliklər sistemindən A -  — , N 2 = — , M 2 = —  tapırıq.
2 4 2

Onda,
1 1 1

1 1 1 l  1 2 X 2 X+ 4
(x + /У(х2 +1) 2 x + 1 4 (x + l)2 (x2 + l j  x2 +1

olar. Beləliklə,
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г dx _  1 r dx 1 г dx 1 г xdx

4 x + 7)2(x2 + l )  ^  x + 7 + 7-> (x + i y  ~2>(x2 +l)2 *
1 r ~ 2 x  + l j  1 , , , 7  7 7 7

+ — — r——ax: = —ln\x + 7 ------------ + ------ r—  -
4 J x 2 +7 2 ' ' 4  x  + 1 4 x 2 + l

~ —ln(x2 + 7 )+ —arctgx + С  = — /я[х + 7İ + <# X ^  v-  
4 X ’ 4 2 1 1 4^x + 7дх + 7j

-  ~ l n{x2 + ^)+ ~arctgx  + C.

§ 9. Bəzi irrasional ifadələrin inteqrallanmasi.
Xətti və kəsr-xətti irrasionallıqların inteqrallanmasi.

İki x və у  dəyişənlərindən asılı n dərəcəli çoxhədli 
dedikdə (həqiqi əmsallı) "

o£i+j£n
şəklində ikidəyişənli funksiya başa düşülür, burada ац 
müəyyən həqiqi ədədlərdir, i , j  mənfı olmayan tam ədədlərdir 
və i + j  = n şərtini ödəyən atJ əmsallarından heç olmasa biri 
sıfırdan fərqlidir

Məsələn, a0Q + awx + a01y  + a10x 2 + a, ,xy + a07y 2 -

ikidəyişənli ikidərəcəli çoxhədlidir, burada ау (i , j  = 0,l)
müəyyən həqiqi ədədlərdir.

Tutaq ki, x və у  dəyişənlərindən asılı n dərəcəli 
Pn{x,y)  və m dərəcəli Qm(x,y)  çoxhədlisi verilmişdir.

Qm\X>y)
şəklindo funksiyaya x və у  dəyişənlərindən asılı rasional 
funksiya deyilir.
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Rasional funksiya haqda aşağıdakı aşkar hökmü qeyd
cdək.

Əgər /?(x,j>) x və у  dəyişənlərindən asılı rasional 
l'unksiyadırsa, R{(t),R2(t) və R3(t) t dəyişənindən asılı 
istənilən rasional funksiyalardırsa, onda

ф , ( 4 * г(/)]-Л,(0 (91)
şoklində olan ifadələr t -  dən asılı rasional funksiyadır ( / 
tbyişənindən asılı rasional funksiya dedikdə həqiqi əmsallı 
rasional kəsr nəzərdə tutulur). Bu hökmün doğruluğuna 
inanmaq üçün, sadəcə olaraq nəzərə almaq lazımdır ki, eyni bir 
I dəyişənindən asılı rasional funksiyalara toplama, çıxma. 
vıırma və bölmə əməllərini tətbiq etdikdə, yenidən t 
dnyişənindən asılı rasional funksiya alınır.

Məsələn, Зх + ^Х+-^У—7—  funksiyasi
x + Зх у  + у

х , у  dəyişənbrindən asılı rasional funksiyadır. Çünki 7?(x,>’) 
ikidərəcəli P2(x ,y )~  Зх2 + 4x + 2 y 2 -  5y  və
()4(x,y) = x  + 3x3y  + y 3 dörddərəcəli çoxhədlilərin nisbətidir. 
Hi/, bu fəsildə x və у  dəyişənlərindən asılı rasional funksiyanı 
К(х,у) ib  işarə edəcəyik.

Əvvəlcə

( 9 л )

yokilli inteqrallarm hesablanmasma baxaq, burada к tarn 
müsbət ədəddir.

Əgər a S  - b c ~ 0  olarsa , onda / ( x )  = — + -  kəsr xətti
cx + S

l\ınksiyası sabit olardı. Bu balda (9.1) inteqralında inteqralaitı 
liıııksiya x-dən asılı rasional funksiya olardı və rasional 
I'unksiyamn inteqralına əw əlki paraqrafda baxmışıq.



Tutaq ki, a S -Ь сФ  0. Aşağıdakı kimi əvəzləmə aparaq:
jax + b tkS - b  {a ö -bc )k tk~x ,t = kA  . Onda x =  r , dx = ±—r - ---- ^ — d t .

Ь х  + S a - c t  (a -  ctk J
Qeyri -  müəyyən inteqralda dəyişənin əvəz edilməsi düsturuna 
əsasən,

Burada, R*(t) = R — — Aydmdı r  ki, 
Ka - c t  )  \ a - c t kj

R'(t)  t -  dən asılı rasional fimksiyadır.
B eblikb  (9.1) şəklində inteqralın hesablanması t 

dəyişənindən asılı rasional 'funksiyanm inteqrallanmasına 
gətirildi.

^R'(x)dt  inteqralmı hesabladıqdan soma t - nin yerinə

ax + b yazmaqla , (9.1) şəklində inteqralları hesablamış 
V cx + S

oluruq.
г xdx

Misal 1. J  -  I ■■ ,--------  qeyri-müəyyən inteqralim
J лЈЗх + 2

hesablaym.
Həlli. л[3х + 2 = t  əvəzləməsi aparaq. Onda

1 2
3x + 2 = t2, x  = —( t 2 - 2 ) ,  dx = —tdt.

3 3
Beblikb,

J  = I J  L— — tdt = I J  ( t 2 -  2 )dt  = I J  t 2dt ~ ^ j d t  =

2t3 4 _ 2(Зх + 2 )3/2 4 Го   ^
=  t + C = —  ̂ Ј З х  + 2 + С  =

27 9 27 9
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2уГГх + 2\

rtr Я
" 27

-(3x + 2 2)
+ С  — 2л/Зх + 2

( З х - 4 Л
I 27 9 ; 1 27 J

+ C =

V Зх + 2 + С .

М М  2 . Ј - f J —  

liCNtiblayin.

Həlli.

x + 2 dx
х -  2 х - 2

qeyri-müəyyən inteqralim

х + 2
\  x - 2

= t əvəzləməsi aparsaq,

X + 2 ,2 2( t2 + l )  J _ —8tdt
*** / у x л j dx .j 

X 2 Г2 - ;  ( / ' - 7 /

olar. Onda

j m - 2 \ - £ — dt = - 2 \ ( l  + - l -  
V - 7  J 'v t2 -

< )vvolki dəyişənə qayitsaq,

N /
dt = - 2

7 , 
t + —ln 

2
t - 1
t +  1

+ c .

J  = - 2

Indi isə 

II. J ä

x  + 2 7
 + —ln
x - 2  2

Vx + 2 - л ј х  — 2

/ \  
r ax + b y '

x,
cx + 8

f  ax + b
V \

dx (9.3)
\ c x  + £ ,4 ' /

^klində olan iteqrallarin hesablamnasina baxaq. Burada fərz 
edilir ki, sl,s2i...,sn rasional ədədlərdir, a,b,c,S həqiqi

ax + b
.ıdədlərdir və aS - b e  * 0 . Əks halda 

olardı. Bu isə maraqli hal deyildir.
cx + 8

nisbəti sabit
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s ilə kəsrlərinin ortaq məxrəclərini işara

edək. Onda st -lər s, = — şəklində göstərilə bilər (burada pt
s

tamədəddir, i = \,n).

V =■
ax + b 
cx + 8

əvəzləməsi aparaq. 
Buradan,

a s - b
X =

(9.4)

(9.5)
a -  cts

alariq. Göründüyü kimi jc dəyişəni t -nin rasional 
funksiyasıdır. Aydındır ki, onun törəməsi də r-nin rasional 
funksiyasi olacaqdır. Bu funksiyamn diferensialını hesablayaq:

(a -  cts У
(9.4) bərabərliyindən

(9.6)

r ax + b ^ S‘ = t =t (i = l ,n ) (9.7)
„сл: + 8,  

alariq.
(9.5)-(9.7) bərabərliklərini (9.3) inteqralında nəzərə alaq. Onda

\ s-
x,

r ax + b ^ S‘
cx + 8

ax + b 
cx + 8

dx =

fj?
8 t '  - b  p p ( a S - b c ) s r ‘ л

J ^ a - c t ( a - c t s )
Aydmdır ki, sonuncu inteqralda inteqralalti funksiya rasional 
kəsrdir və belə inteqrallarm hesablanmasını bilirik. Sonuncu 
inteqrali hesabladıqdan soma t dəyişəninin yerinə

t = \
ax + b'

. cx + S

A/ s

yazmaq lazımdır.
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Misal 3. J  = J 

liilrqralmi hesablaym.

dx
лј2x  + 3 — 2yj 2x  + 3

qeyrı-muəyyən

Həüi. (2х  + З У  =t  əvəzləməsi aparaq. Onda

3x + 3 = t6, d x - 3 t 5dt ,

3t5dt *3
J  = \  у  - -  = i f —  

h 3- 2 t 2 Һ - 2
dt

olar.
inteqralalti ifadəni düzgün kəsrə çevirək: 

1 ■ t2 + 2t -г 4 + ■ 8
t - 2 t -  2

8
oldugundan,

./ = j J  ( t 2 +2t + 4 + ^ 2 

r s/2x + 3 + 3{İ2x + 3 + 12yİ2x + 3 + 24ln6j 2 x  + 3 -  2

dt = 3
( t i pt2

— + + 4t + 8 ln\t -  2\
3 2

+ C.

§ 10. Eyler əvəzləmələri.

I  R(x, -V аУ +bx + c )dx  (Ю.1)

şəklində inteqc&llara baxaq. Burada a,b,c həqiqi ədədlərdir. 
Aşağıda hər yerdə nəzərdə tutulur ki, а Ф 0 və kvadrat 
(Içhədlinin təkrarlanan kökü yoxdur.

Bu tip inteqralları Eyler əvəzləmələri vasitəsilə rasional 
I unksiyaların inteqralına gətirmək olar.

1. Eylerin birinci əvəzləməsi. Fərz edək ki, 
их2 + bx + с kvadrat üçhədlisinin həqiqi kökləri yoxdur, başqa 
sözlə kompleks qoşma kökləri vardır. Bu halda kvadrat 
üçhədlinin işarəsi a -nın işarəsi ilə müəyyən olunur. ( 10 .1 ) 
inteqralında kvadrat üçhədli kvadrat kök altında oldugundan,



müsbət qiymətlər almalıdır. Ona görə də а > 0 münasibəti 
ödənməlidir.

ylax2 +bx + с = z -s [ a  x  ( 10 .2 )
əvəzləməsi aparaq. Yeni z dəyişəninə keçsək,

ax2 +bx + c = z2 -  2 -Ja zx + ax2, x -  Z °
ШкЈа z + b

J  R( x, лјах2 +bx + c )dx = j  R

, 2z(2*Ja z + b ) - 2 ' J a  ( z 2 - c )  , .y[ä  z 2 +bz + c j a  ,
dx -  — 5-------- —r==------- г—5-------- - d z  = 2 — т=----- —  d z .

( 2-yja z + b ) ( 2-yJa z + b)
( 10.2 ) bərabərliyində x-in ifadəsini nəzərə alsaq,

I ~ - г  z 2- c  yfaz2 +bz + сл[а^lax +bx + c = z - ^ J a — -------  = ---------- j=--------
2 лја z + c 2 yja z + b .

olar. х,лјах2 +bx + c, dx-'vcı bu ifadələrini (lO.l)-də nəzərə 
alsaq,

Г z 2 - c  yja z2 + bz + с 4 а '
2y faz  + b' 2y[äz + b

ч /

2\Ja z 2 + bz + csfa) ,
x -yy-j  .......^ >-dz = j R , ( z ) d z .

\2y[az + b) J
R, (z) z  -dən asılı rasional funksiyadır. Onun inteqrali 

elementar funksiyalarla ifadə olunur.
(10.2) əvəzləməsinə Eylerin I əvəzləməsi deyilir. 

г dx
Misal 1. ./ = j ,.......   qeyri-müəyyən inteqralim

л/х2 +a2
hesablaym.

Həlli. x2 +a2 kvadrat ikihədlisinin həqiqi kökləri 
olmadığından Eylerin birinci əvəzləməsini tətbiq

edək. v x 2 + a 2 = z - x  əvəzləməsi aparaq. Buradan,
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Misal 2. J =  ГГ--+Л_1Ј:5.7 - dx
j V/ + x2

X + л/7 + Л'2
/j

qeyrı-müəyyən

inteqralim hesablaym.
Həili. 7 + x2 kvadrat ikihədlisinin həqiqi köklə;1' 

olmadığından Eylerin birinci əvəzləməsini tətbiq edək.

л/7
əvəzləməsi aparaq. Buradan,

• x2 = z ■

z j  2 +1 j  Гг J  2 +1x — ———  , dx = ----- r— dz , л! 1 + x  =■
2z 2zy 2z

г  j  z2 - 7  z2 + 7x ■+■ ЛЈ1 + x —--------- 1----------— z
2z 2z

alariq. Bu ifaaələri verilmiş inteqralda nəzərə alsaq,

J =  f - 4 ------———~~dz — \ z 14dt = — +C = — [x + b + x 2) 5+C.
J z +7 2z J 75 75 '

2z
Eylerin 2-ci əvəzləməsi: Fərz edək ki, ax2 +bx + c 

üçhədlisinin iki müxtəlif a  və /? həqiqi kökü vardır. Bu halda 
a əmsalı istənilən işarəyə malik ola bilər. ( 10 .1 ) inteqralında

л/ax2 +bx + c = ( x - a ) z , (10.3)
əvəzləməsi aparaq. Onda

ax2 +bx + c = (x -  a ) 2 z 2



və yaxud 

Buradan,
a(x -  a \ x  -  0)  = {x -  a)2 z2.

a Ş - a l  2 a ( f i - a ) z
z - a  ( z  - a ) 2
I ; г a ( a - / 3 ) z * kл1ах +bx + с = ,

z 2 - a
alanq.
Beləliklə,

ccz2 -a(3  a ( a - ( 3 ) z
—  ,  2

v z - a  z - a  j
J  R( x, у! ax2 +bx + c )dx = J  R

x °\2Z dz = \ R : {z)dz
[z - a )  «

Aydındırki, R2(z) z -dən asılı rasional funksiyadir.
(10.3) əvəzləməsinə Eylerin II əvəzləməsi deyilir.

. . .  , ,  r r x - y l x 2 +3x + 2 , . ..
Misal 3. J  = I ----- ?=■-—  = cix qeyrı-muəyyən

x  + л/x  + Зх + 2
inteqralim hesablaym.

Həlli. x 2 + Зх + 2 kvadrat üçhədlisinin kökbri
X/ = - I ,  x2 = - 2  olduğu üçiin Eylerin II əvəzləməsindən 
istifadə etmək məqsədə uyğundur.

л/х2 +3x + 2 = yl(x + /X* + 2) = z(x +1)

z2 - 2
əvəzləməsi aparaq. Əvəzləmədən x = ------ ,

1 — z
_ ^  zdz i — —  ^

dx = 7 гг-, уЈх 2+Зх + 2 =  zr alarıq. x, dx və
( l - z 2)2 1 - z

Vx 2 + Зх  + 2 -mn bu ifadələrini verilmiş inteqralda yerinə 
yazsaq,
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Ј  = - 2 \ -
z{z + 2)dz 

(z + l)3( z - 2 \ z - l ) 
nlıırıq. Inteqralalti ifadəni sadə kəsrlərin cəmi şəklində göstərək.

z(z + 2) _ А В F  D E
(г + 1 J3 (z -  2 \ z  — l )  z + 1 (z + l f  (z + 1)3 z - 2  z - l
Huradan, surətləri barabərləşdirsək, aşağıdakı eyniliyi alarıq:
A(z + l)2(z -  2 \ z  -  /)+  B(z + l l z - 2 \ z - l ) + F ( z - 2 \ z - l ) +  

+ D(z + l)3(z -  l )+ E (z  + l)3{z - 2 ) = z 2 +2z .
3

Hu eynilikdə z - 1  götürsək, E  = — ; z = - l  götürsək,
8

1 8
/•' = — ; z - 2  götürsək, D = —  alarıq. Bu eynilikdə ardıcıl

6 21
oluraq z = 3 və z = -3  götürsək, A və В -dən asılı

19
4A + В -  

4 A - B -

108
8_

27
17 5

N İ s t e m i n i  a l a r ı q .  Bu s i s t e m d ə n  А =  — , В =  t a p ı r ı q .

216 36
Onda

r z(z + 2)dz _ 17 r dz 5 г dz

~ ^ J z  + l )3{ z - 2 \ z - l ) ~ ~ l Ö 8 3 ^ rl + T83 {z + l )2 +
I r dz 16 r dz 3 r dz _ 17 . . 5 1

f 5-* (z + l ) 3 ~ ' 2 7 J ~ ^ 2 + ^ J ^ 1 ~ ~ 1 Ö 8  ” 'Z+ ' 7 s ' 7 + 7

- — • -—  ̂ -  —  ln\z -  2İ + —ln\z -  l\ + C .
6 (z + l ) 2 27 1 1 4 1 1

liurada, z = * + — -- götürmək lazimdir.
x  + 1
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Misal 4. J . ] - dx qevri-muəyyən
( ]  +  Х 2 ) Л Т с *

inteqralim hesablaym.
Həlli. I üsui. 1 -  x 2 funksiyasmm x, = -1  və xt = 1 

həqiqi kökləri vardır. Ona görə də Eylerin ikinci 
əvəvzləməsindən istifadə etmək olar. ф

\ l l - x 2 =(x + l)z
əvəz edək. Buradan,

x =
1 — z
1 + z

,
2z 2 1 + z 4

, 1 + x = 2-
1 + z ЫГ

4z
dx = 7------- rrdz

alanq. Onda

• M
b i ! l  1

+ z ■4z
2[l + z 4) 2z (l + z 2)  J 1 + z

dz — — ј* Z -dz = -  f -
j /4- 74 J

+ 1

1 2 ~T + Z
dz -

Ч :

z ----

~ f

z
V 2L)

+ 2
Z;

лО
ИV z )

+ { [ i )

Inteqrallar cədvəlində 10 düsturundan istifadə edək. Onda

1
J  = ~~j= arctS

(  0z ----
1 ( z 2 - l )z

Г2
+ C = - - j ^ a r c tg

k 4 2 z  ,
V

+ C
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ıılarıq. Əvəzləmədən z
лЈ1-Х2 

x +1
taparıq. z  -in bu ifadəsini J  ■

da nəzərə alıb, sadə çevirmələrdən sonra

J  = - l^arc tg  + С
V T x

ııltmq.
Qeyd edək ki. bu inteqrali Eyler əvəzləməsindən istifadə 

ctmədən də hesablaya bilərik.

II üsul. x - s i n t ,  t e
Г Я  7ГЛ

y~ J ’ 2 j
ki,( )nda aydmdır

J 1 - x 2 = Ј Г -  sin21 -  4  cos21 = cos t olar. Onda

əvəzləməsi aparaq. 

dx -  costdt .

J
r costdt _ r dt r 
•* cosi[l + sin2Pj * 1 + sin21

dt 
cos21

1 + ™ ! ‘ - L - + t g ’,
cos' t

djtgt) _ f d(tgt) 1 ç djtgt)f a\tgt) = £  г 
t 1 + 2te2t 2 ^1 + t g t  + t g t  4  + 2 t g t  2 J f

+ tg2t

Inteqrallar cəcftəHndə 10 düsturundan istifadə edslc. Onda 
1 2

V2
J  -j=arcgt^ j^ - + С = -l=-arcgt{-j2tgt)+ С

sint x , ,  „ ,tgt = ------= - r— oldugundan,
cost Л - х 2

J  - —f= arctg
4 2 :

4 1 - x 2
+ C

alariq.
Eylerin 3-CÜ əvəzləməsi. Əgər с > 0 olarsa
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^ а х 2 +bx + c = x z ± 4 c  (Ю.4)
əvəzləməsi aparmaqla ( 10 .1 ) şəklində inteqralm hesablanmasım 
rasional funksiyanm hesablanmasına gətirmək olar. Doğurdan 
da, əvəzləmədən

2*Jcz-b  г~ ~2 : z > f c - b z - a f cx = - —.... , , лЈах + bx + c = ---------------5--------  ,
a - z  Q r z

, .  z 2 4 c  -  bz + a4c  ,
dx = 2  т  az

( a - S )
alariq. Onda,

J R(x, Vax2 + bx + c )dx -

_ r  ( 2 y [ c z - b  z 24 c - b z  + a 4 c \  2(z2 л[с -  bz + ayfc) A 
= J 7 ^ Г ~ Ј '  (z2 - a j

Göründüyü kimi inteqralalti funksiya rasional kəsrdir.
(10.4) əvəzləməsi Eylerin III əvəzləməsi adlanır. 

f dxMisal 5. J  = I -------—= = = = =  inteqralim hesablaym.
\I •+• x jyj 1 + x — x

Həlli. 1 + х -  х 2 kvadrat üçhədlisində a < 0 , c>  0 

olduğu üçün Eylerin üçüncü əvəzləməsindən istifadə edək.

\Һ + х -  x 2 = x z - l  
əvəzləməsi aparaq. Buradan,

х = 1 ± һ  d x = z Ä z 2 + z - J)dz
ı + z 2 ’ (1 + 2>Ј

^ z f ^  + 2 z ) _ l  = l  + z - l  J _ + 2 z  + 2
1 + z 2 1 + z 2 1 + z 2

alariq.

x, dx, (l + x) və yjl + x - x 2 üçün ahnan bu ifadələri verilmiş 
inteqralda пэгэгэ alsaq,
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. /  =  - 2  J — — — ---------=  - 2  f  _  - 2 a r c t g ( z  +  l ) + C  .
z  + 2z + 2 U z  + l Y + l  V '(z + 7)2

Yenidən x dəyişəninə qayıdaq. Əvəzləmədən

, 1 +  y l  1 +  x  — x 2 , 1 + x + y l + x —x
z  + l = --------------------------- + 7 = ----------------------------------

alariq. Onda

J  =  - 2 a r c t g
1 +  x  +  л] 1 + . + c .

Qeyd. Eyler əvəzləmələri vasitəsilə (10.1) şəklində olan 
inteqralları hesablayarkən bəzən texniki çətinliklər yaranır. Ona

b 2görə də bir çox hallarda a x  + b x  +  c  =  a
2a

+  с  —
4 a

bəıabərliyini nəzərə almaqla (10.1) şəklində olan inteqrallar

j 7 ? , ( z , V l  -  z ^ j e f e  , J R2 { z ,  л ]  z 2 -1 j  d z  , j  7 ? 3  (z, v T 2  + 1 ) d z

şəklində olan inteqrallara gətirilir. Bu şəkildə olan inteqrallarda 
irrasionallıqdan azad olmaq üçün

z  -  s i n t  , z - c o s t  , z  =  t g t  

triqonometrik əvəzləməbrdən və yaxud
z  =  s h t  , z  =  c h t  , z  =  t h t  

hiperbolik əvəzləmələrindən istifadə etmək daha səmərəli olur. 
Misal 4-də verilmiş inteqralın ikinci üsulla hesablanması 
əslində dediklərimizə bir sübutdur. Başqa bir nümunə göstərək.

d x
Misal 6.

(x2 + a 2 )\[. 
inteqralını hesablaym ( a > 0 ).

x2 +a 2
qeyrı-muəyyən

d x  =  a

Həlli. x = a t g t , t  e 

d t

С / Т  я 4

' 7 ' J
əvəzləməsi aparaq. Onda

cos21
olduğundan,

79



j  _  г 1 adt
a 2(l + tg2t)^ja2 (l + tg2t ) cos21

= cos21 eyniliyindən istifadə etsək,
l  + tg2t

J  = —j  f costdt = —y s in t+ ф  
a J a

alariq. J  üçün alman bu ifadədə yenidən x dəyişəninə keçək.
X l<71

Əvəzləmədən t g t ~ — alariq. sint -  г -~~ eyniliyində 
a J i  + tg2t

tg t  = — götürsək, 
a

x

J = ~ ,  +C = Xr~r jr .  r + C .
a2 x

§11. Diferensial binomun inteqrallanmasi.

j x m(a + bxn)p dx ( 11 .1)

şəklində qeyri-müəyyən inteqrala baxaq. Burada a və b 
sıfırdan fərqli ixtiyari həqiqi ədədbrdir. a və b ədədlərindən 
heç olmazsa biri sıfıra bərabər olarsa, onda ( 1 1 . 1 ) inteqrali 
cədvəl inteqrali olardı. Əgər p,m,n ədədləri eyni zamanda tam 
ədədlər olarsa, onda ( 1 1 .1 ) inteqrali rasional ifadənin inteqrali 
olardi ki, beb  inteqrallari da hesablamağı bilirik. Ona görə də 
m,n ,p  ədədlərindən heç olmazsa biri tam olmayan rasional 
ədəddir. Rus alimi P.L.Çebişev isbat etmişdir ki, (11.1) 
inteqrali aşağıda göstərilən üç halda elementar funksiyalar 
vasitəsilə ifadə olunur.

I. p -  tam ədəd olduqda ;
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II. —  tam ədəd o lduqda;
n

HI m t l  4p  _  tam ədəd olduqda . 
n

I hala baxaq. Bu halda x  = t z əvəzləməsi aparaq. Burada Я 
natural ədədi m və n rasional ədədlərinin ortaq məxrəcidir. 
Onda (11.1) inteqralinda inteqralalti funksiya rasional

funksiyaya çevrilər. Doğrudan da, m -  olarsa,
A  Pi

Xm = t m x = t p ' = t m‘ , x n = tnX= t p2 = tm2,dx = ; j Ä~‘dt olar. 
Burada m, və m2 tam ədədlərdir. Bu ifadələri (11.1) 
inteqralinda nəzərə alsaq, 

j x m (a + bx" У dx = Л J Г  [a + btm* ̂ t ^ ' d t  olar.

m,,m2,p ,X  tam ədədlər olduğu üçün , bu bərabərliyin sağ 
tərəfındəki inteqralda , inteqralalti funksiya rasionallaşıb.

у
II hala baxaq. Tutaq ki, p  = — şəklində kəsrdir. Aşağıdakı kimi

s
əvəzləmə aparaq :

a + bxn = ts ( 1 1 .2 )
Bu əvəzləmə wsitəsilə (11.1) inteqrali rasional kəsrlərin 
inteqrallanmasına gətirilir.

( 1 1 .2 ) əvəzləməsindən

alariq. Bu ifadələri (11.1 )-də nəzərə alsaq,
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m + I
J*- ( a  + 6 , " f &  = — ■ " r - ' d t

m + 1
alarıq. r,s ,   tam ədədlər olduğundan, bu bərabərliyin sağ

n
tərəfindəki inteqralda, inteqralalti funlcsiya rasional funksiyadır 
və biz belə funksiyalarm inteqralınm hesabaıÄasım bilirik.

m +1
III hala baxaq. Tutaq ki, p  v ə   ədədlərindən heç biri tam

n
m + 1 r

deyildir, ancaq p  +  tam ədəddir, p  = — şəklində kəsrdir.
n s

ax~n +b = t s əvəzləməsi aparaq. Onda
„ а  , „ „ j ats Цаx  = —------, a + bx = x t = —------, x =

x” = ■

• W I t /Л  Л  ( • «Л- I %
f' - Л t - b  n4 t  - b

m

a" / , „V a pt r(a + bxn f  = ■МУ
dx = - - ü j ä  ^  ~ ЬУ  '1—  dt

n ( f - ь }
alariq. xm, (a + foc")P və dx -  in ifadələrini ( 1 1 .1 ) -  də nəzərə 
alaq. Onda

f x m(a + bxn )Pdx = - - a ~ +P f     - d t  =
J ” (ts —b p { t s —b Y ( t s -  b p

s ^ 1 +P t r+s-‘ 
— a " -------Yt J { „ m+I

f  p+1
■dt

(it s - b ) n +f

olar. Artiq inteqralalti funksiya t -  dən asili rasional kəsrdir və 
belə rasional ifadələrin inteqrallanmasını bilirik.
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Qeyd. P.L.Çebişev isbat etmişdir ki, yuxarıda 
haxdığımız üç halm heç biri ödənmədikdə ( 1 1 .1) inteqrali 
elementar funksiyalarla ifadə olunmur.

Misal 1. J  = J i fx (3  + 2*Jx У  dx inteqralim hesablaym.

Həlli. m ~~^' n = ~2’ P = 2 oldu§u ü?ün 1 u>'Üun

olaraq x - t 6 əvəzləməsi aparsaq, {[x = t2, л/х = t3,
dx = dt olar. Onda
./ = j t 2(3  + 2t3 /  6 t5dt = 6 f t 7 (9  + 12ts + 4t6)dt =

ts t u t 14
= 6 \ ( 9 t 7 + 12t10 + 4t13 )dt =54 — + 72 —  + 24 —  + C =

J 8 11 14
27 7 72 ^  12 7 _

= — x-* + — x 6 H x 3 +C
4 1 1 7

Misal 2. J  = [ -— ■jJ ^ --dx qeyri-müəyyən inteqralim 
J л/х

hesablaym.

Həlli. Bu halda m = - —, n = —, p  = —,
2 4 3

m + 1 ~ ~ +J— г— = — = 2 tam ədəd olduğu üçün II hala uyğun olaraq 
n 1

4
I

1 + x 4 = t3 əvəzləməsi aparmaq lazimdir.

Onda x  = ( t3 - l ) 4, dx = 12t2( t3 - 1)3 d t , \ lx = ( t 3 - İ f  olar. 
Yeni dəyişənə keçsək,

J  = 1 2 \ ( t6 - t 3)dt = S- t 4(4 t3- 7 )  + C.  

Beləliklə,
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? —
Ј  = j ( l  + i fx  ) 3 ( 4 ( 1 + i f x ) - 7 ) + С

3 i= | ( ; + V x ) ^ ( ^ - i ) + c

Misal 3. J  = J ̂  +-?*У—dx inteqralini#esablaym.

2
Həlli. Bu halda m = - 6 ,  n = 3, p  = —, s - 3  və

•——— + p  = ^ + + — = -7  oldugundan, III hala uvğun olaraq
/? 3 3

, x~3 + 2 = t3 əvəzləməsi aparmaq lazimdir.
„  , 1 , t 2dt 6 1*Buradan, x -  —— —y, o r = -*■........... j , x =

1 / v£
l  + 2x3 = l  + 2 - ^ —  = ~ — , (7 + 2x7 = —

Г - 2  t - 2

Onda

alanq.

J  = (/ + = - | ( / J -  2)1 - d  =
(t3 - 2 }  (t3 - 2 p

= - j t 4dt = - —  + C = - - ( x - 3 + 2 f  +C.

§ 12. Bəzi triqonometrik ifadələrin inteqrallanmasi
J  7?(sinx, cos x)c£t (12.1)

şəkilində olan inteqrallara baxaq.
Burada inteqralalti R(sinx, cosx)funksiyasi sinx  və 

cosx  funksiyalarmdan asili rasional funksiyadir. Misallar 
göstərək.
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. (  \  s i n x  +  COS2 X  _  .  .f { x )  = — — —  ----- funksiyasi sinx  və cosx
1 + sin x

funksiyalarinm rasional funksiyasıdır. (p{x) = SİnX
1 + cosx

funksiyasi sinx  və cosx  funksiyalarından asili rasional 
funksiya deyildir. Biz yalmz sinx  və cosx  fimksiyalarindan 
asili rasional funksiyalarinm inteqrallanmasmi öyrənəcəyik.

( 1 2 .1 ) inteqrali t g ^  = t ( - л  < x  < л )  əvəzləməsi

vasitəsilə rasional funksiyanın inteqrallanmasına gətirilir. 
Doğurdan da, bu halda

. 2t ' " « i  1 - t 1
Sin X = -----------------= ----------r  , cos x ---------------- —  = -------- г  ,

i +,g ’ l  , + t  l W -  1+1
2 2

, 2dt x = 2arctgt  , ax -
1 + t 

oldugundan,

J R(sinx,cosx)dx -  Ji? 2t 1 - t 2\

1 + t2 ’ 1 + t2 j
2

1 + t
-dt. ( 1 2 .2 )

Artiq (12.2)-nin sag tərəfmdəki inteqralda, inteqralalti ifadə t - 
dan asili rasional funksiyadir.

f dx
Misal I. J  = ----------------------  inteqralim hesablaym.

J 2 s i n x - c o s x  + 5
XHəlli. t g — - t ,  - л < х < л  əvəzləməsi aparaq. Onda 

aydindir ki,
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Ј =\-
l  + t'

2t 1 — t
1 + t l  + t'

+ 5
dt = \

4 t - ( l - t 2)+5(l + t 2j
dt =

dt
3t + 2t + 2 yjğ

312 + 2t + 2 kvadrat üçhədlisinin həqiqi kökləri yoxdur. Bu 
kvadrat üçhədlini

3t2 + 2t + 2 — 3 

şəklində yazaq. Onda 

r dt
3t + 2t + 2 3

'  A 2t н—
v 3 j

= LA

5 
н—  

9
= 3 ( г

ı Y  ( S ' 2+
К 3 У

\

\  •> j

1
t+ —

3

f ,  0
2

rvTIr + - +
l  3) l 3 )

1
1 1  t + 3 „ 1 3t + l arctg  рГ- + С = —=  arctg —= -
3 V5 y[5 VJ л/Ј

+ C

olar. Alman cavabda r-nin əvəzinə t g — yazsaq, tələb olunan 

inteqrali hesablamış olarıq.

1 3tg± + l
J  = —j= arctg-----j=—  + С .

y f l  V J

Qeyd. t g ~  = t ( - л  < x < л )  əvəzləməsi (bu əvəzləmə

bəzi riyazi ədəbiyyatlarda universal əvəzləmə adlanır) vasitəsilə
( 1 2 .1 ) şəklində inteqralları hesablayarkən bir çox hallarda
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tcxniki çətinliklər yaranır və inteqralın hesablanması çox vaxt 
wparır. Ona görə bəzi hallarda digər əvəzləmələrdən istifadə 
ctmək daha faydalıdır. Aşağıdakı halları nəzərdən keçirək.
I. Əgər (12.1) inteqralinda R(sinx,cosx) rasional funksiyasi 
üvün
«) r ( -  s inx ,cosx)=-R(s inx ,cosx ) olarsa, yəni R funksiyasi 
и = sinx  dəyişəninə nəzərən tək olarsa, onda cosx = t 
avəzləməsi;
b) R ( s in x , - c o sx ) -  -R(s inx,cosx)  olarsa, yəni R funksiyasi 
ı> = cosx  dəyişəninə nəzərən tək olarsa, onda sinx = t 
əvəzləməsi;
c) R(sinx,cosx) funksiyasi üçün R(-  s inx, -cos  x) =
= R(sinx, cos x) şərti ödənərsə, yəni R(u, o) funksiyasi 

M=sinx,  o - c o s x  funksiyalar küllisinə nəzərən cüt olarsa, 
tgx = t əvəzləməsi aparılması faydalıdır.

hesablaym.
Həlli. Inteqralalti ifadə sinx  dəyişəninə nəzərən tək 

funksiyadır. cosx = t əvəzləməsi aparaq. Onda

■ 5

Misal 2. qeyri-müəyyən inteqralim
cos x

sinJ x d x -  sin4 x sin xdx  = - ( l  -  cos2 x f  d(cos x) = (l - 12 J  dt 
oldugundan,

+ C.

II. Tutaq ki, (12.1) inteqrali 
J R,(sinx)cosx dx və ya |  R2(cos x)sin xdx  (12.3)
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şəklindədir, burada Rt və R2 uyğun olaraq sinx  və cosx 
funksiyalarından asılı rasional funksiyalardır. Bu halda birinci 
inteqralda s inx  = t ,  ikinci inteqralda isə cosx = t əvəzləməsi 
aparmaqla baxilan inteqrallari t  -dan asili rasional funksiyamn 
inteqrallanmasına gətirmək olar. Misala müraciət edək.

■ л r с s i n  x c o s x  ,  .  ,  ,IVusal 3. J  = ............-— dx inteqralim hesablaym.
J 1 + sin x ф

Həlli. Bu inteqral (12.3) şəklindədir. sin x  = t
əvəzləməsi aparaq. cosxdx  = dt oldugundan,

. r tdt 1 r dt2 1 2 ^ 1  I ■ 2 \ „J  = \ j —  = - ] j —7  = - a rctg t  +C = —arctg\sin x j +C .

III. Tutaq ki, (12.1) inteqralinda inteqralalti funksiyada sinx  və 
cosx  funksiyalarinm yalnız cüt dərəcəbri iştirak edir, yəni
( 1 2 .1 ) inteqrali

j  R, {sin2 x, cos2 x)dx (12.4)

şəklindədir, burada R,(u,o) ib  и və о dəyişənlərindən asılı
71 7Zrasional funksiyadır. Bu halda t g x  = t  -  — < x < у

əvəzbməsi aparmaq daha münasibdir. Əvəzbmədən
. dt

x - a r c t g t ,  dx =  7 ,
1 + t 2

. 2 t g 2X t 2 2 1 1
Sin X =  v = ----- 7 , cos x = -

1 + tg x  1 + t 1 + tg x 1 + t
alanq. Onda (12.4) inteqrali

N 1 + t2 ’ 1 + t 2
dt

1 + t
inteqralına gətirirbr. Artıq inteqralalti funksiya t -dən asılı 
rasional funksiyadır.

г sın2 X
Misal 4. J  =  y - d x  inteqralim hesablaym.

J 1 + sin x
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Həlli. Aydındır ki, baxılan inteqral (12.4) şəklində olan 

inteqraldır. t g x - t  ( - ^ j <  x  < — ) əvəzləməsi aparaq.

t 2 , dtsirf x  =    , dx -  ,
1 +  t 2 1 +  t

oldugundan,
t 2

I  - r_2±z_ dt -  f ‘İ S .
‘ J j T J P J i T F )

1 + t 2
olar. Asanhqla inanmaq olar ki,

t 2 _ _ l  7 _
(l + 2t2 j l  + 12) 1 + t2 l  + 2t2 

bərabərliyi doğrudur. Onda
r dt г dt 1 r dt

t 2 +

+ c =

№

= arctg t -  — -y[2 arctg — + С = arctg(tgx) -

T 2

-  arctg[j*2 tgx)+ С =  x -  arc(g{\!2 tgx)+ С .
2 2

Qeyd edək ki, bu inteqrali inteqralalti funksiyada dərəcəni aşağı
salma düsturundan istifadə edib, sadələşdirdikdən sonra
universal əvəzləmənin köməyi ilə də asanlıqla hesablamaq oiur.

Misal 5. J  = f — 7——— 7— inteqralim hesablaym.
J sin x  + cos x
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HəIIi. Aydındır ki, bu inteqral (12.4) şəklində olan
71 71

inteqraldır. tg x  = t ( ~ — < x < — ) əvəzləməsi aparaq. Onda 

baxılan inteqral aşağıdakı şəklə düşər:

' - İ 7

1 + t
+1

dt.

t 2 +- (  1Y  
l 7J +

= T 2 arCtg

1
___£
42

+ С ~ ——arctg
л/2

t 2 - 1
4 2 1

+ c*=

42
arctg

1

r tg2x - l  
4 2  tgx

+ C

= T 2 arctg
V - 1

+ C = —f=arctg
42

t g 2x - l  
4 2  tgx

+ c .
 ̂ 4 2 1

IV. Tutaq ki, (12.1) inteqrali
j s m axcosp xdx (12.5)

şəklindədir. Burada а  \ ә  ЈЗ həqiqi ədədlərdir. Aşağıdakı iiç 
hala baxaq:
a) Tutaq ki, a  və /? ədədlərindən biri, məsələn (5 tək natural 
ədəddir ( f i  = 2k + l  , к = 0,1,2,...) digəri, yəni a  isə istənilən

həqiqi ədəddir. Onda sin2 x + cos2 x = /  eyniliyindən istifadə 
etməklə (12.5) inteqralını

J sirıaxcosp xdx = J sinaxcos2k cosxdx = J  sinax ( l - s in 2 x f  cosx
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şəklində yaza bilərik. Axırmcı inteqralda s inx  = t əvəzləməsi 
aparsaq,

J sinax{l -  sin2 x j  cosxdx  = ^ t a( l - t 2J  dt

alarıq. Nyuton binomu düstumndan istifadə etməklə sonuncu 
inteqralın hesablanması к +1 sayda qüvvət funksiyasmm 
inteqrallanmasma gətirilir.

Misal 6. J  = ^ tg sxdx  inteqralim hesablaym.

Həlli. Aydındır ki, baxılan inteqral (12.5) şəklində olan 
inteqraldır ( a  = 5 tək natural ədəd, /3 = -5 ) .  Onda

sin2 x + cos2 x = 1 eyniliyindən istifadə etməklə verilmiş 
inteqrali aşağıdakı şəkildə yazaq:

j = \ t g ’ x < b =  f ̂ d x  = =
J  J  COS X J COS X

f {l ~ cos2 x)2 d(cos x) 
cosJ л:

c o s x  - 1 əvəzləməsi aparaq. Onda

1 1 1 ^  t  1 1 / I I r*= — 7 -  - г  -  ln\t\ + С = ----- 7----------- 5 ln\cos x  + С
4t* t2 11 4 co s4x c o s  x  1 1

alarıq.

cos2 x  = — -  düsturundan istifadə etsək, — ~ — = J + tg2x , 
1 + tg x  cos x

— -  = (l + tg2x У olduğundan, 
c o s  X

J  = ^ { l  + tg2x j  - { l +  tg2x)-ln\cosx\  + C =
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1 * 4  1 2 3 . I I= —tg x  /e  x ------- ln\cosx\ + C
4 2 s  4 1 '

3
olar. С ixtiyari sabit oldugundan С —  ədədi də ixtiyari

4
3

sabitdir. С - ~  = Cj işarə etsək, ф

J  = ^ t g 4x - ^ t g 2x-ln\cosx\  + C,

alariq.
b) Tutaq ki, (12.5) inteqralinda a  və (3 ədədlərinin һәг ikisi
cüt natural ədəddir, yəni a  = 2 m , (3 = 2n ( m , n e  N ) .  Bu halda
m Ф n olduqda inteqralalti funksiyanı

. 2 l - c o s 2 x  2  l  + cos2x
sın x  = -------------- , cos x = —*---------- ( 1 2 .6)

2 2
düsturlarından istifadə etməklə çevirmək daha əlverişli olur.
(12.6) düsturlarını tətbiq etdikdə (12.5) inteqrali aşagıdakı şəklə
düşər.

J sin2m xcos2" xdx  = J (sin2 x)m (cos2 x) dx =

= J  (l -  cos 2x) (l + cos 2x)" dx

Inteqralalti funksiyada (/ -  cos 2x)m və (/ + cos 2x)" 
vuruqlarının hər ikisinə Nyuton binomunu tətbiq edib 
mötərizələri açsaq, hədləri cos2x  funksiyasmm tək və cüt 
qüvvətlərini özündə saxlayan cam alariq. cos2x  funksiyasmm 
tək dərəcəli qüvvətlərinin inteqrallanmasi a) bəndində 
göstərilmişdir. cos2x funksiyasmm cüt dərəcəli qüvvtlərinin 
daxil olduğu inteqralları hesblamaq üçün isə yenidən ( 1 2 .6) 
dərəcəni aşağı salma düsturlarından istifadə etməklə, cos4x 
funksiyasmm qüvvətlərində^ ibarət inteqrallar alariq. Prosesi
bu qayda ilə davam etdirsək, sonda | cos2kxdx (к e N )
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şıiUiıub inteqrallar alarıq. Belə inteqrallar isə asanlıqla 
lıinablanır. 
m -  n olduqda

sin X ■ COS X =  — sin 2 X 
2

'HUturundan istifadə etmək daha münasibdir. Bu halda

јкЫ:п x cos2n xdx  = j (s inx-cos  x) dx = - ~ ^ s i n 2n 2xdx =

n f {sin2 2 x f  dx = f (/ -  cos4хУdx 
4' 8 J

llnrıq.
Sonuncu inteqralda inteqralalti funksiyaya Nyuton 

lılııomunu tətbiq etsək, hədləri cos4x funksiyasmm tək və cüt 
ı|llvvətlərini özündə saxlayan cəm alanq. Belə cəmin 
Intcqralının hesablanmasıni isə yuxarıda göstərmişik.

Misal 7. \sin6xdx  inteqralim hesablaym.

ИлШ. sin2 x  = ^ ( l - c o s 2 x )  və cos2 x = ^ ( l  + cos2x)  dərəcəni

nşuğı salma düsturlarından və sin2 x + cos2 x = 1 eyniliyindən 
lntiladə edək.

J sin6 xdx  = J {sin2 x) dx = J ( i  -  cos2x ) dx = 

r. — ̂ { l - 3 cos2x + 3 cos2 2 x - c o s 3 2x) dx =

«= — f dx -  — f cos 2xdx + — f cos2 2x d x -  — [ cos3 2xdx =
8 J 8 J 8 J 8 J
1 3  3

= — I  dx -  —  J cos 2xd(2x)+  —  J  (/ + cos 4x)dx -

-  —  [ { l - s i n 2 2x)d(sin2x)= - -  —  sin2x + —  + — s i n 4 x -  
1 6 JV '  V '  8 16 16 64
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1 . ,  /  .  ,  ,  „  5 х  7  .  ,  з  . J . sın2x + — sın 2x + C =  sın2x + — sın4x +
16 48 16 4 64

+ — sin3 2x + C.
48

Misal 8. j sin2xcos4 xdx  inteqralim hesablaym.

Həlli. a  = 2,  /3 = 4 ədədlərinin halfikisi cütdür. (12.6) 
dərəcəni aşağı salma düsturlarından istifadə edək.

r . 2  4  , r( l  - c o s 2 x ) ( l  + c o s 2 x \  ,\sın xcos x d x =  -— — — - ------------- dx -
J 3 2 { 2 J

= ~ j"(/ — cos2 2 x j l  + cos2x)dx = 2x ( l  + cos2x)dx =

1 г 1 -  cos 4x , 1 r . 2 ,  - ,
= —I------------- dx + — \sın 2x - cos 2xdx  =я J -) я J x — sin4x  + 

V 4 J

+ —  f sin2 2 x d (sin2x)  = —  x —— sirı4x + + С .
1 6 J v ’ 16 64 48

c) (12.5) inteqralinda а  + ЈЗ = -2 к  , k e N  mənfı cüt ədəd
olduğu hala baxaq. Bu halda inteqralalti funksiya iki şəkildə ola
bilər:
1 ) Inteqralalti funksiya kəsr olub, surətdə sinus (və yaxud 
kosinus), məxrəcdə isə kosinus (və yaxud sinus) olmaqla, 
dərəcələri müxtəlifdir. Kəsrin surətində sinus, məxrəcində isə 
kosinus olduqda tgx = t əvəzləməsi, əks halda isə ctgx = t 
əvəzləməsi aparmaq daha münasibc^r.
2 ) Inteqralalti funksiya kəsr olub, surət sabit, тэхгэс isə sinus 
və kosinusların dərəcələri hasillərindən ibarətdirsə, уепә də 
tgx = t və yaxud ctgx = t əvəzbməsi aparmaq daha 
münasibdir.
c) halınm 1 ) və 2) bəndlərinə aid nümunələr göstərək.
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с sin3 XMisal 9, J  =  j—dx inteqralim hesablaym.
3 cos x

Həlli. a  = 3, (3 = -7 , a  + (3 = - 4  mənfı cüt ədəd

olduğu üçün tgx — t
Г 71 71^

 <  X <  —. 2  2 )
j  dt . 2  tx - arctgt, dx = - — j  , sin x =

əvəzləməsi aparaq. Onda

, I
c o s  X =

1 + t

1 + t1 

2 oldugundan,

t2

1 + t2 ’

J 1 1 + t2 J 1 + t2 J v ’

J l + ‘l + c j ^ + s l £ + c .
4 6 4 6

Misal 10. J  = J  ^ s'n x  dx inteqralim hesablaym. 
л/cos9 x

1 9Həlli. a  ■= — , В = —  , a  + В = - 4  mənfi cüt ədəd
2 2

olduğu üçün tgx = t , x e | - -у., y j  əvəzləməsi aparaq. Onda

/ /
= 2 / г i  1 з '  

- t  + - t + С = 2 j t g x { j t g x  + ~ tg 3 х + C .
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Misal 11. J =  f—* С7И
ate

inteqralim hesablaym.
.wj xcosx

Həlli. a  = - 7  , /3 = - /  , a  + p  = - 8  mənfi cüt ədə

olduğu üçün tgx = t ,  x e

sin2 x  = - т , sin6 x  = 
1 + t2

( тт/г /г
— < X < —

v 2 2 ,
f  ^  V

v7 + ^ y

əvəzləməsi aparaq. 

«

s inx-cosx  = t g -cos2 x =  J ,  dx = dt2 v = —  _  _
1 + t2 ’ 1 + t2

olduğundan,

J , , l ±J İ  л  a . t 1+312
M t 2 , t 1 + t2 J t J t

rdt . r  dt , td t  rdt 1 _ö 3 _j 3 _2 . и  „
- / 7 +јЈ7 +^ 7 ^ 7 - ? '  ' 7 '  " г '  +Л,И+С- 
= - - ctg*x -  ~4 ct^ x  -  h ct^ x + lnM + c  •

V. a  *±f3  olduqda ^

j s inax-cos  f l xdx , J  cos ax ■ cos /Зх d x , j s inax-s in f ixdx

şəklində olan inteqralları hesablamaq üçün hasilin cəmə 
çevrilməsi haqda

sinax ■ cos fix = —\sin{a + J3)x + sin(a - /? )* ] ,

cosooc ■ cosfix = y[ıcos(a + J3)x + cos(a -  /?)x],

sinax • sin ЈЗх = ~[cos(a -  /3)x -  cos(a + (3)x\ 

triqonometrik düsturlardan istifadə etmək lazımdır.
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Misal 12. J  = J sin3x ■ cos4xdx  inteqralim hesablaym. 

Halli. sin3x ■ cos4x  = ~[sin7x  -  sinx] oldugundan,

J  = — f (sin7x -  sinx  )dx = — —cos7x + —cosx + С . ? J V ' i d  ?

Çalışmalar

1. Əgər
a) F'(x) = 6x  + 3 və Ғ ( - 2 )  = 4 olarsa,
b) F'(x) = 9x2 + 4 x - 1 0  və F ( -1 )= 1 0  olarsa, F(x)-i tapm.
2. Aşağıdakı qeyri-müəyyən inteqrallan hesablaym.
. г dx , .  r dx . г dx

a) I - j —     , b) I . , с) I , ■   .
J x2 + 4x  + 9 \ 5  — 4x \  14 - 6 x - 3 x

3. Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq etməklə aşağıdakı 
inteqrallan hesablaym.

a) IV sm xübr, b) f V ^ - x 2 d x , c) f— ^ —dbc ,
J J J  COS X

e) J x cos2 xdx  , d) J arccosxdtx , f) Jx  ■ ln(x + l)dx .

4. Əvəzetmə üSulunu tətbiq etməklə aşağıdakı inteqrallan 
hesablaym.

a) J

. r xdx r 1 + lnx ,
e) I    , d) I -  —

V J - x  3-vx lnx
5. Rasional kəsrlərin inteqrallanmasi üsulundan istifadə etməklə 
aşağıdakı inteqrallan hesablaym.

sin xdx
cosx

b) J
x 1 +1

4.x  + 3x +1
dx , c) J

Ml + In: -dx

97



г5х3 +  9 х 2 - 2 2 х - 8  г dx
X s - 4 х  ’ J (x' -  4x +  4 \ x 2 - 4 x  + 5)1

c) J
x s + 3

(x +  l ) ( x 2 + 1 )
d x .

6. Eyler əvəzləmələrindən istifadə Mməklə aşağıda 
inteqrallan hesablaym.

a) Ј т т - т г г — 7  ■ b> J -  Ä(i + х)л// + х -  X'

с) f-r-"---'
J V ( w 7

■ - ^ x 2 +2x  + ¥

7. Binomal diferensiallarm inteqrallanmasından istifadə 
etməklə aşağıdakı inteqrallan hesablaym.

"Ф  + i/x , , ч r dx
a) J — - j = —  d x  ,  b) J-

:(l  +  3* J x J
с) J x J(/ + x2)̂  <&.

d ) | - d x

V7+  X

8. Triqonometrik və hiperbolik funksiyalarm inteqral- 
lanmasından istifadə etməklə aşağıdakı inteqrallan hesablaym.

a) J  ■ ~ h z  —  ■> — \  - b) I '  лJ  e w  v l  / 4-  с  v —  / c i M Y İ  Js i n  X (2 +  COS x - 2  s i n  x) 
d x

c )  ................................ 3

2  s i n x - c o s  x  +  5  

d x

I sin x - c o s  x
, e) j s h 2x - c h 2x d x  , d) j

shx  + 2chx
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Cavablar

I, a) Ғ(х) = Зх2 + Зх -  2 ; b) Ғ(х)= Зх3 + 2х2 -  10х +1.
. /  х  + 22. a) —j= arctg -7=-- + С

л/ J  л/5
V 1 . х + 1с) —г- arcsin ,—  + С . 

л/5

İ . 2хb) — arcsin—f= + С 
2 V 5

_ . Сх(5шх-С05,х) „  1Ч X Г. 7  5 . х
3. а )—  - + С ; b) - л Ј 5 - х  +-arcs ın - j=  + С;

л/5

с) x/gx + In \cos xj + С ;
x x  1e )  1— sin2x + — cos2x + C;
4 4 8

<i) x arccos x -  лј 1 -  x 2 +C  ;

2 4 2
_____ 7 . . £

4. a) -  2J  cosx  + С ; b) у  (xJ + 3x + i}* + С ;

c) ^ ( l  + l n x f  +C  ; e) у  arcsin ̂ j  + С ;

d) /и|5 + х/их| + С .

5. a) 5x + lnx2(x + 2)4jx -  2|J + С ;

b)

c)

x - 2  

x + 2 

2 (x2 + /)

ö r c t f g ( x - 2 ) + C  ;

+ 2arctgx + /и , * +  ̂ + С .

6. a) -2arc tg
yl 1 + x — x 2 +1 + 1 + c ;
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b) 2ln\yjx2 +2x  + 4 - .

2

? P ? +  2 x  +  4  - x  — 1г
у1х 2 +  2 х  + 4 -  х - 1 + C

c ) ± z J l + c .
y j 2 x - x 2

7. a) + + +C  ;

b) 3 1 п - Щ г  + - 3 + C  ; с) (l + x 2f - (3x2~ 2K c  ; 
l  + l  + 34 x  V ’ 15

e) л/7 +  x
(2x2 - l )

Зх3
+ C.

1
8. a) —Intg— + —lntg —  3 - I n t g — 1 

2
+ C ;

j  3 t g ~  + l  ____ 2  ____
b) - j j arctS — - J J —  + C ; c) -  2yjctgx +  —^ t g 3x  +  С

x  s h 4 x  . . 2

е)" Г 1 Г +с ; 7 } a r c , g

f  x  л 
2 t h -  + l

V I
+c.



II FƏSİL 
MÜƏYYƏNİNTEQRAL

§ 13. Müəyyən inteqrala gətirilən məsələlər.
Müəyyəıı inteqralm tərifi

1. Fərz edək ki, \a,b\ parçasında mənfı olmayan 
knsilməz / ( x)  funksiyasmm qrafiki, у  = 0 absis oxu, 
X ~ a , x  = b düz xətləri ilə əhatə olunmuş ABCD  fiqurunun 
(bu fiquru əyrixətli trapesiya adlandırırlar) sahəsini hesablamaq 
lıızımdır (şəkil 2 .1 ).

Уа

Şəkil 2.1

Əyrixətli trapesiyanm oturacağı olan \a,b\ parçasım хк- 
nöqtələri vasitəsilə \_xk_I,xk\ , (k = l,2,...,n) hissələrinə bölək: 

а = x0 < x, < x2 <.... <xn = b .
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\a,b\ parçasının x0, x x n nöqtələri vasitəsilə qeyd edilən 
şəkildə bölgüsünü T ilə işarə edək. Bu halda deyirlər ki, [a,b\ 
parçasında T  bölgüsü aparılıb.

f ( x )  funksiyasi [хы ,хА] (к = l,2,...,n) parçalarında 
kəsilməz oldugundan bu parçalarda öziinjya әп böyük və ən 
kiçik qiymətlərini alır. [**./>**] parçasında

max f ( x )  = f ( Ç k), min f ( x )  = f ( r jk)  işarəedək.
Хк_Ј<>Х<,Хк xk_/üx£xk

Oturacağı \xk_,,xk\ parçası, hündürlüyü f { f lk) olan 
düzbucaqhnın sahəsi

f (Vk)-(xk- x k_,) = f(T]k)Axk 
olacaqdır. BuradaЛхк = xk - xk_, (k = l,2,...,n) [**./»**]
parçasmm uzunluğudur.

Əyrixətli trapesiyanın daxilində yerləşən və oturacaqları 
[**-/>**]> hündürlükləri /(тЈк) olan düzbucaqlıların əmələ 
gətirdiyi fıqurun pilləvari sahəsi

$п(т) = / ( ?7,)Лх, +■■■■ + / (  П„-, ) ^n - ı  + f (  Л» )Лк„ = (Лк ) Лхк
к=1

olar. (şəkil 2 . 1 -də bu sahə ştrixlənmişdir) С
Analoji olaraq baxdıgımız əyrixətli trapesiyanı daxilində 

saxlayan pilbvari fıqurun sahəsi

k=l
olar. xk - x k_! = Лхк (к  = l,...,n) ədədlərindən ən böyüyünü 
d(T ) ib  işarə edək: d(T)=maxAxk . d(T )-nı T  bölgüsününк
diametri adlandırırlar. ö?(r)-nin dəyişməsi SD (Т) və Sx (т) 
cəmlərinin dəyişməsinə səbəb olacaqdır.

T ərif 1. Əgər d {T )—>0 şərtində Sd( t )  və SX(T) 
cəmbri eyni limitə yaxınlaşarsa, onda əyrixətli trapesiya 
kvadratlanan fıqur, həmin limitə isə onun sahəsi deyilir.
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Əgər Sd(t ) V3 Sx (Т) cəmlərinin limitləri fərqli olarsa, 
onda baxılan fiqur kvadratlanmayandır, başqa sözlə fiqurun 
sahəsi yoxdur deyirlər.
Beləliklə, əyrixətli trapesiyanm sahəsini S  ilə işarə etsək,

S  = lim S D( T ) =  lim S X( T )  =
d (T )-> 0  d ( T  )-* 0

=  < 1 3 л >

2. Başqa bir məsələyə baxaq. Fərz edək ki, maddi nöqtə 
t = a anından t = b anına v  = u(t) ani sürəti ilə hərəkət edir. 
t = a anmdan t = b anmadək gedilən yolun hərəkət qanununu 
təyin edək. Sürət müntəzəm olmadığmdan, yolu zamanın sürətə 
hasili kimi tapa bilmirik. \a,b\ parçasında T  bölgüsü aparaq: 

a =t0 < t t <t2 <... <tn = b .
Əgər ( k  = l,...,n) -parçaları kifayət qədər kiçik olarsa
t = tk_, anından t = tk anınadək sürəti müntəzəm hesab edə 
bilərik. Fərz edək ki, tk_, -amndan tk -anınadək sürət vk -dır. 
Onda Atk =tk -  tk_, qəbul etsək,

п
<rT(u) «  u,Atj + o 2At2 +... + onAtn = Y^ukAtk

k = I

olar. vk -sürətyıi {tk_,,tk) intervalınm ixtiyari ğk anındakı 
sürəti qəbul etsək,

п
оү ( v ) ^ Y j o(ğk)Atk

k=1

alariq. d(T)= max Atk olsun. Bu təqribi bərabərlik Atk kifayətк
qədər kiçik olduqda hərəkət qanununu daha dəqiq ifadə edər.

( 1 3 ' 2 )

Göründüyü kimi baxdığımız həndəsi və fıziki məsələ 
oxşar cəmlərin limitinin hesablanmasma gətirilir. Fizikada,
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texnikada belə məsələlər çoxdur. Ona görə də məsələyə ümum 
şəkildə baxmağa çalışaq.

Tutaq ki, [a,b\ parçasmm istənilən sonlu saydu 
T  = {xn,x,,...,xn }-nöqtələr çoxluğu а = x0 < x, < x2... <x„ = Л 
şərtini ödəyir. Bu halda deyirlər ki, \a,b\ parçasmm T  bölgüsü 

aparılmışdır. xk(k = 0,n) nöqtələrinə T bölgüsüifen nöqtələri, 

{k = l ,n)  parçalarma isə T  bölgüsünün parçaları 
deyilir. İxtiyari T bölgüsü üçün [ * * _ , , parçasının uzun- 
luğunu Axk ib  işarə edək: Axk = x k - x k_{ . d(T)=maxAxk!<.k<.n
kəmiyyətini T bölgüsünün diametri adlandırılar.

Tutaq ki, \a,b\ parçasmda ixtiyari iki 7] və T2 bölgüsü 
verilmişdir. Əgər 7j bölgüsünün Нәг bir nöqtəsi həm də T2 
bölgüsünün nöqtəsidirsə, onda T2 bölgüsünə Tx bölgüsünün 
davamı deyirbr. Əgər 7j və T2 bölgülərinin һәг bir nöqtəsi T 
bölgüsünün nöqtəsidirsə və T bölgüsünün başqa bölgü 
nöqtəbri yoxdursa, onda T bölgüsünə Г, və T2 bölgübrinin 
birbşməsi deyilir və T  = T, U T2 kimi işarə olunur. Aydındır ki, 
bu halda T bölgüsü Tx və T2 bölgübrinin davamıdır.
Tutaq ki, f { x ) ,  \a,b\ parçasında təyin olunmuş funksiyadır və 

T  = fk=0 bu parçanın ixtiyari bölgüsüdür.

°т  (13.3)
k=l

cəmini düzəldək, burada çk e  [хы , х Ј  ixtiyari qeyd olunmuş 
nöqtəbrdir. (13.3) cəminə / ( x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında 
T  bölgüsünə uyğun Riman inteqral cəmi, ğk nöqtəbrinə isə T 
bölgüsünün aralıq nöqtəbri deyilir.
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Aydmdır ki, <7r( f ; ğ l ,ğ2,...,^n) Riman inteqral cəmi T 
lırtlnüsündən və ğk aralıq nöqtələrindən asılıdır. Sadəlik üçiin 
n, ( / ;  ğ,,Ç2,...,Çn') inteqral cəmini crT( f )  ib  işarə edəcəyik.

T ərif 2. Tutaq ki, J  müəyyən sonlu ədəddir. Əgər 
V/.‘>0 üçün 3 8 = 8 ( s ) > 0  ədədi varsa ki, \a,b} parçasımn

ıllametri 8  -dan kiçik olan istənilən T = {xk }”=0 bölgüsü üçün 

^  g [xA._/ ,xir] (к = 1,п) aralıq nöqtələrinin seçilməsindən asılı 
Oİmayaraq

К  { f ) ~ A <£
lorabərsizliyi ödənir, onda deyirlər ki, a ,  ( / ) Riman inteqral 
COmlərinin d(T )-> 0  şərti daxilində limiti var və bu limit J  - 
odndiııə bərabərdir.
Asanlıqla göstərmək olar ki, crT ( / ) inteqral cəmlərinin 
</('/’) -»  0 şərti daxilində limiti varsa, yeganədir. Beləliklə,
, / = lim crT( f ) .d(Ty*o ТУЈ ’

T ərif 3. \a,b\ parçasında təyin olunmuş
f ( x )  funksiyasmm а т ( / ) inteqral cəmlərinin d(T ) —» 0 şərti 
daxilində J  ədədinə bərabər limiti varsa, onda /(x ) -ə  M  
purçasında Riman manada inteqrallanan funksiya, J  ədədinə 
isə / ( x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında Riman inteqrali və

b
yaxud müəyyən inteqrali deyirlər və bunu J f ( x )dx  kimi işarə

a

edirlər.
Meləliklə, tərifə görə

) f { x ) d x =  lim £ / f c ) - z J x t .
n ’ к=1
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b
J  f {x )dx  simvolunda a -ya inteqralın aşağı, b -уә yuxarı
a

sərhəddi, / (х ) -ә  inteqralalti funksiya, x -э inteqrallama 
dəyişəni, [a,b\-yə inteqrallama aralığı deyirbr. Gələcəkdə
“Riman inteqrali”, “Riman mənada inteqrallanan funksiya” 
terminbri əvəzinə sadəcə, uyğun o la raq ^ “inteqral” və 
“inteqrallanan funksiya” terminlərindən istifadə edəcəyik.

b
Müəyyən inteqralm tərifindən görünür ki, J / (x)dx -simvolu

a

ədəddir. O, inteqralalti funksiyadan və a ,  b ədədlərindən 
asılıdır. inteqrallama dəyişəninin hansı hərflə işarə olunması 
rol oynamır. Onu ixtiyari dəyişənlə əvəz edə bibrik, yəni

b b ̂  b
J  f ( x ) d x  = \ ' f (u )du  = j  f ( t ) d t .
a  a  a

Мйэууэп və qeyri-müəyyən inteqralm eyni j  simvolu

ib  işarə olunması təsadüfı deyil. Onlar arasında əlaqə bu 
anlayışlar meydana gəbndən xeyli sonra, Nyuton-Leybnis 
düsturu vasitəsib yaranıb. Bu düstura qədər müəyyən inteqral ^  
с ә т  vasitəsib hesablanıb. Bu da onun tətbiq imkanlarmı 
məhdudlaşdırıb. Ona görə də Nyuton-Leybnis düsturunu
riyaziyyatda inqilab hesab edirlər.

Misal 1. Tərifdən istifadə edərək, isbat edin ki, 
/(jc) = C = const funksiyasi istənibn \a,b\ parçasında 
inteqrallanandır və

ь

\ C d x  = C { b - a ) .
a

Həlli. \a’b\ parçasımn istənibıı
T : a = x0 < x, < x2 <... < xn = b bölgüsünü götürək.

Дхк= хк ~ xk-ı> d{T)= maxAxk olsun. ğk e  (k = Tjı)
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nöqtələrinin seçilməsindən asılı olmayaraq f ( ğ k) = C olduğu 
ilçün

a T( f )  = CAx, +CAx2 + ... + CAxn =

= С(Лх, + Лх2 + ... + Axn) = C ( b - a )
bərabərliyi ödənəcəkdir. <j t ( f ) inteqral cəmi sabit olduğundan,

ь
f Cdx = lim crT( f ) =  lim C ( b - a )  = C ( b - a ) .
J d (T )-* o  r v  ’ d(T)-> 0  V /  V /
a

l
Misal 2. Tərifdən istifadə edərək, ^x d x  - müəyyən

0
inteqralim hesablaym.

Həlli. [0,1] parçasmı

x0 = 0,Xj = — ,x2 = —, xn = — = l  nöqtələri ilə n bərabər
n n n

hissəyə bölək. Aydındır ki, Лхк = — olar. Çk nöqtələri olaraq,
n

fo-ı»**] parçalannm sağ uc nöqtəbrini götürək:

ğk = xk = — (k = l,n),  d  (l') — max Лхк = —. Onda
n k n

d(T)  -»  0 => n —5̂ 00 . f ( x )  = x  oldugundan, tərifə görə

[xdx = lim a T( f )  = / ;ш У  —  • — = l im ^-r 'S 'k  =
J d ( r h * o  T [ J /  nk=l "  n n k=l

1 \ 1 . 1 n ( l  + n) 1
« n 2 2

M isal 3. [ - 1, 4] parçasında verilmiş / ( x ) = i  + x
funksiyasi üçün [ - 1, 4\ parçasım n bərabər hissəyə bölməklə 
уз ğk (k = l,....,n) aralıq nöqtələrini [*A _/,**] parçalarının orta

4

nöqtələri götürməklə, J ( /  + x)dx inteqralmı hesablaym.
- 1
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Həili. [ - İ ,  4\ parçasını n bərabər hissəyə bölək. Onda

aydındır ki, hər bir [xi4  ,х^ ] parçasının uzunluğu —-ə bərabər
n

olacaqdır. тахЛхк = — (k = l,...,n). Bölgü nöqtələri
k П Ш’

5 5 5
x0 = -1, x t = - l  + —, x2 = - l  + 2 -—,...,xk = -1 + к

n ' n n

xn = 4 . Bu bölgünün diametri d{r) = — -ə bərabərdir.

d ( T ) —> 0 => n —> со . ğk = xk + хкЧ (k = J,...,n) götürək.

Onda f ( x ) = l  + x  oldugundan, <гТ(/')  inteqral cəmi aşağıdakı 
şəklə düşər:

а Л / һ ± ( 1 ^ , ) - Л х 1 =±<( 1 + ^ ± ' '

- z

*=/

Xk - Х к_! +

İ * k  ~ x k - ı ) :

x k -  Xk-1

+

k - l  

(
x 2 -  Xj +

V

f

Xn -  Xn-l +

= +
2 \

x, -  x0 + ■ +

.2  \x 2 ~X,
2

+ X3 ~ X2 +
Xj -X ;2 \

2 \
~ X n-J

~~ Xn X0 +
X 2 - x 2л п л0

4 - ( - l ) +l * j i = 1 2 , 5 .

Мйэууэп inteqralm tərifmə görə 

г ”J ( /  + x)dx + ğky  A xk = 12,5.
- I  '  к = 1
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Misal 4. Tərifdən istifadə edərək, J x 2dx шйэууэп
-1

inteqralim hesablaym.
Həlli. [— 1,0\ parçasmı n bərabər hissəyə bölək. Onda

Лхк = — (k = l , n j v  ә

, 1 7 2 , , 1x0 — —1, Xj — —1 н—  , x 2 = - l  + — xk = -1  + к •— ,..., 
n n n

x n = -1  + П- — = 0 olacaqdır. Bu bölügüniin diametri 
n

<ј(т)= —. d { r ) - ^ 0 = > n —> с о .  ^  aralıq nöqtələri olaraq 
n

Çk =xk = - 1  + k - — sağ uc nöqtələrini götürək. Onda f [ x )  = x 2 
n

f  k Voldugundan, f { ğ k) = Ç2k =  Л  olacaqdır. crr ( / )  inteqral
J

eəmi üçün alarıq:

i f  У=  Ё ж ) '  л , = ± (  - *  -  i t  ■ İ = Ё  f c # =

I/

(Ту
k = l k = l \ n  )  П k = l П

п
= ± ±  ( к - п У = Ц 2 + 22 + .. . (п-1)2).

П Ы1 n '

I2 + 22 +... + n2 = n (n + l \ 2n + 1) məjum düsturundan istifadə
6

etsək,

б
olar.

Onda crT( f )  inteqral cəmi üçün aşağıdakı ifadəni
alarıq:
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а м . 1 , . ы > ф = й „ ц 1л
п 6 6 \  п1М1Л п)

Tərifə görə,

0 ] 
\ x 2dx = lim <7„ ( / )  = lim —J Л-»00 л-* со Л О - ' '

Ч «У
V ' N
V «У

Misal 5. Tərifdən istifadə etməklə J  cos xdx inteqralim
0

hesablaym.

Həlli.
° ’l

parçasını n bərabər hissəyə bölək.

Aydmdır ki, bölgü nöqtələri

л 7t _ 7T j 7Г 71
x n =  0 ,  x ,  =  —  , x 2 = 2 - — ~  x k = k - —  , . . . , x n =  —

2n 2n 2n 2
olacaqdır. [**_/,**] (к = 1,...,п) parçalarınm uzunluğu

Лхк = —  (к = 1,п) olacaqdır. Aydındır ki, bu T bölgüsünün 
2n

diametri d{r)  = —  və d(T) -+0=>n-^> oo. ğk aralıq nöqtələri 
2n

olaraq Çk = x k götürək. Onda f ( x )  = cosx olduğundan, <гт ( / ) 
inteqral cəmi aşağıdakı şəklə düşər:

<?*(/) = 'Z™ sÇk -Axk ^ İ c o s ^
£1 2n t ı  2n

Aşağıdakı məlum düsturdan istifadə edək:
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sin
1— + cosu + cos2u + ... + cosnu =
2 1 • и2 sin-

л
Hu düsturda и = —  götürsək, onda 

2n

A  кл> cos—  = -
M  2 n

sin
f  l \
n + :

Л

2n {
Л  Л  4
— + —  
2

я я-

л
, COS—  ,

i . = ____
2  - . л  22 sin—

4n
2 sin—- 2 sin-

4n 4n
olar. Kosinusların cəmi üçün alman bu ifadəni сгл( / ) - in 
ifadəsinə nəzərə alsaq,

л  л
cos —  —/ 71 Avj 71 Л™ 7T 71гг , ( / )  = ----------— ---------= —— — cos----------

4n ■ я  4n ■ л  4n 4nsin—  sin —
4n 4n

л

Bu bərabərlikdə n -> oo şərtində limitə keçsək, lim = 1
n-> oo , 7t

sin—  
4n

лvə lim cos—  = 1 olduğunu nəzərə alsaq, müəyyən inteqrahn
w-> со

tərifınə görə

л

[ cos xdx = lim ——— • cos—---- —  = 1.
J «-»« . л  4n 4n0 sin —

4n
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Misal 6. Tərifdən istifadə etməklə j a'dx  (a > 0 )
° 1

inteqralim hesablaym.
Həlli. [0,l] parçasım n bərabər hissəyə bölək. Bölgü

nöqtələri ф
1 2  к

x0 = 0 ,  x ,=  — , x2 = — ,..., xk = — ,...,xn = l  olacaqdır. Hər
n ■ n n

bir ta -ı,* * ] (k = l,...,n) parçasının uzunluğu

Лхк - x k -  x k _ 1 = —. Bu bölgünün diametri d(T) = — .
n n

( \ кd (T )—>0=>n-> со. Çk aralıq nöqtəbri olaraq Çk = xk = —
n//

sağ uc nöqtələrini götürək. Onda f ( x )  = ax olduğundan,

I

f { ğ k) = a n olacaqdır. а т( / )  inteqral cəmi aşağıdakı şəklə 
düşər.

/. /  / „  \

ı
n

n * 1 f  1 2 Л Л
( / ) = ! > ” • - =

*-/ n
a n + a n + ... + a n

L l  1 L
Sn = a n + a" +... + a n cəmi, vuruğu q = a n * 1 olan həndəsi
silsilənin ilk n həddinin cəmidir. Həndəsi silsibnin ilk n 
həddinin cəmi düsturuna görə,

S „ = a ” - ^ 4 -
1 - а п

Onda
I  ı_

CT„ ( / ) = ( « - ^ ) - T — -  = {а ~ 1)—г — а " •
,  п  ~а п - 1  ап - 1
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Bu bərabərlikdə n —> oo şərtində limitə keçsək və
1

lim —p — - I n  a və lima" =1 limitlərindənistifadəetsək,
/;-»oo _  /7—>oo

a ” - 1
1

~~ п. 1
lim а т ( / )  = lim (a - 1) —~ —  tf” = ——

a n - 1
ı

alarıq. Deməli, tərifə görə ^ a x dx = a - 1

0 Ina
(13.1), (13.2) bərabərlikləri ilə təyin olunan limitlər 

müəyyən inteqralla aşağıdakı kimi ifadə olunar:
1. Əyrixətli trapesiyanın sahəsi, f ( x )  funksiyasmm \a,b\ 

parçasında inteqralma bərabərdir:
ь

5  = 1  f { x ) d x ,
a

2. Cismin getdiyi yol, surətin inteqralma bərabər olar.
ь

l = ^ v ( t  ) d t .
a

§14. İnteqrallanan funksiyanm məhdudluğu.
Teorem 14.1. f { x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında 

inteqrallanan olması üçün onun bu parçada məhdud olması 
zəruridir.

İsbatı. Fərz edək ki, / ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında 
inteqrallanandır. İsbat edək ki, f ( x )  bu parçada məhduddur. 
Əksini fərz edək. Tutaq ki, f ( x )  [a, b\ parçasında qeyri- 
məhduddur. \a,b\ parçasının diametri d(T)< S  olan ixtiyari 

T = \xk }"=0 bölgüsünü götürək. f ( x )  [a,£>]-də qeyri-məhdud
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oldugundan \xk_,,xk ] [k = I,n) parçalarmdan heç olma 
birində qeyri məhdud olacaqdır. Müəyyənlik üçün tutaq kl , , 
[x0,xy] parçasında qeyri məhduddur.

parçalannda uyğun ola 
%2>%3 >->%n aralıq nöqtələrini seçək və bu ^q tə lə ri qeyd edək, 

nöqtəsi isə [xg.x/] parçasında dəyişir.

<*ı = Л ^ ) Лх2 + + ■•• + /(#„  işarə edək. f ( x )
[x0, x j  parçasında qeyri-məhdud olduğundan VM > 0 ədədi

üçün 6 [x0,x,] nöqtəsi var ki, | / ( ^ J  > — +<T/ .
Z-İJL у

Onda
//

К 01 = \ÄÇ,)'Axı+(T,\> I f ( ğ , )• Лх, I -  \a, I > M  + <Tt -  \<j, I > м . I
Deməli, <т7( / )  cəmi qeyri məhduddur, yəni <j t ( / )  cəminin 
d(T)-+  0 şərtində sonlu limiti ola bilməz. Bu isə /(x )-in  
\a,b\ parçasmda inteqrallanmasi şərtinə ziddir. Deməli fərziy- 
yəmiz doğru deyildir, yəni / ( x )  \a,b\ parçasında məhduddur.

Təbii olaraq sual yaranır: \a,b\ parçasında məH&ud 
ixtiyari funksiya inteqrallanandırmı?

Bu sualın cavabı ümumiyyətlə desək, mənfıdir. 
Məsələn,

\l, x -  rasional olduqda,
(ö, x -  irrasional olduqda,

Dirixle funksiyasına baxaq. Aydındır ki, bu funksiya istənilən 
\a,b\ parçasında məhduddur. Göstərək ki, bu funksiya \a,b\ 
parçasında inteqrallanan deyildir.

Doğurdan da əgər, \a,b\ parçasınm ixtiyari T böl- 
güsündə ğk aralıq nöqtələri olaraq rasional nöqtələr seçsək,
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f f r W  =  E / f & M  = t l^ k = b - a ,
Ы1 к=1

Irrasional nöqtələr seçsək, crT( f )  = 0 olar.
Dcməli, Direxle funksiyasi üçün о ү ( /)  inteqral cəminin 
< / ( 7 ’ ) - * 0  şərti daxilində limiti yoxdur. Başqa sözlə D ( x )  

Dirixle funksiyasi istənilən \a,b\ parçasında inteqrallanan 
deyildir.

§ 15. Yuxarı və aşağı Darbu cəmləri
Fərz edək ki, f ( x )  [a,b] parçasmda məhduddur və bu 

parçada тйэууэп T bölgüsü aparılıb:
T : а = x0 < xl <... < xn = b .

M k = sup f (  x), mk = in f  f (  x )
Xk_,$XÜXt Xt4 SX$Xt

olsun. Aşağıdakı cəmləri daxil edək.
п

ST = MjAX/ +... + M nAxn = ^ М кАхк , (15.1)
к~1

n
sT = +... + mnAxn = ' ^ т кЛхк ,

k-1
Лхк = xk - x k_, , (15.2)

S T və sT cəminə uyğun olaraq, f ( x )  funksiyasmm 
[cı,b\ parçasında T  bölgüsünə uyğun yuxarı və aşağı Darbu 
cnmi deyirlər.

Darbu cəmlərinə həndəsi məna verək. Tutaq ki, f ( x )  
funksiyasi \a,b\ parçasında kəsilməzdir və mənfı olmayan 
qiymətlər alır. f ( x )  funksiyasmm qrafıkı, y  = 0 absis oxu, 
x  = a  və x  =  b diiz xətləri ilə məhdud edilmiş fıqura 
(əyrixətli trapesiya) baxaq. Fərz edək ki, [a,b\ parçasınm 
ixtiyari T  bölgüsü aparılıb. f ( x )  funksiyasi [a,ö] parçasında
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kəsilməz olduğundan hər bir [**_/,**] (k = l ,n)  parçasın 
kəsilməzdir.

M k = max f ( x ) ,  mk = min f ( x )
*4xk-ı *k J

olsun. Aydındır ki, S T yuxarı Darbu cəmi əyrixətli trapesiyanı 
daxilində saxlayan pilləvari fıqurun sahəsi,<j>r aşağı Darbu 
cəmi isə əyrixətli trapesiyanın daxilində yerləşən pilləvari 
fıqurun sahəsidir. ( S r və sT sahələri uyğun olaraq şəkil 2.2  və 
şəkil 2.3-də ştrixbnmişdir).

У+

Şakil 2.3.
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Darbu cəmlərinin aşağıdakı xassələrini qeyd edək.
Xassə 1. Fərz edək ki, <т7 ( / ) f ( x )  funksiyasmm [a,b\ 

parçasınmm T  bölgüsünə uyğun inteqral cəmi, S T və sT isə 
həmin bölgüyə uyğun yuxarı və aşağı Darbu cəmləridir. Onda

S-т — CTj ( / )  — ST
bərabərsizliyi doğrudur.

İsbatı. T  bölügüsünə uyğun /(x ) - ın  
parçasmda dəqiq aşağı sərhəddi mk, dəqiq yuxarı sərhəddi M k 

oldugundan, \ /ğk e  [х*_у,х*] üçün

Bu bərabərsizliyi Axk -ya vurub, к -ya 1 -dən n -ə qədər 
qiymətlər verib tərəf-tərəfə cəmləsək, alarıq:

sT ^  <ут ( /  ) ̂  ST .

Xassə 2. Fərz edək ki, T = {xk}"k=0, \a,b\ parçasınm 
ixtiyari qeyd olunmuş bölgüsüdür. Onda

ST = sup Y^ f{Ç k)Axk , (15.3.)
?k<Axk - ı . * k ] k - l

sT = in f  У ]f{Çk)Axk (15.4)
S k 4 * k - f* k \ k = l

İsbatı. Fərz edək ki, s  ixtiyari müsbət ədəddir. 
Mk = sup f  ( x )  oldugundan, dəqiq yuxarı sərhəddin tərifınə

x„_, <x<xk

görə \ / s > 0  üçün \x k_\ , X k ] parçasınm e b  Çk nöqtəsi var ki,

M „ - - ? - < f ( Ç , ) < M t . ( k  = 1, 2 ,...,«) 
b - a

Buradan,

İ İ M «  ~  1 ~ \ Л К к  < Y s f ( Ç k ) A * k ^ Y J M k A X k  ы А  b - a )  f t  £}
bərabərsizliyini və yaxud
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Sr - e < T , f ( Ç k) Axk - S T
k=l

bərabərsizliyini alarıq. Deməli, dəqiq yuxarı sərhəddin tərifinə 
görə,

ST = şup y / f c ) 4 P -
k. , . x k \ k ^ l

(15.3) isbat olundu. Analoji üsulla (15.4) isbat olunur. 
Xassə 3. Tutaq ki, M  = sup f ( x  ), m = in f f ( x )  və

a£,x<.b a < x ib

T = {xkYk=о [a^ \  parçasının istənilən bölgüsü, с/(г) isə bu
bölgünün diametridir. T' bölgüsü T bölgüsünə / sayda bölgü 
nöqtələri əlavə etməklə alınmışsa, onda

0 < S r - S r < ( M - m ) r d { T ) ,  (15.5)
0 < s r - s T < ( M - m ) l d ( T )  (15.6)

bərabərsizlikləri doğrudur.
İsbatı. Əvvəlcə tutaq ki, T' bölgüsü T  bölgüsünə bir 

yeni х' bölgü nöqtəsinin əlavə olunması ilə alınmışdır. Bu 
halda (15.5) bərabərsizliyini isbat edək. Müəyyənlik üçün tutaq 
ki, xk_j < x' < xk . Onda

k-l
s r  = Y j M, Лх, + sup f ( x )  ■ (x' -  хк.Ј) +

l = I  х ч { х к_ , ,х ' ]

n ^

+ sup f ( x ) - ( x k -  x ')+  X м - dSCı ’
X€[x'.xk ] i=k

n
ST = Axt göstərilişlərindən alarıq:

S T - S r = M k{xk - x k_ , ) -  sup f ( x )  ( x ' - x k_ , ) -
x e[x k- , ,x ']

-  sup /(* ) •  (** -  * ') = M k (xk -  x '  + x' -  **_/)-
xe[x '.xk ]

-  sup f ( x )  (x' - x k_,)~ sup f ( x ) ( x k - x ' )  =
xe[xt _ ,,y ]  xe[x ',x t  ]
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f  \
= M k -  sup f ( x ) (xk - x ') +

v х£[х'’*Л
f  \

4- M k -  sup f { x )  ( x ' - х к ч ). (15.7)
V *-;•*'] У

Məlumdur ki, funksiyanın parçada dəqiq yuxan sərhəddi bu 
parçamn bir hissəsindəki dəqiq yuxarı sərhəddindən kiçik 
deyildir, funksiyanm parçada dəqiq aşağı sərhəddi isə bu 
parçanın bir lıissəsindəki dəqiq yuxarı sərhəddindən böyük 
deyildir, yəni

0 < M k -  sup f [ x )  < M  -  m ,
у ]

0 < M k -  sup f ( x ) < M - m  (15.8)

bərabərsizlikləri doğrudur.
(15.8) bərabərsizliklərini (15.7) bərabərliyində nəzərə alsaq,

S T -  S r  <(М  -  m \ x k -  jc') + (М  -  m \ x '  -  xk_,) =
= (M  -  m \ x k -  x k_,) < (М -  m)d(T ) 

olar. Beləliklə (15.5) bərabərsizliyi / = 1 üçün isbat olundu.
İndi tutaq ki, T' bölgüsü T bölgtisünə / > 1 sayda 

bölgü nöqtələri əlavə etm əkb alınmışdır. Müəyyənlik üçün 
tutaq ki, / < n . 1 = 1 üçün apardığımız isbat prosesini ardıcıl 
olaraq / dəfə ,xk ] ( k  = l,2,...,n) parçalarına tətbiq
etməklə asanlıqla (15.5) bərabərsizliyinin doğruluğuna inanmaq 
olar.

Analoji üsulla (15.6) bərabərsizliyi isbat olunur. Bu 
xassədən aşağıdakı mühüm nəticə alımr.

Nəticə 1. Bölgü nöqtələrinin sayını artırdıqda aşagı 
Darbu cəmi azalmır, yuxarı Darbu cəmi isə artmır.

İsbatı. Tutaq ki \a,b\ parçasının T = }ni=0 bölgüsü
aparılıb. Bölgü nöqtələrinə yeni / sayda bölgü nöqtəbri əlavə 
edək. Alınan yeni bölgünü T' ib  işarə edək. (15.5) və (15.6)
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bərabərsizliklərindən alariq: S T > S r , sT < sr . Nəticə is
olundu.

Xassə 4. İstənilən aşağı Darbu cəmi istənilən yux 
Darbu eəmindən böyük deyil, yəni \a,b\ parçasının istənil 
T, və T2 bölgüləri üçün sTı < ST} bərabərsizliyi doğrudur.

İsbatı. \a,b\ parçasında T, və T2 ^fölgübri apar 
Tx və T2 bölgülərinin birləşməsini T ilə işarə edək. T ~ T ,[ jT  
Aydmdır ki, T bölgüsü Tx və T2 bölgülərinin hər birini 
davamıdır.

Onda xassə 3-dən çıxan nəticə 1-ə əsasən
^ S'i' ^ Sj- ^

olar.
Nəticə 2. f ( x )  funksiyasmm [a, b] parçası üzrə bütiln 

mümkün yuxarı Darbu eəmləri çoxluğu aşağıdan, aşağı Darbu 
cəmbri çoxluğu isə yuxarıdan məhduddur.

Doğrudan da, xassə 4-ә görə istənibn yuxarı Darbu 
cəmi qeyd olunmuş müəyyən aşağı Darbu cəmindən kiçik 
deyildir, başqa sözb, yuxarı Darbu cəmləri çoxluğu aşağıdan 
məhduddur. Analoji mühakiməni aparmaqla, asanlıqla inanmaq 
olar ki, aşağı Darbu cəmləri çoxluğu yuxarıda məhduddur..

Ona görə də bütün mümkün T bölgüləri üçün {лу} 
çoxluğunun dəqiq yuxarı sərhəddi, {Sr } çoxluğunun isə dəqiq 
aşağı sərhəddi vardır: ^

J,  = sup{sT } ,  J* = in f  ST
т т

olsun. Aydmdır ki,
sT < J .  <J* < S T.

J ,  və J* ədədlərinə f { x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında 
uyğun olaraq aşağı və yuxarı Darbu inteqrallan deyilir.
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Darbu lemması. \ f s > 0  ədədinə görə elə ö = S(£)>0  
Odədi var ki, \a,b\ parçasımn diametri d { f )  < S 
berabərsizliyini ödəyən istənilən T bölgüsü üçün

J ,  -  s  < sT < S T < J '  + s  (15.9)
barabərsizliyi ödənir.

İsbatı. İxtiyari e >0  ədədi götürək və onu qeyd edək.
Ibqiq yuxarı sərhəddin tərifinə görə, J ,= s u p { s T}

т

horabərliyindən alınır ki, \a,b] parçasm ıneb 7] bölgüsü var ki, 

sr, > J *~~~ (15.10)

borabərsizliyi ödənilir. T, bölgüsiinün (a,b) intervalmda 
yerləşən bölgü nöqtələrinin sayı I olsun. Tutaq ki, T \a,b] 
parçasmm diametri

l)orabərsizliyini ödəyən istənibn bölgüsüdür. Burada besab 
edirik ki, M  Ф m . Əgər M  = m olarsa, onda / ( x )  = с -  const 
olardı və bu halda istənilən T bölgüsü üçün sr = S T = c ( a -  b) 
və deməli, J , -  ./* - c { b - a )  oiardı. Aydmdır ki, bu halda 
Darbu lemması döğrudur. Əgər f \ x )  sabit funksiya olmazsa, 
təbii ki, M  > m olacaqdır.
T bölgüsünə T{ bölgüsünün nöqtəbrini əlavə edək: T' = T{JT, 
olsun. B eblikb, T'  bölgüsü T  bölgüsünə / sayda yeni bölgü 
nöqtələrinin əlavə olunması ib  almmışdır. Xassə 3-ə görə

£ £

Beblikb,

sTj < sr  <sT+(M -  m)l dİT) < sT + (М - m ) l ■ ~ = sr

sT <sr + —т, г  2
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Alınan bu bərabərsizlikdən (15.10) bərabərsizliyinə görə

və yaxud

г e  sJ,  —  < sT + — 
2 2

J . - £  < ST (15.11)
bərabərsizliyini alarıq. ф

Beləliklə, isbat etdik ki, \ /e  >0  üçün elə öl(e)>0  ədəd

var ki, (məsələn, Sx = — p—:  г götürmək olar) diametri St
21 (M  -  m)

dən kiçik olan istənilən T bölgüsü üçün (5.11) bərabərsizli' 
ödənir.

Eyni qayda ilə isbat etmək olar ki, həmin e > 0  üçün el 

S2(e)>0 ədədi var ki, diametri S2-d3n kiçik olan istənilən T 
bölgüsü üçün

S T < J * + e  (15.12)
bərabərsizliyi doğrudur.

ö(e) = min{S,(£),S2(e)} seçək. Onda diamet 
d(T)< 0 (e ) şərtini ödəyən istənilən T bölgüsü üçün (15.11) və
(15.12) bərabərsizlikləri eyni zamanda ödənəcəkdir və deməli
(15.9) bərabərsizliyi ödənəcəkdir.

Lemma isbat olundu.
Qeyd. (15.11) və (15.12) bərabərsizliklərini uyğun olaraq 

0 < J . - s T <£ , 0 < ST -  J* < £ 
şəklində yazaq. Bu bərabərsizliklərdən alınır ki, 

lim sr = J,  , lim S T =J* .
d(T)-*0 r  d (ry *o  г

Bununla əlaqədar olaraq bir çox riyazi ədəbiyyatlarda Darbu 
lemması aşağıdakı şəkildə deyilir.

D arbu lemması. \a,b\ parçasmda məhdud f ( x )  
funksiyasmm bu parçada J '  yuxan və J ,  aşağı Darbu
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iııleqralları uyğun olaraq yuxarı və aşağı Darbu cəmlərinin 
d ( r ) -> 0 şərti daxilində limitləridir:

J '  = lim S T, J.  = lim sT .
rf(7- y+o T d(T) ->0 T

§ 16. Funksiyanm inteqrailanan olnıası üçün zəruri və kafi
şərt teoremləri

Darbu cəmlərinin xassələrinə əsaslanıb müəyyən 
inteqralın varlığı məsələsini öyrənək.

Teorem 16.1. \a,b] parçasında məhdud / ( x )  
fiınksiyasmm bu parçada inteqrallanan olması üçün zəruri və 
kafı şərt

lim (ST - sT) = 0 (16.1)d(T)->oK т т’
olmasıdır.

İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki, məhdud f ( x )  funksiyasi 
[a, b] parçasmda inteqrallanandır. J  - bu funksiyanın inteqral 
cəminin limiti olsun. f ( x ) ,  \a,b] parçasında inteqrallanan 
oldugundan tərifə görə \ / s > 0  ədədi üçün elə 8  = S(s )>0  
adədi var ki, diametri d(T)< 5  bərabərsizliyini ödəyən istə- 
nilən T bölgüsü üçün Çk (к = l,2,...,n) aralıq nöq-

tələrinin seçilməsindən asılı olmayaraq <тт( / ) inteqral cəmi 
üçün

*=/
və yaxud

J k=l J
bərabərsizliyi ödənəcəkdir.

Darbu cəmlərinin 1-ci və 2-ci xassələrinə görə axırıncı 
bərabərsizlikdən

123



J - - < s T < S T < J  + - .
3 3

alariq, Buradan alırıq ki, diametri d ( T ) < S  şərtini ödəyən 
istənilən T  bölgüsü üçün

£
ST -  sT < 2 • — < e ф

bərabərsizliyi ödənir. Bu isə о deməkdir ki, (16.1) ödənir. 
Zərurilik isbat olundu.

Kafilik. Tutaq ki, s  > 0 ixtiyari müsbət ədəddir. T 
[a,b\ parçasmın elə bölgüsüdür ki, (16.1) bərabərliyi ödənir. 
Göstərəkki, f { x )  funksiyasi [a,b\ parçasında inteqrallanandır.

Yuxarıda göstərmişik ki, [a,b] parçasının istənilən T 
bölgüsü üçün

sr < J , < J \ < S r (16.2)
bərabərsizliyi doğrudur. Bu bərabərsizlikdən (16.1)-ә görə 
alarıq:

0 < J * - J ,  < s .
e  -nun ixtiyariliyindən J,  = J '  alarıq. Aşağı və yuxarı Darbu 
inteqrallarının ortaq qiymətini J  ilə işarə edək, yəni 
J ,  = J* -  J  olsun. Onda Darbu lemmasma əsasən, həmin £-  
na görə elə S = ö(e )> 0  ədədi var ki, diametri d (T )< S  
bərabərsizliyini ödəyən istənilən T bölgüsü üçün

J  -  £ < sT < S T < J  + £ (16.3)
bərabərsizliyi ödənər. Digər tərəfdən Darbu cəmlərinin 1-ci 
xassəsinə görə istənilən T bölgüsü üçün „

sT <crT < S r (16.4)
bərabərsizliyi doğrudur.
(16.4) bərabərsizliyini (16.3)-də nəzərə alsaq, Çk nöqtələrinin 
seçilməsindən asılı olmayaraq
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Ј - e < ^ f { ğ k)Axk <J  + £
к = 1

vo yaxud

k = l

< £

alariq. Bu isə о deməkdir ki, f ( x )  funksiyasi [a,b]-də 
inteqrallanandir. Teorem 16.1 isbat olundu.

Qeyd. Teorem 16.1-də (16.1) şərtini “£ - S ” dilində 
yazaq: \ / £ > 0  görə elə S  = S ( s )> 0  ədədi vardir ki, \a,b\ 
parçasınm diametri d ( T ) < S  borabərsizliyini ödəyən istənibn 
T bölgüsüüçün

S T -  S T < £

borabərsizliyi ödənir.
Bununla əlaqədar olaraq teorem 16.1-i aşağıdakı 

ekvivalent şəkildə söyləmək olar.
Teorem 16.1*. \a,b\ parçasında məhdud f ( x )

funksiyasmm bu parçada inteqrallanan olması üçün zəruri və 
kafı şərt, \ / £ > 0  ədədi üçün \a,b\ parçasınm e b  T 
bölgüsünün varlığıdır ki,

S T -  sT < £ (16.5)
bərabərsizliyi öcbnsin.
Teorem 16.1-dən aşağıdakı mühüm nəticələr alınır.

Nəticə 1. Əgər \a,b\ parçasmda məhdud f ( x )  
funksiyasi bu parçada inteqrallanandırsa, onda f { x )  -in Riman 
inteqral cəmi ib  yanaşı onun aşağı və yuxarı Darbu cəmləri do
b

J f ( x ) d x  ədədinə yığılır.
a

İsbatı. Tutaq ki, f ( x )  \a,b\ parçasında inteqral­
lanandir. Onda (16.5) bərabərsizliyi doğrudur. Teorem 16.1-də 
kafıliyin isbatmda göstərdik ki, bu halda J .  = ./* olur. Aşağı

125



və yuxarı Darbu cəmlərinin bu ortaq qiymətini J  ilə işarə 
etsək, (16.2)-dən alanq:

sT < J  < S T
Buradan, 0 < J  - s T < S T -  sT və Sr -  J  < ST -  sT 
bərabərsizliklərini alarıq. (16.5) bərabərsizliyinə görə axırmcı 
bu iki bərabərsizlikdən ^

J - s T < s  və S T - J  < s  
bərabərsizlikləri alxnır. Bu isə о deməkdir ki,

lim sr — J  və lim ST = J  .
rf(7')->0 d( T) - *0

Teorem 16.1-in isbatında göstərmişik ki, J  ədədi f { x )  
funksiyasmm <xr ( / )  inteqral cəminin d (T ) -± 0  şərti daxilində

b

limitidir, yəni ./ = J f ( x ) d x . Beləliklə, əgər f ( x )  \a,b\
a

parçasında inteqrallanandırsa, onda f ( x )  funksiyasmm crT( f )
inteqral cəmi ilə bərabər onun Darbu cəmləri də d (T )—>0 şərti

ь

daxilində J  f ( x ) d x  ədədinə yığılır. Nəticə 1 isbat olundu.
a

Tutaq ki, f ( x )  \a,b\ parçasında məhduddur və [a,b] 

parçasında T  = {xk }"кж0 bölgüsü apanlmışdır.

M k = sup f ( x ) ,  mk = in f  f ( x )
xe[xk_,,xk ) xc[xk_!,xk }

olsun. cok( f )  = M k - m k ( к -  1,...,n ) kəmiyyətinə /(jc)

funksiyasmm [**_,,**] parçasında rəqsi deyilir. M k >m k 
oldugundan cok( f ) > 0  olması aşkardır. Onda *

п n n
S T - s T = J ] M k Ахк - ^ п г к Axk = ^ ( М к - т к)Ахк =

к = 1  k ~ l  к = 1

Ы1
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Beləliklə, teorem 16.1-dən aşağıdakı nəticələr almır.
Nəticə 2. \a,b\ parçasında məhdud f { x )  funksiyasmm 

bu parçada inteqrallanan olması üçün

miinasibətinin ödənməsi zəruri vo kafıdir.
Nəticə 3. \a,b\ parçasında məhdud f ( x )  funksiyasmm 

buparçadainteqrallanan olması üçün \ f e > 0  üçün
n

Yi®k( f) 'AXk < s
к = 1

bərabərsizliyini təmin edən T  bölgüsünün varlığı zəruri və 
kafıdir.

\a,b\ parçasında məhdud f ( x ) funksiyasmm Riman 
mənada inteqrallanan olması haqda daha bir meyar söyləyək.

Teorem 16.2. [a,b] parçasında məhdud f ( x )
funksiyasmm bu parçada inteqrallanan olması üçün J , =  J '  
bərabərliyinin ödənməsi zəruri və kafıdir.

Misal 1. f ( x ) = y [ x ,  x  e [0,/] funksiyasi üçün M  
parçasını n bərabər hissələrə bölməklə yuxarı və aşağı Darbu 
cəmlərini hesablaym.

HəIIi. [ОД] parçasım n bərabər hissəyə bölək.

- n  - 1  - 2  - kXq — 0, Xj — , Xj — ,...,xk — ,...,xn —1.
n n n

Лхк =xk - x k_j = — (к  - 1,2 ,...,и). f ( x ) - 4 x  funksiyasi 
n

[0Л\ parçasında kəsilməzdir və artandır. Ona görə,

Mk = max f ( x ) -  max л / х = Ј х ^  = л — ;
к- , .хк ] v У п
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к - 1тк = min f ( x )  = min J x  = J x ~ ,  = —  

А: = 1,2,...,п
olacaqdır. Onda, 5 n - yuxari Darbu cəmi,

s . = İ ^ - A , = 2 : J ^ ' -  = - Z # :*,/ ы , \ п  }7 n f ^ , \ n
sn -aşağı Darbu cəmi isə

s„ = 2 ." v ^  = ~ L \  —  = ~ 2 . \ гt l  п п ,  п ^ Ь
olacaqdır.

Misal 2. / ( x ) = 2 ‘t , x e [0 ,/0 ]  funksiyasi üçün [0,70
parçasım и bərabər hissəyə bölməkb, yuxarı və aşağı Darb 
cəmlərini hesablaym.

Həlli. [0,70] parçasını n bərabər hissəyə böbk. Aydındır

ki, *0 = 0, x, = — , x, = 2 — ,..., xk = k ^ - , . . . , x n = 10 , 
n n n

Лхк = —  olacaqdır. 
n

f ( x ) = 2 x funksiyasi [0,70] parçasmda kəsilməzdir və artandır 
Ona görə,

k.ll
M k = max / ( x )  = max 2х = 2х k =2 " ,

xe[xi-,.xk ] * Ф » -/ **]

(k-l\—
mk = min f ( x )  = min 2х = 2ХкЧ = 2 n , k - l ,2 , . . . ,n

«[**-(.**] дге[х,.,,хЈ

olacaqdır.
Onda Sn -yuxari Darbu cəmi ^
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Sn = 2 X
к = 1  к = 1

sn -aşağı Darbu cəmi isə

V  и V 9 (MT  10 10 V?*'-= L 2  — -  = — Z . 2  = ~ L 2
Ы 1 к =1 п п м  п к=0

şəklində olacaqdır.
/о 2 .İ2 10 10

2" +2 п +... + 2 " cəmi, vuruğu q = 2"  olan həndəsi 
silsilənin ilk n həddinin cəmidir. Həndəsi silsilənin ilk n 
həddinin cəmi düsturuna görə

ү^ 2к^  = 2 Л 1 ~ 2‘°)  =  1023- 2 я
k=0

т
1 - 2 "

w
2 n - 1

Onda

5  =

10
10230-2"

(  10 ~\'
2 n - 1

\
10 2-10

" =1 + 2" +2 " +... + 2
k=0 ■*

olduğundan,

s„ =

_  1 ( l - 2 10)  _  1023
10

1 - 2 n
11 

2 "  - 1

10230
( ı o  \  '

n 2 n - 1

Misal 3. Göstərin ki, f ( x )  = l  + x  fimksiyası üçün 
\ - l ,4 \  parçasında teorem 16.1* -un (16.5) şərti ödənilir və
4

j(7 + x)dx inteqralim inteqral cəminin limiti kimi hesablaym.
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Həlli. Teorem 16. 1 -э görə \ / е > 0  üçün \-1,4\ 
parçasının elə T bölgüsünü tapmaq lazımdır ki, ST - s T <s 

bərabərsizliyi ödənsin. [ - 1,4] parçasım n bərabər hissəyo 
bölək.

T : x0 = -1, x , = - ]  + - ,  x2 = - ф  2
n n

x3 = - 1  + 3 xk = -1  + к xn =4 . 
n n

Aydındır ki, Axk = —, d(T) = — . f ( x ) = l  + x  funksiyasi hər 
n n

l + { k - l ) - , - l  + k -  (k = Tjı)
n n \

parçasında kəsilməz və artari olduğundan özünün dəqiq aşağı 
sərhədini sol uc nöqtəsində, dəqiq yuxan sərhədini sağ uc 
nöqtəsində alacaqdır. Ona görə

bir elementar [**_/, x j  =

s» = = İ df \ - l  + 5
k - 1

k=l k=I
5
п

= ± 1 ( к - 1 ) ± = Ц ± ( к - 1 ) ,
ш П  n n k=,

S , = Y JM kA x l = Y j A - l  +
* = / k=l

5 k \  5 ^ 5 k  5 2 5 Л  ,

Ы1
Onda

S - s  =
25
n \k=I к=1 ,

25

25 25
— ~ . n  =  —

n n

Aydındır ki, əgər n > —  ödənərsə, onda bu bərabərsizliyi
£

ödəyən bütün natural n ədədləri üçün S„ -  sn <£  bəra- 
bərsizliyi ödənəcəkdir. Onda teorem 16. Г-а görə

130



I = J(i + x)dx  inteqrali mövcuddur. Bu inteqrali tərifdən
-1

istifadə edərək hesablayaq. ğk aralıq nöqtələri olaraq 
elementar parçalarmm sağ uc nöqtələri götürək. Aydındır ki, 

n —> oo . Onda inteqral cəmi aşağıdakı şəkildə olar.

v , ( f h ± f [ - l  + - Y  = ± ^ - b -Ы1 V n j n  t~!n
Tərifə görə,

f(/ + x)dx = lim У —  • к = lim ~ T k  = lim Ц  •
«-»оо ^  т  w—>co м  «—>co

4

Beləlikb, J ( /  + x)dx =

M isal 4. [2,3] parçasında elə T  bölgüsü aparın ki, xk
bölgü nöqtələri həndəsi silsib  əm əb gətirsin. ğk nöqtələrini

з

[xk j у xk ] parçalarının sag uc nöqtəsində götürməklə, j x sdx
2

inteqralim inteqral cəminin limiti kimi hesablaym.

n->CO —  n- W >co n‘ —  n—>co n* 2 2

25

Həlli. T :?%= 2, x,  = 2 ql—, x2 = 2
Ж

f  ПГЛ3 r
I 3 M 1

\ r~ ,...,xk = 2•
V 2 '  ' К

V2V V ’ У
x = 5’ ’ n

götürək. Aydındır ki, bu bölgü nöqtələri, vuruğu q = v — > l  

olan həndəsi silsibdir. {k = l ,n)  parçalarınm uzunluğu
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Л хк = х к - х к_ ,= 2

С г т \ к ~ '  f

( / Г *
J 2 ,

( / 7 '

=  2

Aydındır ki, #

/  ry\*-V
d (r )=  maxЛхк =max2  « |y

f7  1”1— —1 -  0 "oldugundan, я —> oo <=> ) —> 0.

i j j j  =2q*.  Onda о ү ( /)

olacaqdir. limП-+ oo

^  araliq nöqtələri olaraq [**_/,**] parçalannın sag uc
/  rxV

nöqtələrini götürək: Çk = xk = 2
\  ’ -  /

inteqral cəmi aşağıdakı şəkildə olar.

^  = Е Ж М * * = Z £  = X х* =
*-/ *=/ *=/

- t t f e - j j f *  + « ’ + « "  +

= M ?  - ;)« ф  ч у  V  + J 4 ^ =

= 1 6 { q - l ) q Ä
q 4 ~  1

= { q - l ) q
34 - 2 4

l4 - l
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= 65 У- -  = 65-
q ‘ - ı  ( « + Д <?г + 4

Asanliqla inanmaq olar ki, и —> со => <7 -»  1 və tərsinə 
(/ -> 1 => n —> oo.

<*V 65lim cr = lim <j „ -  lim  rr-^ r = — .
» я-+1 (q + l \ q 2+ 1) 4

3 /'C
Beləliklə, f x 3dx = — .

I 4
Misal 5. [2,3] parçasını n bərabər hissəyə bölüb, £

aralıq nöqtələrini [**_/>**] (k - l , n ) parçalarınm sol
з

nöqtələrində götürməklə j  x 3dx inteqralim inteqral cəminin
2

limiti kimi hesablaym.
Həlli. [2,3] parçasmı n bərabər hissəyə bölək. Alınan 

bölgü T olsun.

T : x0 -  2, Xj -  2 + —, x2 = 2 + 2 ,xk =2 + к xn = 3. 
n n

[јса._у,jca] parçasınm uzunluğu

*
uc

n

Лхк = xk - x k_ ,= 2  + 2 +
k - 1

T bölgüsünün

n

diametri

n

d{r)  = max Лхк = — .

tk = Xk-l= 2 +

к n

(k = l ,n)  götürək. Aydındır ki,

0 <=> п - > да. Onda a n( / ) inteqral cəmi aşağıdakı 
şəkildə olar.

n

= İ , f { Ç k ) 'A * k  = E # /  A x k = Zk = l k=l k-l
2 + k - l I

n
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п
= 2*=/

j - к  — 1 J  k - l
8 + 12 + 6 \ ------

n \  n J

3 \

\  n )

- \ b + % l b - * y + - j ±  ( * - ' ) '  In k=l n k-l n к=1 ф
Doğruluğu riyazi induksiya prinsipi ib  asanhqla isbat olunan 
aşağıdakı düsturlardan istifadə edək.
V"1 / 7 -> j n(n + l)2_jk = 1 + 2 + 3 + ... + n = —
k=l

j 2 j2 2 o2 2 n(n + l\2 n  + l)> к =1 +2  +3 +... + n = — -  ,
^  6k=l

^ k 3 = l 3 + 23 + З3 +... + n3 =
к=1
Onda

Mn + l )

0 12 ( n - l ) n  6 n(n + l \ 2 n  +1) 1a  =8 + —  + —  • —-----  L + —
n n n

(n -  l)n
2

i z J & z A J j i z J İ
n

lim стп = 8 + lim 6
П-> oo

2 п2 4п2

üzl х н_ х L ( n z i '3
П

+ lim ■
Л-*°о У1 П-> со

- +  //W —л-ио и

о * 1  1 I * 1 65— 8 + 6 + 2-1—  — 16 — = —
4 4 4

B eblikb, J  x 3dx = — .
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§17. Riman mənada inteqrallanan funksiyalar sinfl 
Teorem 17.1. \a,b\ parçasında kəsilməz / ( * )  funksiyasi 

homin parçada inteqrallanandir.
İsbatı. Parçada kəsilməz funksiya həmin parçada

£*
müntəzəm kəsilməzdir. Ona görə ixtiyari — — > 0 ədədi üçün

b - a
clə S  = ö(e ) > 0 ədədi var ki, jx' -  x"\ < S  bərabərsizliyini 

üdəyən istənilən x 'e[a ,& ], x ” e \a ,b \  nöqtələri üçün

I/ ( * ') - / ( * - ) !  < - L -
b - a

bərabərsizliyi doğrudur. [a,b] parçasının diametri S  -dan kiçik 

olan istənilən T  = {xk }”=0 bölgüsünü götürək. Parçada 
kəsilməz funksiya özünün dəqiq aşağı nə dəqiq yuxarı 
sərhədlərini aldığından, , xk ] parçasında elə ğk və r/k 
nöqtələri var ki,
М к = sup / ( * )  = / ( & ) ,  mk = inf  f ( x ) =  / ( % )  Aydındır 

ki, \ğk ~Tjk\< Axk < d { r )<  ö(s )  olduqda,

К - Щ = \ Л & ) - / Ы  < т ^ — (k = l,n).b - a
Beləliklə, d ( T ) < e  şərtini ödəyən VT bölgüsü üçün

п £ n
0 < S T - s T = Y  (Мк -  mk )Лхк < ------ У 'A xk = E bərabərsizliyi

м  b - a f ^ ,
ödənəcəkdir. Onda teorem 16.1*-a əsasən, f ( x )  \a,b\- də 
inteqrallanandir.

Teorem 17.1 isbat olundu.
Aşağıdakı teorem Tcəsilməz funksiyalardan daha geniş 

funksiyalar sinifinin də inteqrallanan funksiyalar sinfınə daxil 
olduğunu göstərir.
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Şərtləşək ki, əgər x  nöqtəsi (a,b) intervalına daxildirsə, 
onda deyirlər ki, (a,b) intervalı x nöqtəsini örtür.

Teorem 17.2. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında 
təyinolunmuşməhdud flınksiyadır. Əgər, \ f s > 0  ədədinə görə 
/ ( x )  funksiyasmm bütün kəsilmə nöqtələrini örtən və 
uzunluqlan cəmi s  -dan kiçik olan sonlu iftyda intervallar 
varsa, onda / ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında inteqrallanandir.

İsbatı. Tutaq ki, M  və m / ( x )  funksiyasmm \a, b\ 
parçasında uyğun olaraq dəqiq yuxarı və dəqiq aşağı 
sərhədləridir. Qeyd edək ki, əgər M  - m  olarsa, onda / ( x )  
\a,b\ parçasında sabit funksiya olardı və biz sabit funksiyanm 
inteqrallanmasım bilirik. Ona görə M  > m hesab edəcəyik.

sIxtiyari s  > 0 götürək və onu qeyd edək. e, = -------- г olsun.
2(M -  m)

f i x )  funksiyasmm kəsilmə nöqtəbrini uzunluqları cəmi £, - 
dən kiçik olan sonlu sayda intervallarla örtək. \a,b\ parçasının 
bu intervallara daxil olmayan nöqtəbr çoxluğu sonlu sayda cüt- 
cüt kəsişməyən parçalardan ibarətdir. Bu parçaları əlavə 
parçalar adlandıraq. Əlavə parçalann һәг birində f { x )  
kəsilməzdir və deməli һ ә т  də müntəzəm kəsilməzdir. k -cı 
əlavəparçanı (k  = l,2,...,m) ib  işarə edək. Deməli, e b

8k > 0 ədədi var ki, -  g'j < Sk şərtini ödəyən

6 [я* A J  nöqtələri üçün

№ - т < - ф %  07 .1 )

bərabərsizliyi ödənilir.
8  = min 8k qəbul edək və [<3 ,̂ bk 1 əlavə parçasında diametri 8  -lzkzm
dan kiçik olan istənilən Tr bölgüsü götürək. (17.1) 
münasibətinə görə Tr bölgüsünün һәг bir parçasında / ( x )
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I'unksiyasmm M k dəqiq yuxari sərhəddi ilə mk dəqiq aşağı
£

sərhəddinin fərqi  г ədədindən kiçik olacaqdır.
2(b -  a)

(Ümumiyyətlə, ixtiyari X  çoxluğunda
s u p f ( x ) - i n f  f ( x ) =  s u p ( f { ç ) - f ( r ] ) ) =  sup
X X 4,i]zX Ç.neX

münasibəti doğrudur). Əgər əlavə parçaların bütün bölgü 
nöqtələri üzərinə f ( x )  funksiyasmm kəsilmə nöqtələrini örtən 
intervalların uc nöqtələrini əlavə etsək, alınan {xA.} nöqtələri 
\a,b] parçasınm yeni bir T  bölgüsünü yaradır. [a,b] parçasmın 
bu cür qurulmuş T  bölgüsü üçün

п
^ т- ^ т= ^ ( М к - т к)Л хк =

k=I

= Z  ~ тк)Л хк + E  (м к - тк )д хк
olar. Burada, bir ştrixlə göstərilən с э т  elə [хАг_/, ] parçalarına

aiddirki, (xk_,,xk) intervallarından һәг biri f ( x )  funksiyasmm 
kəsilmə nöqtəbrini örtən intervallardan biridir. İki ştrixb 
göstərilən cəm isə e b  parçalarına aiddir ki, bu
parçalardan hər biri Tr bölgübrindən birinin parçasıdır. / ( x )  
funksiyasmm kəsürfıə nöqtələrini örtən intervalların uzunluqları 
cəmi s l ədədindən kiçik olduğundan və istənilən к üçün 
M k - m k < M  - m  oldugundan bir ştrixb göstərilən cəm üçün 
alarıq:

Z  (■Mk ~ тк)Лхк 4 М ~ т)Т, Axk <

< (М " " ) 1 И = §  ( ! 7 - 2 )

tki ştrixb göstərilən с ә т  Tr (r  = l,2,...,m)  bölgübrinin 
parçalarına aiddir və qurmaya əsasən bu parçalarxn һәг birində
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f ( x )  funksiyasmm dəqiq yuxan sərhədi ilə dəqiq aşağı 
£sərhədinin fərqi

2{b - a )
ədədindən kiçikdir. Deməli,

- mk)Axk <—7 г
* ' k 2 { b - a )

(17.3) 

bölgüsü üçün(17.2), (17.3) münasibətlərindən alımr ki, T  
ST -  sT < £ bərabərsizliyi doğrudur.

Beləlikb, \ / e > 0  ədədi üçün \a,b\ parçasının elə T 
bölgüsü var ki, ST -  sr < £ bərabərsizliyi ödənilir. Onda teorem 
16.1*-a görə f ( x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında inteqrallanan 
olmasmı alanq.

Teorem isbat olundu.
Naticə 1. [a,b\ parçasmda məhdud və sonlu sayda 

kəsilmə nöqtəsinə malik f ( x )  funksiyasi bu parçada inteqral- 
lanandır. Xüsusi halda, \a,b\ parçasında hissə-hissə kəsilməz 
olan f ( x )  flmksiyası bu parçada inteqrallanandir..

İsbatı. Fərz edək ki, f { x )  funksiyasımn \a,b\ parçasında 
p  sayda kəsilmə nöqtəsi vardır. Нәг bir xk kəsilmə nöqtəsini 

£
u z u n lu ğ u  dən kiçik intervallarla örtək. Bu halda bütün

2p
£kəsilmə nöqtəbrini örtən intervalların uzunluqları cəmi — -dən

kiçik olacaqdır. Onda teorem 17.2-yə görə f { x )  funksiyasi 
\a,b\ parçasmda inteqrallanan olar.

Xatırlayaq ki, \a,b\ parçasında təyin olunmuş / ( x )  
funksiyasi aşağıdakı iki şərti ödədikdə, ona hissə-hissə 
kəsilməz funksiya deyilir.
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1 ) \ a , b \  parçasının sonlu sayda nöqtələri istisna olmaqla 
bütün daxili nöqtələrdə f ( x )  kəsilməz olsun, bu sonlu sayda 
nöqtəbr isə / ( x )  -in I növ kəsilmə nöqtələri olsun.

2) a  sol uc nöqtəsində / (x ) - in  sağ limiti, b  sağ uc 
nöqtəsində isə sol limiti olsun.

Qeyd. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi \ a , b \  parçasında 
inteqrallanandir, g(x) funksiyasi isə \ a , b \  parçasınm sonlu 
sayda nöqtələri istisna olmaqla \ a , b \  parçasında / ( x )  
funksiyasi ilə üst-üstə düşür. Onda g(x) funksiyasi da [a,b\

b b
parçasında inteqrallanandir və J  f ( x ) d x  =J g ( x ) d x  bərabərliyi

a  a

doğrudur.
Bu qeydin doğruluğuna Nəticə 1-in isbat sxemindən 

istifadə etməklə inanmaq olar.
b

B eblikb, teorem 17.2-nin şərtbri ödəndikdə J f { x ) d x
a

inteqralimn qiyməti /(x ) - in  kəsilmə nöqtəsindəki qiymətindən 
asili deyildir. Ona görə də əgər f ( x )  funksiyasi \ a , b \  

parçasmın müəy^ən nöqtəbrində təyin olunmayıbsa / (x ) - i  bu 
nöqtəbrdə təyin etm əkb ( / ( x ) - in  \ a , b \ - də məhdud qalması 
şortib) /(x ) - in  \a,b] parçasında inteqrallanqjı olmasına nail 
olmaq olar.

г  d xMəsələn,  r—r------ —л inteqralinda inteqralalti
J0 c o s  x \ l  + tg X )

я
funksiya x = — nöqtəsində təyin olunmayıb.
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^   ̂ cos2 x(l + /g 2x)

1 ,  0  <  X <  —  , —  <  X <  Л ,
2 2

teyin olunmayıh , x  = y-

funksiyasi üçün x = ~  nöqtəsi f ( x )  funksıf^sınm aradan 

qaldırıla bilən kəsilmə nöqtəsidir: lim f ( x )  = lim /(jc) = 1.
xr—»—+0 

2
Х-У—- 0

2

f  y j  = 1 götürək. Onda alman yeni funksiya Vx e [0,л\ üçün

eyniliklə 1 -э ЬэгаЬэг olar və deməli, axtarılan inteqral л  -ya 
bərabər olar.

Sonsuz sayda kəsilmə nöqtəsinə malik inteqrallanan

fimksiyaya aid misal göstərək. 

kimi funksiyaya baxaq:

parçasında aşağıdakı

/ ( * )  =
(  ■sign sin—
К х )

0
Tərifə görə,

/ W =

, x Ф 0 , 

, х  = О

1 s in— > 0 ,
X

- 1, sin — < 0 , 
х

0, sin — = 0 .
X

/ ( х )  funksiyasmı aşağıdakı şəkildə göstərək.
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Aydındır ki, X  = i xk = — , к e  N  \ nöqtələr çoxluğu / ( x )  
l  ктс J

llınksiyasınm I növ kəsilmə nöqtələridir. Doğurdan da, к = 2n 
cüt olduqda

/
1

\

f

2 п л  
Ы 
1

-О
1

2п л
- +  0 =  - 1

və k - 2 n - l  tək ədəd olduqda
f  * л }

(2n -  1)л
О = - 1 . /

/
■ + 0

(п = 1,2,..)

1,  (п = 1,2,*..)
(.2п -  1)л

х = 0 nöqtəsi f ( x )  funksiyasmm II növ kəsilmə nöqtəsidir.

Çünki, sin— funksiyasmm x = 0 nöqtəsində limiti yoxdur. 
x

> 0 ədədi götürək və onu qeyd edək. x - 0  nöçtəsini
E e \  *intervalı ilə örtək. x - 0  nöqtəsi X  çoxluğunun limit

nöqtəsi olduğundan bu intervaldan kənarda yalnız sonlu sayda 
kəsilmə nöqtəsi vardır. Tutaq ki, bu intervaldan kənarda qalan 
kəsilmə nöqtələrinin sayı p  -dir. Aydındır ki, p  ədədi s  -dan

£
usılıdır. p  sayda kəsilmə nöqtələrinin hər birini uzunluğu-----

2 p

dən kiçik olan intervalla örtək. Onda / ( x )  funksiyasmm bütün



S €kəsilmə nöqtələrini uzunluqlan cəmi — + p  - e  ədədinl
2 2p

aşmayan sonlu sayda intervallarla örtmək olar. Onda teoreı

parçasındı17.2-уә əsasən, f ( x )  funksiyasi | ö ,y

inteqrallanandir.
Teorem 17.3. \a,b\ parçasında monoton f ( x )  funksiya 

bu parçada inteqrallanandir.
İsbatı. Müəyyənlik üçün fərz edək ki, f ( x )

azalmayandır. Onda Vx e  \a,b\ üçün f ( a ) < f ( x ) < f ( b )  
olduğundan, f ( x )  \a ,b \ -  də məhduddur. İxtiyari s  >0 
ədədi götürək və onu qeyd edək. \a,b\ parçasınm ela

t*

T = {xk}l*o bölgüsünü götürək ki, d(T)< — - - - - - - -  olsuu
f ( b ) - f ( a )

Мк = sup f ( x )  щ  -  i n f  f ( x )  olsun. f ( x )  sabit funksiya
хк_ ,< х ^

olmadığından, f (b )>  f ( a ) .
Aydmdır ki , bu halda M k = f ( x k), mk = f ( x k_l ) 

olacaqdır. Onda
П П

ST - s T = ^ o ) kA x k = Y X f ( x k) - f ( x k_ i ^ x k <
к=1 к=1

S d ( T ) £  [ / ( * .) - Ж - , )] = d (T ) ( f (b )~  f (a ) )  < s.
к=1

alanq. Teorem 16.Г-а görə f ( x )  [<з,б] parçasında 
inteqrallanandir. Teorem isbat olundu.
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§ 18. Müəyyən inteqralın əsas xassələri 
Xassə 1. Qəbul edilir ki,

j  / ( x )  dx = 0 .
а

Xassə 2. Tutaq ki, f ( x )  \a,b\ parçasmda inteqrallanandir. 
a < b  şərti daxilində qəbul edilir ki,

a  b

J f(x)  dx = - J  f{x) dx.
b  a

Xassə 3. (Sabit vuruğun inteqral işarəsi xaricinə çıxarıl- 
ınası). Əgər f ( x )  funksiyasi \a,b] parçasında inteqral - 
lanandırsa, onda VC e  R həqiqi ədədi üçün C /(x)-də [a,b\ 
parçasmda inteqrallanandir və

b  b

\ c f (x)dx  = c \ f ( x ) d x .
a  a

Bu xassənin isbatı aşağıdakı bərabərlikdən alınır.

\ C f ( x ) d x  = lim Ј Г  Cf{ğt ]Дх( =
a  i= l

= € • Јј™ E  / f e  = •
/W a

Xassə 4. Əgər /  (x) və g(x) funksiyaları [a,&] parçasında 

inteqralianandırsa, onda /  (x) + g(x)  -də \a,b\ parçasında 

inteqrallanandir və

J ( /(* )  + g{x))dx = J f ( x ) d x  + j  g (x )d x . (18.1)
a  a  a

İsbatı. \a,b\ parçasmın ixtiyari T  bölgüsü və 
6 [хм ,х, ј aralıq nöqtələri üçün
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'KfcC 1*1 p (!■*' И  ?•
o - r t / + g ) = Z l / f e ) + g f e ) K = Z / t e ) ^ ,  +Z ^ f e ) A

/ - /  i - l  İ - I  J

bərabərliyi doğrudur. / ( x )  və g(x) funksiyalan [а,Л| 
parçasında inteqrallanan oldugundan 0 şərti daxilinde
sag tərəfdəki inteqral cəmlərinin limitinin varlığından, sol təraf» |  
dəki cəmin də limitinin varlığı alınar. Sonuncu bərabərlikdl; 
d {r ) -> 0  şərtində limitə keçsək, Riman inteqralının tərifina 
görə (18.1) bərabərliyini alarıq.

Nəticə 1. Əgər f k(x \  к = \,n funksiyaları \a,b] - də

inteqrallanandırsa, və Ck {k = 1,«) sabit ədədlərdirsə, onda
n *

X Q / , ( x )  funksiyasi da [<3,/>]-də inteqrallanandir v i ı
k =l

\ Y JCkf k(x)dx = Y j Ck \ f k (x )dx .
a k-l a

Nəticə 2 . J(/(x)-g(x)]d!x  = J/(x)d!x -  ]  g(x>& . I
a  a  a

Xassə 5. Tutaq ki, a < c < b . Onda, əgər / ( x )  
funksiyasi [a, c} \c,b\ parçalarında inteqrallanandirsa, [a,b] ^
parçasında da inteqrallanandir və aşağıdakı bərabərlik 
doğrudur,

b e b
J  /  (x)dx =  J / (x)dx + J  /  (x)dx.
a a c

İsbatı. / ( x )  \a,b\ və \c,b\ parçalarmın һәг birindəi
inteqrallanan oldugundan, bu parçalarda məhduddur və deməli, 
/ ( x ) ,  \a,b\ parçasında da məhduddur.

Tutaq ki, \ /e>  0 verilmişdir. / ( x )  [a,c] və M
parçalarında inteqrallanan oldugundan teorem 16.1*-dən çıxan
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ıı.ıiıcə 3-ə görə, uyğun olaraq elə T, və T2 bölgüləri seçmək 
olurki,

I  (./ к  < Z  < f
т, т2 ^

Iwrabərsizlikləri ödənər. Tutaq ki, T \a,b\ parçasınm böl- 
güsüdürvə Tx və T2 bölgülərininbirləşməsidir: T = T,[}T2. 

Aydındır ki,

Z  a ‘ ( / ) ^  = Z  0J‘ ( f )** '  + Z  ( / ) ^  < £ ■
т т, т2

Onda funksiyanin inteqrallanmasi haqda zəruri və kafı şərt 
tcoreminə görə (teorem 16.1*) / ( x) \a,b] parçasında inteq-
rnllanandır.

Yuxarıdakı şəkildə qurulmuş T  bölgüsü üçün inteqral 
cəmini aşağıdakı şəkildə yazaq:

£ / t e K = X / f e > , + £ / ( # > ,  (18.2)
т т, т2

Aydmdır ki, T,T} ,Т2 bölgülərinin diametrbri arasında 

d(l])< d ( r )  ; d(Tn )<  d ( r )  münasibəti doğrudur və d(T)->0  
şərtində d(T\) -±0  və d(T2) - > 0 .  Ona görə (18.2) b^a- 
bərsizliyində d (T ) -> 0  şərtində limitə keçsək, müəyyən 
inteqralın tərifınə əsasən alarıq:

J f ( x ) d x  = j f ( x ) d x  = J f ( x )d x  .
а  а  с

Xassə 6. Əgər f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında inteq-
rallanandırsa, onda bu funksiya \a,b\ parçasına daxil olan 
istənibn \c,d\ parçasında da inteqrallanandir.

İsbatı. Tutaq ki, Vs  > 0 verilmişdir. / ( * ) ,  [a,6]-də
inteqrallanan oldugundan, teorem 16.Г-уә əsasən [a,b] 
parçasınm e b  T  bölgüsü var ki,

Sr - s T < e .  ( i 8.3)
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Tutaq ki, Т' \a,b\ parçasxnm bäşqa bir bölgüsüdür və I 
bölgüsü T  bölgüsünə с və d  nöqtələrinin əlavə edilməsi ib 
almmışdır: T' = T [ j { c ,d } . Aydındır ki, T' bölgüsü [c, <У | 
parçasında bir bölgü doğurur və bu bölgünü Tt ilə işarə eda 
Onda ф

E xi -  X  xi ~ Sr  ~ st' ■ (1 8.4)
r  r

(18.4) bərabərsizliyində birinci cam T, bölgüsünə uyğun məH 
olmayan hədlərin cəmindən ibarətdir, ikinci cəm isə 
bölgüsünə uyğun mənfı olmayan hədlərin cəmindən ibarətdir' 
birinci cəmdə iştirak edən hədlər həm də ikinci cəmdə iştir 
edir. T czT'  oldugundan Darbu cəminin məlum xassəsinə (ba 
§15, xassa 3-dən alman nətiçə 1) və (18.3)-ə görə

Sr - s r < S r - s T < £ .  (18.5)
(18.4) və (18.5) bərabərsizliklərindən alınır:

^ , А х , < е .
Т,

Onda teorem 16.1* -dən çıxan nəticə 3-ə görə / ( x )  [c,<
parçasında inteqrallanandir.

Xassə 7. f ( x ) və g(x) funksiyaları [а,б] parçasınıl 
inteqrallanandırsa, onda / ' (x)g(x)  hasili də \a,b] parçasınd 
inteqrallanandir.

İsbatı. / ( x )  və g(x) funksiyaları [a,b\ parçasınd 
inteqrallanan oldugundan, bu parçada məhduddurlar, baş 
sözlə elə A > 0  və B > 0  ədədləri var ki, V xe[a,ö ] olduqd 
I /(x ) |<  A, I g(x)|< В . Fərz edək ki, \a,b\ parçasında һәг ha 
T bölgüsü aparılıb. Vx', V x''e [х*_/;х*] üçün 
f ( x ' ' ) g ( x "  )  -  f ( x '  )g ( x '  )  = [ f ( x ' ' ) g ( x "  )  -  f ( x '  ) g ( x "  )  + 
+ f ( x '  ) g ( x ' ' )  -  f ( x '  ) g ( x ' )] = \ f ( x ' ' )  -  f ( x '  )]g(x ' ' )  +
+ f ( x ' ) [ g ( x " ) - g ( x ' ) }  (18.6)
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••yııiliyini yazaq. / ( x ) g ( x ) ,  / ( x )  və g(x) funksiyalarinm 
L parçasmdakı rəqsini uyğun olaraq

aıt (fg), o)k ( /) , cok (g) ilə işarə edək. Göstərək ki,
I '  0)k( f g ) ü  Ba>k( f ) +  A<vk(g)  *(18.7)

I lwııbərsizliyi doğrudur.
Doğurdan da (18.6) eyniliyindən alarıq:

I r M g M - Z M g M  ^  В\ f ( x ' ) ~  / (x ') | + A\g(x")~ g(x ')j.

Ilıı bərabərsizlikdə bütün mümkün x', x "e  [х^_; ,х^] nöqtələri 
ll/.rə supremuma keçsək,

sup |/ (x '’,)g (x '') -  /(x ')g (x 'J  <
x‘ ,x 'e[x t ^ ,x k\

<B- sup j / ( x ') - / ( x ') |  + A ■ sup |g (x " ) -g (x '|
x,x’ e [x t _ı ,xk ] ЈГ*д'е[х,-_| д ( ]

Vi) yaxud (18.7) bərabərsizliyini alariq. (18.7) bərabərsiz- 
liyindən

^ ( О к{/ш)Лхк < B j^a)k( f ) A x k + AY^(ok(g)Axk (18.8)
*./ k=l k=l
borabərsizliyini alarıq.
/ W  və g(x) funksiyaları inteqrallanan oldugundan,

П 4» П

Я ? ^ L ak{f)^xk = Jim Ya>k(g)Ack =0.
<>(т )->■? £~ı d '-r >-*°t7ı

Una görə (18.8) bərabərsizliyində d (T )—>0 şərtind^ limitə 
keçsək,

lim V cok(fg) =0
d(Ty,ofe

alariq. Teorem 16.1-ə əsasən, alarıq ki, /(x ) -g (x )  hasili \a,b\ 
parçasmda inteqrallanandir. Xassə isbat olundu.

Riyazi induksiya metodunun köməyi ilə göstərmək olar 
ki, \a,b\ parçasmda inteqrallanan sonlu sayda funksiyalann147



hasili də [a,b] parçasında inteqrallanandir. Xüsusi halda əgaı 
f(x) [a,b\ - də inteqrallanandırsa, onda Vh e N  natural ədədl 
üçün / "  (x) funksiyasi da də inteqrallanandir. J-

Xassa 8. Əgər f ( x )  funksiyasi \a,b] parçasındi i 
inteqrallanandırsa və |/(x)j funksiyasmm Jp,b]  parçasınd*

dəqiq aşağı sərhəddi müsbətdirsə, onda — funksiyasi \a,h\
J v^/

parçasında inteqrallanandir.
İsbatı. ijjif j/(x)( > m > 0 olmasından alırıq ki,

Vxe[a,£>] üçün | / ( x ) | > / w > 0 .  Buradan, V x e [a ,i ]  üçün 

i j  ч, < — ■ Ona görə də Л/х,,х2 e \a,b\ nöqtələri üçün

 1 J / ( * / ) ~ / f e )l
/ f o )  / ( * / )

bərabərsizliyini alarıq.

T  =  \Xk /*=0 [a,b\ parçasınm ixtiyari bölgüsii olsun. Onda 
(18.9) bərabərsizliyindən 

. 1

v / y

bərabərsizliyini alariq. Burada, щ 

1

со,.
m ( / )

т
к/ ј

(18.10) 

və о)к ( / ) uyğun olaraq

və / ( x )  funksiyalarinm [xt _,,**] parçasında rəqsləridir.
/ M
Onda (18.10) bərabərsizliyindən

(oL' l '
к~1 f

A t  * ...21. Е ч ( / ) аm f t
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alariq. Sonuncu bərabərsizlikdə d(T)->0  şərtində limitə 
keçsək,

О < lim V  тк{ ^ - \ л х к < —  lim У\сок{/)Лхк = 0.
m d(ry*°Ui

Teorem 16.1 -dən alınan nəticə 2-yə əsasən hökm edirik ki,

— funksiyasi \a,b\ parçasında inteqrallanandir.
/ ( * )

Nəticə 3. Əgər f ( x )  və g(x) funksiyaları [a,b\
parçasmda inteqrallanandırsa və |g(x)j funksiyasmm \a,b\

f ( x )
parçasında dəqiq aşağı sərhəddi müsbətdirsə, onda ; (

s w
funksiyasi \a,b] parçasında inteqrallanandir.

r /  \  у

Nəticənin isbatı = / ( x ) - —у-т bərabərliyinə əsasən, xassə

7 və xassə 8-dən alınır.
Xassə 9. f ( x )  funksiyasi [a,b\ parçasında inteqral-

lanandırsa və bu parçada f ( x ) > 0  isə, onda
ь
J.f ( x ) d x > 0 . ^

İsbatı. f ( x ) > 0  funksiyasi [a,b] parçasında inteqral­
lanan oldugundan [a,b] parçasımn V T  bölgüsü üçün və 
istənilən ğk s  [xt 4 , x j  aralıq nöqtələri üçün

а т{ Л = ^ т к)Лхк >0 .
Ы1

Bu bərabərsizlikdə d(T)-+  0 şərtində limitə keçsək,
ь
f f ( x ) d x  > 0
a

alariq.
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Nəticə 4. \a,h\ parçasında inteqrallanan f ( x )  və g(x) 
funksiyaları üçün bu parçada / ( x )  > g(x)  bərabərsizli7 
ödənilirsə, onda

и и

J  f ( x )dx  > I  g(x)dx. (18.11)

İsbatı. Xassə 9-a görə J ( / ( x ) -  g(x)) dx > 0 . Buradan, və
a

nəticə 2 -dən (18.11) bərabərsizliyi alınır.
Xassə 10. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında 

inteqrallanandir, bu parçada mənfı olmayan qiymətlər alır, 
müəyyən x0 g \a,b\ nöqtəsində kəsilməzdir və f ( x g)> 0 ,  
Onda

Ь J
J f  (  x )dx > 0
a

İsbatı. / ( x )  funksiyasi x0 nöqtəsində kəsilməz 
oldugundan elə ö  > 0 ədədi var ki, Vx e U(xü,ö)Ç\\a,b\ üçün

f ( X )f ( x ) >  bərabərsizliyi doğrudur. Tutaq ki,

\ a , p \ d U ( x (),ö)Ç\\a,b\ istənilən qeyd olunmuş parçadır və 
a  < P . Aydındır ki, a < a < / 3 < b  olar. Onda xassə 5 və xassə 
9-a görə

b a  p  b

J f ( x ) d x  = \ f ( x ) d x  + \ f ( x ) d x  + j f ( x ) d x  >
a  a  a  p

a  a

Nəticə 5. Tutaq ki, / ( x )  və g(x) funksiyalari \a,b\ 
parçasmda kəsilməzdir və hər bir x e \a,b\ üçün / ( x ) >  g(x) 
bərabərsizliyi ödənir. Bundan əlavə tutaq ki, heç olmazsa bir
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\

х0 е  \а,b\ nöqtəsi var ki, f ( x 0)> g{xn) bərabərsizliyi ödənir. 
Onda

и и

J  f ( x ) d x  > J  g(x)dx

Qeyd 1. Xassə 10-da f ( x )  funksiyasmm x0 nöqtəsində 
kəsilməz olması şərtindən imtina etmək olmaz. Doğurdan da, 
ınəsələn,

/ ( * ) =

0,

1, 

0,

0 < x <  — , 
2

1
x -

—< х < 1  , 
2

funksiyasi [0,l] parçasmda mənfı olmayan qiymətlər alır. 

x = ~  nöqtəsi aradan qaldırıla bilən kəsilmə nöqtəsidir və

/
ı

> 0.  Lakin, J  f ( x )d x  = 0.

Xassə 11. Əgər / ( x )  funksiyasi [<a.b] parçasında in- 
teqrallanandırsa, 17(x)i funksiyasi da bu parçada inteq­
rallanandir və

b b
J / ( x ) Ä  < | |  / ( x )  I dx, a < b .  (18.12)
a  a

bərabərsizliyi doğrudur.
İsbatı. / ( x )  [a,ö] parçasında inteqrallanan oldugundan,

məhduddur. Deməli, j/(x)( funksiyasi da \a ,b \ -  də тәһ -
duddur.
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<%(/•) və cok d / |)  ilə uyğun olaraq f ( x )  və l / W  

funksiyasmm [xt_, , x k ] parçasmda rəqsini işarə edək:

® t(i/|)=  sup | | / ( x ) - | / ( y ) |  ,

х.У*\хк-,.хк\

®*(/)= ™ p J/W-/Wх,уфкч,хк]
Aydındır ki, V £,77e |a ,£ ]  üçtln

| | / f e ) | - | / ( 7 ^ | / ( ^ ) - / f o |  bərabərsizliyi doğrudur. Bu 
bərabərsizliyə əsasən,

£У*(ј/|)<ш*(/), k - l ,2 , . . . ,n  (18.13)
olar.

f ( x )  \a,b] parçasında inteqrallanan oldugundan, 

V e > 0  üçün \a,b\ parçasınm elə T = {xk}nk=0 bölgüsü
П

tapılacaq ki, ] Г cok( f  < £ bərabərsizliyi ödənəcəkdir.
к = 1

(18.13) bərabərsizliyinə görə T bölgüsü üçün ^ ]^ ( ј/ |)л х ^  < e
k=0

alariq. Buradan, |/(x)( funksiyasmm \a,b\ parçasmda inteq­
rallanan olması alınır. Xassənin birinci hissəsi isbat olundu. 
İndi tutaq ki, T = {xk}nk=0 \a,b\ parçasmın ixtiyari bölgüsüdür. 
Aydmdır ki,

к=1 к=1
Bu bərabərsizlikdə d ( r ) —> 0 şərtində limitə keçsək (18.12) 
bərabərsizliyin alanq.

Qeyd 2. Biz (18.12) bərabərsizliyini isbat edərkən a <b 
olduğunu qəbul etmişdik. Əgər a >b  olarsa, onda da (18.12) 
bərabərsizliyi doğrudur.
Doğurdan da,



\ f ( x ) d x  < -  \ f ( x ) dx  = \ f {x )dx

< } | / ( x ^ =  - J |  f ( x \ d x  = \ \ f ( x \ d x
b  а  а

Qeyd 3. Xassə 11 -  in tərsi ümumiyyətb desok, doğru 
deyildir, yəni |/(x ) |-in

u,b] parçasında inteqrallanan olmasından, /(x ) - in  [a,b\ 
parçasında inteqrallanan olması çıxmır. Doğrudan da, aşağıdakı 
barabərlikdə təyin olunan / ( x )  funksiyasına baxaq.

/ ( x ) =  Z )(x )-y  , xe[a ,b].

Burada, D(x)  Dirixle funksiyasıdır. Aydındır ki, / ( x )  
l'unksiyalsı \a,b\ parçasmda inteqrallanan deyildir. Çünki, əks

lıalda xassə 4- э görə Z)(x) = / (x ) +  — funksiyasi da [a,b]

parçasında inteqrallanan olardı. Ancaq j/(x)j = — funksiyasi

\a,b\- də inteqrallanandir.
Misal 1. Fərz edək ki, / ( x )  [a,b\ parçasmda

*  b

inteqrallanandir. İsbat edin ki, J f 2(x)dx  = 0 bərabərliyinin
a

doğru olması üçün funksiyasmm bütün kəsilməzlik nöqtə- 
lərində f ( x )  = 0 olması zəruridir.

b

İsbatı. Fərz edək ki, ^ f 2(x)dx  = 0 . Lakin, x0 &\a,b\
a

kəsilməzlik nöqtəsində f ( x 0) *  0 . Onda, / ( x )  funksiyasi x0-
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nöqtəsində kəsilməz oldugundan, elə (x0 - e , x 0 + s )  interval) 
varki, f ( x 0) *  0 . Onda

x0- e x0+ e

J  f 2 (x )dx  = J  f 2(x )dx+  J f 2(x )dx  +
a  a  Xq—e

m
+ \ f 2(x )dx>  j  f 2(  x)dx > 0.

x0+ e x0- e

olardx. Alınmış ziddiyyət göstərir ki, f ( x ) =  0 olmalıdır.

§ 19. Yuxarı sərhədi dəyişən müəyyən inteqral.
İbtidai funksiyanın varlığı.

Əvvəlcə yuxarı sərhədi dəyişən müəyyən inteqrala baxaq. 
Fərz edək ki, f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında inteqrallanandir 
və x e \a,b] ixtiyari nöqtədir. Onda / ( x )  V xe \a,b\ üçün 
[a,x] parçasında inteqrallanandir. x-ilə parçanın sag ucunu 
işara etdiyimizdən, inteqrallama dəyişənini /-ilə işarə edib,

F(x) = j f ( t ) d t (19.1)

inteqralına baxaq. / ( x )  funksiyasi \a,x\ parçasında inteqralla­
nan oldugundan (19.1) inteqrali mövcuddur. Ona yuxarı 
sərhəddi dəyişən müəyyən inteqral deyirlər.

Teorem 19.1. Fərz edək ki, / ( x )  \a,b\ parçasında 
inteqrallanandir. Onda

X

Ғ(х)  = j  f ( t )d t
a

funksiyasi \a,b] parçasında kəsilməzdir.
İsbatı. Tutaq ki, х0 е[а,й] ixtiyari nöqtədir. / ( x ) ,  

[a,b]-də inteqrallanan oldugundan məhduddur, yəni elə M  >0  

ədədi var ki, Vx e \a,b\ üçün |/(x)| < M  . Aydindir ki,
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Ғ(х) -  Ғ{х0) = ]  f { t ) d t  -  J f { t ) d t  =  { f ( t ) d t . Bu fərqi
a  a  x0

qiymətləndirək.
л

< < М\х - :

Bu bərabərsizlikdən alınır ki,
l i m  F ( x ) =  F ( x 0 ) .

Bu isə onu göstərir ki, F(x)  funksiyasi x0 nöqtəsində kəsil- 
məzdir. x0 -in ixtiyariliyindən alınır ki, F(x) \a,b\ parçasında
kəsilməzdir.

Teorem isbat olundu.
Teorem 19.2. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi [a,b\ parçasında 

inteqrallanandir və x0 e  \ a , b \  nöqtəsində kəsilməzdir. Onda

Ғ(х) = J f ( t )d t  funksiyasi x0 nöqtəsində diferensiallanandir və
a

F'( x0) = f ( xo)-
İsbatı. T^taq ki, f ( x )  x0 nöqtəsində kəsilməzdir. 

\/£ > 0 götürək . Onda bu s -  na görə elə S  = £(£■) > 0  ədədi 
lapmaq olar ki, |x -  x0| < S  şərtini ödəyən bütün x - lər üçün

I / М - / М < *  (19.2)

bərabərsizliyi ödənəcəkdir. -  f ( x 0) fərqini mütləq
Х-Хп

qiyməteə fərqləndirək.
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Fix! Fix  ) Ј / ( ' М - / Л ' ) лF ( x ) - F ( x , ) _ / M  = Jl . / h ) m
X - X n X - X n

x - x 0
oldugundan,

x - x n

m z i M . f { x L
x - x n x - x n

\x -  Xn
(19.3)

t dəyişəni [x0,x] parçasında dəyişdiyindən, aydmdir ki, 

-  хп I < \x -  x01 < 8  bərabərsizliyi ödənəcəkdir. Onda (19.2) 
bərabərsizliyinə əsasən (19.3)-dən alariq:

Ғ (х ) -Ғ (х 0)
х - х „ - f ( xo) \ х - х п

ј  dt = s .

Deməli, nöqtədə törəmənin tərifınə görə,

Ғ'(х ,)= Чт E M l l M  ... / f a ) .
*->*0 X-Xn

Teorem isbat olundu.
Qeyd 1. Teorem 19.1 və teorem 19.2-də F(x)  funksiyasi

X

olaraq Ғ(х) = J  f ( t )d t  funksiyasi götürmək olar, burada p ,
p

\a,b\ parçasına daxil olan ixtiyari qeyd olunmuş nöqtədir.
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Qeyd 2. Теогеш 19.1 və teorem 19.2-də f ( x )  funksiyasi 
intervalmda kəsilməz olduğu halda da doğrudur. Bu 

ImUıı inteqralm aşağı sərhədi olaraq (a,b) intervalına daxil 
ıılnıı ixtiyari nöqtə götürülür.

Teorem 19.3. Tutaq ki, f ( x ) \a,b\ parçasında
kenilməzdir. Onda Ғ(х)  funksiyasmm [a,b] parçasmda ibtidai
hinksiyası vardır və ibtidai funksiyalarından biri

x
1Г(х) = J  f { t )d t  funksiyasıdır.

a

İsbatı. f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında kəsilməz ■
д:

ıılıluğundan teorem 19.1-ә görə Ғ(х)  = § f ( t ) d t  funksiyasi
a

\ti,b\ parçasmda kəsilməzdir və Vx e  \a,b\ nöqtəsində 
l '’(x) = f ( x )  bərabərliyi ödənilir. Bu isə о deməkdir ki, Ғ(х)  
lıınksiyası \a,b\ parçasında f ( x )  -in ibtidai fımksiyasıdır.

İbtidai funksiyaların bir-birindən sabit toplanan qədər 
l'arqbndiyini nəzərə alsaq, hökm edə bilərik ki, [a,ö] 
purçasmda kəsilməz f { x )  funksiyasmm ixtiyari ibtidai 
funksiyasi

<p(x) = \ f ( t ) d t  + C ,  x e[a ,b ]
a

Ş O k l i n d ə  o l a r .  B eblikb, ə g ə r  f { x )  [ a,b ] p a r ç a s ı n d a

X

k o s i l m ə z d i r s ə ,  o n d a  F(x)  =  J  / (t)dt f u n k s i y a s i  f { x )  -  i n

a  i*r:.r}

ibtidai funksiyasi oldugundan, f ( x )  -  in qeyri -  müəyyən 
inteqrali ib  müəyyən inteqrali arasında aşağıdakı əlaqə yaranır:

JC
J f (x )dx  = F(x) = j f ( t  )dt  + С .



B eblikb, əgər f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında 
kəsilməzdirsə, onda

a

bərabərliyi doğrudur, başqa sözb yuxarwşərhəddi dəyişofl 
müəyyən inteqralın yuxarı sərhəddə nəzərən törəməsi 
inteqralalti funksiyaya bərabərdir.

Tutaq ki, f ( x )  [a,b) - də inteqrallanandir. Onda [a,b] 
parçasında

G (x ) =  J Л0<*
JC

funksiyasını təyin edə bibrik.
b x * b

\ f №  = \ f №  + \ f №
a  a  x

eyniliyindən istifadə etsək,
ь

G{x) = \ f ( t ) d t - F ( x ) (19.4)
a

bərabərliyini alanq .Əgər f { x )  funksiyasi шйэууэп x e  [a,b] 
nöqtəsində kəsilməzdirsə, onda yuxarıda isbat etdiyimiz 
teorem 19.2-уэ əsasən, Ғ(х)  funksiyasi x  nöqtəsinda 
differensiallanan olar və (19.4) -ә görə

dG(x) _  dF(x)
dx dx

bərabərliyini alarıq. Bu bərabərliyi isə

-J f ( t )d t  = - f ( x )
d_ 
dx •

kimi yaza bibrik.
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Misal 1. Aşağıdakı funksiyaların törəməsini tapın:
X X' ,

ıı) F(x) = ^lntdt ( x> 0) ,  b) Ғ (х )=  J —  (x>0) ,
/ 2 t

X
Гх

с) F(x) = Jcos(/2)üfr ( x > ö )
l
X

Həlli. a). Yuxarı sərhəddi dəyişən müəyyən inteqralm 
lörəməsi haqda teorem 19.2-yə əsasən,

V' Ух
b). Verilmiş inteqrali aşağıdakı şəkildə yazaq:

2

F(X) = H + ’f *  - ' ff* -
i  t J t J t J t£ С С С
X

Burada с >0  ixtiyari qeyd olunmuş sabitdir. Bu bərabərliyin 
sag tərəfmdəki hər iki inteqrala x -dən asılı mürəkkəb funksiya 
kimi baxmaq olar. Onda mürəkkəb funksiyadan törəmə alma 
qaydasına və yuxari sərhəddi dəyişən тйэууэп inteqralm 
törəməsi haqqındäkı teoremə əsasən,

с). Verilmiş inteqrali aşağıdakı şəkildə yazaq:
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С yfx х 4~х
ғ ( х )  = J cos{t2)dı + J cos(t2)dt = —J cos[t2)dt + J cos(t2)d t .

burada с ixtiyari sabit ədəddir. 
Onda,

(1 \

F'(x) =
X
j  cos[t2)dt +

V x

j  со sit2 )dt

f t
X . .
J cos[t2)dt '  £

JL

+
x  V е

(г*  V
J  cos(t2 )dt ■ (Vx fx =

ЈҒх

= -cos-
{  7 \ 1 1 1 1+ COSX = —rCOS—r + - - COSX .

2 j x  X x 2л1х
Misal 2. Parametrik şəkildə verilmiş 

x = j ^ - d z  , у  = j e z dz
2 Z  5

funksiyasmm törəməsini tapm.

Həlli. Məlumdur ki, parametrik şəkildə verilmiş
у 1

funksiyanm törəməsi y ’x = —  düsturu ilə hesablamr. y\  və x!
x!

törəmələrini tapaq.

x, =
' '  7
f ‘̂ d zJ '7

/«/

( I n t  \ Cv }
\ e :dz =  j ezdz

У 5  , 1 V 5 У

160



Ух = Ш

( >nda

Misal 3. Limiti hesablaym: lim

A

J cost2dt

X-+0+ x
л

Həlli. Ғ (х )=  fcos / 2cfr, G(x)= x işarə edək. Aydmdır
О

ki, bu funksiyalar x  = 0 nöqtəsinin müəyyən ətrafında təyin 
olunmuşdur və F(0) = G(o) = 0. F'(0) = 1 , G'(0) = 1 ф О .

Beləliklə, ^  şəklində qeyri-müəyyənliyin açılışı üçün Lopital

qaydasını tətbiq etmək olar.

x ( f 4I  cos t 2 dt I Jcos t2dt
lim     lim — — = lim cosx2 -  1.

x->0+ x  x -* 0 +  x  x->0+

л

J (arctgtУ dt
Misal 4. Limiti hesablaym: lim —

л/' х 2 +1
00

Həlli. — şəklində qeyri-müəyyənliyin açılışı haqda
o o

Lapitalın ikinci qaydasını ardıcıl olaraq iki dəfə tətbiq edək.

(arctgx)2

x Г 2
I  (arctgt)2 dt J (arctgt)2 dt

lim -—  =— = lim — 7-x— = lim
™  Vx2 + i  ™  [Jx2 +11 x~*~ X

ylx2 +1

,. \f~x 2 + 1. (arctgx)2 ,. U x 2 +1 ■ (arctgx)2)
-  h m  ---------------------------- Ь =  [ i m  Л   1—  —

jc~>+oo x  x—►+« v
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= lim

= lim
ЈГ—>Ч-сО

X—  • (arctgxУ + л/х2 +1 ■ 2arctgx ■ —J -—  
2 + l x ' + lл/ x 2 +1

л/х2 +1
■ (arctgx)2 +

л/ х2 +7
• arctgx

= 1-
r - \ 2 n

+ 0 - -  = —

§20. Nyuton-Leybnis diisturu 
Teorem 20.1. (inteqral hesabının əsas teoremi). fC

\a,b\ parçasında kəsilməz funksiya, Ф(х)  -isə onun [a,b] 
ixtiyari ibtidai funksiyasi olduqda

и

\ f ( x ) d x  = 0 ( b ) - 0 ( a ) (20.1)

bərabərliyi doğrudur.
İsbatı. Yuxarida qeyd etdik ki, f ( x ) ,  \a,b\ - də kəsil

x '"1 
funksiyadirsa, onda F(x) = ^ f ( t ) d t  funksiyasi / (x ) - in  [a,

a

parçasında ibtidai funksiyalarmdan biridir. Digər tərəfdə 
ibtidai funksiyalar biri digərindən sabit toplanan qəJ

x I

fərqləndiyindən, С ixtiyari sabit olduqda, ф(х)= J f ( t )d t  +
a

funksiyasi da / (x ) - in  [a, b\ parçasında ibtidai funksiy
olacaqdir. x = a götürsək, Ф(а) -  С alariq. x = b götürsə'

ь
ф(Ь) = ^ f ( t )d t  + C  alanq.
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Sonuncu iki bərabərliklərdən alariq ki, Ф(х) funksiyasi 
/(■*)- in \a,b\ parçasında ibtidai funksiyasıdır və (20 .1 ) 

lurabərliyi doğrudur.
Nyuton-Leybnis düsturu adlanan (20.1) düsturu müəyyən 

Inteqral ilə qeyri-müəyyən inteqral arasında əlaqə yaradır. Ona 
Inteqral hesabmın əsas düsturu da deyirlər. Bu əlaqə olmasaydı 
inüəyyən inteqralm tətbiq imkanları çox məhdud olardı.

Qeyd 1. (20.1) düsturunun köməyi ilə müəvyən inteqralın 
lıcsablanması ibtidai funksiyanın hesablanmasına gətirilir.

ь

(20.1) düsturunu bəzən, f f ( x ) d x  = Ф(х)ја kimi yazmaq qəbul
a

olunmuşdur.
Qeyd 2, Teorem 20.1-i sonlu sayda nöqtədə Ф'(х) = f ( x )  

şərtindən imtina etməklə güclmdirmək olar. Başqa sözlə [a,b] 
parçasınm sonlu sayda nöqtəbri istisna olmaqla, qalan һәг 
yerdə Ф'(х) = / ( х )  bərabərliyi ödənərsə, onda teorem 20.1 öz 
gücündə qalır.

Teorem 20.2. Tutaq ki, f ( x )  [а,б] parçasında 
inteqrallanandir, ф(х ) funksiyasi isə bu parçada kəsilməzdir və 
[ıa,b] parçasmm sonlu sayda nöqtəsi istisna olmaqla һәг bir 
nöqtəsində <£>'(*>)= / ( x )  bərabərliyi ödənilir. Onda

\ / ( х ) с к  = ф (Ь)-ф (а)
а

bərabərliyi doğrudur.
2

Misal 1. J  x 4dx inteqralim hesablaym.

Həlli. f { x )  = x 4 funksiyasmm ibtidai funksiyalarından 

biri ф(х) = ~ х 5 funksiyasıdır. Onda Nyuton-Leybnis 

düsturuna görə
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2 -j
[x4dx = —x' 
J, 5- /

К

1 Л ( 32+1) Ј 1 .
5 * 5

Misal 2 . J  sin xdx  inteqralim hesablaym.
о

Həlli. f i x )  = sin x  funksiyasmm ib ti^ i funksiyalarm- 
danbiri ф(х) = - c o s x  olduğundan, Nyuton-Leybnis düsturuna 
görə

Л

^sinxdx  = ( - co sx ) I” = - c o s n  + cosO = 2.

4 л

Misal 3. j  л/7 -  cos 2x dx interqalim hesablaym.
о

Həlli. Inteqralalti funkslyanı çevirək. 

y/l - c o s 2 x  = л/2 sin2 x  = 4 2  |sm x|. Onda
4  л  _______________  4  л

јлЈ1 - c o s 2 x  dx = 4 2  J \sinx\dx.
о 0

Müəyyən inteqralın 5-ci xassəsinə görə,
4 л  л  2 л  З л  4 л

^\sinx\dx = ^ s i n x d x -  J s inxdx+  ̂ s i n x d x -  J sinxdx =
0 0  л  2 л  З л

/  \ | / r  /  \ j  2 л  (  \ 3 л  /  \ 4 л

= ( - cosЧо -  ( -  cosх һ  + ( -  cosх \ 2„ -  V- cosх һ ж =
= 2 + 2 + 2 + 2 — 8.

4 л

Deməli, Ј  л/7 -  cos 2xdx = 8 4 2  .
о

2

Misal 4. J|7-5x|c6c inteqralim hesablaym.
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oldugundan, müəyyən inteqrahn məlum xassələrinə görə,
/

2 s 2

J |/  -  5x| dx = J  (l -  5x)dx + j(5 x - /)c £ f  =

= jö & :-5 jx (ir  + 5 j x < i x - j  dx = -----5

2 —

_ 1 f x 2
- 5

~ 5 u
5-4 5-1

+ 5

= l _ 5 _ J _ + ______________ = _
5 2-25  2 2-25 5 5

§ 21. Müəyyən inteqralda dəyişənin əvəz ediiməsi.
Qeyri-müəyyən inteqrallarm hesablanmasında dəyişənin 

əvəz edilməsi üsulundan istifadə edirik. Müəyyən inteqralın 
hesablanmasında da bir çox hallarda bu üsuldan istifadə olunur.

Tutaq k if  f ( x )  Ax aralığında, g(t)  isə A, aralığmda

təyin olunmuş funksiyalardır və g ( A f) с  4 . Onda f{g(t) )  
mürəkkəb funksiyasmm mənası vardır.

Teorem 21.1. Fərz edək ki, f ( x )  \a,b\ parçasında 
təyin olunmuş kəsilməz funksiyasıdır. x = g{t) funksiyasi isə 
[a,p] parçasında təyin olunmuş kəsilməz diferensiallanan 
funksiyadır və V/ e  [«,/?] üçün a < g ( t )< b  bərabərsizliyi 
ödənir v ə ö  = g(a ) ,  b = g{ft).  Onda,

\ f ( x ) d x  = \ f{g{ t ) )g '( f )d t  (2 1 .1 )



bərabərliyi doğrudur.
İsbatı. (2 1 . 1 ) bərabərliyi bu mənada başa düşülür ki, bif 

tərəfdəki inteqral varsa, о biri tərəfdəki inteqral da var vf 
onların ədədi qiymətləri bərabərdir.

f ( x )  funksiyasi [a,b] parçasmda kəsilməz olduğunc 
Nyuton -  Leybnis düsturuna görə, oııun Ғ ( ф  ibtidai funksi- 
yası vardır və

b
F'(x) = f { x \  \ f { x ) d x  = F ( b ) - F ( a ) .  (21.2)

a

İstənilən / е [ а , / ? ]  üçün teoremin şərtinə görə F(g(t)) 
funksiyasi təyin olunmuşdur və F(x) və x=g(t) funksiyalarinm 
hər ikisi öz təyin oblastmda diferensiallanan oldugundan, 
G(()= F(g(t)) mürəkkəb funksiyasi da [or,/?] diferensialla­
nandir və

G'{t)=F,'(g(t))  = F'g(g ( t ) )g ' ( t )  = f(g(t))-g'{t).  (21.3)

(21.3) bərabərliyindən çıxır ki, G(/) funksiyasi f(g{t))- s ' i f)  
funksiyasmm \a ,p \  parçasında ibtidai funksiyasıdır. Onda
Nyuton-Leybnis teoreminə görə

P ь

} = F (g (P ) )~  F(  g (  a))  = F(b) -  F(a) = J f{x)dx.
a  a

Teorem isbat olundu.
Qeyd 1. Müəyyən inteqrali

J f { x )dx  = j  f(g{t))g'{t)dt
a  a

düsturu ilə hesablayarkən, başqa sözlə, g(t) diferensiallanan 
funksiya olduqda, x = g(f) şəklində əvəzləmə apararkən, yeni 
t dəyişəninin inteqrallama sərhədləri olan a  və /? ədədləri

U  = g{a)

\b  = g(P)
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lİNtcmindən tapılır.
Əgər x  = g{t) funksiyasi monoton olmazsa, ola bilsin ki, 

bu sistemin çoxlu sayda (hətta sonsuz sayda) həlli olsun. Bu 
lıalda sistemin həllərindən eləsini götürmək lazımdır ki, alınan 
[«./?] parçasında x = g(^) monoton olsun. Bunu aşağıdakı 
misalda göstərək.

Ü
> (jx

M isal 1. J  = — г... ...-  inteqralim hesablavm.
]
2

НәШ. x = sint  əvəzləməsi aparaq. Onda dx = costdt  
olar. Yeni t inteqrallama dəyişəninin sərhədləri olan a  və fi 
ıışağıdakı sistemdən tapılmalıdır.

1— = sin a  
2

Я  • я—  = sin В 
2

Hu sistemin birinci tənliyindən a  = ( -  i f  — + лк, к e Z , ikinci
6

tənliyindən isə /3 = ( - if" — + mn, m e  Z  alariq.
л 3

л  fl
Əgər bu sistemin həllər cütü olaraq a  = — , (3 = — götürsək,

6 3

onda Л  Л

7 ' 7
parçasında sin t funksiyasi monoton artan

olacaqdır. Deməli, yeni t dəyişəninin dəyişmə oblastı

71 7V
parçası olacaqdır. Əgər a -  — , /3 = —- götürsək, onda

6 3

тс л  
~6’~3 
л  л  
~б’1
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parçasmda cost > 0 olacaq və ona görə

л! 1 -  x 2 = лЈТ- sin21 = c o s t . Beləliklə,

J  = cost
sint cost

1 f dt-dt = I -----

a
Məlum t g — =

tg
71

İ2

. 7t sin —
6 .

i s i n t
6

sin a  
1 + cosa

1
2 _

T gi2
7 t

İ ~ 1П\ tgJ  \~ l” tg

1 + cos 71
1 + Ј з  2 + S

alariq.

7T

~12

düsturundan istifadə etsək,

Onda

J  = In—L= -  In— —r=
İ 2  2  + V3

= ln- *Јз j 2  + V i—------- I n — т=—
-Гз

2 + / 3

Sistemin (а, р )  həllər cütü olaraq a
2n

n  2n
~6’~3

parçasında x  = sint

P = — 
6 3

funksiyasi 

2tz71

götürsək,

monoton

yeni /olmayacaqdır. Ona görə də a  = — , p  =

dəyişəninin inteqrallama sərhədləri ola bilməz.
Qeyd 2. Bəzi hallarda тйэууэп inteqralda dəyişənin əvoz 

edilməsini x = g(t)  şəklində deyil, t = ı//(x) şəklində aparmaq 
daha səmərəli olur. Aydindir ki, bu halda t dəyişəninin inteq­
rallama sərhədləri if/{a) = a  və ı//(b) = p  bərabərliklərində 
tapılmalıdır. Bunun üçün isə t = ^ (x ) funksiyasmm birqiymətl 
tərs funksiyasi olmalıdır. Praktikada, adətən z//(x) funk-
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siyasmdan [a,b\ parçasmda monoton və kəsilməz dife­
rensiallanan olması tələb olunur.

a ----------
M isal 2. J  = јл /a 2 - x 2 dx inteqralim hesablaym.

о

• 71
Isbati. x = a sint, 0 < t < — əvəz edək.

2
л „ лх = 0 => t = 0, х  = а̂ => t = — .

2

\la2 - x 2 =acost,  dx = a costdt .Onda

к / 2  it  / 2

.7=1 a cost ■ a cos tdt = a2 J cos2 tdt
о 0

71/4

4

M isal 3. J  -  Г — j ———   j — inteqralim
* sin x + 2 sin x cos x + cos x

hesablaym.
Həlli. Inteqralalti ifadədə sürət və məxrəci cos2 x -э 

bölsək alariq.
d (  tgx)

j = j
о tg2x + 2tgx +1 

tgx = t əvəzləməsi aparaq. x = 0 olduqda t = 0 
x = л  /  4 olduqda t = 7 olar. Onda

1 = - l + i  = L  
2 2о ( t + i ) 2 t + l 

Qeyd 3. Nyuton-Leybnis düsturu тйэууэп inteqrali 
qeyri-müəyyən inteqral vasitəsilə hesablamağa imkan verir. 
I .akin bu heç də о demək deyildir ki, hot hansi qeyri-müəyyən 
inteqral elementar funksiyalarla ifadə olunmursa, uyğun т й эу ­
уэп inteqrali elementar funksiyalarla ifadə etmək nıümkün 
deyil. Buna aid misal göstərək.
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с х s i n x
Misal 4. --------т— dx -inteqralim hesablaym.

• 1 + cos x
Həlli. x = л - t  əvəzləməsindən istifadə etsək, dx — - d t ;, 

x - 0  olduqda t -  n, x  = л  olduqda t = 0 olar. Onda

г v -i, , r  ,/v = f ( ’L ± > ^ ( . ? . z 4 d H ) = g z l l a ş L d ,
'  1 +  c o s  X  '  1 +  c o s  ( 7 1 - t )  '  /  +  c o s  t

_ * r ( n - t ) s in t  ^  _  г sintdt j  ts in t
I 1 + cos21 1 1 + cos2 / I .

İnteqralm qiyməti inteqrallama dəyişəninin hansı hərflə 
işarə olunmasından asılı olmadığından sonuncu inteqralda t 
əvəzinə x  yazıb bərabərliyin sol tərəfinə keçirsək, alariq.

Л  x s in x  „ } sintdt
2 \ ---------— ax = л I  — .

* 1 + cos x  1 1 + cos t

, dt. 
1 + cos t

7 l2xs inx  , л }  d(cost) л
-----------------d x  — -------------------I ------------------------- - —  = ------------d
+ cos21 2 * 1 + (cost)2 2

г x s i n x
Bu misal onunla maraqlidir ki,   —r—dx qeyri-

j 1 4- rr\ С V

0 ■* ° 0 * ^
xs in x  

1+cos2x
müəyyən inteqrali elementar funksiyalarla ifadə olunmur.

Misal 5. J  = dx inteqralim hesablaym.
о

Həlli. x  = sin31 əvəzləməsi aparaq. Onda 

dx = 3 sin21 cos t d t ; x = 0 olduqda t = 0 ,  x  = l  olduqda ( = ~  

olar. Yeni dəyişənə keçək:
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J  = I  (1 -  sin21 ) 3/2 3 sin2t cos tdt = 3 J  cos3 t •sin2 t costdt =
о 0

к / 2 к / 2
= 3 I  cos4t • sin2 td t  = 3 jY cos t ■ sin t ) 2 cos2 tdt =

о о
3 К / 2 j ty, 2 7t / 2 2 7t/2

= — f (sin21)2--- C-̂ ~—  dt = — \ sin2 2tdt л—  f sin2 21 cos2tdt
4 i  2 8 i  8 {

3 n{  l - c o s 4 t  , 3 2-

3 j
j  d t  J  cos 4tdt + —  J sin2 2t d(sin 2t) =

= -  f L ^ t L dt + ± . (  sin2 2t d(sin2t)
8 I 20 16

16

к / 2 ş  Tt/2

Т бо о

~ 16
2 3 1 - .-  —  ■ — sin 4t 
n 16 4

2 1 . 3 ,H sin 2t
16

* _ 3 n  
, “  J 2

M isal 6. I  = J
xdx

) ы2х + 5
inteqralmi hesablaym.

Həlli. 2x + 5 = t əvəzləməsi aparaq. x =
t - 5



- И ^ * т ) - И г #
7 | Јл/7 л /7  7  __ ^  | Р л /7  -  У 7  _  | <??V7 _  | 4^7 \
2 2 6 2 + 6 + 6 + 3

2к
Misal 7. Ј —

dx
5 - 3 c o s x

inteqralinda formal olaraq

fS ~  = t əvəzləməsi aparsaq, onda düzgün olmayan nəticə 

alariq. Bunu izah edin.
X

Həlli. Əgər formal olaraq t g — = t  əvəzləməsi aparsaq,

dt 1 - t 2onda x  = 2arctgt, dx -  2 -------  , cos x -
1 + t 1 + t *

x = 0 və x = 2n  olduqda t = 0 olar. Onda verilmiş inteqral
- dt2it j  0 2 ----- j

f --------------=  f ----- -  q  olard!. Bu isə ola bilməz.
{ 5 - 3 cosx { ,  „ 1 - t0 5 - 3 c o s x  0 5 _ 3

1 + t 2

Çünki ------------- funksiyasi [0 ,2л1 parçasmda müsbətdir və
5 - 3 c o s x

onun inteqrali sıfra ЬэгаЬэг ola bilməz. Buna səbəb 

tg— , x  g [0,2л] funksiyasmm х = л  nöqtəsində təyin olun- 

mamasıdır.

172



dxг их
Misal 8. I  = —  j — inteqralinda formal olaraq

J0 1 + cos x
1ц x = t əvəzləməsi aparsaq, onda düzgün olmayan nəticə 
nlariq. Bunu izah edin.

Həlli. tg x = t əvəzləməsi aparsaq,
cix = dt, x = 0 => t = 0, x  = я  => t = 0 alariq. Onda

cos2 x

" V —----------  — ----
1 + tg2x 1 + t2

cos x  = - ——ү -  = - —— olduğundan,

1
dt о/ = L A _ = i ± T  = J L =Ö

l l  + cos2x 1 ,2 + t2o l  +
1 + t 2

olardı. Bu isə ola bilməz. Çünki ----- — -2— funksiyasi \0,nj
1 + cos x

parçasında müsbətdir və onun inteqrali sıfra bərabər ola bilməz. 
Qeyd 2-yə əsasən, ziddiyyətə səbəb tgx funksiyasmm [ö,^]-də

• 71
birqiymətli tərs funksiyasmm olmamasıdır. Bu funksiya x = —

nöqtəsində təyin olunmamışdır.
з

Misal 9. -  x 2 dx inteqralinda x = sint
о

əvəzləməsi aparmaq olarmı?
Həlli. Əgər formal olaraq x = sint  əvəzləməsi aparsaq, 

onda yeni t dəyişəninin a  və p  inteqrallama sərhədləri
\0 = s ina
[ 3 = sin P

sistemindən tapılmalıdır. Bu sistemin isə həlli yoxdur. Ona görə 
də verilmiş inteqralda x  = sinr əvəzləməsi aparmaq olmaz.
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Misal 10. İsbat edin ki, [ - / ,/]  parçasmda kəsiln 
f ( x )  funksiyasi üçün / ( x )  ciit funksiya olduqda,

I I
I  f (x )d x  = 2 j  f ( x ) d x ,
-/ о

/ ( x )  tək funksiya olduqda isə,

J  f ( x ) d x  = 0.
-i

İsbatı. Tutaq ki, / ( x )  [ - / , / ]  parçasında cütdür,
Vx e  [ - / , / ]  üçün / ( - x ) =  / ( x )  bərabərliyi doğrudur.
/ 0 I «

J  f { x )d x  = J  f ( x ) d x  + J  f ( x ) d x  bərabərliyindən istifadə edak

J  f ( x ) d x  inteqralinda x = - y  əvəzləməsi aparaq. 

x = - /  => у  = / , x  = 0 = > ^  = 0 , dx -  - d y . Ond|

J  f (x )d x  = - j  f ( y ) d y  = J  f ( y ) d y  = J  f {x )d x  olduğunda
- I  1 0  0

I I
J  f (x )d x  = 2Ј f (x )d x  .
- I  0

İndi tutaq ki, / ( x )  [ - / , / ]  parçasında təkdir, yəni V x e  1 - u ]  
üçün / ( - x ) =  - f i x )  bərabərliyi doğrudur.

0 I

1 f ( x ) d x  inteqralinda x — - y  əvəzləməsi aparaq.
- I

x = -I  => у  = I , x -  0 => у  -  0 ,  dx -  - d y . Onda

I  f (x )d x  =  -  j / ( -  y )d y  = I  f ( y ) d y  = - J  f ( y ) d y  = - J  f (x )dx
- I I  1 0  0
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o l ı lu ğ u n d a n ,
/
J  f { x ) d x  =  j  f { x ) d x  +  J  f ( x ) d x  =  О
-1 - I  о

nlarıq.
Misal 11. İsbat edin ki, əgər f ( x )  funksiyasi ( - 00, + oo) 

oıbd oxunda kəsilməz və Г > 0  dövrlü fimksiyadırsa, onda 
Istənilən qeyd olunmuş a ədədi üçün

о+Г T

J f ( x ) d x  = J  f ( x )d x
а 0

borabərliyi doğrudur.
İsbatı. f ( x )  funksiyasi T  dövrlü funksiya oldugundan, 

V.r e ( - 00,+ 00) üçün f ( x  + T ) -  f ( x )  bsrabərliyi doğrudur.
a+T

Ixtiyari qeyd olunmuş a ədədi üçün J  f ( x ) d x  inteqralim
a

aşağıdakı şəkildə göstərək:
a+T 0 T o+' l

J f ( x ) d x  = J f { x )d x  + J f ( x ) d x  + J f ( x ) d x .
а а О T

a+T

J f ( x )d x  inteqralinda x = y  + T  əvəzləməsi aparaq.
T

x = T=> у  = 0 , x = a + T = > y  = a , d x  = dy.  Onda,
a+T a a 0 0

J  f ( x )d x  = J  / ( v + T)dy = \  f ( y ) d y  = -  j  f ( y ) d y  = - J  f ( x )d x
T O  0 a a

oldugundan,
a+T T

I  f ( x ) d x  = J  f ( x )d x
a 0

olar.
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я у Х
Misal 12. I c o s x -In dx inteqralim hesablaym.

1 - x

Həlli. f ( x )  - c o s x  funksiyasi cütdür. Göstərək 

(p{x) = In — funksiyasi təkdir. ^
1 - x

(p(- x ) = In j—— = Ini 1 + x
1 - x

-  - I n --—— - -<p(x) 
1 - x

1 + x
olduğundan, (p{x) təkdir. cosx-In   funksiyasi cüt və t

1 - x
funksiyanm hasili kimi təkdir. Onda misal 10-a görə

2- "l + x
[cosx-In— —dx = 0 . 
J, 1 - x

4л

Misal 13. J  sin3 xdx  inteqralim hesablaym.
о

Həlli. Aydındır ki, sin3 x  funksiyasi 2 л  dövrlü 
funksiyadır. Verilmiş inteqrali aşağıdakı şəkildə yazaq:

4 л  2 л  4 л

j  sin3 х dx= j  sin3 xdx+  J  sin3 x d x .
О О 2л

Misal 11-də f ( x ) =  sin3 x , а = 2 л ,  T = 2л  götürsək,
4 л  2 л

J  sin3 xdx  = J  sin3 x d x .
2 л  0

Deməli,
4 л  2 л

J  sin3 xdx  = 2 j  sin3 xdx
о 0

Misal 11 -də / ( * )  = sin3 x , a = - л , T = 2л  götürsək, onda
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2 л  л

J sin3 х dx = j  sin3 x  dx

olar.
sin3 x funksiyasi tək funksiya oldugundan misal 10-a əsasən,

к

^sin3 xdx  = 0 .
- Л

4 л

Beblikb, J sin3 xdx  = 0 alariq.
о

Bu inteqralın yuxarıdakı qayda üzrə hesablanmasında məqsəd 
dövrü funksiyanm inteqralınm xassəsindən istifadə etməkdir. 
Oslində isə bu inteqrali x = cost  əvəzləməsi aparmaqla 
lıesablamaq heç bir çətinlik törətmir.

Л

п 1
M isal 14. ^ f ( s in x )d x  = 2 ^ f ( s in x )d x  bərabərliyini

о 0

isbat edin.
Л

к 2 я
Həlli. j  f ( s inx )dx  = J f ( s inx )dx  +  J f{ s inx)dx

О О
2

oldugundan, tələb*olunan bərabərliyin doğruluğunu isbat etmək 
üçün

Л

л 2
J f { s inx )dx  = j  f ( s inx )dx
1 о

bərabərliyinin dogrulugunu isbat etmək kifayətdir. x = n - t  

əvəzləməsı aparaq. x = — =>t = — ; x = л  => t - 0  ;

dx = —d t . Onda
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л  0 2 2

j  f(sinx)dx  = -  J  f[sin(n -  t)]dt = j  f(sint)d t  = J  f(sinx)
1 1  o o
2  2

§22. Müəyyən inteqralda hissə-hissj^inteqrallama 
Teorem 22.1. Fərz edək ki, w(x) və и(х) funksiy

[a,b] parçasında kəsilməz diferensiallanan funksiyalardır. О
ь
j  u(x )v '(  x )dx = u( b )v (  b ) -
a

b

- u ( a ) v ( a ) - ^ o ( x ) u ' ( x ) d x  (22.1
a

İsbatı. Doğurdan' da, u(x)o (x )  funksiy
u(x)v '(x) + o(x)u'(x)  funksiyasmm ibtidai funksiy
oldugundan Nyuton-Leybnis düsturuna görə,

ь
j  [u(x)v‘' (x )  + v( x)u’(x)\dx = u ( b ) v ( b ) - u ( a ) v ( a ) .
a

Buradan, (22.1) diisturunu alariq.
(2 2 .1 ) düsturuna тйэууэп inteqral üçün hissə-hissə inteqr 
lama düsturu deyilir.

Qeyd. u ( b ) v ( b ) - u ( a ) o ( a )  -ifadəsi;
I ь ib . I

u (x ) -u ( x ) \  = u o  İ şəklində yazsaq v1 I a
v'(x)dx = dv, u’(x)dx = du olduğunu nəzərə alsaq, (22.1 
düsturu aşağıdakı şəkildə yazılar.

b  b

^udo =  uu\ba - j o d u  (22 .2)
a a

1
Misal 1. j  arctgx dx inteqralim hesablaym.

о
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dx
Həlli. и = arctgx, dx = du  götürsək, du =  г ,

1 + x
lim x olar. Onda

J orctgxdx = xarctgx \'0 -  J = xarctgx \'g -  —ln[l + x 2 )J =
{ о 1 + x 2 |0

* urctgl - ~ l n 2  = — - l n  -J~2.
2 4

Misal 2. Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq 
rlınaklə aşağıdakı inteqrallan hesablaym.

7! 2 k  e

I) ./ = j x s i n x d x , 2 )  J  = j x 2 c o sxdx ,  3) J  = j\lnx\dx .
o o  I

e

Həlli. 1). u = x ,  do  = sin xdx qəbul etsək, du = dx , 
0  = - c o s x  olar. Onda

К К f  71 \

J = J x sin xdx = -J xd(cos x) = -  x cos x|* + J cos xdx j =
( \* • I*'I-\x cos x | +  Sin X |0 j =  - n

V

COS 7t =  7Г.

2). и = x 2, do  = cosxdx qəbul etsək, du = 2xdx,  о = sinx  
olar. Onda

2 л  2 л  2 ж

J  = j*x2 cosxdx = * |x 2 d(s inx ) = x 2 s inx | -  2 j x s i n x d x  =
0
271

= -2  j x  sin xdx.
0

2k

j x  sin xdx inteqralına hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq
0

edək. Onda
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X COS Xı -  J  cos xdxJ  = - 2  j x s i n x d x  = 2 j x d ( c o s x )  = 2
о 0

= 2 (2 л  cos 2 л  - sin x|*) = 2(2л  - 0 )  = 4л.
). Verilmiş inteqrali

e e

J  = jv Inx )dx+ \ lnxdx  şəklində yazaq. Bu iİfeqralların h

birinə hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq edək.
dx

и = I n x , d v  = dx qəbul etsək, du = — , и = х olar. Onda
х

f  \

J  = -
1 I

x • In x\, -  f x • —
-  J  X

+ Iе  rx lnx \ t -  I ;
dx

\

/

_ _ (  1 1л 
0 - - l n -

\  e e j I e)
+ [(elne - 0 - ( e -  /))] =

/ 1 1\
+1

v e e j
+ (e-<? + i)  = —  + 2  = 2 

e
Misal 3. Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq 

etməklə
/

J  = Jxe

inteqralim hesablaym.
Həlli. м = х , d v  = e~2xd v  qəbul etsək, du = dx,
1о = — e~ x olar. Onda
2

J  = x- — e 
2

- 2 x ' 1 \Г 
+

2о 0

1 f -2,  . 1 -2 1— e dx = — e + — 
7  J 7 7

f  1 4■* -2* — e
2
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= Л е ~’ Л ( е -г - . i ) =L - l e - * .
2 4 х ’ 4 4

1
Misal 4. ./ = f arÇs m x  fa  inteqralim hesablaym.

J0 J l  +  X

Həlli. Əvvəlcə л/ l  + x =t  əvəzləməsi aparaq: l  + x  = t 2, 
X = t2 - 1 , x = 0=> t = 1; x  = 1 => t = л /2 , dx = 2tdt  olar. 
Onda

41
J  = 2 J arcsin [t2 -  l ) d t .

i
Sonuncu inteqrali hissə-hissə inteqrallama üsulu ib  hesablayaq. 

H = arcsin{t2 - l ) ,  d v  = dt qəbul etsək, du = , u = t

olar. Onda
41 г  42 7 ,
J  arcsin (t2 -  i jd t  = t • arcsin{t2 -  ijj^2 -  J  t ■ ^   ̂ =

л/2 arcsin 1 -  arcsin 0 + f —^= f  ̂= л/2 • — + 2л/ 2 - t 2

К

Misal 5. J  = Jex sin xdx  inteqralim hesablaym.

41

о
Həlli. Hissə-hissə inteqrallama metodundan istifadə edək. 

и - s i n x ,  do  = ex cbc götürsək, du = cos x d x ,  о - e x olar. 
и = sinx  və o = ex funksiyalarinm özləri və törəmələri \0,тт\ 
parçasında kəsilməz olduğundan, hissə-hissə inteqrallama 
ınetodunu tətbiq etmək olar. Onda
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71 Л

Ј  = ех -s inx^  - j e x cos xdx  = - j e x c o sx d x .
о о

31
j e x cosxdx  inteqralim hissə-hissə inteqrallama metodun

#
tətbiq edək. и = cosx ,  d o  = exdx götürsək, du = -s inxdx
v  = ex olar.
Onda

f  ız \

J  = - cosx-ex j + j e x sinxdx = ~(ел + l ) - J

alanq. J  inteqralına nəzərən tənlik aldıq. Buradan, 2J  = е* + 1 

və yaxud J  = - j (e* + /) .

§ 23. Müəyyən inteqrahn qiymətləndirilməsi.
Orta qiymət teoremləri.

Teorem 23.1.. (Birinci orta qiymət teoremi). Tutaq ki, 
/ W  və g(x) funksiyalan \a,b\ parçasında inteqrallanandir va 
g(x) funksiyasi \a,b\ parçasında mənfi olmayan ( və yaxud 
müsbət olmayan) qiymətlər alır. f ( x )  funksiyasmm [a, ft] 
parşasında dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı sərhədləri uyğun olaraq 
m və M  olsun. Onda m <  j u < M  bərabərsizliyini ödəyən elə 
ju ədədi var ki,

и о
\ f {x )g (x )dx  = n \g { x ) i x (23.1)

düsturu doğrudur.
Isbatı. Dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı sərhəddin tərifınə 

görə Vx e [a,b\ üçün m < f ( x ) < M  bərabərsizliyi doğrudur.
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Mlləyyənlik üçün tutaq ki, V xe[a,ft] üçün g(x )> 0 .  Onda 
nydindir ki, Vx  e  ja,ft]üçün

mg(x) £  /(*)&(*) ̂  Mg (x) (23 -2)
borabərsizliyi doğrudur. Мйэууэп inteqralın dördüncü və 
beşinci xassələrinə görə m-g{x),  M  ■ g(x)  və /(x ) -g (x )  
flınksiyaları \a,b\ parçasmda inteqrallanandir.
Onda (23.2) bərabərsizliyini hədbəhəd inteqrallaşaq,

b b b
m jg (x )d x < j f ( x ) g ( x ) d x < M jg ( x ) d x  (23.3)

a  a  a

horabərsizliyini alariq. Burada iki hal mümkündür:
b b

I) Jg(x)<fc = 0 ; 2) j g ( x ) d x * 0 .
a  a

b
Birinci halda (23.3) bərabərsizliyindən J f(x)g(x)dx  = 0

Q

alardiq. Onda (23.1) bərabərsizliyi и  -nün istənilən 
qiymətində, о cümlədən т< /л < М  bərabərsizliyini ödəyən

ь
qiymətində də doğru olardı. Tutaq ki, J  g{x)dx > 0 . Bu halda

a

b
(23.3) bərabərsizlıyinin һәг tərəfıni Jg(x)<ix ədədinə bölsək,

a

b
j  f ( x )g(x )dx

m < * —b------------- < M
J  g(x)dx



Ј 7 ( * к ( х ) < &

bərabərsizliyini alariq. /и = ^—b------------- işarə etsək, təb
\g{x)dx

h«
о

olunan (23.1) bərabərsizliyini alariq. < 0 olduğu
a

da oxşar qayda ilə isbat olunur. Teorem isbat olundu.
Nəticə 1. / ( x ) ,  \a,b\ parçasında inteqrallanandırsa, m v» 

M  onun bu parçada uyğun olaraq dəqiq aşağı və dəqiq yuxaril 
sərhədləridirsə, ondaelə ju (m <  j u < M )  ədədi varki,

b

j f { x ) d x  = ju (b -a ) .  (23.4)
a

İsbatı. (23.3) bərabərsizliyində g ( x )  = l  qəbul edək.
b

j l - d x  = b - a  olduğundan,

u
m (b  -  ä )  < J / (.x )d x  < M ( b  -  a) (23.5)

bərabərsizliyini alarıq.
1 *

 I f ( x )dx  ədədini / /  ilə işarə etsək, (23.4)-ü alarıq.
b - a [

Ц ədədinə f ( x )  funksiyasmm \a, b\ parçasında orta qiyməti 
deyilir.

Əgər, xüsusi halda f ( x )  funksiyasi [a, b] parçasında 
kəsilməz olarsa, onda elə a , p  ədədləri var ki, 
f  ( a )  = m, f  ( P )  = M  və ona görə də [ a , p j  с  [ a ,b ]  par- 
çasında elə £, nöqtəsi var ki, f ( Ç )  = n .  Bu halda (23.4) 
düsturu aşağıdakı şəkib düşər.

184



j  f { x )d x  = f{ğ) ib  -  a ) . (23.6)
a

Nəticə 2. Fərz edək ki, / ( x ) ,  \a,b] parçasmda kəsilınəz, 
jtf(jc) isə [a,ft] parçasında inteqrallanandir və istənibn 
x e[a ,ft]  üçiin g (x )> 0  (g ( x ) < 0 )  şərtini ödəyir. Onda elə
£ e (a,b) nöqtəsi var ki,

j  f ( x )g(x )dx = /fe)J  g ( x ) d x . (23.7)
a  a

İsbatı. Tutaq ki, m = in f  / ( x ) ,  M  = sup f i x ) .
[,a.b ]  f a  b]

b b

Müəyyənlik üçün tutaq ki, J  f{ x )dx  > 0 . Əgər j  f ( x ) d x  = (J
a  a

olarsa, onda (23.7) bərabərliyi istənilən Çe(a ,h)  üçün doğra 
olardı (23.1 bərabərliyinə əsasən). m < j u < M  halına baxsq. 
f ( x )  funksiyasi [a, ft] parçasında kəsilməz olduğundarı. 
Veyerştrasın ikinci teoreminə görə elə x e [o,ft] və x e[a ,ft] 

nöqtəbri var ki, / ( x ) =  m , f ( x )  -  M  . Parçada kəsilməz funks i- 
уашп aralıq qiymətbri alması haqda teorenıə görə f ( x )  kəsii- 
məz funksiyasi m və M  ədədiəri arasındakı bütün aralıq qiy- 
mətləri alır. Oria görə e b  £ e (a ,f t)  var ki, f i ğ ) =  ju . Asan- 
lıqla inanmaq olar ki, /u = M  və ju = m halları üçün də (23.7) 
bərabərliyi doğrudur.

Qeyd 1. g ( x ) > 0  ( g ( x ) < 0 )  olması şərti zəruridir. 
Əgər bu şərt pozularsa (23.1) düsturu doğru olmaz. Məsələn, 
\0,l\ parçasında verilmiş
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funksiyaları üçün

\g{x)dx = 0, j  f{x)g(x)dx = j i -Ç \d x  = - ~
0 о Д  ^

1 I

oldugundan, ixtiyari ц  üçün j f ( x ) g ( x ) d x  Ф ^ j g ( x ) d x .
о 0

Qeyd 2. (23.7) düsturunun doğruluğu üçün f ( x )  fir 
siyasmm [a, b] parçasmda kəsilməz olması şərtini azaltm 
olmaz. Başqa sözlə, f ( x )  kəsilməz olmadıqda (23.7) borabə 
liyi ümumiyyətlə desək, doğru deyil.

Məsələn, [0,i] parçasmda kəsilən

12 2 '

f ( x )  = -

L, o ± x < L  
з  з və g ( x )  = '
3,  —< х < 1  

3

3, 0 < x < — 
3

7

15’
— < х < 1  
3

funksiy aları üçün
l  I

\ f ( x ) g ( x ) d x  = f d x  = l,



oldugundan [0,l] parçasında elə bir ğ  nöqtəsi yoxdur ki,

f ( Ç )  = 1~ j  olsun-

Teorem  23.2. (ikinci orta qiymət teoremi). Fərz edək ki, 
f ( x ) ,  [a,b] parçasında kəsilməz, g(x) isə [a, b] parçasmda 
kosilməz diferensiallanan funksiyadır və g ' ( x ) > 0 . Onda [a, b] 
parçasında e b  £ e  [a,b\ var ki,

\ f ( .x )g (x)dx  = g (a )J  f ( x ) d x  + g(ö)J f { x ) d x  (23.8)
a  a  4

ılüsturu dogrudur.
İsbatı. u(x) = g ( x ) , d u ( x )  = f ( x ) d x  qəbul edərək, 

barabərliyinin sol tərəfınə hissə-hissə inteqrallama düsturunu 
totbiq edək:

X

u ( x ) = \ f ( t  )dt, u (x )= g(x ) ,  du (x )  = g'(x)dx .
a

Onda
b f  X 4

\ f ( x ) g ( x ) d x =  g ( x ) - j  f ( t ) d t

~ f  g ' ( x ) \ f ( t ) d t dx (23.9)

Sag tərəfdəki ikinci inteqrala birinci orta qiymət 
teoremini tətbiq edək.

x

F{x) = \ f { t ) d t
a

l'unksiyası kəsilməzdir və g'(x) > 0. Ona görə də e b  ^  e [a,ft] 
nöqtəsi var ki,
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b /

а V

= { g (b ) -g { a ) ) \ f ( t ) d t

ФSonuncu bərabərliyi (23.9) -  də nəzərə alsaq,
b ь 4 —
j  f (  x ) g (  x )dx  = g ( b ) j f (  t)dt  - ( g ( b ) - g (  a)) j  f (  t)dt

alarıq.

j  f ( t )d t  f ( t ) d t  + j  f ( t ) d t

olduğunu nəzərə alıb, sadələşdirmş aparsaq, tələb olunan (23.8 
düsturunu alanq. Teorem isbat olundu.
(23.8) bərabərliyinə Bonne düsturu deyilir.

Misal 1. f { x )  = 4 x  funksiyasmm \0,100\ parçasında ц  
orta qiymətini tapın.

Həlli.

1
100-0

100

- j л/х dx = ) J
1 x 2

100 3 
2

100

— 100~2 = —  -1000 = 6 - .  
300 300 3

Misal 2. f ( x )  = 10 + 2 sinx + 3cosx  funksiyasmm [0,2л-] 
parçasında /л orta qiymətini tapın.

Həlli.
1 2л ^

1Л = —  J (/ 0 +2 sinx + 3 cosx)dx =— (1 0 x - 2  cosx + 3 s inx)^  =
2n
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L -— [(2Ö7f -  2 cos 2 л  + 3 sin 2 л ) - ( 0 -  2 cos 0 + 3 sin О)] =
2л

Ы-— { 2 0 л - 2  + 2) = 10.
2л

Misal 3. Birinci orta qiymət teoremindən istifadə etməklə
2тг

' = \ :
dx

• 1 + 0,5 cos x

Inteqralim qiymətləndirin.
Həlli. Yuxarıda göstərmişik ki, əgər f ( x )  [a,b] 

narçasında kəsilməzdirsə və m =  min f ( x ) ,  M  = max f ( x )  isə,
x e  М Г  4 7

onda (23.5) bərabərsizliyi doğrudur.

[(),2л] parçasmda kəsilməz f ( x )  = -------    funksiyasmm
1 + 0,5 cosx

on kiçik və ən böyük qiymətiərini tapaq. Asanlıqla inanmaq

olar ki, m i n   --------= —, max  ----------------= 2 . 0 n a
ЈГ£[0.2.т] 7 + 0,5 COS X  3 хе\0,2я\ 1 + 0,5 cosx

görə,
ä 2л

Ş S J4п 21  dx— < ---------------- < 4 л .
3 1 1 + 0,5 cosx

Misal 4. Birinci ojla qiymət teoremindən istifadə edərək,
,00 x 

г -dx
о х + 100

inteqralim qiymətləndirin.
Həlli. 0 < x  < 100 olduqda

1 1 1с -----------<
200 x + 100 100

bərabərsizliyi doğrudur. Bu bərabərsizliyin hər tərəfini e~x -ә 
vuraq və [0,100] parçasında inteqrallayaq. Onda
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200

100 IOC

I' e xdx< f 
I J J

100 - xe
x + 100

-dx <
100

100

[ e xdx\ J

bəraborsizliyini alanq.
100

je~xdx =
too 1

= 1 — Глл- oldugundan,to joo

200
1 — ,100

İUV

s

e Xdx
x + 100 100

1 —joo
e j

Misal 5. J  cos2 xdx və jcos10 xdx ədədlərindən h
о 0

böyükdür?

Həlli. Aydındır ki, x e V , -
2

olduqda cos2 x> cos10 x

bərabərsizliyi, jc e  \ 0, n
olduqda isə cos x > cos x

bərabərsizliyi doğrudur. Ona görə müəyyən inteqralın 10-cu 
xassəsindən çıxan nəticəyə əsasən, hökm edirik ki,

Л Л
~2 ~2

J  cos2 xdx > jcos10 xdx.
о 0

Л

}  ■ л
Misal 6. I e smx dx və — ədədlərindən hansı böyükdür?

л 2

Həlli. Aydındır ki, x e 0,
n

olduqda 0 < s in x < l  və

yaxud - 1 < -s in x < 0  bərabərsizliyi ödənir. Asanlıqlainanmaq
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olarki, e smx funksiyasi 0,
Л parçasmda azalandır. Ona görə

də
* !

-də e-I > e-smx > e0

və yaxud e smx > 1 bərabərsizliyi doğrudur.

x e
f  л ^

0,- olduqda isə e smx > 1. Ona görə də müəyyən

inteqralın 10-cu xassəsindən çıxan nəticəyə əsasən,

r r л\e~SMXdx> \ l d x  = ~ .

M isal 7. İkinci orta qiymət teoremindən istifadə edərək
2 0 0 л

J = I
sm x

dx
1 0 0 л

və
inteqralim qiymətləndirin.

Həlli. f ( x )  = sinx, x  e [100л,200л]

g(x) = —, x 6 \100л,200л]  funksiyalarma baxaq. Aydındır ki, 
x

/ ( x )  funksiyasi [100л,200л] parçasında kəsilməzdir. g(x) 
funksiyasi isə \№ 0л,200л\  parçasmda kəsilməz diferensial­
lanandir və monoton azalandır. Onda Bonne düsturuna görə

j  4  j  2 0 0 л

J  = -------  Г s inxdx  + --------  Гs inxdx  —
100л  J опптг J

1 0 0 л

= —-— (-  cos x)
100л

+ •

200л  

-— (-c o sx )
1 0 0 л 200л

2 0 0 л

 -— (cos ğ  — cos 10 0 л ) -----  — (cos 200л  -  cos <̂) =
100л 200л

 —  ( c o s ^ - / ) ------— ( l - c o s ğ )  =
100л 200л  '

191



= ( l - c o s ğ ) \
1 1 1 - c o s ğ

, 100л <Ç < 200л
100 л  200л J 200л

Aydındır ki, 0 <1 - c o s ğ  <2 .  Onda müəyyən inteqralm 10
1xassəsinə görə 0 < J  <

100л
Misal 8. İkinci orta qiymət teorem ind^f istifadə edəro

t> - a x  
С с

J -  I  s i n x d x ( a > 0 ,  0 < a < b )
^ Xa

inteqralim qiymətləndirin.
e~ax гшHəlli. f ( x ) =  s i n x , xe[a,fr] və g(x) = ------ , х б [ а /

x
funksiyalarma baxaq. Aydındır ki, f ( x ) = s i n x  funksiyn

Л'

c~ax %[(a,b] parçasında kəsilməzdir. g(x) = ------, x e \a,b\ funksiynx
x

isə [a, b\ parçasında kəsilməz diferensiallanandir, monotoi 
azalandır və müsbətdir. Onda Bonne düsturuna görə clı 
£ € (a,b) nöqtəsi var ki,

J  = j s in x d x  =— 1- ( -  cosx ) = ~ ( c o s a ~  cosÇ).
ae ae ae

—-— (cos a -  cos d:İ < — — .a  a  \ /I a  aae ae

§ 24. Müəyyən inteqral üçün bəzi inteqral bərabərsizliklər.
Əvvəlcə köməkçi fakt kimi aşağıdakı lemmanı isbatj

edək.

Lemma. a>0, b > 0 \ s  p >  1, q > 1, — Һ — = 7 olduqda
P Ч
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a b < - a p + - b q (24.1)
P Я

borabərsizliyi doğrudur.
İsbatı. [ö;+°o) yarımoxunda

t p 1 
ç(t)  = -  + —  t

P Я
funksiyasmm ekstremum nöqtəsini axtaraq. <p'(t) = t p~' - 1  = 0 
olsun. t = 1 ekstremum üçün şübhəli nöqtədir. t = 1 nöqtəsində 
törəmə öz işarəsini mənfıdən müsbətə dəyişər. t - 1  nöqtəsi 
ıp(t) funksiyasmm [ ö , + o o )  aralığmda yeganə minimum 
nöqtəsidir. Ona görə də cp(t) > cp{\) = 0.

—t p + —— t > 0 bərabərsizliyindən 
P Я

t < - t p +-  (24.2)
P Я

ıılarıq.
ı

(24.2) bərabərsizliyində t = a - b ]~p qəbul etsək, alarıq:

—  1 —  1 a - b ‘-p < - a pb ‘~p + - .
P Я

——ı
llərtərəfi b'~p -ə bölsək, tələb olunan (24.1) bərabərsizliyini 
alarıq. (24.1) bərabərsizliyi Yunq bərabərsizliyi adlanır.

Teorem 24.1. Tutaq ki, / ( x)  və g(x ) funksiyaları 
parçasında inteqrallanan funksiyalardır, 1 < p  < +co istənılən

odəddir, q ədədi isə — + — = 1 bərabərliyindən təyin edilir.
P Я

Onda
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\ \ f (x )g (x ) \ dx<  

ь у
J| f ( x ) \ p dx • J | g ( x ) | 9 ^

\ l/p (ь \  l / q

(24.3)
\a

(b
\a 

\ l f  P

\a
<,

< .1

/
l / P ( b

J l / W l '  dx\ +  Ј ј ^ х ) ! 9 ^
\a

\ l / q

\a
(24.4)

bərabərsizlikləri doğrudur.
İsbatı. f { x )  = g(x) = 0 olduqda (24.3) bərabərsizliyini; 

doğruluğu aydmdır. Ona görə f ( x ) * 0 ,  g ( x ) * 0  hesab edək 
Yunq bərabərsizliyində

l / (*) j  в  =  L?Wl____
N l/p '

J l / W r  dx
\o

qəbul etsək,

fb \ и ч
| |g ( x ) |9 dx

\a

(24.5)

У

(ь \ ‘/p( b /Ч
]\f{x)\p dx } | g ( x ) | ^

\a /  М >

I I / M l '  , 1  I *(*)!'

p } | / ( х ) Г  dx q j | g ( x ) | ? <fr
а  а

bərabərsizliyini alariq.
Bu bərabərsizliyi \a, ft] parçası üzrə inteqrallayıb, (24.5) I

münasibətini və — + — = 1 olduğunu nəzərə alsaq,
P Я
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<1
(ь \ I/p( b ^ 1 / 4

] \ f { x ) \ P dx J| я(^)Г ^
\a J \a j

olar. Buradan tələb olunan (24.3) bərabərsizliyini alarıq.
(24.3) bərabərsizliyi inteqral üçün Hölder bərabərsizliyi adlanır. 
Xüsusi halda p  = q = 2 olduqda Holder bərabərsizliyi

] \ f ( x ) g ( x ) \ d x <

A \ \ f ( x ) \ 2 dx ■ \ \ g ( x )
1/ 2  /

dx (24.6)
/  \a

şəklinə düşür. (24.6) bərabərsizliyi inteqral üçün Koşi- 
Bunyakovski bərabərsizliyi adlanır.

İndi isə (24.4) bərabərsizliyini isbat edək.
Aydındır ki,
b b

f I f ( x ) +  g ( x )  \p dx = J| f ( x )  + g ( x )  Г ' |  f ( x )  + g ( x )  I dx <

^  Jl f ( x )  + g ( x )  \p ‘\ f ( x ) \d x +

] \ f ( x )  + g ( x ) \ p~‘\ g ( x ) \d x . (24.7)

bərabərsizliyi doğrudur. Sağ tərəfdəki inteqrallarm һәг birinə 
Holder bərabərsizliyini tətbiq edək.
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и

\ \ f ( x >  + g ( x > r ‘\ f ( x ) \ d x <

( Ь

Jl f ( x )  + g ( x ) \ (p-,)4 dx J| f ( x ) \ p dx
\a /  \a

l / p

и

\ \ f ( x )  + g ( x ) \ p~, \ g ( x ) \ d x <

( b Y Y *
Jl f ( x )  + g ( x ) \ l' - ,>< dx J |g (x ) \" dx

N l / p

\a
Onda (24.7)-dən
b

\ \ f ( x ) + g ( x ) \ p dx<

fb
\ \ f ( x )  + g(x)\ (Р-!)Ч

\ a

ү / д
(ь Л

l / p (b \ l / p "

J

Jl f ( x ) \ p dx
к а  j

+ \ \g (x ) \p dx
\ a

( p -  l ) - q  = p  olduğunu nəzərə alsaq,
b  f b

\ \ f ( * )  + g ( x ) \ p dx<\  J | f ( x )  + g ( x ) \ p dx
\i 'q

\ , / P  f b  

+
\a
J| f ( x ) \ p dx + j \ g ( x ) \ p dx

\a

I/p

alariq. Bu bərabərsizliyin һәг tərəfini
( ь  \ , / ч

j \ f ( x )  + g ( x ) l p dx
J

ifadəsinə bölsək, (24.4)

bərabərsizliyini alanq. (24.4) bərabərsizliyi inteqral üçün 
Minkovski bərabərsizliyi adlanır.
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Misal 1. Bərabərsizliyi isbat edin: j  x 2^  sin x d x  < ,
П '

п 2 к 5

л

Həlli. I  = j x 2J s i n x d x  işarə edək. Koşi-Bunyakovski

bərabərsizliyindən istifadə edək. Onda

I 2 <
x
7

\ x 4dx • Г sinxdx 
\a )  vo 

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alarıq. 
Misal 2. Bərabərsizliyi isbat edin:

( - c o s x f  =
2 n 5

jy j l  + x 2 л/* + 7 dx < .

Həllii. J  = J л/7 + x 2 лЈх3 +1 dx işarə edək. Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyinə görə

I l
J 2 < J (7 + x 2 ■ j (xJ + l)dx =

з Л
x  + - Г x 4■ + X

4 5 _ 5  
З '  4 ~  3

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alarıq. 
Misal 3. Bərabərsizliyi isbat edin:

j -Д7 + x3 )sinx dx < Ј 2 л  +
n
T

Həlli. J  Л 1 + x )sin x  dx işarə edək. Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyinə görə
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Jl к

J 2 < |( l  + x3)btc-Jsinj:ätc:
.4  \

x  + -

=  2 n  +  —

■(-cosxT  =
'o

#

Л  +  -
Л4 Л

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alariq. 
Misal 4. isbat edin ki,

i

lim f
л-»оо J 1 + x

-dx = 0 .

Isbati. О <x  <1 olduqda aydındır ki, 1 <1 + x  <1

bərabərsizliyi ödənilir. Buradan, — < ——  < 1 .
a 2 1 + x

Müəyyən inteqralın məlum xassəsinə görə

1 \гj  x"dx < J ------ dx <J xnd x .
о 0 1 +  x  о

\ x ndx = — — xn+l\ = — — oldugundan,
'  n + 1 'o n + 1

i

h1 1
2 n + 1

1 xn 1
dx <-

n + 1
alariq. Bu bərabərsizlikdə n -> oo şərtində limitə keçsək,

lim Г-
л-юо •» J

-dx = 0.
+ x
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Çahşmalar
1. Müəyyən inteqralın tərifındən istifadə etməklə isbat edin ki,

j x d x  = —. 
о 2
2. Müəyyən inteqralın həndəsi mənasından istifadə edərək,

5 2 3

a) J İ4x -  l)dx , b) J  (2x + l)dx , c) J  уЈ9-х2 dx
I 1 - 3

inteqrallarım hesablaym.
4

3. İnteqral cəmində limitə keçməklə, /  = j  x'? dx inteqralim
ı

hesablaym. \l,4\ parçasmı bərabər hissələrə bölün və Çk araiıq 
ııöqtələri olaraq [x k_ ı , x k ]  parçalarınm 
n) sol ue nöqtələrini, 
h) sağ uc nöqtələrini, 
c) orta nöqtələrini seçin.
4. İsbat edin ki, istənilən natural n ədədi üçün

a) ln{l + x) = x -  - . . . ( -  i f ' 1 —  + ( -  i y j - 2 — dy,
2 3 n * у +1

x e  ( -  7;+oo) ;

b) a r c t g x = x ~  + ̂ - - . . .  + ( - l ) l~l j — - + ( - /  ,
3 5 2 n - l  J0y  +1

x e ( -  °o;+co) bərabərliyi doğrudur.
5. Aşağıdakı müəyyən inteqrallan hesablaym:

a) f e r f k y  ; Ь> К | *  ; C)İ 7 ; V Ä  ;
7Г

e )  е\ ~ ү ~  ;  d )  J - f - 7 *  *» k >  f  / --------------------------------------------------------------- ;Jexlnx J0x +1 ^Vx + i + V 5 x  + 7
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2 ___________
Г) Г Vcosx  — cos3 x  dx

6. Əvəzetmə üsulundan istifadə etməklə aşağıdakı inteqrallan 
hesablaym:

.  . 2 . f
a) f j - - - ......  ; b) f—7———т ; с) [s in3 x cos x d x  ;

\  f  dx e dx r xdxe) I — —  ; d) I — f = = ^  ; к) I - 7—  •
- 5 - 3 c o s x  ј2 ху1х 2 - 1  - , \ 5  — 4 x

7. Müəyyən inteqral üçün hissə-hissə inteqrallama düsturundan 
istifadə etm əkb aşağıdakı inteqrallan hesablaym:

Aл:
e 2 /

a) j l n 3 xdx  ; b) j x 2 sin xdx  ; c) J"(x -  l)e~xdx ;
1 0 0
2 i  1

e) j x 3lnxdx  ; d) j V  cosxdx  ; k) jln{l  + x ) d x .
1 о 0

8. Aşağıdakı funksiyalann x -ə nəzərən törəməsini tapın.

a) F(x)=  ; b) /•’(x) = j-J 1 + t4 dt ; j
n  t

c) F(x ) = j l n t d t  ( x > 0 )
1

9. Orta qiymət teoremindən istifadə etməklə isbat edin ki,

10. Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə etməklə isbat 
edin ki,
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I _____
/ < | л / 7  + х Ј dx <

1 1 . J  -  j  yjl + x 4 dx inteqralim qiymətləndirin. Bunun üçün
0

a) müəyyən inteqral üçün orta qiymət teoremindən,
b) Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən 
istifadə edin.
12. Aşağıdakı funksiyaların ən kiçik qiymətini tapın.

a) f { x )  = }(f -  l)(t -  2)2 dt ; b) f ( x )  = j 1——j -
n n İT /

d t .

Cavablar

2. a) 44 ; b) 6 ; с) . 5. a) ; b) тс ;

ч Я Ч  I  -Ч ^  7Г , ч 14с) arctge -  — ; е) /« 2  ; d) — - a r c t g — ; к) —  
4 4 4 15

т\ 4  с  \  71 1 1 3 2  \  1[ ) - .  6. а) — ; Ь) - / и —  ; с) -  ;
3 4 4 17 4

е) —arctg
1 п j \  тс 1 .  1■ ---arccos— ; к) —

' 3 3 6

7 . а ) 6 - 2 е  ; b ) z r - 2  ; с ) ; е) 4 1 п 2 - ^
16

1Ч cos 1 + sin 1 1 , , ,  4 0 . sin2x
d ) ---------------е —  ; к) ш —. 8. а ) --------

2 2 е х
I   2х

Ь) - ы 1  + х4 ; с) Inx  ; d)
1 + x

11. а) 1 < J  < л/2 ; b) 1 < J  < л/Л2 .

12. a ) - —  ; b) - - 1 5  In 3.
22 3

201



III FƏSIL
QEYRİ-MƏXSUSİ İNTEQRALLAR.

*

§ 25. I növ qeyri-məxsusi inteqral, tərifi, xassələri
Funksiyanın Riman mənada inteqralına tərif verərkc 

inteqrallama aralığınm sonlu olduğunu qəbul etmişdik. Dig 
tərəfdən isbat etmişdik ki, əgər funksiya so ^ u  parçada qeyrU 
məhduddursa, onda Riman mənada inteqrallanan deyildir (bax, 
II fəsil, §14, teorem 14.1). Başqa sözlə, f ( x ) funksiyasınıı 
Riman mənada inteqrallanan olması üçün inteqrallamıı 
aralığının sonlu, / ( x )  -in isə bu aralıqda məhdud olması 
zəruridir. Bu iki şərtdən birinin pozulduğu hal üçün inteqral 
anlayışmı ümumiləşdirək,

Fərz edək ki, inteqrallama aralığı sonsuzdur. Ədəd 
oxunda üç növ sonsuz aralıq үдг: a və b sonlu ədədlər olduqda 
(а,+оо), (-co,ft)aralıqları və (~oo,+co) ədəd oxu.

Fərz edək ki, f ( x )  funksiyasi ( а ,+ с о )  aralığında təyin 
olunub və ixtiyari qeyd olunmuş A e  (a,+oo) ədədi üçün M ]

A

parçasmda Riman mənada inteqrallanandir, yəni, |  f ( x )d x
a

sonlu ədəddir.
Aydındır ki, bu inteqral A-dan asılı funksiya təyin edəeəkdir:

A

F(A)  = j  f ( x ) d x .
a

F(a ) funksiyasmm Л —>+со şərtində limitinin varlığını 
araşdıraq.

Tərif. Əgər А -> +00 şərtində Ғ(А ) funksiyasmm sonlu 
limiti varsa, onda bu limitə f ( x )  funksiyasmm [a,+oo)



jfrnllğında I növ qeyri-məxsusi inteqrali deyilir və simvolik
Щ +00

Oİıırııq J f [ x )d x  kimi işarə olunur.
a

Beblikb,
+Q0 A

J f ( x ) d x  := lim j f ( x ) d x  . (25.1)

llti halda deyirbr ki, (25.1) qeyri-məxsusi inteqrali yığılır və 
f (x )  funksiyasi [a,+oo) aralığında (qeyri -  məxsusi mənada) 
llilcqrallanandır. Əks halda deyirbr ki, (25.1) qeyri-məxsusi 
llileqrah dağılır.

+co

Qeyd 1 . ixtiyari qeyd olunmuş с > a üçün J  f( x )dx  və
a

\ f  (x)dx qeyri-məxsusi inteqrallan eyni zamanda yığılır və ya
I

A с A

ılağılır. Bu fakt j f ( x ) d x  = j f ( x ) d x  + j f ( x ) d x  bərabərliyinə
a

+00

osaslamr. B eb ki, j" / (jt)dfr və J / (x)dx inteqrallarmdan biri
a с

yığılırsa о biri cte yığılır və tərsinə biri dağılırsa, о biri də 
dağılır. Analoji olaraq \/b sonlu ədədi üçün aralığında
1 növ qeyri -  məxsusi inteqral təyin olunur.

ь b
j f ( x ) d x . -  lim j f ( x ) d x

A - > - o o  •  
A

f ( x )  funksiyasmm ( - c o , + c o )  aralığında I növ qeyri- 
məxsusi inteqrali a e R ixtiyari qeyd olunmuş ədəd olduqda 
aşağıdakı kimi təyin olunur:

+00 a +00

j f ( x ) d x : = j f ( x ) d x + j f ( x ) d x .  (25.2)
- o o  - o o  a
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ikisi yığılırsa, onda deyirbr ki, j f ( x ) d x  qeyri-məxsuil
- 0 0

inteqrali yığılır və / ( x) funksiyasi ( - 00,+00) ədəd oxundl 
(qeyri-məxsusi mənada) inteqrallanandir. Əgər (25.1 
bərabərliyində sağ tərəfdəki inteqrallardan ^feç olmazsa bir

+co щ

dağılırsa, onda deyirbr ki, j  f { x )d x  qeyri-məxsusi inteqrali
- o o

dağılır. B eblikb, / (x) funksiyasi ədəd oxunun istənilən sonlu 
[А, В\  parçasında inteqrallanandırsa və bir-birindən asılı 
olmayaraq A -»  - o o ,  В -> + o o  şərtində

в
lim lim  Г f f x j d x

A - * - со B —>+oo J  
A

sonlu limiti varsa, onda deyirbr ki, / ( x )  funksiyasi (-oo,+oo) ' 
aralığında qeyri-məxsusi mənada inteqrallanandir.
B eblikb,

+00 В

I f ( x ) d x  = lim lim [ f ( x ) d x  .
J A~>-co Л-»+оо J

- с о  A

Müəyyənlik üçün biz (25.1) şəklində qeyri-məxsusi 
inteqrallara baxaeağıq.

+co

Göründüyü kimi, J  / {x)dx qeyri -  məxsusi inteqralm
a

A

yığılması məsələsi F(A) = f  f ( x ) d x  funksiyasmm A —> +oo
a

şərtinə sonlu limitinin varlığı məsəbsinə gətirilir. Limitin 
varlığı üçün Koşi meyarına görə F ( A )  funksiyasmm A -> +oo 
şərtində sonlu limitinin varlığı üçün zəruri və kafı şərt 
V f > 0 üçün e b  M  > a ədədinin olmasıdır ki,

Əgər (25.2) bərabərliyinin sağ tərəfmdəki inteqrallarm lıof' .
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Л, > М  , А2 > М  bərabərsizliklərini ödəyən istənilən А, , А2 
Idədləri üçün

\F (A 2) - F { A x) \ < s .  
lorabərsizliyi ödənsin.

B eblikb, aşağıdakı teorem doğrudur.
Teorem 25.1. (Qeyri məxsusi inteqralın yığılması haqda 

Ki)şi meyarı).

[ f(x)dx  qeyri-məxsusi inteqralımn yığılan olması üçün zəruri
II

vo kafı şərt, \ /£ > 0 ədədinə görə e b  M  > a ədədinin

olmasıdır kİ, > M  , УА2 > M  olduqda, 

olsun.

j f ( x ) d x < £

Misal 1.
dx

x + x - 2
qeyri-məxsusi inteqralim

hesablaym.
НэШ. I növ qeyri-məxsusi inteqral in tərifmə

J  /Л, , d x + —♦•oo » A j  A

f—— ---- = lim \ - ^ ----- = lim [------- ^
\ x  + x - 2  A~*+ni x  + x - 2  Â +xi  (  JК
= -  lim [ - /

.4—>+oо J  /  j  \  2 f

X + -

= lim In
3  A-*+oo

2 + x
1 - x

limJ Л—»+cc In
2 + A
1 -  A

- I n _4_
- 1

lim Inj  л-»+»
2 + A
1 -  A

+ —ln4 
3
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= —  lim In
J  A—>+co

+ 1

- 1
+ —In4 = ~—lnl + —In4 = —In2. 

3 3 3 3

Beləliklə, J
2

+00

Misal 2 . J

dx
x + x - 2  3

=  —ln2 .

dx

(x2 + x + l j
qeyri-məxsusi inteqralını

hesablaym.
Həlli. Aydındır ki, istənilən sonlu jА,В\  parçasında

f ( x )  — 7 -  гг funksiyasi inteqrallanandir. Tərifə görə,
(x2 +jc + / j

dx и

= lim I t —ooJ I „2
dx

■ + lim f-
A-++ ooJ I

dx

L { x 2 + x  + t f  я - > й(х2 + x + l j  A-*+çol ( x 2 + x + l j  
Bu bərabərlikdə x = 0 aralıq nöqtəsi əvəzinə ədəd oxunun 
istənilən digər nöqtəsi götürülə bilər. Biz sadəlik üçün x = 0 
nöqtəsi götürdük.

Aydmdır ki,

(x2 + x + l j  =

/

+

1
eyniliyində x + — = / əvəz etsək,

и
lim f y —

5->-co j  I 2

dx SI

lim —
4-*+oo J  t^.2

dx
------------------ гг- +  l i m   -------------------r r

b (jc2 + jc +  / )^  " ^ ( x 2 + *  +  7 ^
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ı/

= lim I
#-»-cc J

t 2 +

dt 1 ■ f-----------r +  lim
r

vT ,

dr

t 2 + VI
V 2 /

Yuxarıda (bax, I fəsil, §8.)

Ј , ~ Һ ‘г + ° 1У ' k = u " "

qeyri-müəyyən inteqralmı hesablamaq üçün
t 2m - 3

- + ■ Jm-I
2a2( m - l j , 2+ a 2Y '  2a2( m - l )

rekurent bərabərliyini almışdıq.

■ЈзJ m üçün alınmış bu bərabərlikdə m = 2 , a = —ү  götürək л 

nəzərə alaq ki,
dt



-I О

lim
#-»-00

2 İ
4

t 2 +
V

'V T
2 \

1 2t
+ ----------Г- arctg —prr 5 VJV I

■ lim
B - > - со

25

5 2 +

-j= lim arctg
25

+ ■

2 -

1 #  25

^ arc'g V J
5

j Vj
Analoji qayda ilə göstərmək olur ki, 

/ни f -  Л
A -> + o o

4 f  л Л _  2 л

VI- Зл/Jl 2) зЈз

2 л
/

>2 r v n
2'

t +
?

V \  J

3y[3

B eblikb,

Jo
йбс 4л

(x2 + x  + l j  ЗЈЗ

Misal 3. f f*  qeyri-məxsusi inteqralim hesablaym.
J Y  4 - 1x J +l

Həlli.
/

x 3 +1
rasional kəsrlərin cəmi şəklində göstərək.

, jc e  [0,+oo) funksiyasmı elementar
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х3 +1 х + 1 ■ х +1
Onda tərifə görə,

+°o j

[ — = lim f
J v  4- /  A-++oo J

1 lim
х Ј +1 A —*+co x * + l  3 A - + + oo I

( A 1 Aг ax r x-
■* x  + 1 -Vo

x - 2
x  + 1

-dx

Bu bərabərliyin sağ tərəfindəki inteqrallan hesablayaq.
İ  dx . / , \ i A , ( . .\



= l n ^ А2 -  А + 1 —
4 з

2 А - 1  
arctg — 7=— + arctg

4 з

Onda

3 J
, ПГ2 :— 7 3 2 A - 1  1= 1плЈА - A  + l -----r=arctg— 7= ------ ==

4 з  4 з  4 з

f = — lim [ln(A + l ) - l n  л/A 2 -  A + l +
I x +1 3 ^ X V 7 ш

3 2 A - 1  1 л+ -рт arctg-— = -  + —== ■ —
4 з  4 з  4 з  2

= — lim
$  А->+ oo

In A + l

лЈА2 - A  + l  4 з

3 2 A - 1
+ —=  arctg

\

4 з
+

^ 1 1 л  _  1 3 л  1 3 л  2 л
3 4 з  2 3 4 з  2 3 4 з  2 з 4 з '

А'
+0 0

Misal 4. Г — ========== qeyri-məxsusi inteqralim
I Х у 1 4- X * + x

hesablaym.

Həlli. Tərifə görə 
dx

f
/1

= lim j
A-*+0 0 J

dx

7 x 4 l  + xs + x'° Â +c°
dx

I хлҺ + х 5 + x10
f  (XXƏvvəlcə I — =========== müəyyən inteqralim hesablayaq.
I X y 1  +  X +  X ю

L j  j
x 5 = t əvəz etsək, x  = t 5 , dx =  j d t  , x  = 1 =>t = 1;

5 t1
x = A => t = A s olar.
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t'J 1 +1 +12



f , й  = - 1 м

\ x v  + x5+x ,<} 5
1 1—Г + -  +

А
1 1 ,+  — Т  +  ]10 +—!п 

5
-л/ i

Bu bərabərlikdə A - » -и» şərtində limitə keçsək alarıq:

/ı

lim [Л-М-О0 J/ ХлЈ] + Х5 +XW
= - - l n  

5
-  + 1 + —ln 

5
— + л/ i  
2

7 , i  + 2 л/i 7 /
= — In 

5 3
Beləliklə,

J

= —In 
5

1

1 +
VJ.

/ ЈСл/7+Г5 + x'°
= —In 

5
1 2 } ] + —ғ=

, V i

M isal 5. f arc qeyri-məxsusi inteqralim
e (7 + x2)̂

hesablaym.
Həlli. Tərifə görə,

J /  л-»+«Ј /  , \ £
° ( l  + x2f ( j + x ’ )

arctg x
j  dx müəyyən inteqralim hesablayaq.

o(l + x 2f
arctgx = t əvəzləməsi aparaq. Onda х = 0 => t = 0; 

x = A=> t -  arctgA , x  = tgx, dx = *2 ? cos t

1 + x 2 = l  + tg2t = 

Ona görə,

7
cos21

oiar.
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А . arctgA
f  a r C t g  X  1 Г  j . \arctgA \arctgA
 ^—r d x =  t cos tdt = t- sint  I + cos t =

o{l + x İ  I
= arctgA ■ sin(arctgA)+ cos(arclgA) -  7.

Axırıncı bərabərlikdə A —> +co şərtində limitə keçək və nəzərə
71

alaq ki, A -»  +00 => arctgA —> — . Onda

lim f dx = lim \arctgA■ sin(arctgA) + cos{arctgj^\ -  7 =
Л-М-00 J / \£

°(7 + x ^

= —- 7  
2

B eblikb, lim f d x = - - l .
° ( l  + x İ  2

-rw

Misal 6. jV ^cosftx tic  (a > O) qeyri-məxsusi

inteqralim hesablaym.
Həlli. Tərifə görə

+00 Л

I е~т sin bxdx -  lim | e~ax sin bx dx .
J  A—>+00 JA - > + 00 •0 0

Əvvəlcə J  = j e  M sinbxdx  müəyyən inteqralim hesablayaq. Bu
0 ** . . . .  

müəyyən inteqrala ardicil olaraq iki dəfə hissə-hıssə
inteqrallama metodunu tətbiq etməklə,

J  = — 5-^—те~аЛ cosbA - ——Te~aA sinbA + — —j
a + b a + b a + b

alariq. Onda aydındır ki,
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lim e cosbA = lim e sinbA = 0
A —► +«> A —>+oo

oldugundan.

j e 0* sinbx dx = —yJ Па г +b2 '
Qeyd 2. Qeyri -  məxsusi inteqrala həndəsi məı 

vermək olar. / ( x )  , [a,+ 00) aralığında mənfı olmadiqd
+ 0 0

I  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqralmin həndəsi mənası müəj
#

inteqrala oxşar olaraq / ( x )  funksiyanm qrafıkinin yaratdığı 
P = {(x,_y): a < x <  +00  , 0 < y <  /(x)}  

əyrixətli trapesiyanm sahəsinə bərabərdir (bax, şəkil 3. 
Aydındır ki, bu əyrixətli trapesiya qeyri-məhdud çoxluqdur.

+O0

Əgər \ f ( x ) d x  inteqrali yığılırsa, bu əyrixətli
a

trapesiyanın sahəsi müəyyən ədədlə ifadə olunur.

Məsələn, f ( x )  = -^y olarsa, a > 0  olduqda

-t-«J Л 1

f f ( x ) d x  = lim f —j  — lim
J  Л->+ oo J  X  Л->+oo 2x 2a
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oldugundan, uyğun əyrixətli trapesiyanın sahəsi — -  ədədi ilə
2a

Hiıdə

f— = lim f—  = lim lnx\Aa = lim (inA + lna)= +cc,
J ү  Л —> -o o  J  -ү* /} —>+-со I А-++  со '

olunur. / W = - olarsa,

/1 —> —oo J  j ç  /4 —>+co

olduğundan bu hala uyğun əyrixəttli trapesiyanm sahəsi 
miiəyyən ədədlə ifadə olunmur.

Qeyd 3. I növ qeyri -  məxsusi inteqralın yığılması üçün 
f ( x )  funksiyasmm məhdudluğu zəruri deyil. Buna aid
ıışağıdakı misal göstəriləcəkdir. (bax, §28, qeyd 2 )

+00

Misal 7. J cosxdx inteqralmın yığılmasım araşdırın.
a

A

Həlli. I cos xdx = sin x  L = sin A və lim sin A limiti
J ю A->+cc
a

+00

olmadığından, J cos xdx inteqrali dağılır.

T dx
Misal 8. J —  (a > ()) inteqralmin yığılmasını araşdırın.

Л -həqiqi ədəddir.
Həlli. Əvvəlcə fərz edək ki, Л ф 1

f —т = Ит [x xdx= lim
J  % A - * + o o  J  «  A-*+°Л-++Ж

.1-л

1 - Л
= lim

Л-»-ко 1 - Л

Л - 1
+ 00,

Л = 1 olsun. Onda

a \-x
Л > 1 olarsa, 

Л < 1 olarsa.
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f —  = lim f —  = lim (in A - l n a ) =  +00 .
X  A - > + 00 J  ^->+GO *

a  a

+00 7г dxBeləliklə, —j  inteqrali X > 1 olduqda yığılır, X < 1
* X« .

olduqda dağılır.
I növ qeyri-məxsusi inteqralın aşağıdakı xassələrini qeyd

edək.
+00

Xassə 1. j  f ( x ) d x  inteqrali yığılırsa, с ixtiyari MÜqiqi ədəd
a

+00

olduqda f c f ( x  )dx inteqrali da yığılır və
О

+00 +00

Jç/Yx )dx = c j f ( x  ) d x .
a  a

+00 +00

Xassə 2. j f ( x ) d x  və j g ( x ) d x  inteqrallan yığılırsa
a  a

+00

J [ /(x )±  g(x)]<& inteqrali da yığılır və
a

+00 +00 +00

J I / W ± ^ W ] ^ =  J  f ( x ) d x ±  \ g ( x ) d x .
a  a  a

Bu faktların isbatı müəyyən inteqralın müvafıq xas- 
sələrindən və I növ qeyri-məxsusi inteqralm tərifmdən alınır.

Xassə 3. Əgər f ( x )  funksiyasi [<a, A ] aralığında 
kəsilməzdirsə, F(x) bu araliqda / ( x )  -in ibtidai funksiyasi

+00

olduqda, J  / (x)dx inteqrali yalmz və yalmz о halda yığılır ki,
a

lim F ( A )  sonlu olsun.
/4->+oo
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\ f { x ) d x  = F { A ) - F { d )
a

bərabərliyindən
+00

\ f ( x ) d x  = lim Ғ ( л ) ~  F(a) = F ( +oo) - F ( a )J A-++CC
a

alanq. Burada, F(+ cc) = lim F(a ) işarə olunmuşdur.
A-*+

Xassə 4. (Bərabarsizliyin inteqrallanmasi). Əgər 
[«, + oo) aralığında / ( x ) < g ( x )  bərabərsizliyi ödənirsə və
•fOO + 0 0

I  f { x )d x  və J g(x)dx qeyri-məxsusi inteqrallan yığılırsa onda
a  a

+0 0  + 0 0

J f ( x )d x  < J g(x)dx (25.3)
a  a

bərabərsizliyi doğrudur.
İsbatı. Doğurdan da \/A > a üçün Riman inteqralının 

müvafıq xassəsinə görə
A A

\ f ( x ) d x < j g ( x ) d x
a  a

bərabərsizliyi doğrudur. Sonuncu bərabərsizlikdə A —> +oo 
şərtində limitə keçsək tələb olunan (25.3) bərabərsizliyini 
alanq.

İsbatı. Doğrudan da,

§26. Mənfi olmayan funksiyanın I növ qeyri-məxsusi 
inteqrali

Tutaq ki, f { x )  funksiyasi [a, + co) aralığında mənfi 
deyildir. Onda aydındır ki,

F { Ä ) := \ f ( x )d x  (26.1)
a
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funksiyasi A -dan asılı artan funksiyadir.
+00 A

J  f ( x ) d x  = lim J  f ( x ) d x  oldugundan I növ qeyri-məxsusi
a  a

inteqralın yığılan olması məsələsi F( a ) monoton funksiyasmm 
A —» +00 şərtində sonlu limitinin olmasma gətirilir. Ona görə 
də monoton funksiyamn limitinin varlığı haqqinda teoremi 
lim VIA ) limitinə tətbiq etməklə, I növ qeyri-məxsusi

inteqralın yığılması haqda aşağıdakı lemmanı alarıq.
Lem m a 1. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi [a, + oo^aralığmda

+0 0

mənfi deyildir. Onda J  f ( x ) d x  I növ qeyri-məxsusi
a

A

inteqralmin yığılması üçün J  f ( x ) d x  , A e  [o,+ o o )  inteqrallar
a

çoxluğunun yuxandan məhdud olması, zəruri və kafıdir.
A

J  f [ x )d x  < M , 3M  > 0 < A g [a,+ o o ) ,

a

+00 A

Bu halda, f f ( x ) d x  = sup J  f ( x ) d x  .
а а$А<+«> Q

Qeyd. Bu lemmadan ahnir ki, mənfı olmayan f ( x )
+00

funksiyasmm J  f ( x )d x  I növ qeyri-məxsusi inteqralımn
a

dağılan olması üçün zəruri və kafi şərt (26.1) bərabərliyi ilə 
təyin olunan Fiji)  funksiyasmm yuxarıdan qeyri-məhdud
olmasıdır. Məlumdur ki, bu halda Ғ ( а ) artan oldugundan,

+00

lim F(a ) = f f(x)cbc = +oo.
A -> + o o  J
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Teorem  26.1. Tutaq ki, [a,+ oo) arahğında
0 S / ( x ) < g ( x )  (26.2)

bərabərsizliyi ödənir.
Onda:

+00 +oo

1) Əgər j  g{x)dx inteqrali yığılırsa, j  f ( x ) d x  inteqrali da
a  a

yığılır,
+CO  +00

2) Əgər J f ( x ) d x  inteqrali dağılırsa, J  g{x)dx inteqrali da
a  a

dağılır.
İsbatı. (26.2) bərabərsizliyinə görə istənilən A > a

üçün
A A

J f ( x )d x  < J g(x)dx  (26.3)
a  a

+0 0

bərabərsizliyi dogrudur. Tutaq ki, j g(x)dx  qeyri-məxsusi
a

inteqrali yığılandır. Onda lemma l -э görə A e  [a,+ co) olduqda
A

Jg(x)c&[: inteqrallar çoxluğu yuxarıdan məhduddur və deməli
a

A

(26.3) bərabərsizliyinə görə, həm də j f { x ) d x  , Ae[a,+  oo)
a

inteqrallar çoxluğu jaıxaııdan məhduddur. Onda lemma 1-э
+co

görə J f ( x ) d x  qeyr-məxsusi inteqrali yığılır. Teoremin birinci
a

hissəsi isbat olundu.
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T-WJ

İndi tutaq ki, J  f ( x ) d x  inteqrali dağılır. Onda aydındır
a

+00

ki, teoremin isbat olunmuş birinci hissəsinə görə jg{x)dx
a

ч+СО

qeyri-məxsusi inteqrali yığıla bilməz. Çünki, əgər jg(x )dx
a

+00 ъ

qeyri-məxsusi inteqrali yığılırsa, onda J  f { x )d x  inteqrali da
a

+00

yığılardı. Bu isə ola bilməz. Deməli, jg(x)<£t qeyri-məxsusi
a

inteqrali dağılır.
Teorem 26.2. Tutaq ki, / ( x )  və g(x) [a,+ co) 

aralığında müsbət funksiyalardır və sonlu və yaxud sonsuz

lim 4 4  = К  ( 0 < К < +  оо) (26.4)
g(x)

limiti vardır.
Onda:

+°0 11

1) Əgər jg{x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali yığılırsa və j
a

+C0

О < К < +00 isə, J  f { x )d x  qeyri-məxsusi inteqrali da yıgılır.
a

+co

2) Əgər J g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılırsa və
a

+00 1 

О < К  <+oo isə J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali da dagilir.
a

İsbatı. Tutaq ki, (26.4) şərti ödənir və 0 < K < + 00 • .
\ / s >  0 götürək. Onda müsbət sonsuzluqda funksiyanm I



limitinin tərifmə görə elə 8  = S(s)  > 0 ədədi tapılacaq ki, 
x> 5  > a şərtini ödəyən bütün x  -1әг üçün

/ W
s(* )

< e

bərabərsizliyi və yaxud

0 < ^ \ < K  + s  
g{x )

bərabərsizliyi ödənəcəkdir. Axırıncı bərabərsizlikdən 
/ (x )  < (К + £■)#(*) bərabərsizliyini alarıq. Aydındır ki, I növ

+00

qeyri-məxsusi inteqralın birinci xassəsinə görə əgər jg (x )dx
a

+ 00

inteqrali yığılırsa, onda + £-)g(x)<& qeyri-məxsusi

+00

inteqrali da yığılır. Onda teorem 26.1-ə görə j f ( x ) d x  qeyri-
5

+00

ınəxsusi inteqrali və deməli, J  f ( x ) d x  inteqrali da yığılır.
a

Teoremin birinci hissəsi isbat olundu. Teoremin ikinci hissəsini 
Isbat edək. Tutaq ki, ( 2 6 .4 )  şərti 0 < К  < +oo olduqda ödənir. 
Vt' > 0 götürək. Onda müsbət sonsuzluqda funksiyanm 
limitinin tərifmə görə elə 8 = 8(e) > 0 ədədi tapılacaq ki,

f i x )x> 8  > a şərtini ödəyən bütün x -lər üçün — ■— > К -  e  və
g\x)

yaxud / ( x )  >(K -  e)g(x)  bərabərsizliyi ödənəcəkdir.
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TW

J g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılan oldugundan,
a

юо

J g(x)dx  inteqrali da dağılandır və deməli, həm da
s

+00 %

-  e)g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılır. Onda teorenı
s

+ 0 0

26.1-ә görə j  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali və deməli, həm
s Ф

.+ 0 0

də J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali dağılır. Teorem isbal
a

olundu.
+00 2 
С COS X

Misal 1. Göstərin ki, J -— ~~dx, a  <1, qeyri-məxsuel

inteqrali dağılır.
Həlli. V M e(i,oo ) götiirək. n -i e b  seçək ki 

n n >  M  olsun. A, = и л  və А2 = 2 п л  götürək. Onda
2mД2 2 

{ COS X dx
2m

-  f
I  *

Jm

2тт 2 7 2яп
_  r cos x  ^  ^  r c o s 2 xdx

j V П J

2 2m

I n Г Y! ^

1 +  cos  2 x

2 k  n 

1 2? d x  l

ЯП
2лп j  л 2m

. d x ~ —— I —  + ~^— I tfc =
2k  n * 2 2 m  i  2  2кп  i  2

c o s 2 x

= ~^— ( 2 m  -  m )  =  —.
4 m  4

eməli, E < — olduqda ixtiyari M  > 1 üçün e b  
4
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t e d * *
J ү

> Z/4, = яп> М  və А2 = 2лп > М  ədədləri var ki, 

bərabərsizliyi ödənir.
+00 2

С COS XOna görə də Koşi meyarına görə  dx inteqrali
/ x

ılağılır.
2 2 

COS X COS X
a < 1 olduqda — -— >  oldugundan, teorem 26.1-ә görə

x x
ia° c o s 2 X
f— -— dx inteqrali da dağılır.
• xI л

7  xdx
Misal 2. I  j--- r— inteqrahnın yığılmasım

„1 + x sin x
nraşdınn.

Həlli. Vx e  [0, + o o )  üçün sin x < 1 oldugundan 
ııydındır ki, 1 + x 2 sin2 x< 1 + x 2
borabərsizliyi dogrudur.Axırıncı bərabərsizlikdən Vx e  [O, + oo) 

(lçün
X X

1 + x 2 sin2 x 1 + x 2
+00

г Xlurabərsizliyini alariq. I — — -  dx inteqrali dagilan
о 1 + x

oldugundan, teorem 26.1*3 görə baxilan inteqral dagılır.
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§27 .1 növ qeyri-məxsusi inteqralın yığılması 
üçün kafi şərt

Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi \a,+00) aralığında ixtiyari 
işarəli qiymətlər alır.

Teorem 27.1. (Ümumi müqayisə əlaməti). Fərz edok 
ki, a < x <  +<x> aralığında

| / ( x ) | < g ( x )  (27.1)
bərabərsizliyi doğrudur. Onda:

+00 +00

1) Əgər jg (x )dx  inteqrali yığılırsa, J /(x )c£# in teq ra lı dıı
a  a

yığılır.
+00 +00

2 ) Əgər J |f(x) \dx  inteqrali dağılırsa, Jg(x)  inteqrali diı
a  a

dağılır.
İsbatı. Bu teoremin isbatı bilavasitə teorem 26.1-dan 

alınır. Bununla belə, bu teoremi Koşi kriteriyasmdan istifadn
+co

etməklə isbat edək. Fərz edək ki, Jg(x)cZr I növ qeyri
a

məxsusi inteqrali yığılır. Onda Koşi meyarına göra 
V £ > 0  üçün 3M ( s ) > a  var ki, A, > M  , A2 > M
bərabərsizliyin ödəyən istənilən A, və A2 ədədləri üçün

A ,

J g(x)dx < £

olacaqdır. (27.1) bərabərsizliyinə və müəyyən inteqralın məlunı 
xassəsinə görə

j  f(x)dx
A , A,

< J g(x)dx <e.
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Sonuncu bərabərsizlikdən alırıq

У A, > M, VA2 > M  olduqda,

ki,

I  f {x )dx < £ • Başqa sözlə,

+00

I  / (x)dx inteqrali yığılır.
a

Qeyd. (27.1) bərabərsizliyinin bütün [а,-ко) aralığmda 
doğruluğu hökm deyil. Kifayətdir ki, elə b > a ədədi olsun ki, 
[ft,+00) aralığında (27.1) bərabərsizliyi doğru olsun.
+30  b  +00 b

J f ( X ) d x  = j f ( x ) d x + j f ( x ) d x  bərabərliyınə görə J f ( x )d x
b

+00
sonlu kəmiyyəti j  f ( x )d x  inteqralının yığılmasına və

a
+00

dağılmasına təsir edə bilməz. Ona görə də j f ( x ) d x
b

+00

inteqralınm yığılmasından, J  / (x)dx  inteqralımn yığılması
a

ulınır.
Teorem 27.1-də g(x) funksiyasi olaraq xüsusi halda

С • *— -funksiyasi qəbul etsək, aşağıdakı nətıcənı alanq.

Nəticə. (Müqayisə əlam ətinin xüsusi halı). Fərz edək ki,
■* c 

О < a < x  < +00 aralığında f ( x )  funksiyasi üçün \ f ( x ) \ <  —

bərabərsizliyi ödənilir, burada c > 0  və Л > 1 müəyyən sabit
+00

odədlərdir. Onda |  f ( x ) d x  inteqrali yığıhr. Əgər Л < 1

с
x
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olduqda e b  с > 0 sabiti varsa ki, 0 < a < x  < +00 aralığmda
+00

\ f ( x ) \ >  —  bərabərsizliyi ödənilir, onda J / (x)dx dağılır.

+00

Tərif. Əgər J  \f(x)\dx inteqrali yığılırsa, onda deyirbr ki,
a

+00 i

I  / (x)dx inteqrali mütləq yığılandır. Bu halda deyirbr ki,
a

f ( x )  funksiyasi [a,+o0) aralığmda m ütbq in teq ra ll^n d ır.
+00 +00

j f ( x ) d x  inteqrali yığılan, J |f ( x ) \ d x  inteqrali isə
a  a

+00

dağılan olduqda deyirbr ki, |  / (x)dx inteqrali şərti yığılandır.
a

Aşkar f  ( x )  < |/(x)j bərabərsizliyindən alınır ki, m iitbq
yığılan inteqral şərti yığılandır. Lakin şərti yığılan inteqralın 
m ütbq yığılan olduğunu hökm etmək olmaz.

Bu fakta dair aşağıda misal göstəribcəkdir (bax, § 28, 
misal 1 ).

M ütbq yığılan qeyri-məxsusi inteqralın aşağıdakı sadə 
xassəsini qeyd edək.

Lemma. Əgər f ( x )  funksiyasi [a, + 00) aralığmda m ütbq 
inteqrallanandırsa, g(x) funksiyasi isə bu aralıqda 
məhduddursa, onda /(x ) -g (x )  hasili [«,+<») aralığında m ütbq 
inteqrallanandir.

İsbatı. Doğurdan da, Riman mənada inteqrallanan iki 
funksiyamn hasili Riman mənada inteqrallanan oldugundan,

A

VA > a üçün sonlu [a,A] parçasında J  f ( x )g ( x )d x  inteqrali
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vardır və deməli, J f (x)g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqralından
а

danışmaq olar.
g(x) funksiyasi [a, + 00) aralığında məhdud olduğundan elə 
с > 0 sabiti var ki, istənilən x e \a, + 00) üçün |g (x | < с 

bərabərsizliyi və deməli,
|/(x )g(x)| < c\f(x\

+CO

bərabərsizliyi ödənəcəkdir. Onda ј|/(х)|б£с inteqrali yığılan
a

+00

oldugundan, ümumi müqayisə əlamətinə görə |j/(x)g(x)jöfx
a

inteqrali yığılandır.
+*cos xdoc

Misal 1. Г ydx  inteqralmın yığılmasını araşdırın.
J 1 + x

Г ÜXHəlli. Əvvəlcə  7 inteqralının yığıldığını göstərək.
J 1 + x

+00 7 A 1r dx .. г ax 7.
 У — lım  j  = lım arctgx

i l  + x  a-*+x İ 1  + x
4 71 cosx < 1
o ~  2 1 + x2 1 + x2

oldugundan və — у inteqrali yığıldığı üçün teorem 27.1-ә
о

cosx

1 + x

görə f  jdx  inteqratı yığılır.
n 1 + x
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Misal 2. f e x dx inteqrahnm yığılmasıru araşdırın.
- с о

A

Həlli. je~x dx inteqrahnm (Puasson inteqrali) elementar
о

funksiyalarla ifadə olunmadığı məlumdur. . Əvvəlca
+00

J  e~x dx inteqrahnm yığılmasmı araşdıraq.
о

+co А

f е~х dx = lim [ e~xdx = lim ( -  e~A + ф = 1
* A->+ coJ A->+°о0 0

A

oldugundan, J e~xdx -inteqrali yığılır.
о

+ 0 0

x > l  olduqda e~x < e x oldugundan, je~x dx inteqrali yıgılır.
1

+C0

Onda teorem 27.1-dən sonrakı qeydi nəzərə alsaq, J e x‘ dx
о

inteqrali da yıgılır. inteqralalti funksiya cüt oldugundan
0 +00

j e ^ d x  inteqrali da yigilar. Ona görə də je~x'dx  inteqrali
—со —oo

yığıhr.
+00 ус ax

Misal 3. J  =  j — inteqrahnm yigilmasmi araşdırm.
J2 x  lnp x

Həlli. Miimkiln olan üç hala baxaq. 1) a  > 1, 2) a  = 1,
3) a  <1.

1) a  > 1 olsun, onda a  = 1 + 2 S , S  > 0 yaza bibrik. 

f ( x )  = ~ T s S ( x ) ,  g ( x )  = -v / v



qəbul edək. İxtiyari /? üçün lim - -  = 0 . Ona görə də elə
*-++■»* lnp x

x0 > 2 var ki, x > x 0 olduqda 0 < g(x) = .  ̂x < 1 . Sonuncu
x In x

bərabərsizlikdən alınq ki, xe[x0,+co] olduqda 0 < f ( x ) <  —j~+s
4-00 7c ox

bərabərsizliyi doğrudur. Onda 8 > O,x0 > 2 olduqda J
*0x us

т w

inteqrali yığıldığından, j" f ( x ) d x  inteqrali yığılır. Ona görə

J  ;;ү Y-j ■■ inteqrali da yığılır.

CİX
2) a  = 1 olsun. Onda, J =  j  j -  inteqralinda lnx = t

j  V  lv iP  Vxlnp x 

d(lnx)  7  dt
2

+C0
əvəzbməsi aparsaq, f — -n—  = f - j  alariq.

2 ln X i„21
Məlumdur ki, /3 > 1 olduqda sonuncu inteqral yığılır. Deməli 
a  = 1 halında J3 > 1 olduqda J  inteqrali yığılır, /? < 1 
olduqda dağılır.
3) a  <1 olsun. Onda a  ədədini a  =1 - 2 8  , 8  >0  şəklində

yaza bibrik. f ( x )  = —\ - jg (x) ,  g ( x )  = x s ( in x f^  olsun.
■* x

lim g ( x )  = +00 . Ona göra də x > x 0 >2  olduqda g ( x ) > l
X-++CO

+ ° 0  ^
yaza bibrik. f —T— d x ( 8 > 0 )  inteqrali dağıldığından,

'  xx0

\ f ( x ) \ > —̂ j  bərabərsizliyinə əsasən deyə bibrik ki,
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-t-w 1г их
J  =  ğ-----inteqrali dağılır. (bax, teorem 27.1-dən çıxan

v a l y f  V2 X  M r  X

dx
xc 

nəticə).
Nəticədə alırıq ki, ./-inteqrali a  > 1, /3 ixtiyari olduqda 

və a  = 1 , P > 1 olduqda yığılır, qalan hallarda dağılır.

§28 .1 növ qeyri-məxsusi inteqral üçün hissə-hissə 
inteqrallama düsturu və dəyişənin əvəz edilməsi.
Birinci növ qeyri -  məxsusi inteqrallar ü |ü n  hissə - 

hissə inteqrallama düsturunu isbat edək.
Teorem 28.1. Fərz edək ki, и (x) və v ( x )

fünksiyaları [a,+ oo) aralığmda kəsilməz törəmələrə malikdir 
və lim u ( x )u (x )  = L sonlu limiti vardır.

Onda,
+CO + 0 0

j u ( x ) u ' ( x ) d x  və f u ( x ) u ' ( x ) d x  (28.1)
a  a

inteqrallarının birinin yığılması digərinin də yığılmasmı təmin 
edir və
+ C O  + c o

j u ( x ) v ' ( x ) d x  = L - u ( a ) v ( a ) -  j u ( x ) u ' ( x ) d x  (28.2)
о а

düsturu doğrudur.
İsbatı. ixtiyari [a, A] parçasına baxaq. Bu parçada 

u ( x ) u ' ( x ) \ ə  u ' ( x ) v ( x )  funksiyasi kəsilməzdir. Ona görə də, 
müəyyən inteqral üçün \a,A\  parçasında hissə-hissə inteqral­
lama düsturuna əsasən

A A A

\ u ( x ) v ' ( x  )dx  = w(x)l>(x) —j u ' ( x  )v (  x  )dx

230



и(х)о(х) '\а = и(  А )и (А )  - и ( а ) о ( а )  ifadəsinin А - > + 0 0

şərtində limitini hesablayaq.

lim m(x)u(x) = L -  u ( a ) u ( a ) .

(28.3) bərabərliyindən alariq ki, (28.1) inteqrallarindan birinin 
yığılması digərinin yığılmasım təmin edir və (28.2) düsturu 
doğrudur.

Teorem 28.2. Fərz edək ki,
1 ) f ( x ) ,  [a ,+00) yarımoxunda kəsilməzdir;

2) x = <p(t) [a,+oo) ( və yaxud ( - 00,a \  ) aralığında təyin 
olunmuş kəsilməz diferensiallanan, ciddi monoton funksiyadır 
və qiymətləri çoxluğu [a,+co) aralığına daxildir;
3) (p(a) = a .

+00 +00

Onda J f(x)dx  və J (yaxud
a  a

a

jf(<p{t)fp'{t)dt ) inteqrallarmm birinin yığılması digərinin
-0 0

+OC +CQ

yığılmasım təmin edir və j  f  (x)dx = j  f  (<p(t))(p'(t)dt
a  a

+QC a

(yaxud J  f ( x ) d x  = -j f (<p(t ) )cp '( t )d t)
a  -со

İsbatı. Doğrudäh, \ /A > a  üçün [a, A] parçasında 
müəyyən inteqral üçün dəyişənin əvəz olunması teoreminin 
bütün tələbləri ödənir. <p(t) monoton oldugundan elə \а,т\ 
parçası var ki, / е [ а , т ]  olduqda x = ç>(t) funksiyasmm 
qiymətləri çoxluğu [a, A] parçasmı doldurur уэ <р(т) = A . Ona 
görə də <p'(t) > 0 olduqda
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j f ( x ) d x  = jf(ç>(t))<p'(t)dt , (28.4)
а а

<p'(t) < О olduqda

J  f (x )dx  = - J  f(ç(t))ç>'(t)dt , (28.5)
a r

bərabərliyi doğrudur.
x = cp(t) monoton oldugundan, 0 olduqda

A -> +oo olması т -> +oo olması ilə ekvivalentdir. cp'(t)<0
olduqda A -> +oo və г -> -oo şərtləri ekvivalentdir. dfta görə 
də (28.4) və (28.5) bərabərliklərində A -> +co şərtində limitə 
keçsək,

+ co  +00

j  f (x)dx  = J  f{(p{t))(p' (it)dt ,
a a

və ya
+00 a

J f{x)dx = -  j  f(<p(t))<p'(t)dt
а  - с о

bərabərliklərini alarıq.

+ 0 0 . 
f  SlYl XMisal 1. I  dx qeyri-məxsusi inteqrahnm mütləq və
о x

şərti yığılmasmı araşdırm.
SİYl XHəlli. l im  = 1 oldugundan, inteqralalti funksiyam

x -* 0  x

x  = 0 nöqtəsinə kəsilməz davam etdirmək olar. Alınan
sinx

/ W =
,  ХФО ;

x
1 , x  = 0,

funksiyasi [0,+ oo) aralıgında kəsilməz funksiya oldugundan, 
istənibn [О, A] (A > 0) parçasında Riman mənada
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+ 0 0  .' sinx
inteqrallanandir və deməli, f  dx qeyri-məxsusi

^  X0
+00 .

г s i n  Xinteqralimn mənası vardir. Aydmdir ki, —— dx və
^  Xо л

+oc .
г s i n  X
 dx qeyri-məxsusi inteqrallan eyni zamanda yığılır və ya

J VI

sin X
X

dağıhr.
Göstərək ki, bu inteqral yığılandır. Hissə-hissə 

inteqrallama düsturunu tətbiq edək.

+00 . +co 7
Г s i n x  . f  1 . /  \  COSX Г J
 ax = -  — d\cosx) = --------------+ I cos x d\

J  y .  J  ү  Y* Jj  «Л- j  «Л/

+ 00

Г COS' X  ,
i -  J— T-Ä.

» v

+ co +00

=  COS

1
cosx'

X

< ~  bərabərsizliyinin doğruluğundan və f -^ .qeyr i -  
x • x

məxsusi inteqrahnm yığılmasından, ümumi müqayisə əlamətinə
+00

с COS X
görə (bax, teorem 27.1) — r— dx qeyri-məxsusi inteqrali

J V1
+00

X

■sinx 
X

<•sinx
X

'\sınx\

X

dağılandır. Əksini fərz edək, Tutaq ki, bu qeyri-məxsusi 
inteqral yığılandır. Aşağıdakı aşkar

yığılandır. Deməli. f  dx qeyri-məxsusi inteqrali
, x 

л  +0° •rs ınx
yığılandır. Indi göstərək ki, I  dx inteqrali mütləq yığılan

J v1
+°o|,r ЛШЛ

deyildir, başqa sözlə J d x  qeyri-məxsusi inteqrali
J v1
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I . I . 2  l - c o s 2 x  \smx\>sm x  = -
2

+ c o |Asm x|
bərabərsizliyindən istifadə edək. Aydındır ki, əgər J [dx

J vX

qeyri-məxsusi inteqrali yığılan olarsa, onda ümıımi müqayisə
+«> . 2

əlamətinə görə (bax, teorem 27.1) J  dx və deməli,
J x/

1 r l - c o s 2 x  . . . , ,
— ------------ dx qeyrı-məxsusı mteqralı yığılardı. m
2 \  x
Onda, sonuncu qeyri-məxsusi inteqralın üzərinə yığılan 

j j ç o s 2 X d x  qeyri-məxsusi inteqralim əlavə etsək, alınan

I j d x  
2  ] x

qeyri-məxsusi inteqrali da yığılan x)lardı. Bu qeyri-məxsusi 
inteqral isə dağılandır. Alman ziddiyyət onu göstərir ki,

'\sinx 
x 

'I sinx

„ X Jo X
məxsusi inteqrali şərti yığılandır.

+0 0

M isal 2 . İsbat edin ki, J  sin x 2 dx qeyri-məxsusi
о

inteqrali yığılandır.
Həlli. x = y[z əvəzləməsi aparaq. Onda

+ 0 0 j  + 0 0 .
г . 2  j  1 с sint ,\s inx  dx = — \ —r^ d t .
i  2 l

fk inx
1 '-dx qeyri-məxsusi inteqrali dağılandır. Deməli,

-fooL I +00 .

[------- -dx inteqrali da dağılandır. Beləliklə, | --- dx qeyri-
J V J V
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Bu bərabərliyin sag tərəfındəki qeyri-məxsusi inteqrali iki 
inteqralın cəmi şəklində göstərək:

7Z
+00 . 2 . .  +00 .Г 5ШГ , rsint  , Г ,

—j r d t =  I —f=-dt + —f=-dt.
0 л/ t  о * t  £

2
jt

sint „ , ,  w , fSW/
lım
t -* 0 +

пт  . , ,  „ , f i m r  ,
—j=- = 0 oldugundan, I —p -да inteqrali məxsusı
V r  J0  V r

+? sivıt
inteqraldır. —j=-dt inteqralına hissə-hissə inteqrallama

i  V r

düsturunu tətbiq edək. u = - j= ,  do  = s intdt  götürək.
V/

7 --
c/w = — ? 2 dt, о = -c o s r  olar. Onda 

2
+00r јш Г , 7  i r  cos г , i f cost ,—г?-dt = — r=cost — I — г—dt = —  — г—<#.
İV7 V7 I 4  f ;

2 -5 f 1

+С0 7 +00 . +007 г cosГ , 7 r cosf

2 ‘ 2 2
\cost\ 1 7  7
J—j—1< — oldugundan və I — dt qeyri -məxsusi inteqrali

f

yığılan oldugundan, ümumi müqayisə əlamətinə görə
"" cost
J dt  inteqrali mütteq yıgılandır və deməli yığılandır.

7
+ 00

Analoji qayda ilə isbat etmək olur ki, J cosx2 dx
о

+ 0 0  + 0 0  

inteqrali da yığılandır. J  s inx2 dx və J cosx2 dx inteqrallan
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riyazi ədəbiyyatlarda Frenel inteqrallan adlanır və difraksiyn 
nəzəriyyəsində rast gəlinir.

+ 0 0

Qeyd 1. Yuxarıda baxdığımız j s i n x 2dx Frenel
n

inteqrali yığılandır, ancaq aydındır ki, f ( x )  = sinx1
funksiyasmm x —> +oo şərtində limiti yoxdur. Bu misal onıı

+00

göstərir ki, J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrahnm yığılan olma-

sına əsaslanıb, x -»  +oo şərtində / ( x )  -in sıfra yftınlaşmasını 
hökm etmək olmaz.

+00

Misal 3. İsbat edin ki, jx-co.sx '' dx inteqrali
о

yığılandır.
+ 0 0

Həlli. I  = j x  -cosx^dx inteqralinda x 2 =t  əvəzləməsi
о *
j  +00

aparaq. Onda /  = — f cost2dt alarıq. Yuxarıda göstərdik ki, bu
Z 0

+00

inteqral yığılandır. Beləliklə, verilmiş j x  cosx^dx  inteqrali
о

yığılandır.
Qeyd 2. Aydındır ki, / ( x )  = x-cos x4 , x e [0,+со) 

funksiyasi məhdud deyildir. Bu misal onu göstərir ki, əgər 
/ ( x )  funksiyasi x —> +oo şərtində qeyri-məhdud olduqda da
+ 0 0

j  f ( x ) d x  inteqrali yığıla bilər.
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+c0 yfx COS X
Misal 4. f  —dx inteqrahnm yigilmasmi

J0 x + 100
araşdınn.

Həlli. Vx = t əvəzləməsi aparaq. Onda 
x = t2 , dx = 2td t  və
400 / +«> .2 -ко/ i/i/i \'л/x cosx  , .  г t 2 1 -. n , JOOH X C O S X  . f  t  2 1 *  f[

-< 7 x  =  2  r“ ----------------------------------c o s ?  d t  =  2  7 - -

İ x+100 I t 2 +100 ЈД  /' 2 +70ö
cos/ 2 dt =

+00 +00 2
= 2 j  cos t2 dt -  200 J  f M/ dt

n  n t ' + 100
+ 0 0

olar. Yuxarıda göstərdik ki, J  cos t 7 dt qeyri■-məxsusi inteqrali

+ 0 0  2 cost
yığılandır. Digər tərəfdən aydındır ki, J "2° Sjqq dt qeyri-

+0° dtməxsusi inteqrali yığılandır. Doğurdan da, --------  qeyri-
0

rnəxsusi inteqrali yığılan oldugundan və g(t) = cost2 
funksiyasi məhdud oldugundan, onda §27-də isbat olunan 
lemmaya əsasən,

+ao 2
- COS t .

dtb2 +100
inteqrali yıgılandır. Belelikb, baxilan inteqral yıgılandır.

Göstərək ki, bu inteqral mütləq yıgılan deyildir, yəni
' fy/x icosxl
J   ------ 1 dx inteqrali dağılandır. Əksini fərz edək. Tutaq ki,
л x  I 100

bu inteqral yığılandır. Aşkar cos2 x < \cos x\ bərabərsizliyindən 

istifadə edək. Vx e [О, + o o )  üçün
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J x c o s 2 X ^ yfx I I
-------------< ----------- COS x

x  + 100 x+100
bərabərsizliyi doğru olduğundan, ümumi müqayisə əlamətinə

+f ^ c o s 2x ,  . . , . . +p л[х l + cos2x ,
gorə  —— dx inteqrali və d e m ə l ı ------------------------ dx

I x  + 100 { x  + JOO 2
inteqrali yığılardı. Sonuncu inteqrali iki inteqralın cəmi 
şəklində yazaq:

7  a/x 1 + cos 2x j  l +f  Vx 7 + ? 4 x  cos 2x----------------------- dx = — -----------dx + — -------------- dx.
I x  + 100 2 2 { х  + 100 2 • х ^ О О

+00 Iг V хAydmdır ki,  dx inteqrali dağılandır. Ona görə
J x + 100

+°°-\fx cos2 XI -------------- dx inteqrali yığıla bilməz. Bu isə onu göstərir ki,
J  Г  4 -  /  П П0

+ 0 0

f 4~x\c°sx |^ _ jnteqraij dağılandır. B eb likb , baxilan inteqral 
J v +  i n nx  + 100

mütləq yığılan deyildir, şərti yığılandır.

§29 .1 növ qeyri-məxsusi inteqral üçün Dirixle və Abel
əlamətləri

Teorem 29.1. (Dirixle əlaməti ). Fərz edək ki, \a,+oo) 
aralığında

1 ) f (x )  funksiyasi kəsilməzdir və istənibn sonlu
[a, A] ( A > a ) parçasında məhdud ibtidai funksiyasi vardir.

2 ) g(*) funksiyasi [o,+oo) aralığında kəsilməz 
diferensiallanandir, azalandır və x -+ +oo şərtində sıfıra 
yaxınlaşır : lim g(x) = 0 .

JC->+co

Onda
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I f(x )g (x )d x  (29.1)
a

qeyri-məxsusi inteqrali yığılandır.
İsbatı. Teoremin şərtinə görə f ( x )  • g(x) hasili 

kəsilməzdir və deməli bu funksiya istənilən [a,A] ( A > a ) 
parçasında Riman mənada inteqrallanandir. Ona görə də 
f ( x )  • g(x) funksiyasmm qeyri-məxsusi inteqralindan 
danışmaq olar.

X

F(x ) = j  f{t)dt  funksiyasma baxaq. Teoremin şərtinə
a

görə F(x) funksiyasi [a,+00) aralığında məhduddur, yəni elə 

M  >0  ədədi var ki, Ух e [a,+00) üçün |^(*)| ^ M  
bərabərsizliyi ödənilir.
A

\ f {x )g (x )dx  (a < A < +00) inteqralma hissə - hissə
a

inteqrallama düsturuna tətbiq edək

j  f{x)g{x)dx  = J g(x)dF(x) =
a  a

= H A )g(A) -  F ia)g{a) -  J F{x )g' {x )dx ■ (29.2)
a

g(x) funksiyasi [a,+00) aralığında azalan oldugundan 
[o,+oo) aralığında g '(* )<  0 bərabərsizliyi dogrudur. Onda

J |F ( x ) g '( x ^  < M j|g '(x )| dx = - М Ј g ’(x)dx =
a  a  a

= - M ( g ( A ) ~  g(a))= M (g(a)~  g(A))< Mg(a)
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bərabərsizliyi doğrudur. Çünki, g(x) azalan və x -> +00 

şərtində sıfıra yaxınlaşmasmdan alımr ki, g(x) > 0 olmahdır. 
Deməli, xüsusi halda g(Ä) > 0.

А
Beləliklə, J|F(x)g'(x)|<a!x inteqrallan \ / A > a  üçün məhduddur.

a
+00

Onda aydındır ki. §26, lemma l -э görə J Ғ(х]^'(х)с& inteqrali
a

mütləq yığılandır və deməli, yığılandır. Ona görə,
л Ф

lim I F(x^-'(x)ö6i; limiti var və sonludur.
A —» + а ? У  

a

IF ( a \ < M  oldugundan və A -»  +oo şərtində g(A )-+ 0  

oldugundan, lim F(Ä)g(Ä) = 0 .
A - > + o o

B eblikb, (29.2) bərabərliyinin sag tərəfmdəki һәг iki 
toplanamn A -»  +<x> şərtində sonlu limiti vardır. Deməli (29.1) 
inteqrali yıgılandır. Teorem isbat olundu.

Teorem 29.2. (Abel əlaməti). Tutaq ki, [a +oo) 

araliginda
+ 0 0

1) / ( x )  kəsilməzdir və |  f(x )dx  qeyri-məxsusi inteqrali
a

yıgılandır
2 ) g(x) kəsilməz differensiallanandır, məhduddur və 
monotondur.

+00

Onda j  f(x)g(x)dx  inteqrali yıgılandır.
a

İsbatı. Göstərək ki, Abel əlaməti Dirixle əlamətindən
+ 0 0  +0 0

alınır. Aydindir ki, J f(x)g(x)dx  və
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inteqrallan eyni zamanda yığılır və yaxud dağılır. g(x) 
funksiyasi monoton oldugundan, g(x) və -  g(x)  
funksiyalarmdan biri azalandır. Müəyyənlik üçün tutaq ki, 
g(x) azalandir. g(x) monoton azalan və məhdud oldugundan 
onun sonlu limiti vardir: lim g (x)=  с olsun. Onda aydindir ki,

x-»+oo

g ( x ) - c  fərqi x —̂ +00 şərtində monoton azalandir və sifra 
yaxınlaşır. f ( x ) -  g(x)  hasilini aşagıdakı şəkildə göstərək

/ W  • g(x ) = / ( * Ы * )  -  c\ + СЛ Х) (29-3)
+ 0 0

Teoremin birinci şərtinə görə j c f { x ) d x  inteqrali yıgılandır.
a

Teoremin birinci şərtindən alınır ki, x > a olduqda
JC

f ’( x )  = j  f ( t ) d t  inteqrallan məhduddur. Doğurdan da,
a

X  + 0 0

lim Ғ(х) = lim f f ( t )d t  = \ f ( x ) d x
Д Г -+ + 0 0  X - > +CO j  J

a  a

sonlu limitin varlığından çıxır ki, F(x) funksiyasi + oo sonsuz 
uzaqlaşmış nöqtənin müəyyən u(+ да) = {x / x > b} ətrafında 
məhduddur. [a, b] parçasında F(x) kəsilməz oldugundan 
məhdııddur. Ғ(х) , / ( х )  -in [а,+оо) aralıgmda ibtidai
funksiyadır. Deməli, /(x ) - in  ја,+оо) aralıgında məhdud ibtidai 

.* +°°
funksiyasi vardir. Bebliklə, j* f ( x ) \ g ( x ) - c \ d x  inteqrali üçün

a

Dirixle əlamətinin bütün şərtbri ödənir. Onda (29.3)
+ 0 0

bərabərliyinə əsasən hökm edirik ki, J f(x)g(x)dx  inteqrali
a

yıgılandır. Teorem isbat olundu.
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+°o'cos х
Misal 1. f— —dx (a > 0 )- inteqralınm şərti və mütbq

yığılmasım araşdırın.
Həlli. f ( x )  = cosx  olsun. Aydındır ki, bu funksiyanın 

[/, + 00)  aralığında F(x) = sinx  məhdud ibtidai funksiyasi

vardir. g(x) = —  götürək. Aydındır ki, bu funksiya a  > О
x a

olduqda monoton azalandir və lim g(x) = 0 . Onda baxilan bu
x->*> Щ}

qeyri-məxsusi inteqral Dirixle əlamətinə görə yığılandır.
+00

Misal 2. J  = j ( e x + x)cos(e2x)dx inteqrahnm yığılmasım

araşdırın.

Həlli. e2x = / əvəzləməsi aparaq. Onda x = — Int,

dx = — ; x = 0 => t = 1, x  = + 0 0  => / = + 0 0  olar. Onda 
2t

+00 4-00/ j  \

J  = j ( e x + x)cos[e2x]dx = J  V7 + —lnt
0 i v 2 /

1 1  cost J Г ?  Intr- dt H—  — costdt.
\ 4 t  4  \ t

dtcos t— = 
2t

2 ] 4 t
cos t funksiyasmm [1,+ со)  aralığında ibtidai funksiyasi 

məhduddur: I sin x  |< 1 . - 7= və funksiyalan t -> +  со
V/ V/

şərtində sıfıra yaxınlaşır. Dirixle əiamətinə görə bu 
bərabərliyin sağ tərəfmdəki һәг iki inteqral yığılır. Ona görə də 
baxilan inteqral yığılır. Mütləq yığılmanı araşdıraq.

✓ * 1 1  lnt olsun. Onda
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Ү, , ^  1 , 2 l  + cos2t(>1  olduqda ç ( t ) > —t, \ cos t]i>cos t =  —-----

. ,  ~ .  ,  , : , ^ 1 +  cos 2t .oldugundan, <p(t) \ cost | > ------------ olar.
4t

1 + cos 2t , 7 1 ,  7  cos 21, f  /  , f  c o s z ı  .
dt = — dt +  dt

J dt J AtI 4t ı 4t 1 4t
+CO çqş 2t +c0 df

Aydmdır ki, |  ——— dt -inteqrali yığılır, j  — inteqrali isə 

dağılır. Ona görədə J l~.?~-~-dt inteqrali dağılır.

J  'T'JJ

Deməli, ümumi mtiqayisə əlamətinə görə — J | cost
1 Int

Т Т Л -.
inteqrali dağılır. Beləliklə, baxilan inteqral yalnız şərti 
yığılandır.

§ 30. II növ qeyri-məxsusi inteqrallar.
Əvvəlki paraqraflarda inteqrallama aralığı sonsuz olduqda 

qeyri-məxsusi inteqral anlayışı təyin etdik. İndi isə inteqrallama 
aralığında fiınksiyanm qeyri-məhdud olduğu hala baxaq.

Fərz edək ki, / ( x )  funksiyasi \a, b) aralığmda təyin olunub. 
Əgər / ( x )  funksiyasi \a, b) aralığında qeyri-məhdud, bu 
aralıqda yerləşən ixtiyari [a, b -  e\  (e > 0)parçasında məhdud- 
dursa, onda b- nöqtəsinə /(x ) - in  məxsusi nöqtəsi deyəcəyik.

Tutaq ki, һәг bir \ a , b - e \ ci [a,b) parçasmda / ( x )  inteq- 
rallanandır. Onda \ a ,b - e ]  parçasında aşağıdakı bərabərliklə 
e  -dan asılı funksiya təyin edək.



F ( s ) : =  J  f (  x)dx
a

Tərif. Əgər Ғ{б ) funksiyasmm s  = 0 nöqtəsində sonlu sag 
limiti varsa, bu limits f ( x )  funksiyasmm \a,b] parçasında II 
növ qeyri-məxsusi inteqrali deyilir və simvolik olaraq

r
j f ( x ) d x  (30.1)
a

kimi işarə olunur.
Beləliklə,

b Ь-е

j f ( x ) d x  := lim j f ( x ) d x . (30.2)
a  a

Bu halda deyirbr ki, (30.1) qeyri -  məxsusi inteqrali 
yığılandır və f(x) funksiyasi [a, b\ parçasında qeyri -  məxsusi 
mənada inteqrallanandir. Əgər Ғ{е)  funksiyasmm sonlu sag 
limiti yoxdursa, onda deyirbr ki, (30.1) qeyri -  məxsusi 
inteqrali dağılandır.
a-nöqtəsi məxsusi nöqtə olduqda,' II növ qeyri -  məxsusi 
inteqral

b b

j f ( x ) d x lim  J  f  ( x)dx
a  ^ a+Ç

bərabərliyi ib  təyin olunur.
Əgər \a,b\ parçasınm sonlu sayda daxili nöqtəsi f { x )  

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidirsə, onda bu halda da II növ 
qeyri -  məxsusi inteqral anlayışı təyin etmək olar.

Sadəlik üçün tutaq ki, [a, b\ parçasının a və b uc 
nöqtəbri və c e ( a , b ) daxili nöqtəsi f ( x )  funksiyasmm 
məxsusi nöqtəbridir. Onda
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b
I f(x )dx:  = lim

J  e, ->0€j -»0
e2 —>0

C—&2 b - e 4

Г f { x )d x  + lim I f \ x ) d x
J  e3->0 J

a+e,  e4->0 c+*j

Bu bərabərliyin sağ tərəfindəki e i ( i = 1,4) dəyişənlərinin biri 
digərindən asılı olmayaraq sıfra yaxmlaşır.

Müəyyənlik üçün (30.2) bərabərliyi ilə təyin olunan II 
növ qeyri -  məxsusi inteqrallan öyrənəcəyik.

Misal 1. Göstərin ki, / ( x )  = - ----- —  funksiyasmm
y j l - X 2

[(), i)yarımintervalmda qeyri-məxsusi inteqrali yığılandır.
Həlli. x  = 1 nöqtəsi bu funksiya üçün məxsusi nöqtədir. 

Onda, tərifə görə
f  d x  . .  1 r  d x  . .  . I l - e

7=  =  ' lım - 7= =  lım arcsınxI =
Jo yl 1 - х 2 ~ 0+ l  \ ' l - x 2 e- 0+ °

= lim arcsinil - s )  = —
e - * 0 +  2

Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi [ a ,  b ) aralığmda təyin 
olunmuşdur һәг bir [a, b  -  s \  parçasında kəsilməzdir və x  = b  

Л х )  -in məxsusi nöqtəsidir. Əgər f ( x )  -in [ a ,  b ) aralığında 
Ғ(х)  ibtidai funksiyasi varsa, onda

} / ( x ) &  = F (6 - £] - F ( e ) = F ( . . (30.3)
a

b

B eblikb, b  nöqtəsi məxsusi nöqtə olduqda J / ( x )  <£c II növ
a

qeyri-məxsusi inteqralın varlığı, lim F(b -  s )  limitinin sonlu
£-»0 +

olmasma ekvivalentdir. Əgər sonuncu limit varsa, onda təbii 
olaraq bu limit F ( x )  ibtidai funksiyasmm x = b  nöqtəsindn
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F(b) qiyməti kimi qəbul olunur və bununla da, Ғ(х)
funksiyasmm bütün [a, b] parçasında kəsilməzliyi təmin
olunur. Əgər (30.3) bərabərliyində e  —> 0 + şərtində limitə
keçsək,

ь

J / W  cbc = F ( b - 0 ) - F { a )  (30.4)
a

alanq. (30.4) düsturuna b məxsusi nöqtə olduqda II növ qeyri- 
məxsusi inteqral üçün Nyuton-Leybnis düsturu deyilir.
(30.4) düsturunda nəzərdə tutulur ki, / ( x )  funksiya!? hər bir 
\a, b - е ]  (0 < e  < b - a )  parçasında Riman mənada
inteqrallanandir. (a,b) aralığının daxili nöqtəsində f ( x )  -in 
məxsusi nöqtəsi varsa, onda, ümumiyyətlə desək, (30.4)

f dx
düsturu doğru olmaya bilər. Məsələn, —r inteqralinda x = 0

J х-/

nöqtəsi inteqralalti / ( x )  = —j  funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir
x

r dxvə x  = 0 nöqtəsində / ( x )  oo-a çevrilir. Əgər [ —j  inteqralına
-/ x

formal olaraq Nyuton-Leybnis düsturunu tətbiq etsək, onda 

[ ^ j  = ~— = - 2  alarıq. Digər tərəfdən [—7  inteqralim
J  ү.* ү  J  ү
-J
aşağıdakı kimi iki inteqralın cəmi şəklində yazsaq, 

r dx _ °r dx r dx
J Ј Т ғ + Ј P " ’—l -1  л  0

bilavasitə tərifdən istifadə etməklə, asanlıqla inanmaq olar ki, 

f ^  və f ^  inteqrallarmm һәг ikisi dağılandır. DoğurdanJ V j Vx 0 X
da,
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г dx
Beləliklə, —  inteqralma Nyuton-Leybnis düturunu tətbiq 

x
etmək olmaz. Bununla əlaqədar olaraq, ümumiləşmiş ibtidai 
funksiya anlayışı verək.

Tərif. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi sonlu sayda nöqtələr 
istisna olmaqla müəyyən bir [a,b] parçasında kəsilməzdir. Əgər 
[a, ft] parçasında kəsilməz e b  Ғ(х)  funksiyasi varsa ki, həmin 
sonlu sayda nöqtələr istisna olmaqla F'(x) = / ( x )  bərabərliyi 
ödənilir, onda F (x)-ə  / ( x ) - in  [a,b\ parçasmda ümumibşmiş 
(genişbnmiş), ibtidai funksiyasi deyilir.

Qeyd. Əgər / ( x )  funksiyasi \a, b] parçasında kəsilməz 
olarsa, onda ibtidai funksiya üçün veribn bu “yeni” tərif, 
“əvvəlki” təriflə üst-üstə düşür. Doğurdan da, əgər / ( x )  
funksiyasi \a,b\-də kəsilməz olarsa və Ғ(х)  funksiyasi \a,b\- 
də / ( x )  -in ibtidai funksiyasıdırsa, onda Vx e  [a, b] üçün 
F'(x) = / ( х )  bərabərliyi doğrudur. Ғ(х)  -in kəsilməzliyi isə 
onun diferensiallanmasjjıdan alınır.

Asanlıqla inanmaq olar ki, Ғ(х) = Jx| funksiyasi 

/ W  = signx funksiyasmm ümumibşmiş ibtidai funksiyasıdır. 
Həqiqətən, F(x) [ - l , l \  parçasmda kəsilməzdir və х ф О
olduqda F '(x) = / ( x )  bərabərliyi ödənilir.



Məlumdur ki, bu funksiyanm “əvvəlki” tərif mənada 
ibtidai funksiyasi yoxdur. Bununla belə bu funksiya 
parçasında hissə-hissə kəsilməz olduğundan inteqrallanandir.

Ümumiləşmiş ibtidai funksiya haqda aşağıdakı hökm 
doğrudur.

Teorem  30.1. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi sonlu sayda 
nöqtəbr istisna olmaqla \a, b] parçasında kəsilməzdir. Onda 
/ ( x) funksiyasmm [a, b] parçasında Ғ(х) ümumibşmiş ibtidai 
funksiyasi vardir və bu parçada ^

\ f ( x ) d x  = F ( b ) - F ( a )  (30.5)
a

Nyuton-Leybnis dtisturu doğrudur.
г dx

Teorem 30.1-dan aydin olur ki, —r inteqralinda
 ̂ X-l л

Nyuton-Leybnis düsturunu tətbiq etməyin mümkün olmaması,

formal olaraq tapılmış Ғ(х) = — ibtidai funksiyasmm [ - Id]
x

parçasında kəsilməzlik şərtinin pozulması ib  əlaqədardır. 
Başqa misala müraciət edək.
8 ^  j
[ —j= inteqralinda x = 0 nöqtəsi / ( x ) =  -т= funksiyasi üçün 
1, v x  Ух
məxsusi nöqtədir. Bu funksiyanın [ - 1, 5] parçasında formal

3 -
olaraq ibtidai funksiyasi Ғ(х) = — x 3 funksiyasıdır və F(x)

[ -  J, 8] parçasında kəsilməzdir. Ona görə də bu qeyri-məxsusi 
inteqral üçün (30.5) düsturu doğrudur:

г dx __ 3 7 3 (  l 9
2

248



II növ qeyri-məxsusi inteqral üçiin hissə-hissə 
inteqrallama metodu və dəyişənin əvəz edilməsi metodu haqda 
uşağıdakı teoremləri qeyd edək.

Teorem 30.2. Tutaq ki. u = u(x) və o = u(x) 
funksiyaları \a,b) aralığında kəsilməz diferensiallanandir. 
Onda

ь b

j u d v  = uu \a -ju>du (30.6)
a  a

bərabərliyi doğrudur. (30.6) bərabərliyindəki ifadələrdən
ixtiyari ikisinin varlığından digərinin də varlığı çıxır.

Teorem 30.3. Tutaq ki, f { x )  funksiyasi [a, b)
aralığında kəsilməzdir və (pit) funksiyasi
-co<cc</3<+co  aralığmda kəsilməz diferensiallanandir, Ье1э 
ki, a  <t < /3 olduqda a = <p(a) < (pit) <b = lim (pit) münasibəti

ödənir.
Onda

b P

I  f { x )d x  = j  f[(p(t)] <p'(t)dt. (30.7)
a  a

Misal 2. f - *  : qeyri məxsusi inteqralim
U l - x 2

hesablaym.
Həlli. x = 1 nöqtəsi inteqralalti funksiyanm məxsusi

nöqtəsidir. x = sint əvəfcləməsi aparaq. Onda y j l - x 2 = c o s t , 
dx = c o s t d t . (30.6) düsturuna görə

К

= L = * .
„VT^ 7  I  2
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Misal 3. J  = j ln{s inx)dx  inteqrahnm yığılmasını
о

müəyyənləşdirin və onu hesablaym.
Həlli. (30.6) hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq 

edək. и =lrı{sinx), dx = do  qəbul edək. Onda
TC

n 2
f ln(sinx)dx = xln(sinx)h  -  [ x — dx = - \ — d x . 
о о s i n x  o fSX

Burada,
п

xln(sinx)\ğ = lim xln(sinx)
e ->0+

-  lim e - l n e  = 0.e-*0+

-5*1II
kl<N f ■ л)sin—

£ 2 I 2 )

Ф
-  lim e ln is ine)  >

X X
Digər tərəfdən, lim —  = 1 , lim —  = 0 oldugundan,

X-+0+ tgx tgx

1 * 
f X— dx inteqrali məxsusi inteqraldır. B eblikb , baxilan 
I tgx
inteqral yığılandır. İndi isə verilmiş qeyri məxsusi inteqrali 
hesablayaq. x = 2t əvəzləməsi aparaq. dx = 2dt  ;

7Г 7t
x = 0 t = 0; x  = — => t = — . Onda (30.7) düsturuna görə

7t 7 t К

7  7  7

j ln (s inx)dx  = 2^ln(sin2İ)dt  = 2Ј (ln2 + ln(sint)+ln(cost))dt =
0 0 0
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= 2t In 2 10 + 2^ln(sint)dt + 2Ј ln(cos t)dt =
0

— £  
4

= —ln 2 + 2Ј ln(sint)dt + 2  j  ln(cosr)dt.
2 0 0 

71
Sonuncu inteqralda / =  z əvəzləməsi aparaq. Onda

dt = - d z ; t = 0=> z  = —; / = — => z = — . D em əli,
2 4 4

Я

2Јln(cost)dt = - 2 Ј ln\ cos\ — -  z  dz = 2  J ln(sin z)dz .
0 V V 2 )  /  я

2 1
B eblikb,

£ К 7t
f 71 4

J  -  J ln(sinx)dx  = —In2 + 2 Ј ln(sint)dt  + 2  J ln(s inz)dz  =

2
= — In 2 + 2 j  ln(sint)dt = —In2 + 2 J

2  о 2

Buradan,
/Г

J  =  J / « ( ^ ш x)a!x: = ------ I n 2  .
0

bг dx
M isal 4. у r j  , Я > Ö inteqrahnm  yığılmasını

ııraşdınn.
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HəIIi. inteqralalti ifadədən görünür ki, x = b məxsusl

sonlu limiti yoxdur. Ona görə də baxilan inteqral О <Х<1  
olduqda yığılır. X > 1 olduqda dağılır.

Yuxanda qeyd etdik ki, b nöqtəsi məxsusi nöqtə 
olduqda II növ qeyri-məxsusi inteqralın yığılması məsələsi 
lim Fİb -  sonlu limitinin olmasına ekvivalentdir. Ona görə
e-+0+
də bu halda funksiya limitinin varlığı üçün Koşi meyarmdan II 
növ qeyri-məxsusi inteqralm varlığı üçün Koşi meyarını ala 
bilərik.

Fərz edək ki, / ( x )  \a,b) yarımintervalmda təyin
olunmuşdur, b- onun məxsusi nöqtəsidir.

inteqralın yığılması üçün Vfi->0 verildikdə 0 < a " < a '  <S  
bərabərsizliyini ödəyən ixtiyari a \  a "  ədədləri üçün

nöqtədir. Aydındır ki, inteqralalti funksiya istənilən [а, 6 - е ]
[s > О) parçasında Riman mənada inteqrallanandir.

ь-c , \ { b ~ a )  Л ~ £ Ј~Л * j 11 *
* ) -  J  - — п — ’ A ;  ° ,duqda’

a X ln(b- a ) - I n s ,  X = 1 olduqda,

0 <X <1 olduqda,

sonludur.
X > 1 olduqda,

Teorem 30.4. ikinci növ qeyri-məxsusi
a
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b - a "

I  f ( x ) d x < £
b - a '

bərabərsizliyini təmin edən S  > 0 ədədinin varlığı zəruri və 
kafıdir.

b

İsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki, J  f(x)dx  II növ qeyri-
а

b - a

məxsusi inteqrali yığılır. Onda Ғ{а) = |  f(x)dx bərabərliyi ilə
a

təyin olunan Ғ{а)  funksiyasi üçün lim F ( a )  -var. Limitin
a->0+

varlığı haqda Koşi meyarına görə V s > 0  üçün elə S > 0  var 
ki, 0 < a " < a ’ < 8  bərabərsizliyini ödəyən istənilən a ' , a "  
üçün

\ F ( a " ) - F ( a ' ) \ < £ .
bərabərsizliyi ödənir.

Bebliklə alırıq ki,

| Ғ ( « ' ) - Ғ ( а ”) |= J  f ( x ) d x -  \ f { x ) d x  = ‘] f ( x ) d x  < s
a  a  b - a '

Kafilik. Fərz edək ki, V e > 0  üçün e b  S  > 0 var ki, 
0 < a "  < a '  < 5  olduqda

b - a "

I  f (x)dx
b - a '

<  S  .

bərabərsizliyi ödənilir.
b - a " b - a ' b - a "

J  f (  x)dx | = | \ f (  x)dx -  J  f (  x)dx j =
b - a '

=| F ( a ' ) - F ( a " ) \ < s
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Koşi meyanna görə sonlu lim F ( a )  limiti vardir. Onaa-tO+
V

görə I  f (x )dx  inteqrali yığılır.

За

Misal 5. J -
2xdx qeyri-məxsusi inteqralim

(х’ - а ’ У 
hesablaym.

Həlli. x = a nöqtəsində inteqralalti funksiya sonsuzluğa 
çevrilir. x = a nöqtəsi məxsusi nöqtədir. Verilmiş inteqrali 
aşağıdakı kimi iki inteqralın cəmi şəklində yazaq: #

За

J-
2 xdx и

Ч :
2xdx

+
За

1;
2xdx

[ x ' - a ’ f  »(x ’ - a ’ f  ‘ (x’ - a ’ }  
x  = a nöqtəsi bu bərabərliyin sag tərəfmdəki һәг iki inteqral 
üçün məxsusi nöqtədir. Onda tərifə görə

ı
3

f lim 7 f & L ± ä } = 1

° { x ' - a ’ )->

( ( a - e ) 2 - a 2) 3- ( - a 2) 3

= 3 lim (- 2ae + e 2 + 3-Ја2)= 3 3-Ja2 ;
s - t O + x '

= 3 lim£-*0+

За

1 -
2xdx

(x’ - a ’ )

= 31im(x2 - a 2Y’e->0+' 7

За

= lim I£-*0+ J
2 xdx

E-+0+
3 a+e (x2 - a 2)

-г- = lim Г
£ £-»o+ J
3 a+s

d[x! - a ! ) 

(х! - а ! У’
За

= 3 limf->0+ (9a2 - a 2Y3-({a + e)2 - a 2)^
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= 3 lime-*0+

I 1

(8a2) 3- ( 2 a e  + e 2) 3 = 3 ^ 8 7  = 6 ^ .

B eblikb,
3 a

| - J £ * t = j V 7 + « V 7 = p </7 .
° (x2 - a 2Y3

Misal 6. f - p . — —  ■= = •  qeyri-məxsusi inteqralim 
1 Ы 4 х - х 2 - 3

hesablaym.
Həlli. x = 1 və x = 3 nöqtəbri inteqralalti fimksiyamn 

məxsusi nöqtəbridir. Bu inteqrali aşağıdakı kimi iki inteqralin 
cəmi şəklində göstərək:

r dx \  dx г dx

i y İ 4 x - x : - 3  ı у Ј 4 х - х 2 - 3  I ^ 4 х - х 2 - 3  
Qeyd edək ki, bu bərabərlikdə x = 2 nöqtəsi əvəzinə [/,i] 

parçasma daxil olan istənilən nöqtə götürüb bibr. Hər iki 
inteqrali hesablayaq.

dx 2r dx - 2f _ _ _ _ _ _ _  -  цт f .... =  = lim arcsinix -  2)
U 4 x - x ! - 3  ^ 1 . ф - ( х - 2 У  "*»* I+ e

= lim [0 -  arcsin(s -  7)1= — ;
2

dx * 3 r dx ■ - 3~ef _ _ _ _ _ _ _  = цт f .......  _ _  _ цт arcsinix -  2)
5 Ј 4 х - х ’ - 3  " » *  l  ф - ( х - 2 У 2

= lim \arcsin(l - s ) - 0 \  = —.ff-+o+ 2
B eblikb,

I

dx n  n—----1---- = n  ,
1 л Ј 4 х - х 2 - 3  2 2
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2 ^
Misal 7. Г — j =  qeyri-məxsusi inteqralim hesablaym.

, x ^ l n x
Həlli. x = 1 nöqtəsi inteqralalti funksiyanın məxsusi

nöqtəsidir, çünki lim — !=-- = +oo. Tərifə görə 
x M n x

f *  = ,im f *  = lim f ё Ь й  = lim 24һГх
, XyjlnX e^ 0+ı+e Xy/lnX e~*0+ıle МПХ e~*0+

= 2 lim U In 2 -  J ln( l  + e))= 2yjln2. Ф
e - yO +  '

2

l+E

§31. Mənfi olmayan funksiyanın II növ qeyri-məxsusi
inteqrali

Teorem 31.1. Tutaq ki, f ( x )  \a, ft) yanmintervahnda
b

mənfi olmayan funksiyadir. Onda \ f ( x ) d x  qeyri-məxsusi
a

inteqrahnm yığılması üçün zəruri və kafı şərt, 77 e  \a, b)
п

olduqda \ f ( x ) d x  inteqrallar çoxluğunun yuxarıdan məhdud
a

olmasıdır:
n
j f ( x  )dx < M , ЗМ  >0,Vr] e[a, ft]
a

П
İsbatı. <p(r])= J  f ( x ) d x  olsun. Asanlıqla göstərmək olar

a

ki, bu funksiya \a, ft) aralığında monoton artandır. Digər
b

tərəfdən aydındır ki, J  /  (x)dx II növ qeyri-məxsusi
a

inteqrahnm varlığı, tərifə əsasən

256



lim <p(rj) =  J  f { x )dx
a

sonlu limitinin varlığı ilə ekvivalentdir. Monoton funksiyanm 
sonlu limitinin varlığı haqqında məlum teoremə görə isə 
sonuncu limitin sonlu olması üçün zəruri və kafı şərt <p(t]) 

funksiyasmm yuxarıdan məhdud olmasıdır.
Qeyd. Əgər lim <p{rj) sonlu limiti yoxdursa onda bu

r j - t b

limit +00 -a bərabərdir (  <p(rj) yuxarıdan qeyri-məhdud
b

olduqda). Bu halda J  / {x)dx = +00 götürülür.
a

Teorem 31.2. (müqayisə əlaməti). Tutaq ki, [a, b)
aralığmda

Ö < g (x )< /(x )  (31.1)
bərabərsizliyi ödənilir.
Onda:

b b

1) Əgər J f  (x)dx qeyri-məxsusi inteqrali yığılırsa, |  g(x)dx
a  a

inteqrali da yığılır.
b  b

2 ) Əgər J g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılırsa, J / (x)dx
a  a

inteqrali da dağılır.

İsbatı. (31. Г5 bərabərsizliyinə görə V /7 e [a, b) üçün
n n
J g(x)dx < J  f ( x )d x
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и

a
П

teorem 31.1 -ә görə J / (x)dx inteqrallan V 7  e \a, b) üçün
a

П
yuxandan məhduddur və deməli, həm də j  g(x)dx  inteqrali

a

\ / T j e \ a , b ) üçün məhduddur. Onda teorem0 1.1 -ə görə
b

J g(x)dx  inteqrali yığılandır.
a

b  b

Əgər J  g{x)dx inteqrali dağılırsa, | / (x)dx inteqrali yığıla
a  a

bilməz. Çünki, əks halda teoremin isbat olunmuş birinci
b

hissəsinə görə J  g(x)cbc inteqrali 'yığılardı. Bu isə ola bilməz.
a

b

Deməli, Jg(x)<atc inteqrali dağılandır. Teorem isbat olundu.
a

Bu teoremdən aşağıdakı mühüm nəticə alınır.
Nəticə. Tutaq ki, f ( x )  və g(x) funksiyalan [a, b) 

aralığında mənfı olmayan funksiyalardır və Vx e  [a, b) üçün 
g(x) > 0  və sonlu və yaxud sonsuz

П т ^ Ы =  К

bərabərsizliyi doğrudur. Əgər J / (x)dx inteqrali yığılırsa, onda

x - y b

limiti vardir. 
Onda
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b

1) Əgər J g(x)dx  inteqrali yığılırsa və 0< К <со isə,
а

b

J / (x)dx inteqrali da yığılır.
a

b

2) Əgər J  g(x)dx  inteqrali dağılırsa və 0 < К  < oo isə,
а

b

j  / (x)dx inteqrali da dağılır.
a

Xüsusi halda, əgər

U m M - l  
*-*b g[x)

olarsa, yəni x -> b şərti daxilində f { x )  və g(x) funksiyaları
b  b

ekvivalent olarsa, onda J  / (x)dx və J  g(x)dx  inteqrallan eyni
a  a

zamanda yığılır və yaxud dağılır.
Praktikada II növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasını 
araşdırarkən bir çox hallarda inteqralalti funksiyam

_ / ___ 1 J _
(x -  а)л ’ (b -  х)л ’ x Ä 

funksiyaları ilə müqayisə etmək daha münasibdir. Çünki, bu 
funksiyaların Л -nm hansı qiymətlərində yığılması və dağılması 
məlumdur. Bununla əkqədar aşağıdakı əlaməti qeyd edək. 
Müqayisə əlamətinin xüsusi halı: Tutaq ki, x -in b -yə kifayət 
qədər yaxın qiymətlərində f ( x )  funksiyasi aşağıdakı şəkildə 
göstərilmişdir:

< « - Ä
Onda:
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о

1) Əgər Ä< 1 və g (x )< c <  +20 olarsa, J f ( x ) d x  inteqrah
a

yığılır.
b

2) Əgər Я > 1 və g(x) > с > 0 olarsa, onda j f ( x ) d x  inteqrali
a

dağılır.
f tic

Misal 1. Göstərin ki, -----------  inteqrali dağılandır.
J0 x -  sinx

Həlli. x = 0 nöqtəsi inteqralalti funksiyanın məxsusi 
nöqtəsidir. (0,1] yarımintervalında

о < 1 <
x x - s ı n x

{■ dxbərabərsizliyi doğrudur. —  inteqrali dağılan olduğundan,
J  V

müqayisə əlamətinə görə f — ——  inteqrali da dağılandır.
J V  — С 7 И Үx - s ı n x

Tərif. Tutaq ki, f ( x )  [a,b) aralığında təyin olunmuşdur 
və b nöqtəsi məxsusi nöqtədir. Əgər

J !/(*)<&
a

ikinci növ qeyri -  məxsusi inteqrali yığılırsa, onda deyirlər ki,
ь
J f ( x )d x  qeyri məxsusi inteqrali mütləq yığılandır.
a

b b
Əgər J / ( x)ü£c inteqrah yığılan, J|/(x)(cic inteqrali isə

а  a

b
dağılırsa, onda deyirlər ki, j  f { x ) d x  inteqralı şərti yığılandır.

a
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İndi tutaq ki, / ( x )  funksiyasi [a, b) yarimintervalinda 
ixtiyari işarəli qiymətlər alır.

Teorem 31.3. (Ümumi müqayisə əlaməti). Tutaq ki, 
\a,b) aralığmdan götürülmüş istənilən x  üçün

ь
j/(x)| < g(x)bərabərsizliyi ödənir və j  g{x)dx qeyri -  məxsusi

a

b
inteqrali yığılır. Onda J /(х)с& inteqrali da yığılır.

a

b
Bu teoremdən alımr ki, əgər j f { x )d x  qeyri-məxsusi

a

inteqrali mütləq yığılandırsa, onda yığılandır.

Misal 2. j   inteqrahnm yığılmasım araşdırın.
о lnx

HəIIi. x = 1 nöqtəsi inteqralalti / ( x )  = —— funksiyasi
Inx

üçün məxsusi nöqtədir: x —> / şərti daxilində
Inx = ln\l + (x -  7)] ~ (x - 1) . Doğurdan da Lopital qaydasına 

/
Iyi x

görə l i m  = lim — = 1. Aydındır ki. x -> 1 şərti daxilində
x ^ l - 0  x - 1  X -+ 1 -0  J  J  V

1 1

f dx *  inteqrali dağılan olduğundan, müqayisə
0  x ~ 1

f dxəlamətindən çıxan nəticəyə əsasən, j  inteqrali dağılandır.
0 1

261



т  / W  X

Misal 3. f  j  dx inteqralimn yığılmasmı araşdınn.
J 1 - xо

In xHəlli. l im  г = -oo oldugundan, x  = 0 nöqtəsi
x-*0+ 1 - x 2

məxsusi nöqtədir.
x = 1 nöqtəsi isə məxsusi nöqtə deyildir. Doğurdan da, 
x->  1 - 0  şərtidaxilində l n x ~ ( x - l ) olduğundan,

Inx .. (x - 1 ) .. - 1  1lım ------ -=  lım — ч, -—т = lım ------= -— .
x-*ı~o 1 — x x->ı-o (1 -  х \1  + x) i  + x Ф 2

' funksiyasını —  (ü < A< l)  funksiyasi ilə müqayisə
1 - x
edək.

In x
]  _  x 2  _  x  I n x

х л

lim X —у  tapaq. Aydındır ki, 0 <Л<1  olduqda
j - » o +  1 —  X

jk

lim х л 1пх = 0 , l i m ( l - x 2)= l  .Ona görə lim - - - - -  = 0 .
X - + 0 +  Ј Г - + 0 - +  J  —  X

г dx0 < Л < 1  olduqda —  yığılan oldugundan, müqayisə
J  xо л

əlamətindən çıxan nəticəyə əsasən baxilan inteqral yığılandır.
К

2

Misal 4. j In (sin x)dx inteqrahnm yığılmasını araşdırın.
о

НэШ. lim In (sin x) = -oo olduğundan, x  = 0 nöqtəsi

ln(sinx) funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir. inteqralalti

funksiyam —г (О <Л<1)  funksiyasi ilə müqayisə edək.
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ln(sinx) njskƏ{jnin x _ >, q + şƏrtində limitini tapaq. Lopital
1

х л

qaydasma görə
1

I n x i s i n x )  J. s i n x  COSX 1 ı- ХЛ+1- c o s x  lım ---------  - = lım ----  ■■■ ; = —  l ım -------------
д:-»0+ x->0+ -  Ах Л x~>0+ sinx

X я

Sonuncu limitə Lopital qaydasını təkrar tətbiq etsək,

1 х л+1 -cosx 1 .. (Л + j)xA cosx - х л+1 sinx  l im ------------- = ----- lim  --------L---------------- —-------
Л x~*°+ sinx Л x~>0+ cosx

= -  —  lim х л + — lim x x+Itgx = 0.
A X - + 0 +  X x ~ + o +

г dx
—j  inteqrali О <Л< 1 olduqda yığılan olduğundan,

 ̂ x
0  л

müqayisə əlamətindən çıxan nəticəyə görə baxilan inteqral
7Г

7
yığılandır. J ln(sinx)dx inteqrali riyazi ədəbiyyatlarda Eyler

0

inteqrali adlanır. Bu misal §30-da bilavasitə tərifdən istifadə 
etməklə hesablanmışdır. Burada, məqsəd miiqayisə əlamətinin 
tətbiqini göstərməkdir.

7 t  

~2

4 »Misal 5. *[ - ^ p ^ - dx inteqralının yığılmasını
~Jx

araşdırın.

Həlli. Göstərək ki, x  = 0 nöqtəsi inteqralalti ^
yfx

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir.
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In (sinx) 
л[х

Лт — v——/ limitini hesablayaq. x -> 0 şərtində sinx  ~ x

oldugundan, ln(sinx) ~ Inx  . Ona görə J  = lim limitini
*-*0+ s/x

hesablamaq kifayətdir.

J  = lim = lim — ----- -  şəklində y a z a q . 4 x  Inx = 0
x ->Ö+ д/д* д:-»0+ JC-+0+

oldugundan, Lopital qaydasmi tətbiq etməklə,

V x /их U x - l n x I 1 . I— 1л
= lim ---------- = lim л u  = lim — =■ In x  + Vx ■ —J

x —»0+ x->0+ x -»0+ к2л[х

1  r  V I= — J  + lim - 7=
2  Vx A ■

alariq. Buradan, J  = +00 alariq. Beləliklə, lim n̂ (s^ x)  -  +00 _
^ o+ Vx

Deməli, X = 0 nöqtəsi həqiqətən, n̂ (s‘riX) funksiyasmm
Vx

məxsusi nöqtəsidir. Bu funksiyam —j  (0 < A < i)  funksiyasi
x

ilə müqayisə edək.
In (sin x) 1 _  x x In (sin x) _ In (sin x)

Vx X х Vx 7-*
x 2

Tutaq ki, -j < Л < 1 . x -»  0 + şərtində ln (s*n *) nisbətinin

limitini tapmaq üçün Lopital qaydasından istifadə edək.
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ln(s inx) (in(sinx)) Ctg Xlım —    = Iım - — ------т~ = lım --------- —------
—f —иЛ IЛ *->0+ x->0+ f 1 ЛX2 ---Ä

12 JV )
-+Я -+л

1 x ̂  1 x  ̂
l i m  = —-----  lim  = 0.

1_ _ Д x~*0+ tgx  L  _ 5 *~>0+ X 
2 2

1  ̂ cbc
— < Л < 1 olduqda j —  inteqrali yığılan oldugundan, baxilan
2 J Xя
inteqral müqayisə əlamətindən çıxan nəticəyə görə yığılandır.

г dx
Misal 6. "7= f =  inteqralmın yığılmasını araşdırın.

• ^s in x

HəIIi. Inteqralalti / ( x ) =  J . funksiyasi (0,l]
л/sinx

aralığında müsbətdir və x  = 0 nöqtəsində təyin olunmamışdır. 
x - > 0  şərtində s i n x ~ x  oldugundan ~л/х alarıq.

lim J -  -  lim -  +00
*-*0+ л/sinx x->0+ л/х

Deməli, x ~ 0  nöqtəsi / (x ) - in  məxsusi nöqtasidir. Müqayisə

г dx
əlamətindən çıxan nəticəyə görə, -т= yığılan oldugundan

о
baxilan inteqral yığılandır.

г cbc
Misal 7. -------inteqrahnm yığılmasmı araşdınn.

'  x lnx

Həlli. x  — 0 nöqtəsi inteqralalti f ( x ) =  ^
x lnx

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir. Doğurdan da, lim x lnx  = 0
X-+0+
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oldugundan, lim
1

x-*0+ x lnx
= 00 / ( * )  = x ln x

funksiyasi i;

kifayət qədər kiçik müsbət ədəd olduqda e,
1

parçasında

kəsilməzdir.

d ln x
x ln x Inx

tu ­ rnln\hП£\

*  çfoc
lim ln\lne\ = - o o  olduğundan, | ------- = +co. Ona görə baxılan
Г-+0+ 1 1  J  V  1 n  Ve  ->0+

inteqral dağılandır.
İ ötc

Misal 8. — т =  inteqrahnm yığılmasmı araşdırın.
I x-Jlnx

-и» oldugundan x = 1 nöqtəsiHəlli. lim
dx

x^ l+0x4Jnx
məxsusi nöqtədir və s  >0  kifayət qədər kiçik ədəd olduqda 

funksiyasi [/ + £ ,2 ] parçasında kəsilməzdir. Tərifə
x^jlnx
görə,

r dx .. r dx j  dilnx) r —
— Р = г =  l ım  — ■== =  lım \~^=' = 2 l ım лЈ1пх

y W Inx е~м>+ f+c хыЫх e^°+ f+e VInx E~*0+

= 2^ f ln2  -  lim^j l r ( l + e)  j =  2л[Ы2

2

l+£

Deməli, baxilan inteqral yığılandır
1 dx 

e " -  cosx
Misal 9. f  —----  inteqrahnm yıgılmasım araşdırın.

j  p x — n n x  r
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Həlli. lim[ex - c o s x ) = 0  olduğundan, x  = 0 nöqtəsi
x - * 0

inteqralalti / ( x )  = -----    funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir:
ex - c o s x

lim —— ----- = +oo . x —>0 şərti daxilində ex ~ 1 + x və
x->o+ e - c o s x

X2
cosx  ~ 7 olduğundan, asanlıqla inanmaq olar ki,

ex - c o s x  fərqi müsbətdir və х + ~ү  funksiyasi ilə

£ X — COS X
ekvivalentdir, yəni lim  j— = 1 . Onda aydındır ki,

x-*0+ x
X +  —

2

x —> 0 + şərti daxilində f ( x ) ----------т~~~-
X X

X н— —
2

f dx
—  inteqrali dağılan olduğundan, müqayisə əlamətindən

о x
çıxan nəticəyə əsasən baxilan inteqral dağılandır.

I
Misal İ6L Г J  -  dx inteqrahnm yığılmasmı

0 V1 -  x
araşdırın.

Həlli. x = 1 nöqtəsi məxsusi nöqtədir.

lim J —— — = + c o  . Inteqralalti funksiyanı g(x) =
х - + 1 - 0 \ ]  — х  ( /  -  X )

funksiyasi ilə müqayisə edək.
inteqralalti funksiyanı aşağıdakı şəkildə çevirək.

I x  Vx 1
\ l - x 4 ^Ji +х2 -V7 + X y l l - x  '
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Л =  — olduqda

/ — г 4lim - — 7 = lim л[х (l - x f  _ 1
Х -+ 1 -0

( 1 - x f  

r dx

L  4 l +  X 2 • л / 7 - f  x  л / i - x  2

olduğundan

və f---- — 7 qeyri-məxsusi inteqrali yığılan oldugundan,
İ { l - x )-2

müqayisə əlamətindən çıxan nəticəyə əsasən baxılan qeyri- 
məxsusi inteqral yığılandır.

, sın\ —
Misal 11. İsbat edin ki, f— dx  inteqrali mütləq

о V x

yığılandır.
Həlli. x = 0  nöqtəsi məxsusi nöqtədir. 0 <x<,  1 

olduqda
' 1 '

0<
sın

<
Vx

r dxГ иХbərabərsizliyi doğrudur. —=  inteqrali yığılan oldugundan,
İV x

x

müqayisə əlamətinə görə J
л/јс

dx inteqrali yığılandır və

deməli, baxilan inteqral m ütbq yığılandır.
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+co dx
Misal 12. J —-  - inteqralının yığılmasını araşdınm.

0 x
Həlli. Burada həm inteqrallama oblastı (ö,+oo) qeyri -  

məhduddur, həm də bu oblastda inteqralalti funksiya qeyri -  
məhduddur. a > 0 olsun. Onda

7  d x  }  d x  ^  + ’- d x
-fO O

fI ----  =  f------ гJ r « J r « J / '
О  Л 0 Л  a  A

Sag tərəfdəki inteqrallardan birincisi a  > 1 olduqda, ikincisi
+00 у
г cbc

a  <1 olduqda dağılır. Ona görə də J - inteqrali a  - nm
о x

ixtiyari qiymətində dağılır.
Inteqralalti funksiya üzərinə mtiəyyən məlıdudiyyətlər 

qoymaqla ikinci növ qeyri-məxsusi inteqrali birinci növ qeyri- 
məxsusi inteqrala gətirmək olur. Tutaq ki, f ( x ) [a,b) äralığın- 
da kəsilməzdir və b məxsusi nöqtədir.

b - a

Onda
'J ~ u  j

j  / (x)öbc, a  > 0 inteqralinda x = /> —

(x & \a,b-  a]) əvəzləməsi aparsaq,

dx = % ,  —  < t < -  
t b - a  a

olar .
Onda yeni dəyişənə keçsək,

b- a  I / a  1 1
j f ( x ) d x =  j  f ( b ~ - ) j d t  (31.2)
a I

b -a

bərabərliyini yaza bibrik. Tutaq ki, J  f(x)dx  inteqrali yığılar.
a

Onda
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b -a  о

ljm + J  f (  x )dx  = J / f  x ) d x .

a  —> 0 + olduqda — —> +00 və (31 .2 ) bərabərliyindən göriinür 
a

ki,
I

1 A

b - a

inteqrali da yığılır və
I

1 . 1  . 7  . . .  1 Alim J  f ( b - - ) - j  dt = J  f ( b — j — dt.
 ►<*> / f t  j t  t

b - a  * b - a

1  (  Л 1Aydmdir ki, I f \ b —  — dt qeyri-məxsusi inteqralimn
j _ _  \  t )  t
b - a

b

yığılmasmdan da J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrahnm yığılması
a

b +CO / j

almir. Beləliklə, J  f { x )d x  və \  A b ~~t
a 1 V  t

л 1 . 
--rdt

b - a

inteqrallarindan birinin yığılmasından digərinin yığılması və bu 
inteqrallarm bərabərliyi alımr.

+00

Misal 13. J -  ■y-v  I növ qeyri-məxsusi inteqrali

hesablaym.

Həlli. x = 1 nöqtəsi məxsusi nöqtədir. x = -  əvəzləməsi 

aparaq. x  = 1 => t = 1; x = +00 => / = 0; dx = d t . Onda
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dx г t2 с dt1 1 1

dt
t2

1 - 1 I ? - 1

f -- inteqrali ikinci növ qeyri-məxsusi inteqraldir. t = /
о V / - f 2

nöqtəsi inteqralalti , funksiyasi üçün məxsusi nöqtədir.
Ь - t 2

Tərifə görə
f dt j. 11 dt j. =  = lım ■■ у----- = tım arcsıntI л/7̂ 77 ~0+ i л/7-77
= lim (arcsinil -  £■)-arcsin 0) = —

s-»0+ 2
+ 0 0  у

B eblikb, f —   = = —

§ 32. Qeyri-məxsusi inteqralın baş qiyməti.
T ərif 1. Fərz edək ki, f ( x )  funksiyasi -  oo < x < +co ədəd

+00

oxunda təyin olunmuşdur və qeyri-məxsusi inteqrali
- 0 0

dağılandır. Əgər f [ x )  funksiyasi ədəd oxuna daxil olan
istənilən parçada inteqrallanandırsa və

л
lim Г f [ x )d x
4—>+oo JA - > + o o

- A

limit varsa, onda deyirbr ki, f ( x )  funksiyasi ədəd oxunda Koşi 
mənada inteqrallanandir. Bu limitə isə f ( x ) funksiyasmm
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qeyri -  məxsusi inteqrahnm Koşi mənada baş qiyməti deyirbı 
və onu belə yazırlar:

oo A

V.p. j f ( x ) d x  := lim J / f x ) d x .
- A

/i

J  f ( x ) d x  =
- A

0, f ( x )  tek olduqda,

2 \ f  (x)dx, f  (x) cüt olduqda ,

bərabərliyini nəzərə alsaq, əgər f { x )  funksiyasi təkdirsə, Koşi 
mənada inteqrallanandir və inteqralın baş qiyməti sıfıreı 
bərabərdir.

/ ( x )  funksiyasi cüt olduqda Koşi mənada yalnız və yalnı/.
+00

o zaman inteqrallanandir ki, J  / (x)chc yığılan olsun. Bu halda
0

- 0 0  +00

V.p j f ( x ) d x  = 2 J /Y x ) d x .
- 0 0  0

V.p -  fransız sözü olan “Valeur principial” sözlərinin b 
hərfləridir \'ә “baş qiymət” mənasında başa düşülür.

y=sinx funksiyasmm ( - 00,+00) aralığındakı inteqrahnm 
Koşi mənada baş qiymətini hesablayaq.

00 A

V .p \ s i n x d x ~  lim \sinxdx = 0
J л  —>+00 J

- 0 0  -  A
00

Lakin, J sinxdx - qeyri -  məxsusi inteqrali dağılır.
—00

00

Başqa bir misala baxaq. f { x ) - x  funksiyasi üçün J xdx
- 0 0

00

qeyri-məxsusi inteqrali dağılır, lakin V.p J  f (x )dx  = 0 .
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Koşi mənada inteqrallama anlayışı məxsusi nöqtə 
inteqrallama parçasmm daxili nöqtəsi olduqda, II növ qeyri -  
məxsusi inteqral üçün də vermək olur.

T ərif 2. Fərz edək ki, f [ x )  \a,b\ parçasında ce(a ,b)
ь

nöqtəsi istisna olmaqla һәг yerdə təyin olunub və J  f ( x )  dx
a

inteqrali dağılandır. Əgər kifayət qədər kiçik e >0  ədədi üçün
c- e  b

\ f { x ) d x  və j  f { x )dx  inteqralları mövcuddursa və
a c+e

f c - e  b \

limE ->0 + J f ( x ) d x  + j f ( x ) d x
\  a

limiti varsa, onda deyirbr ki, / ( x )  funksiyasi \a,b] parçasında 
Koşi mənada inteqrallamr və bu limitə dağılan inteqralm Koşi

b

mənada baş qiyməti deyilir və V-P-j f { x )dx  kimi işarə edirbr.
a

B eblikb,
b f c - e  b ^

V.p ^ f ( x )d x  -  lim J f ( x )d x+  Ј/(х)с&
а \  а c+e  у

* 1
Misal 1. / ( х )  = — —  , x<=\a,b\ funksiyasi üçün 

( x - c )
ь

с e  \a,b\ olduqda J / (x)dx II növ qeyri-məxsusi inteqral
a

dağılır. Lakin / ( x )  Koşi mənada inteqrallananadır.
(  c -Tr r dx j r dx г dx

V . p .  ------------------- =  l i m  ----------------- +  ------------
J ( x - c )  J x - c  J x - ca ' 7 \  a c+e

= l n t z l .
с - a
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+О0 /

Misal 2. V.p. f  ~ d x  tapin. » '4 1
_ 1 + x

Həlli. Ç 1 +  X  ,
i. Ə w əlcə göstərək ki,  -d x  I növ qeyri-

« 1 + x—00

məxsusi inteqral dağılandır. Bu inteqralıüİbşağıdakı şəkildo 
yazaq:

+=0 J 0  ,  +00 ,1 + x , r 1 + x  , с 1 + xГ 1 + X  , r 1 + X  , r 1 + X  ,
 5-dx=  Tdx+  г d x .

i l  + x 2 J 1 + x 2 {1  + x 2

r 1 +  X
  j d x  inteqrahnm dağılan olduğunu göstərmək kifayətdir.

Ј0 1 + х
Tərifə görə

T 1 + x , .. r 1 + x , f ' r d x  f  xdx ^
I  j d x  = lım  rdx  = lim I  r + l ~
İ 1 + x  A->+xJn l  + x  Н, 1 + -1o * + x 2 j

f
= lim

Л- + + со
arctg\A + — ln(l + x 2)\ )  = lim arctgA + — ln(l + Л2 )1

v 2 >0 J л-»+со̂  2 )

n
■ —  +  oo  =  + 0 0  . 

2

r 1 + x
B eblikb ,  jd x  inteqrali dağılandır. Bununla beb, bu

J 1 + x
inteqral Koşi mənada yığılandır.

V.p. dx = lim f -  -  * dx
U  +  X 2 i4~>+oo J J +  x

- A ‘

f
= lim

A -+ + o o

1 " A arctg x  + —/»(7 + x 2 )
- A
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= lim
A-++oo

arctgA -  arctg(- A) + ^ ln ( l  + A 2) -  —ln(l + A ‘ ) | =
2

= lim 2arctgA = 2 • — = л
л->+со 2

Misal 3. V.p. f—r—— lapin.
y i 0 x 2 - 3 x  + 2 f

Həlli. x 2 -  Зх + 2 kvadrat üçhədlisinin sıfırları x = 1 və
+00

x = 2 nöqtələridir. [  -----------  qeyri-məxsusi inteqralim

aşağıdakı şəkildə yazaq: 
dxг ax г dx г 

] x 2 - 3 x  +  2  ] x 2 - J x  +  2  ] x 2 - J x  +  2

dx

dx
(32.1)

Aydindir ki, J—j —  I növ qeyri-məxsusi inteqrali
j x 3 x  I 2

yığılandır. Doğurdan da I növ qeyri-məxsusi inteqralın tərifınə 
görə VA> 3 üçün

С dx _ г ах _ /. г 
\ х 2- З х  + 2 ] ( х -7 Х х _ ^) (х -  l \ x  -  2)

dx dx

= lim
А~*+<в

С dx f axdx
= lim In

A - > + o c

x - 2  

x — 1

= lim ln\
a->+«> I A - 1

Beblikb,

- I n —-  lim In2 Л-++00

0 - * '  
___A

i - l
A.

■In— = 
2

-In-
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dx . 1
— = - I n — 

x" - 5 x  + 2  2

TW

f  i
j r 2 -

Asanliqla inanmaq olar ki, J dx
с2 -  3x + 2

II növ qeyri-məxsıml

(32.2)

inteqrali dağılandır. inteqralalti fu n k s i^  x = 7 və x = 3 
nöqtələrinin yaxın ətrafmda qeyri-məhduddur. Ona görə (32.1 )■ 
dən alarıq:

4-co у

r + 1 - э * — -  1
0

3 dx
■Зх + 2 5x4-2

(32.3)

dx

+V.p.J

x - 5 x 4 2  

dx

■ Зх  4- 2
+ V . p \

dx

lim
i x  - 3 x + 2
2  tj- > 0 + \

(  -  I I s, x - 2  
In

lim£->04- 
T]->0+ \

In l - s - 2
1 - s - l

In

x - 1  

2

+ln
x - 2

- I n l  + s - 2
1 + s - l

+ In
3 - 2
3 - 1

- 1

- I n

+ In

x - 1  

2 - r j - 2

'  x - 5 x  + 2

2-n

■ +

4-In
J+£

x - 2
x - 1 2+n,

2 - r j - l
\2 4 7 - 2

2 + 7 - 7

= lim
E -+ 0  +

f

In
e  + 1

- I n
e - 1

+ In In 7
\

V £ e 1 - t] 7 + 7 )

= lim
e -+0+  
TJ-+0+ V

In
6 + 1
e - 1

+ ln 1  +  T]

1 + t7

- I n  2 + ln— = 
2

■In 2 + In— = - I n  2 + In—. 
2 2
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Beblikb,
5  7  1

V.p. f - T - = ------ = - l n 2  + ln— . (32.4)
F \ x 2 - 3 x  + 2 2

(32.2) və (32.4)-ü (32.3)-də пэгэгэ alsaq,
dx , 1

q x  — 3x + 2 2

Çahşmalar
1. Tərifdən istifadə etməklə aşağıdakı I növ qeyri-məxsusi 
inteqrallan hesablaym

+ 0 0  J + 0 0  7 + C0 Iч г хох г х А  ч г ох

Ц х 2 - . ? /  ’ + ’ ° I х 2 - 6 х  + 10
+00

е )  ,sw x< ix : ;

' dx . 7  dx
Х + Х"* ’ 'lx /n j x

2. Aşağıdakı I növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasım 
araşdırın. л

a) ; b) Г - Ц ! - Д  ; с) ;
‘ X '  7 + Хл/х I \ x

. ,7 -з е * ;<1)ЈГ7-«1)
x ЈД  x j

0  /ч

■2 + cosx

Л .

+co  2XГ X3. J  -   -d x  inteqralim hesablaym. (göstəriş:
i  1 + x 4

x = y  əvəzləməsi aparin)
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4. Tərifdən istifadə etməklə aşağıdakı II növ qeyri-məx 
inteqrallan hesablaym.

a) ј М _  ; V > ) - £ -  ; с)} ..
-1хл1х —1 ] УЗЈ,” ~ Ј

dx
хЧ һГх ’ у Ј 4 х - х 2 - 3

5. Aşağıdakı II növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasıııı 
araşdırm.

К 2
2 dxл f dx г . 1 dx r

а) I   ; b) \ s ın  J  ; c)
'  COS X  " X X  J0

1
e) f-r— -

m ) b § r

4T-

■’ Ч т £ ?  1

6. İsbat edin ki, [ — y ^~ d x  inteqrali m ütbq yığılandır.
о Vx

7. İsbat edin ki,
+00 +00 j

.  n  f  COSX , 7 1  r _ x ” J  l  ,a )  < —г----- dx < — ; b) 0 < e dx < — , n> 1.
4 J0 x +4 * J y>

Cavablar

!• a) - j j  ; b) 1 - Ы 2  ; c) n  ; e) L  ■ d) Ц п 2 ; l) L.

2 . a) dağılandır ; b) yığılandır ; c) dağılandır ; 
e) dağılandır ; d) yığılandır.

3. — 7= . 4. a) — ; b) — ; с) я ; 5. a) dağılandır ;
2л/2 3 2

b) dağılandır ; c) yığılandır ; e) dağılandır ; d) yığılandır;
Г) yığılandır ; m) yığılandır.
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IV FƏSİL
MÜƏYYƏN İNTEQRALIN TƏTBİQLƏRİ.

§33. Müəyyən in teqralm  köməyi ilə bəzi iimitiərin 
hesablanm ası

Tutaq ki, ardıcıllığı verilmişdir və omın ümumi

həddi x„ = a, + a2 +... + an cəm şəklindədir, burada ai (г = 1,n) 
həqiqi ədədlərdir. Bu şəkildə verilmiş ardıcıllıqları bəzən sadə 
çevirmələr aparmaqla elə şəkildə göstərmək mümkündür ki, 
alınan xn cəmi müəyyən bir funksiya üçün sonlu parçada
inteqral cəmi olsun. Bu halda müəyyən inteqralın tərifınə görə 
verilmiş ardıcıllığm limitinin hesablanması müəyyən inteqralm 
hesablanmasma gətirilir.
Misallara müraciət edək.

Misal 1. Müəyyən inteqralın köməyi ilə aşağıdakı cəmin 
limitini hesablaym.

Həlli. Sn cəmini aşağıdakı şəkildə yazaq:

/ W  = x a (a > 0) funksiyasmm inteqral cəmini yazsaq,tələri
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J  = - 2  J xsinxdx = 2 j x d ( c o s x ) =  2 xcosx '2* -  j  cosxdx
о о V о % j

= 2 ( 2  л  cos 2 ж -  sinx  I* )= 2(2 n  - 0 ) =  4n.
). Verilmiş inteqrali

e  e

J  = | ( -  In x)dx + Ј/л  xdx şəklində yazaq. Bu intedjftüarın hər
I. I
e

birinə hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq edək.
dx

и - I n x , du  -  dx qəbul etsək, du -  — , о = x  olar. Onda
x

r \

J  = -
/  'f 

■InxI, -  I ;
dx

+ Iе Г x lnx \ t -  J ;
dx

\
0 — I n -  

e e
1 -

V e j
+ [ ( e l n e - 0 - ( e -  /))] -

/ I 1
+  1 - -

\ e ej
+ (в — с + /)  — Һ 2 — 2

e
' , - L 'v ej

Misal 3. Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq 
etməklə

1
J  = Jxe -2x

inteqralim hesablaym.
Həlli. u = x ,  d v  = e~2xd o  qəbul etsək, du = dx,
1 . о ——  e
2

-2x olar. Onda

J  = x A - - e - 2x
2о 0

J e~2xdx = - - - 2 x

2
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2 ’ 4 4

Misal 4. J  - - - - - -  dx inteqralim hesablaym.
İ  J l  + x

Həlli. Əvvəlcə лЈ1 + x  = t əvəzbməsi aparaq: l  + x  = t 2, 
x - t 2 - 1 , x = 0=> t = 1 ; x - 1 t -  л/ 2 , dx = 2tdt  olar. 
Onda

J  = 2 j arcsin(t2 -  l ) d t .
I

Sonuncu inteqrali hissə-hissə inteqrallama üsulu ib  hesablayaq. 

u = arcsin[t2 - l ) ,  d v  = dt qəbul etsək, du =

1

2dt

4 2 - t 2
, u = t

olar. Onda

J arcsin [t2 -  l)dt  = t ■ arcsin{t2 -  7]|̂ 2 -  J t • =

= >/2 arcsin 1 -  arcsinO + f {  ̂= л/2 ■ — + 2 ^ 2  - t 2
/ V 2 ^ 7  2

= _ £ + 2 (o - 7 )=  *  2 .
л/2 \ 2

К

Misal 5. ./ = JVsmxc&c inteqralim hesablaym.
о

Həlli. Hissə-hissə inteqrallama metodundan istifadə edək. 
и = s inx ,  do  = exdx götürsək, d u - c o s x d x ,  u = ex olar. 
и = sinx  və L> = ex funksiyalarinm özbri və törəməbri [0,я ] 
parçasında kəsilməz oldugundan, hissə-hissə inteqrallama 
metodunu tətbiq etmək olar. Onda
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J  - е х •sinx
Jl n

- 1 ex соs x  dx = -  J e 1 cos x  d x .

j e x cosxdx  inteqralma hissə-hissə inteqrallama metodunu

Ф
tətbiq edək. и = cosx ,  do  = ex dx götürsək, d u - - s i n x d x ,

o = ex olar.
Onda

f  7Z \

J  = - cosx-ex j + J e *sinxdx = - ( e * + l ) - J

alariq. J  inteqralma nəzərən tənlik aldiq. Buradan, 2 J  - е л +1 

və yaxud J  = —(<e* + /).

§ 23. Müəyyən inteqralın qiymətləndirilməsi.
Orta qiymət teoremləri.

Teorem 23.1.. (Birinci orta qiymst teoreml). Tutaq ki, 
/ ( * )  və g(x)  funksiyalan [a, b\ parçasmda inteqrallanandir və 
g(x) funksiyasi [a, ft] parçasında mənfı olmayan ( və yaxud 
müsbət olmayan) qiymətlər ahr. f ( x )  funksiyasmm [a, ft] 
parşasında dəqiq aşağı və dəqiq yuxari sərhədləri uyğun olaraq 
m və M  olsun. Onda m <  /л < M  bərabərsizliyini ödəyən elə 
/и ədədi var ki,

J  f{x)g(x)dx = / / J  g(x)ftc (23.1)
a  a

düsturu doğrudur.
İsbatı. Dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı sərhəddin tərifınə 

görə Vx e \a,b) üçün m < f ( x ) < M  bərabərsizliyi doğrudur.
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Müəyyənlik üçün tutaq ki, Vx e [«,/?] üçün g (x )> 0 . Onda 
aydindir ki, Vx e [ät,ft]üçün

mg(x) < f { x ) g ( x ) < Mg(x)  (2.3.2)
barabərsizliyi doğrudur. Мйэууэп inteqralın dördüncü və
beşinci xassələrinə görə m ■ g(x), M  ■ g(x) və f ( x  ) ' g ( x ) 
funksiyaları \a,b\ parçasmda inteqrallanandir.
Onda (23.2) bərabərsizliyini hədbəhəd inteqrallaşaq,

b  b b

mJ  g(x)ix < j  f[x)g{x)dx < M J  g(x)ix: (23.3)
a a a

bərabərsizliyini alariq. Burada iki hal mümkündiir:
b b

1 ) J g ( x ) d x - 0  ; 2 ) ^ g ( x ) d x * 0 .
a a

b

Birinci halda (23.3) bərabərsizliyindən |  f(x)g(x)dx  = 0
a

alardiq. Onda (23.1) bərabərsizliyi ıı -nün istənilən 
qiymətində, о cümlədən m <  jj < M  bərabərsizliyini ödəyən

b

qiymətində də doğru olardı. Tutaq ki, j g(x)dx > 0. Bu halda
а

b

(23.3) bərabərsizliyinin hər tərəfmi J g{x)dx  ədədinə bölsək,
а

b

\ f ( x ) g { x ) d x
m < ± —b < M

\g{x)dx



\g{x)dx
а

b

olunan (23.1) bərabərsizliyini alariq. j g ( x ) d x ^ Q  olduğu hal
a

da oxşar qayda ilə isbat olunur. Teorem isbat olundu.
Nəticə 1. / ( x ) ,  \a,b\ parçasında inteqrallanandırsa, m və 

M  onun bu parçada uyğun olaraq dəqiq aşağı və dəqiq yuxarı 
sərhədləridirsə, onda elə /л (m <  ц < М )  ədədi var ki,

b

J  f { x )d x  = ju(b -  a ) . (23.4)
а

• ^ ^ л

Isbatı. (23.3) bərabərsizliyində g ( x ) - l  qəbul edək.
ь
j l - d x  = b - a  oldugundan,
a

ь
m ( b - ä ) < ^ f { x ) d x < M ( b - ä )  (23.5)

a
bərabərsizliyini alarıq.

1 *
 1 f ( x ) d x  ədədini j j  ilə işarə etsək, (23.4)-ü alanq.
b - a Ja

Ц ədədinə f { x )  funksiyasmm \a, b] parçasında orta qiyməti 
deyilir.

Əgər, xüsusi halda f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasmda 
kəsilməz olarsa, onda elə a, (5 ədədləri var ki, 
f  ( a ) - m ,  f  ( P ) - M  və ona görə də [ а , р ]  с  [ a ,b ]  par- 
çasında elə Ç nöqtəsi var ki, f  ( ^ ) - / л . Bu halda (23.4) 
düsturu aşağıdakı şəkilə düşər.

bərabərsizliyini alariq. ц  = —  ̂  işarə etsək, tələb



I  f { x )d x  = f (ğ ) (b  -  a) . (23.6)
a

Nəticə 2. Fərz edək ki, / ( x ) , [a, b] parçasmda kəsilməz, 
g(x) isə [a,b\ parçasmda inteqrallanandir və istənibn 
xg[ö,& ] üçiin g(x )> 0  ( g ( x ) < 0 ) şərtini ödəyir. Onda elə
£, g  (a, b) nöqtəsi var ki,

b b

j  f(x)g{x)dx  = / ( ^ ) J  g (x )d x . (23.7)
a a

İsbatı. Tutaq ki, m = in f  / ( x ) ,  M  = sup f ix').
[ o , i ]  [ a  * ]

b b

Müəyyənlik üçün tutaq ki, J f ( x ) d x  > 0 . Əgər j  f { x )d x  = 0
a a

olarsa, onda (23.7) bərabərliyi istənilən çf e (a,b) iiçün dogru 
olardi (23.1 bərabərliyinə əsasən). m < p < M  halina baxsq. 
f ( x )  funksiyasi [a,b\ parçasında kəsilməz oldugundan, 
Veyerştrasın ikinci teoreminə görə eb  x e\a ,b \  və x g  [a, ft] 

ııöqtəbri var ki, / (x )  = m , f { x )  = M  . Parçada kəsilməz funks'ı- 
yanın aralıq qiymətbri alması haqda teoremə görə f i x )  kəsii- 
məz funksiyasi m və M  ədədləri arasındakı bütün aralıq qiy- 
mətləri alır. Ona*görə e b  ^ g  (a,b) var ki, f ( ^ ) =  p .  Asan- 
lıqla inanmaq olar ki, /л = М  və /u = m halları üçün də (23.7) 
bərabərliyi doğrudur.

Qeyd 1. g ( x ) > 0  ( g ( x ) < 0 )  olması şərti zəruridir. 
Əgər bu şərt pozularsa (23.1) düsturu doğru olmaz. Məsələn, 
[О,/] parçasmda verilmiş
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,2  ’ 2 
funksiyaları üçün

j g{x)dx = 0, j  f(x )g(x)dx  =jf- Ç\dx = ~

1 ı
olduğundan, ixtiyari fi üçün J / f  x )g (x )d x  Ф / / J g ( x ) d x .

о 0

Qeyd 2. (23.7) düsturunım doğruluğu üçün / ( x )  funk­
siyasmm [a,b] parçasmda kəsilməz olması şərtini azaltmaq 
olmaz. Başqa sözlə, f ( x )  kəsilməz olmadıqda (23.7) ЬэгаЬэг- 
liyi ümumiyyətlə desək, doğru deyil.

Məsələn, [0,l] parçasmda kəsilən

f ( x )  = və g ( x ) =
3, —< х < 1  

3

3,  0 < x < -

— < х < 1  
3

funksiyaları üçün
1 ı
\ f ( x ) g ( x ) d x  = \ d x  = l,



oldugundan \0,l] parçasında elə bir ğ  nöqtəsi yoxdur ki, 

f ( Ç) = ~  olsun.

Teorem  23.2. (ikinci orta qiymət teoremi). Fərz edək ki, 
f ( x ) ,  [a, b] parçasında kəsilməz, g(x) isə \a,b) parçasında 
kəsilməz diferensiallanan funksiyadır və g '(x )> 0 . Onda [a,b] 
parçasında elə £ e \a,b\ var ki,

b ğ b

\ f {x )g {x )d x  = g (a ) j  f {x)dx  + g(ft)J f (x )dx  (23.8)
a a t

düsturu doğrudur.
İsbatı. u(x) = g (x ) , d o (x )  = f  (x)dx  qəbul edərək, 

bərabərliyinin sol tərəfinə hissə-hissə inteqrallama düsturunu 
tətbiq edək:

JC
u(x)  = j f ( t ) d t ,  u(x) -g (x ) ,  d u (x ) -g ' (x )dx .

a

Onda
b f  x ^

j  f (  x)  g (  x)dx = \ g ( x )  • J  f (  t)dt
Ч  ö '

b(  x \
- j  g ' ( x ) \ f ( t ) d t  \dx ( 2 3 . 9 )

Sag tərəfdəki ikinci inteqrala birinci orta qiymət 
teoremini tətbiq edək.

x

Ғ(х)  = j  f ( t )d t
a

funksiyasi kəsilməzdir və g '(x ) > 0. Ona görə də elə ^  e  \a,b\ 
nöqtəsi var ki,
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ъ(
J  g ' ( x ) - f f ( t ) d t  dx = j f ( , t )d t \  J g ' (x )dx
a \

= {g{b)~g{a ) ) \ f ( t )d t
a

Sonuncu bərabərliyi (23.9) -  də nəzərə a#aq.
b b  f

I  f (  x )  g ( x ) d x  = g (  b ) \  f( , t )d t  - ( g ( b ) - g (  a ) ) j  f (  t)dt

alariq.

olduğunu nəzərə alıb, sadələşdirmə aparsaq, tələb olunan (23.8) 
düsturunu alariq. Teorem isbat olundu.
(23.8) bərabərliyinə Bonne diisturu deyilir.

Misal 1. / ( x )  = Vx funksiyasmm \0,100\ parçasında ju 
orta qiymətini tapin.

Həlli.

1
100-0

100

- I л / х  dx =I J
1 x 2

100 3 
2

100

— 100~2 = —  -1000=6- .  
300 300 3

Misal 2. f { x ) ~  10 + 2 sinx + 3 cosx  funksiyasmm [0,2 л-] 
parçasında /л orta qiymətini tapın.

Həlli.

[л = —  J  (10 л-2 s inx+3 cosx)dx = —  (1 0 x - 2  cosx  + 3 s inxf*
2n 2n
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= —  [(207Г -  2 cos 2 л  + 3 sin 2 л ) - ( О  -  2 cos 0 + 3 sin О)] =
2л

= ——(20л -  2 + 2)= 10.
2л

Misal 3. Birinci orta qiymət teoremindən istifadə etməklə
2r dx

5cosxи

inteqralmı qiymətləndirin.
Həlli. Yuxarıda göstərmişik ki, əgər / ( x )  [a,b]

parçasında kəsilməzdirsə və m = min f ( x ) ,  M -  max f (x )  isə,

onda (23.5) bərabərsizliyi doğrudur.

[0,2л\ parçasmda kəsilməz f ( x )  = -------   funksiyasmm
1 + 0,5 cosx

on kiçik və ən böyük qiymətlərini tapaq. Asanlıqla inanmaq

olar ki, min ---------------= —, m a x —  ---------= 2 . Ona
дгф,2.т] J + 0,5 COS X 3 х<=\0,2л\ ] + 0,5 cosx

gorə,

4 л  / г  dx
f—i  1 + 0,1

< I ---------------- < 4 л  .
5 cosx

Misal 4. Birinci orta qiymət teoremindən istifadə edərək,
- ,  100 - X

f —  dx
J  v -1 - 1 П Пx  + 100

inteqralmı qiymətləndirin.
Həlli. 0 < x  <100 olduqda

1 1 1<  <
200 x + 100 100

bərabərsizliyi doğrudur. Bu bərabərsizliyin һәг tərəfıni e~x-ə 
vuraq və [0,100] parçasında inteqrallayaq. Onda
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« 100 IUL
—  f e~xdx < f mn J J

100 - x  ,
e  J  1dx <

x  + 100200 u и

bərabərsizliyini alarıq. 

fe~xdx = - e  *\0 = 1 — ш  oldugundan,

100

100

fe~xdx

200

100 - X I  Je dx 1
100 I x  +  1 0 0  1 0 0

. Ф
1 — .100

^ £

Misal 5. j co s2xdx  və jcos ' °xdx  ədədlərindən hansı
о 0

böyükdür?

Həlli. Aydındır ki, x e %
n olduqda cos2 x >  cos'0 x

bərabərsizliyi, x e  f olduqda isə cos2 x >  cos'0 x

bərabərsizliyi doğrudur. Ona görə müəyyən inteqralın 10-cu 
xassəsindən çıxan nəticəyə əsasən, hökm edirik ki,

7Г_ £
2 2

J cos2 xdx  > ^cos10 xdx.
о о

П
Г КMisal 6. \е  шх dx və — ədədlərindən hansı böyükdür?
л 2

Həlli. Aydındır ki, x e olduqda 0< sinx <1 və

yaxud - 1 < - s i n x < 0  bərabərsizliyi ödənir. Asanlıqla inanmaq
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olar ki, e smx funksiyasi 0,
л parçasında azalandir. Ona görə

də -də v .  „ - s i n x  „ 0e >e >e

və yaxud e smx > 1 bərabərsizliyi doğrudur.

x e olduqda isə e s,nx > 1 . Ona görə də тйэууэп

inteqralm 1 0-cu xassəsindən çıxan nəticəyə əsasən,

je~sinxdx> ] l d x  = ~ .

M isal 7. İkinci orta qiymət teoremindən istifadə edərək
200л

J .  J
s m x

dx
100л

ҮӘ
inteqralını qiymətləndirin.

Həlli. f { x )  = sinx,  x  e [100л,200л]

g{x)= —, x  е \Ю 0 л  ,200л]  funksiyalarına baxaq. Aydındır ki, 
x

f ( x )  funksiyasi [100л,200л] parçasında kəsilməzdir. g(x) 
funksiyasi isə [100л,200л] parçasında kəsilməz diferensial­
lanandir və monoton azalandir. Onda Bonne düsturuna görə

С / Ш'\ж
sinxdx  =

J  Су j  ZUl/Л

J  = -------  I sin xdx  + -------  I si
100л  J J100л

= —-— ( - c o s x  
100л

+ -

200л  

1

100л 200л
( -  cos х)

20 0 л

— -— (cos Ç -  cos 10 0 л ) -----  —  (cos 200л  -  cos Ç) =
100л 200л

— -— (cos^ - 1 ) ----- -— (l -  cosg) =
100л ’ 200л  w
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(l -cosÇ)
1 ]

100л 200л
1 -c o sÇ

200л
, 100л <-Ç < 200л ,

Aydmdır ki, 0 <1 -  cosÇ < 2.  Onda müəyyən inteqralm 10-cu
1xassəsinə görə 0 < J  <

100л
Misal 8. İkinci orta qiymət teoremindən ıstifadə edərək

b - a x  
С С

J  = j  s i n x d x ( c c > 0 ,  0 < a < b )
J V

inteqralını qiymətləndirin.

Həlli. / ( x )  = s i n x , х б [а ,б ] və g(x) = -
с

хе[а ,й ]

funksiyalarına baxaq. Aydındır ki, / ( x ) =  sinx  funksiyasi

c~ax
\a, b] parçasmda kəsilməzdir. g(x) = ----- , x e  [a, b] funksiyasi

isə \a,b\ parçasında kəsilməz diferensiallanandir, monoton 
azalandir və müsbətdir. Onda Bonne diisturuna görə eb 
£ 6 (a, b) nöqtəsi var ki,

J  - —-— Г sin xdx  =—-— ( - co sx )  = —-— (cos a -  cos ğ).
aeaa J neaaX ’ пРааУ ’ae

J  = ——  (cos a -  cos 
a e aa

ae

<
ae

§ 24. Müəyyən inteqral üçün bəzi inteqral bərabərsizliklər.
Əvvəlcə köməkçi fakt kimi aşağıdakı lemmanı isbal

edək.

Lemma. a>0, b > 0 \ ə  p >  1, q>  1, — + — = 1 olduqda
P Я
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a b < - a p + - b 4 (24.1)
P Я

bərabərsizliyi doğrudur.
İsbatı. [ö;+co) yarımoxunda

/ч  t p 1 
<P(t) = —  + —  t 

P Я
funksiyasmm ekstremum nöqtəsini axtaraq. <p'(t) = t p' ] - 1  = 0 

olsun. t = 1 ekstremum üçün şübhəli nöqtədir. t = 1 nöqtəsində 
törəmə öz işarəsini mənfıdən müsbətə dəyişər. t = 1 nöqtəsi 
(p(t) funksiyasmm [0 ,+ o o ) aralığmda yeganə minimum 
nöqtəsidir. Ona görə də cp{t) > ç>{\) = 0 .

—t p + —— t > 0 bərabərsizliyindən 
p  q

t < - t p + -  (24.2)
P Я

alariq.
1

(24.2) bərabərsizliyində t = a-b'~p qəbul etsək, alarıq:
- L  1 JL 1 

a - b ‘-p < — a pb ‘~p + - .
P Я

——ı
llərtərəfı b ‘~p -ә bölsək, tələb olunan (24.1) bərabərsizliyini 
alarıq. (24.1) bərabərsizliyi Yunq bərabərsizliyi adlanır.

Teorem 24.1. Tutaq ki, f { x )  və g (x ) funksiyaları \a,b\ 
parçasında inteqrallanan funksiyalardır, 1 < p<+co  istənilən

odəddir, q ədədi isə — + — = 1 bərabərliyindən təyin edilir.
P Я

Onda
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J ı / M s M ı ^

ь у
J l / W r  dx ■ јЫ * ) Г  dx

\ l / p fb Kİ/q

\o
(  b

/  \o 
\ l f P

(24.3)

J ı/(* )+ g (* )ı< fr <,

<
( b  ү  ' P  f b

fl/Mr <b + f|g(*)l? &
\a )

l /p гь 
+

n l / q

\a
(24.4)

bərabərsizlikləri doğrudur.
İsbatı. f ( x )  = g(x) = 0 olduqda (24.3) bərabərsizliyini 

doğruluğu aydmdır. Ona görə f ( x ) ф 0, g ( x ) * 0  hesab eda 
Yunq bərabərsizliyində

! /(* ) !  в  = lg (*)lA = N 1' p ’

J l / W r  Ä
\ a

qəbul etsək,

f b \ ! ' Ч
(24.5

J | g ( x ) r  dx

I /(*)g(*)ı
(ь \ 1/pfb \ 1/ч

Jl f ( x ) \ p dx | |  g (x ) |? dx
\a J  \ a /

, 1  \ J W  Ig (* )r

p  j ı / W ı ' л  q  j ı « M r *
a  a

bərabərsizliyini alariq.
Bu bərabərsizliyi \a,b\ parçası üzrə inteqrallayıb, (24.

münasibətini və — + — = 1 olduğunu nəzərə alsaq,
P Я
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fb l / q <1ү /p(b N
f| f ( x ) \ p dx Jl g(x)\4 dx

\a J t  /
olar. Buradan tələb olunan (24.3) bərabərsizliyini alariq.
(24.3) bərabərsizliyi inteqral üçün Holder bərabərsizliyi adlanir. 
Xüsusi halda p  = q = 2 olduqda Holder bərabərsizliyi

Jl f ( x ) g ( x ) \ d x <
(I

fb \ ,n  fb \ ,n
] \ f ( x ) \ 2 dx • j \ g ( x ) \ 2 dx (24.6)

\ a  J \ a  J
şoklinə düşür. (24.6) bərabərsizliyi inteqral üçün Koşi- 
Bunyakovski bərabərsizliyi adlanır.

İndi isə (24.4) bərabərsizliyini isbat edək.
Aydındır ki, 
һ ь

\ \ f ( x )  + g ( x ) \ p dx = \ \ f ( x )  + g (  x )  Г ' |  f ( x )  + g ( x ) \ d x <
a a

^ Jl f ( x )  + g ( x )  П  f ( x ) \ d x  +

+ Jl f ( x )  + g ( x )  Г ' \ g ( x )  I dx. (24.7)

bərabərsizliyi doğrudur. Sağ tərəfdəki inteqrallarm hər birinə 
Holder bərabərsizliyini tətbiq edək.
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о

Jl f ( x )  + g ( x )  r ‘\ f ( x ) \ d x <

\ , /4 . \ l/p
£  [Jl f ( x )  + g(X) \<p~,)q dx | J |  f ( x )  \p dx

\ \ f ( x )  + g ( x ) \ p-‘\ g ( x ) \ d x <

( b \ ‘/4( b
\ \ f ( x )  + g ( x ) \ (p-I>q dx J l g ( x ) \ p dx

l / p

\a
Onda (24.7)-dən

Jl f ( x ) + g ( x ) \ p dx<

( p - ijq

\ l / q ' f b  > l / p ( b \ l / p “
\ \ f ( x ) \ p dx + \ \ g ( x ) \p dx

<a ) J

^ \ ] \ f ( x ) + g ( x ) \

( p -  l ) - q  = p  olduğunu nəzərə alsaq,
b f b

\ \ f ( x )  + g ( x ) l p dx<  Jl f ( x )  + g ( x ) \ p dx
4//,

\a
\ , y  p  f b 

+\ \ f ( x ) \ p dx + j \ g ( x ) \ p dx
\a

l i p

alariq. Bu bərabərsizliyin һәг tərəfıni

( ь V
Jl f ( x )  + g ( x )  |p dx - ifadəsinə bölsək, (24.4)

\a
bərabərsizliyini alariq. (24.4) bərabərsizliyi inteqral üçün 
Minkovski bərabərsizliyi adlanır.
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л

M isal 1. Bərabərsizliyi isbat edin: j x 2 4 sinx dx < 2 л 5

Həlli. I ~ \ x 24 s inxdx  işarə edək. Koşi-Bunyakovski
о

bərabərsizliyindən istifadə edək. Onda

Г  <
x'
7

(-C 0 5 x |
n 2 n 5

J x 4dx • ^sinxdx  
\ o  У Vo 

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alarıq.
Misal 2. Borabərsizliyi isbat edin:

JV i + x2 4 7 V l d x < J — .
о * 3

Həlli. J  = J  41 + x 2 лјх3 +1 dx işarə edək. Koşi-
o

Bunyakovski bərabərsizliyinə görə

1 1 
J 2 < J ( / + x 2)dx • Ј(х 3 + l)dx = X ч-------

3 ) V 0

4_ 5_^5_ 
3 4 ~  3

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alarıq. 
Misal 3. Bərabərsizliyi isbat edin:

7t

~2
+ x3 )sinx d x < J 2 K  + - 

o '

Həlli. J  = | V f  + x 3 )sin x dx işarə edək. Koşi-

Bunyakovski bərabərsizliyinə görə
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Ж It

J 2 < J(l + x3)c£t-Jsinx<ix: = ■ (-cosxf = 71 +  -
7Г4Л

•2 =

= 2 7Г +  —
2 Ф

Buradan, tələb olunan bərabərsizliyi alariq.
Misal 4. isbat edin ki,

lim f -
A) — >C0 J  J

■dx = 0 .
+ x

İsbatı. 0 < x <1 olduqda aydmdir ki, 1 < l  + x  <2

bərabərsizliyi ödənilir. Buradan, — < ——  < 1.
2 * 1 + x

Müəyyən inteqralın məlum xassəsinə görə
j  I I n  1

— \ x ndx< f dx < f x"dx .
21 11 + x i

f x" dx — —-— xn+' 
- n + 1

1 1
о n + 1

olduğundan,

— ä j
2 n+1  - i + x  n+1

alariq. Bu bərabərsizlikdə n —> oo şərtində limitə keçsək,
I

lim Г-
Л-»oo J J

X 

+  X
-dx = 0 .
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Çalışmalar
1. Müəyyən inteqralın tərifindən istifadə etməklə isbat edin ki,

JjCäfr = — .
0
2. Müəyyən inteqralın həndəsi mənasından istifadə edərək,

5 2 3

а) ^ ( 4 x - l ) d x  , b) j(2 x  + 7)cbc , c) j y [ 9 - x 2 dx
1 I -3

inteqrallarmı hesablaym.
4

3. İnteqral cəmində limitə k.eçməklə, /  = |  xJ dx inteqralim
ı

hesablaym. \l,4] parçasım ЬэгаЬэг hissələrə bölün və Çk araiıq 
nöqtələri olaraq parçalarınm
a) sol uc nöqtələrini,
b) sag uc nöqtələrini,
c) orta nöqtələrini seçin.
4. İsbat edin ki, istənilən natural n ədədi üçün

а) ln{l + x) = x l j 4  —  + dy,
2 3 n J0 y  + 1

x e ( - 1;+oo) ;

b) arc tgx=x~—  + —— ... + ( - l ) n l  — — dy ,
6 3 5 V ’ 2 n - l  I у  +1

x e ( -  oc;+oo) bərabərliyi dogrudur.
5. Aşağıdakı müəyyən inteqrallan hesablaym:

a) \ j n  + 5 x f  ’ ;~7t 

7C

4 „2
e) f - £ -  ; d) J - £ _ A  ; k) f * *  ;

{ x l n x  J0 x +1 J0 yjx + 1 +лЈ5х + 1
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I) J  Vcos x  — cos3 x  dx
I t

~~2

6. Əvəzetmə üsulundan istifadə etməklə aşagıdakı inteqrallan 
hesablaym:

2 7  ^

a ) f  ^= = =  ; ; c) } sm 1 x  cosxdx  ;
öX + Vfl x / 0
7 t

ч f ^  ЈЧ Г dx . .  r xü6c
e) J —   ; d) J — ? = = =  ; k) J ~тг==г  •J0 5 - 3 cosx ј2 хл1х 2 - 1  - ı \ 5 - 4 x

7. Müəyyən inteqral üçün hissə-hissə inteqrallama düsturundan 
istifadə etməklə aşağıdakı inteqrallan hesablaym:

a) j l n 3xdx  ; Ъ) ^ x 2 s inxdx  ; с) ^ ( x - l ) e ~ xdx ;
1 о 0
2 I 1

e) j x 3lnxdx ; d) j e x cosxdx  ; к) J/«(7 + x ) d x .
1 о 0

8. Aşağıdakı funksiyalann x -ə nəzərən törəməsini tapın.
2x . 0 ________

a) Ғ(х)=  J — - dt ; b) Ғ(х)=  1+ Г1 dt ;
0 * х
X

с) Ғ(х)  = j l n t d t  ( x > 0 )
1

9. Orta qiymət teoremindən istifadə etməklə isbat edin ki,

7 <!vT̂ • 2 j  П  3  sın x d x  < — л — 
2 \ 2

10. Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən istifadə etməklə isbat 
edin ki,
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1 < J  yll + x 3 dx <

11. J  = J  л/7 + x 4 dx inteqralim qiymətləndirin. Bunun üçün
о

a) тйэууэп inteqral üçün orta qiymət teoremindən,
b) Koşi-Bunyakovski bərabərsizliyindən 
istifadə edin.
12. Aşağıdakı funksiyalann эп kiçik qiymətini tapın. 

a) / ( * )  = } (t -  l)(t - 2 ) 2 dt ; b) f ( x )  = J  -  ]-6- d t .
n П 1 + t

2. a) 44 ; b) 6 ; c)
9n

Cavablar
7

5. a) —  ; b) 7г ; 
72

Ч Л" \  7 14 . 14c) arctge- — ; e) /и 2 ; d) — -  arctg— ; k) —
4 4 4 15

ı\ 4 с \ n  1 ı 32 \ 1l) - .  6. a) -  ; b) - / л —  ; с) -  ;
J  4 4 77 4

ч 7е) —arctg
А  лгл

—tg — 
2 8

; d) - - a r c c o s — ; к) —. 
'  5 3 6

7 . а ) 6 - 2 е  ; Ь ) л - - 2  ; с ) ; е) 4 Ы 2 - —  ;
е 16

cos 1 + sin 1 1 4 0 . яш2х
d ) ---------------е —  ; к) /«—. 8. а) — —  ;

2 2 е х

Ь) - 4 Т + Х 4 ; с) /их ; d)
2 х

7 + хй •

11. а) 1 < J  < л[2 ; b ) l < J < y f l 2 .

12. а) -  —  ; b) - - 1 5 Ы З .
22 3
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III FƏSİL 
QEYRİ-MƏXSUSİ İNTEQRALLAR.

§ 25. I növ qeyri-məxsusi inteqral, tərifı, xassələri
Funksiyanın Riman mənada inteqralma tərif verərkən 

inteqrallama aralığının sonlu olduğunu qəbul etmişdik. Digər 
tərəfdən isbat etmişdik ki, əgər funksiya sonlu oarçada qeyri- 
məhduddursa, onda Riman mənada inteqrallanan deyildir (bax, 
II fəsil, §14, teorem 14.1). Başqa sözlə, / ( x )  funksiyasmm 
Riman mənada inteqrallanan olması üçün inteqrallama 
aralığımn sonlu, f { x )  -in isə bu aralıqda məhdud olması 
zəruridir. Bu iki şərtdən birinin pozulduğu hal üçün inteqral 
anlayışmı ümumiləşdirək.

Fərz edək ki, inteqrallama aralığı sonsuzdur. Ədəd 
oxunda üç növ sonsuz aralıq var: a və b sonlu ədədlər olduqda 
( a ,+ o o ) ,  ( - o o ,  b) aralıqları və ( -  °o ,+ c o )  ədəd oxu.

Fərz edək ki, f ( x )  funksiyasi ( a ,+ o o )  aralığında təyin 
olunub və ixtiyari qeyd olunmuş A e (a,+oo) ədədi üçün [a,A]

A

parçasmda Riman mənada inteqrallanandir, yəni, J/(x)üfx
a

sonlu ədəddir.
Aydındır ki, bu inteqral A-dan asılı funksiya təyin edəcəkdir:

A

Ғ(Л) = j  f { x ) d x .
a

F(A)  funksiyasmm A —» +oo şərtində limitinin vaılığını 
araşdıraq.

Tərif. Əgər A ->+oo şərtində F(Ä)  funksiyasmm sonlu 
limiti varsa, onda bu limitə f ( x )  funksiyasmm [ a ,+ o o )
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aralığmda I növ qeyri-məxsusi inteqrali deyilir və simvolik
+00

olaraq J /(x)t£c kimi işarə olunur.
a

Beləliklə,
+00 A

j / (x)dx lim j / (x )dx  . (25.1)
a a

Bu halda deyirbr ki, (25.1) qeyri-məxsusi inteqrali yığılır və 
/ (x) funksiyasi [a,+00) aralığında (qeyri -  məxsusi mənada) 
inteqrallanandir. Əks halda deyirbr ki, (25.1) qeyri-məxsusi 
inteqrali dağılır.

+00

Qeyd 1. ixtiyari qeyd olunmuş с > a üçiln |  / (x)dx və
a

+00

J / (x')dx qeyri-məxsusi inteqrallan eyni zamanda yığılır və ya
С

A c  A

dagihr. Bu fakt J / (x)dx = J f (x )dx  + j  / (x)dx bərabərliyinə
a a

+00 +00

əsaslanır. B eb ki, J  / (x>ix və J / (x)dx inteqrallarmdan biri
a с

yığılırsa о biri də yığılır və tərsinə biri dağılırsa, о biri də 
dağılır. Analoji olaraq \/b sonlu ədədi üçün ( -  cc, b\ aralığında 
I növ qeyri -  məxsusi inteqral təyin olunur.

b b

j* f ( x ) d x  := lim ^ f ( x ) d x
-*-<*> A

f ( x )  funksiyasmm ( - 00, + 00)  aralığmda I növ qeyri- 
məxsusi inteqrali a e  R ixtiyari qeyd olunmuş ədəd olduqda 
aşağıdakı kimi təyin olunur:

+00 a  +00

j f ( x ) d x  . -  ^ f ( x ) d x +  ^ f ( x ) d x .  (25.2)
—00 —00 a
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Əgər (25.2) bərabərliyinin sag tərəfmdəki inteqrallarm hor
+00

ikisi yığılırsa, onda deyirlər ki, j*/ (x)dx qeyri-məxsusi
-oo

inteqrah yığılır və / (x) funksiyasi (-oo,+oo) ədəd oxundtı 
(qeyri-məxsusi mənada) inteqrallanandir. Əgər (25.2) 
bərabərliyində sag tərəfdəki inteqrallardan һ ф ’olmazsa biri

+co

dağılırsa, onda deyirlər ki, j  / (x)dx qeyri-məxsusi inteqrali
- o o

dağılır. Beləliklə, / (x) funksiyasi ədəd oxunun istənilən sonlu 
{A,!}} parçasında inteqrallanandırsa və bir-birindən asılı 
olmayaraq A -> -oo, В -> +oo şərtində

в
lim lim j f  ( x)dx

A —t-cc B - + + o o  J
A

sonlu limiti varsa, onda deyirbr ki, / ( x )  funksiyasi (-oo,+co) 
aralığında qeyri-məxsusi mənada inteqrallanandir.
B eblikb,

+00 В

f f ( x ) d x  = lim lim \ f ( x ) d x  .
J  A - > - o o  f i - > + o o  J

- o o  A

Müəyyənlik üçün biz (25.1) şəklində qeyri-məxsusi 
inteqrallara baxacağıq.

+oo

Göründüyü kimi, J  / (x)dx qeyri -  məxsusi inteqralin
a

A

yığılması məsəbsi F(A)  = J / (x)dx funksiyasmm A -> +oo
a

şərtinə sonlu limitinin varlığı məsəbsinə gətirilir. Limitin 
varlığı üçün Koşi meyarına görə F ( A )  funksiyasmm A —> +oo 

şərtində sonlu limitinin varlığı üçün zəruri və kafı şərt 
Ve > 0 üçiin e b  M  > a ədədinin olmasıdır ki,
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Л, > М  , А2 > М  bərabərsizliklərini ödəyən istənilən А, , А2 
odədləri üçün

\F (A 2) - F ( A X) \ < £ . 
bərabərsizliyi ödənsin.

B eblikb, aşağıdakı teorem doğrudur.
Teorem 25.1. (Qeyri məxsusi inteqralın yığılması haqda 

Koşi meyarı).
♦ oc

j f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrahnm yığılan olması üçün zəruri
a

vd kafı şərt, \ /e  > 0 ədədinə görə e b  M  > a ədədinin
A,

olmasıdır kİ, VA, > M  , \fA2 > M  olduqda, 

olsun.

J' f ( x ) d x <£

Misal 1.
dx

J2 x + x - 2  

liesablayin.
Həlli. I növ qeyri-məxsusi inteqrahn tərifinə

qeyri-məxsusi inteqralim

dx
SI

= lim I -
A -*+oo J

dx n

= lim [-
A —>+co J i

A 1d\ x + — 
{ 2

* x + x - 2  A~>+a>J2 x + x - 2  a->-*°j2 f I
x + —

I 2 У

n

= -  lim [
*+oo Jw 2 f J '

(
d x + —

\ 2 )

у f
— x +

J 2 )

— = —  lim In
3 л->+°°

2 + x
1 - x

lim3 A—t+ca
In

2 + A
1 -  A

- I n
- 1

lim InJ Л—»+ 00
2 + A
1 -  A

+ —ln4 
3
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= —  lim In
3 Л-*+а

+ 1
+ —1п4 = ~ —ln l  + —1п4 = — 1п2 , 

3 3 3 3

+w

Beləliklə, J
2

+ 0 0

Misal 2. j

dx
x + x - 2  3

-Ы2.

dx qeyri-məxsusi inteqralim
, ( x 2  +  X  +

hesablaym.
Həlli. Aydındır ki, istənilən sonlu \a ,B\  parçasında

f ( x ) = 7   v funksiyasi inteqrallanandir. Tərifə görə,
(x2 + x  + l j

r dx f ax г ax
7------------vT = lim 7------------ Г7 + lim  ту.

+ x + 7 J + x + l )  А-**л { ( х 2 +x  + 1)
Bu bərabərlikdə x = ö aralıq nöqtəsi əvəzinə ədəd oxunun
istənilən digər nöqtəsi götürülə bilər. Biz sadəlik üçün x  = 0
nöqtəsi götürdük.

Aydındır ki,

dx dx

(x2 + x  + = /V  f V P+

1
eyniliyində x + — = t əvəz etsək,

и

lim [ 7—
B - > - oo J  [ ^ 2

dx
lim f-
4 - * + 0 0  J  i

dx

l ( x 2 +x  + i y  A-*+xi0 (x2 + x  + l j
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V

= lim I
/?—>—CO J

x +

H-+-CO J  f  
В

ДС +  -

v * ,

\2 +
/1

lim I
A -t-H o J

/  1
x  + —

\  2 j

x + - +
k 2 j

г \

u

= lim I
Й-+-Ю J

dt
B-+-K J f  

В
> \2

+ ' £ )

2 )
Yuxanda (bax, I fəsil, §8.)

л

lim I4 ->+oo J
dt

(  f  /т л Л
t 2 + 4

K 2 J

dt

(t2 +a2f
qeyri-müəyyən inteqralını hesablamaq üçün

t 2 m - 3

■ = гл Ј(л. - 4 ! + а Т '  + 2а '( 'и - / )
rekurent bərabərliyini almışdıq.

J m üçün alinr 

nəzərə alaq ki,

J m ,m—l

y[3
Jm üçün alınmış bu bərabərlikdə m -  2 , a = —  götürək və

dt



lim
f i —» -c o

- I  0

2-

f

t 2 + №
?

2\
2

2
V \ j \  /

1 2t

а гсщ Т з

= -  lim
S —►—со

2B
/

' Ј Г
2 ̂

в 2 +
2

V \ /

1 2B
+ -------— arctg

2- 5VJ 6 V J

4 2Blim arctg-
4 (  л Л _  2 л

~2) з 4 з 'з Ј з ^  0 Ј з  з 4 з
Analoji qayda ilə göstərmək olur ki,

dt 2л
lim Г

у4-*+00 J /
( 4 з }

2 Л
t +

? ,
V V )

2 Зл/З

Beləliklə,
dx

! ( x 2 + * + ;)*  з 4 з
+00

Misal 3. I —;------qeyri-məxsusi inteqralim hesablaym.
{ x + 1

Həlli.
1

x 3 + 1
rasional kəsrlərin cəmi şəklində göstərək.

, x e  [0,+qo) funksiyasmı elementar
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1 2 
— х + — 

   r __J 3_
х 3 +1 х + 1 х 2 -  x + 1

1
I
3

(A x - 2

Onda tərifə görə,
+ 0 0  J  Л  j  у  I Л j  Лг ax r ax 1 .. г ax r x-

 = lim j = — l i m -------- —5—
*x +1 И-++00Ј x +1 3 А-*+х[̂ д х+1  'X  - x  + 1

Bu bərabərliyin sağ tərəfındəki inteqrallan hesablayaq.
dx

-dx

\ ——j-=ln(x + l)\A0 =ln(A + l) ,

/İ Л

\ —ү—  dx = [
r x  - x  + 1 •*

(  1 \  x —
I 2

dx

0 1 1x —  
2

\2 r nrV 
+ V J'

У 2  J

dx =

/

^2 f  r x \2 
+ 4 з

к 2 ,

0 К
-ln[x2 — x + l)

'V s *

K 2 S

d\ x-
•J

01 1 x  —  
2

v + f V J v

1

3 2 x 2

T 4 3 arctg~ j r

- I n İA 2 - A  + l ) - 4 =
2 V V i

2 A - 1  
arctg  arctg 4-3J J
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7 I л2 a t 3 2 A - 1  -\[з= 1пл1А - A  + l — — arctg— т=— ь arctg—
4~3 4 з

Onda

1 ГТ2 Z Г 3 2 A - 1  1 n
™  ~ 7 з агс,8~ 1 Т ~ 7 з ' ~ 2 '

Ф

dx
lim (ln(A + l ) - l n  л/A 2 -  A

0  x +1 3 A-*+*>

3 2 A - 1  1 7 1+ -7= arctg— - pr  • —
4 з  VJ Ғ з 2

+ 1 +

= -  lim
3  A~*+X

In A + l  3 2 A - 1
+ ГТтагс18

\

л/A 2 -  A + l  "4з 4 з
+

^ 1 1 n  _  1 3  7t 1 3  71 2 t t

3  4 з  2 3  4 з  2 3  4 з  2 з 4 з '
+0 0

Misal 4. I — = = = = =  qeyri-məxsusi inteqralim
1 Х у]  1 + X S + x ‘°

hesablaym.

Həlli. Tərifə görə 
dx\ n

-  lim I
A - ± + c o J/ хл/7 + xJ + x ‘°

dx
1 Х лЈ1  + x 5 + x ‘°

Əvvəlcə f — = = = = =  müəyyən inteqralim hesablayaq.
1 x y  1 + x 5 + x 10

L 1 1
x 5 =t  əvəz etsək, x  = t 5 , dx =  j d t  , x = 1 => t = 1;

x  = A=> t = A 5 olar.
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Ь - Ä  = - İ M
U 4 l  + x5+x'° 5

1 1
—Г+ —+ 1 1 1JİO j5 + ^

/
+ —/и 

5
• + VI

Bu bərabərlikdə А —» +oo şərtində limitə keçsək alanq:

л .

lim I
Л->+<в J

dx

i x\Jl + x5 + x ‘°
-In -  + 1 + —ln 

5
- +

1 ,  3 + 2 ^ 3  1-In = —In 
5

1 +

Beləliklə,

1 dx
= —In

I Хлј 1 + Xs + X10 $
1 +

Г з У  

2 \

Vi.
M isal 5. f ar° ^  Xj  dx' qeyri-məxsusi inteqralim 

° ( l  + x 2f
hesablaym.

Həlli. Tərifə görə,

T g g g ;с ljm ' Orctg X  ф
j / ,Vİ Л-»+оoJ t ,\£
° ( /  + x2f °(у + х2)̂

arctg xA

j , - a  ~ ^  müəyyən inteqralim hesablayaq.
° ( l  + x 2f
arctgx = / əvəzləməsi aparaq. Onda x = 0 => t = 0; 

x  = A=> t = arctgA , x  = tgx, <& = *2 ? 
C O S  t

1 + x 2 =1 + tg2t = 

Ona görə,
C052 t

olar.
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А . arctgA
С C lV C tg  X  j  Г . .  I arctgA \arctgA
J  j- dx — I t cos tdt =t- sint | +cost |to

= arctgA ■ sin(arctgÄ)+ cos(arctgA)-1.
Axırıncı bərabərlikdə A —>+co şərtində limitə keçək və nəzərə

71alaq ki, A —> +00 => arctgA —> — . Onda

lim [—ГС— Х~ dx -  lim [arctgA-sin(arctgA) + cos(arctgA)]—1 =
4->+ooJ / \_ A-***0

0(l + x 2)2

= * - 7  
2

B eblikb, lim f arCtgX} dx = - - l .
° ( l  + x 2f  2

+00

Misal 6. J e “oj: cosbx dx (a > O) qeyri-məxsusi
0

inteqralim hesablaym.
Həlli. Tərifə görə

+00 A

f e~ax sin bxdx = lim Г e~ax sin bx dx .
J A—>+00 J/1—»+00 •0 0 
A

Əvvəlcə ./ = J e~m sinbxdx  müəyyən inteqralim hesablayaq. Bu
0

müəyyən inteqrala ardicil olaraq iki dəfə hissə-hissə 
inteqrallama metodunu tətbiq etməklə,

b -ал a ^ aA . , . bJ  = — 5---- 7e cosbA  т~~те ° sinbA + -
a + b a + b a +b

alanq. Onda aydindir ki,



lim e 0/1 cosbA = lim e aA sinbA = 0
A-*+  со A —>+oo

oldugundan,
t-a.

Je m sinbxdx
a +b 2 '

Qeyd 2. Qeyri -  məxsusi in te q r^  həndəsi məıw 
vermək olar. / ( x )  , \a, + qo)  aralığında mənfı olmadıqıla
+00

J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqralmın həndəsi mənası müəyya
a

inteqrala oxşar olaraq f ( x )  funksiyanın qrafıkinin yaratdığı 
P  = {{x,y): a < x  < +0O , 0 < ^ <  /(x)} 

əyrixətli trapesiyanm sahəsinə bərabərdir (bax, şəkil 3.1] 
Aydındır ki, bu əyrixətli trapesiya qeyri-məhdud çoxluqdur.

+00

Əgər J f ( x ) d x  inteqrali yığılırsa, bu əyrixətli
a

trapesiyanm sahəsi müəyyən ədədlə ifadə olunur.

Məsələn, / ( x )  = —j  olarsa, a>()  olduqda 
x

+ ®  A  r  f  1

f f ( x ) d x  = lim f —r  = lim
*  A —̂ +oo  J  jç  A-*+  оЛ-++СО 2x 2a

214



oldugundan, uyğun əyrixətli trapesiyanın sahəsi

1
2a2

ədədi ilə

/ M = - olarsa,H'adə olunur.

f — = lim f — = lim lnx\Aa = lim (inA + lna)=  +00,
J  Г  Л - » - о о Ј  ү  /4 ->+<ю  ' A->+ со
и а

oldugundan bu hala uygun əyrixəttli trapesiyanm sahəsi 
müəyyən ədədlə ifadə olunmur.

Qeyd 3 . 1 növ qeyri -  məxsusi inteqralın yıgılması üçün 
f ( x )  funksiyasmm məhdudlugu zəruri deyil. Buna aid 
ıışağıdakı misal göstəriləcəkdir. (bax, §28, qeyd 2 )

+00 J i
Misal 7. j  cosxtic inteqrahnm yıgılmasım araşdırın.

a

A

Həlli. f cos xdx = sin x  I, = sin A və lim sin A limiti
J  '0  A-*+cО
a

+00

olmadigindan, j"cos xdx inteqrali dagilir.
a

+c0 dx
M isal 8. Г —у (a > O) inteqrahnm yigilmasim araşdırın.

J xa

Л -həqiqi ədəddir.
Həlli. Əvvəlcə fərz edək ki, Л Ф 1
4-00 7 A

I" —г = lim f x~l dx = lim
J x  A-t+оәЈ A-*+ о

J-A

1 - Л
= lim

л-»+® 1 - X

Л - 1
+ 00,

Л = 1 olsun. Onda

a 1 - i

Л > 1 olarsa, 

Л <1 olarsa.
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f —  = lim f —  = lim (in A - I n a )  =+oo.
J  jç  /J—>-ko •< x  A—>+со  
a  a

+ 0 0  7 г ctxB eblikb , —j  inteqrali A > 1 olduqda yığılır, A < 1
Xa

olduqda dağılır. ^
I növ qeyri-məxsusi inteqralın aşağıdakı xassələrini qeyd

edək.
+ 00

Xassə 1. j  f ( x ) d x  inteqrali yığılırsa, с ixtiyari həqiqi ədəd
a

+ 0 0

olduqda J c f (x )dx  inteqrali da yığılır və
a

+ 0 0  + 0 0

Jç/Y x)dx = c J /Y  x ) d x .
a  a

+00 +00

Xassa 2. ^ f ( x ) d x  və j g ( x ) d x  inteqrallan yığılırsa
a  a

+ 0 0

J l / W  ± g(x)]<ix: inteqrali da yığılır və
О

+00 +00 +00

J l / W  ± s W l dx = \ f (  x)dx ± \ g (  x )dx ■
a  a  a

Bu faktların isbatı müəyyən inteqralın müvafıq xas- 
sələrindən və I növ qeyri-məxsusi inteqralın tərifındən alınır.

Xassə 3. Əgər f ( x )  funksiyasi [ct,A] aralığında
kəsilməzdirsə, Ғ(х) bu araliqda f ( x )  -in ibtidai funksiyasi

+ 0 0

olduqda, J  f  (x)dx inteqrali yalnız və yalmz о halda yığılır ki,
a

lim F ( A )  sonlu olsun.
/(->+00
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\ f { x ) d x  = F { A ) - F { a )
a

bərabərliyindən
+00

\ f ( x ) d x =  lim Ғ ( А ) - Ғ { а )  = Ғ ( + о ә ) - Ғ ( а )
J  у 4 - > + с о
a

alanq. Burada, Ғ(+оо)= lim F(a ) işarə olunmuşdur.
Я-++СО

Xassə 4. (Barabarsizliyin inteqrallanmasi). Əgər 
\a, + 00) aralığında / (x ) < g (x )  bərabərsizliyi ödənirsə və
+00 +00

\ f { x ) d x  və J g(x)dx qeyri-məxsusi inteqrallan yığılırsa onda
a  a

+00 +co

^ f ( x ) d x  < Jg(x)a!x (25.3)
a  a

bərabərsizliyi doğrudur.
İsbatı. Doğurdan da VA > a üçün Riman inteqrahnm 

müvafıq xassəsinə görə
A A

J /(x ) t /x <  Jg(x)<&
a  a

bərabərsizliyi doğrudur. Sonuncu bərabərsizlikdə A —» +00 
şərtində limitə keçsək tələb olunan (25.3) bərabərsizliyini 
alarıq.

İsbatı. Doğrudan da,

§26. Mənfi olmayan funksiyanın I növ qeyri-məxsusi 
inteqrali

Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi \a, + 00) aralığında mənfı 
deyildir. Onda aydındır ki,

A

F(a)  := J  f ( x ) d x  (26.1)
a
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funksiyasi A -dan asili artan fimksiyadir.
+ ®  A

Г f { x )d x  = lim j f ( x ) d x  oldugundan I növ qeyri-məxsusi
J  A~>+ oo J

a

inteqralın yığılan olması məsələsi Ғ ( л )  monoton funksiyasmm 
A —> +00 şərtində sonlu limitinin olmasma gətirilir. Ona görə 
də monoton funksiyamn limitinin varlığı haqqind^teoremi 
lim FİA ) limitinə tətbiq etməklə, I növ qeyri-məxsusi

inteqralın yığılması haqda aşağıdakı lemmanı alarıq.
Lem m a 1. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi [a, + oo) aralığında

+00

mənfı deyildir. Onda J  f ( x ) d x  I növ qeyri-məxsusi
a

A

inteqralmm yığılması üçün J f ( x ) d x  , A e[a ,+  oo) inteqrallar
a

çoxluğunun yuxandan məhdud olması, zəruri və kafidir.
A

J  f ( x ) d x  < M , 3M  >0 , A g [<з,+ oo),
a

+00 A

Bu halda, j  f ( x ) d x  = sup J f ( x ) d x  .
a a<.A<+ со o

Qeyd. Bu lemmadan almir ki, mənfı olmayan f ( x )
+ 0 0

funksiyasmm J  f ( x )d x  I növ qeyri-məxsusi inteqralmm
a

dağılan olması üçün zəruri və kafi şərt (26.1) bərabərliyi ilə 
təyin olunan F(a ) funksiyasmm yuxarıdan qeyri-məhdud
olmasıdır. Məlumdur ki, bu halda Ғ ( л )  artan oldugundan,

+00

lim F(a ) = f f ( x ) d x  = +00.
A-*+«> J
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Teorem 26.1. Tutaq ki, [a,+ oo) aralığmda
0 < /( x ) < g ( x )  (26.2)

bərabərsizliyi ödənir.
Onda:

+00 +00

1) Əgər j  g{x)dx inteqrali yığılırsa, J  f ( x ) d x  inteqrali da
a  a

yığılır,
+ C 0  + 0 0

2) Əgər J  f ( x ) d x  inteqrali dağılırsa, |  g(x)dx  inteqrali da
a  a

dağılır.
İsbatı. (26.2) bərabərsizliyinə görə istənilən A > a

üçün
A A

J  f { x )dx  < J  g(x)dx  (26.3)
a  a

+ 0 0

bərabərsizliyi doğrudur. Tutaq ki, J g(x)dx  qeyri-məxsusi
a

inteqrali yığılandır. Onda lemma l -э görə Ae[a ,+  со) olduqda
A

Jg(x)i&  inteqrallar çoxluğu yuxarıdan məhduddur və deməli
a

A

(26.3) bərabərsizliyinə görə, həm də j  f { x )d x  , А e  [a,+ со)

а

inteqrallar çoxluğu yuxaııdan məhduddur. Onda lemma 1-ə
+ 3 0

görə J f ( x ) d x  qeyr-məxsusi inteqrali yığılır. Teoremin birinci
a

hissəsi isbat olundu.
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TW _
İndi tutaq ki, J  f ( x ) d x  inteqrali dağılır. Onda aydımJıı

a
+00

ki, teoremin isbat olunmuş birinci hissəsinə görə
a

Ak ***
qeyri-məxsusi inteqrali yığıla bilməz. Çünki, əgər j  g{x)<l\

a

+00

qeyri-məxsusi inteqrali yığılırsa, onda j" f ( x ) d x  inteqrali da
a  

+00

yığılardı. Bu isə ola bilməz. Deməli, j g(x)dx  qeyri-məxsusl
a

inteqrali dağılır.
Teorem 26.2. Tutaq ki, / ( jc)  v ə  g ( x )  [д,+ аә)Ј 

aralığında müsbət funksiyalardır və sonlu və yaxud sonsuz

lim = К  (О < К  < +00) (26.4)
g{x)

limiti vardir.
Onda:

+00

1) Əgər j  g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali yığılırsa vo
a

+ C 0

О < К  < +00 isə, I  f { x )d x  qeyri-məxsusi inteqrali da yıgılır.
a

+00

2 ) Əgər J g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılırsa va
a

+00

О < К  < +oo isə J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali da dagihr.
a

İsbatı. Tutaq ki, (26.4) şərti ödənir və 0 < K < + со, 
Ve > 0 götürək. Onda müsbət sonsuzluqda funksiyanın



limitinin tərifınə görə elə S  = S(s)>  0 ədədi tapılacaq ki, 
\ > S > a  şərtini ödəyən bütün x -1әг üçün

/ ( * )
s{x)

К < e

lı.ırabərsizliyi və yaxud

0 < 4 4 < ^  + ff
g{x )

horabərsizliyi ödənəcəkdir. Axırıncı bərabərsizlikdən 
f ( x )< (K  + ^ ^ ( x )  bərabərsizliyini alanq. Aydmdır ki, I növ

+co

qeyri-məxsusi inteqralın birinci xassəsinə görə əgər Jg(x)t£c
a

+CO

Inteqrali yığılırsa, onda + £r)g(x)ü?x qeyri-məxsusi
s

+00

Inteqrali da yığılır. Onda teorem 26.1-ə görə j  f{ x )dx  qeyri-
5

+00

ımxsusi inteqrali və deməli, J  f ( x ) d x  inteqrali da yığılır.
a

l'coremin birinci hissəsi isbat olundu. Teoremin ikinci hissəsini 
lnbat edək. Tutaq ki, ( 2 6 .4 )  şərti 0 < К  < +oo olduqda ödənir. 
Ve > 0 götürək. Onda müsbət sonsuzluqda funksiyanın 
limitinin tərifınə görə elə S  = S(e)>  0 ədədi tapılacaq ki,

f i x )X> S >  a şərtini ödəyən bütün x -lər üçün > К  -  e və
g{x )

yıtxud / ( x )  >(К -  e)g(x)  bərabərsizliyi ödənəcəkdir.
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a
foo

J g{x)dx inteqrali da dağılandır və deməli, həm də
s

+00

J (К -  s)g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağflfir. Onda teorenı
5

+00
26.1-ә görə J  f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali və deməli, һәш

s
+00

də J f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqrali dağılır. Teorem isbat
a

olundu. л

У cos2х
Misal 1. Göstərin ki, j — -—dx, a < l ,  qeyri-məxsusiJ Ya

1 л
inteqrali dağılır.

Həlli. \ / M  e  (7,oo) götürək. n -i elə seçək ki,
n n > M  olsun. A, = ПЛ və A2 = 2nn  götürək. Onda
A2 2 2nn 2 1 2m
f  COS X  , r  COS X  , ^  1  Г 2 1

 ax -   dx > -------- I cos  x d x -
J  v  •* V  7 -7Г  П  J

J g{x)dx qeyri-məxsusi inteqrali dağılan oldugundan,

2 л  n

2 m 1 +  co s  2  x
dx  =

2  k  n

1 7  dx  1r ax i  r
J 1 Jim J

c o s 2 x

2 m  i  2  2 m
dx  = I)

=  — (2 m  -  m )  =  
4 m  4

eməli, s  < — olduqda ixtiyari M  > 1 üçün e b  
4
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Л2 2 
f ̂ d xJ V

> LЛ, = тт> М  v ə A 2 = 2 т  > М  ədədləri var ki, 

bərabərsizliyi ödənir.
+00 2

Ona görə də Koşi meyarına görə f  dx inteqrali
^ Xl л

dağılır.
2 2 

COS X  COS X
a <1 olduqda — -— >  olduğundan, teorem 26.1 -ə görə

x x
♦00 2 
'C O S  X
f ——— dx inteqrali da dağılır.

J  v/
+00

Г XÜX
Misal 2. ------ -— т— inteqralmm yığılmasını

qI + x sirı x
uraşdırın.

HəIIi. Vjc e  [0, + oo) üçün sin2 x  < 1 olduğundan 
uydmdır ki, 1 + x 2 sin2 х < 1  + x 2
borabərsizliyi doğrudur.Axınncı bərabərsizlikdən Vx e  [0,+oo) 
(içün

x  > x
1 + x 2 sin2 x 1 + x 2

+ 0 0

Г Xbarabərsizliyini alarıq.  ғ dx inteqrali dağılan
>0 1 + х 2

oldugundan, teorem 26.1-ə görə baxilan inteqral dağılır.
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§27.1 növ qeyri-məxsusi inteqrahn yığılması 
üçün kafi şərt

Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi [a,+oo) aralığında ixtiyıııl 
işarəli qiymətlər alır.

Teorem 27.1. (Ümumi müqayisə əlaməti). Fərz edtı 
ki, a < x <  +00 aralığında ф

\ f ( x ) \ < g ( x )  (27.1),
bərabərsizliyi doğrudur. Onda:

+ 0 0  +o O

1) Əgər J g(x)dx inteqrali yığılırsa, j"/(x)<ix inteqrali
a  a

yığılır.
+ 0 0  + 0 0

2 ) Əgər J j /(x ) |&  inteqrali dağılırsa, J  g(x)  inteqrali
a  a

dağılır.
İsbatı. Bu teoremin isbatı bilavasitə teorem 26.1-da

almır. Bununla belə, bu teoremi Koşi kriteriyasmdan istifac
+00

etməklə isbat edək. Fərz edək ki, Jg(x)<£c I növ qeyri

məxsusi inteqrali yığılır. Onda Koşi meyarına gı 

V £ > 0  üçün 3M ( e ) > a  var ki, A , > M
bərabərsizliyin ödəyən istənilən A, və A2 ədədləri üçün

A} >

"2

J g (x )d x < £

olacaqdır. (27.1) bərabərsizliyinə və müəyyən inteqralın məlııı 
xassəsinə görə

J  f ( x ) d x < J  g(x)dx <£.
Л,
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Sonuncu bərabərsizlikdən alırıq

\/Aj > M, VA2 > M  olduqda,

I  f  {x)dx inteqrali yığılır.

ki,

J  f ( x )d x < s . Başqa sözlə,

Qeyd. (27.1) bərabərsizliyinin bütün [a,+00) aralığmda 
doğruluğu hökm deyil. Kifayətdir ki, elə b > oədədi olsun ki, 
[b,+00) aralığında (27.1) bərabərsizliyi doğru olsun.
+00 b +00 b

\ f ( x ) d x  = \ f ( x ) d x + \ f ( x )dx  bərabərliyinə görə |  / (x)dx
a a b a

+00

sonlu kəmiyyəti J  /  {x)dx inteqrahnm yığılmasına və
a

+00

dağılmasına təsir edə bilməz. Ona görə də J / f  x )dx
ь

+00

inteqrahnm yığılmasından, J / (x)dx inteqralımn yığılması
a

ulımr.
Teorem 27.1-də g(x) funksiyasi olaraq xüsusi halda

Q
 funksiyasi qəbul etsək, aşağıdakı nəticəni alarıq.
xa

Nəticə. (Müqayisa əlamətinin xüsusi halı). Fərz edək ki,

О < a < x < +00 aralığında f ( x )  funksiyasi üçün \ f ( x ) \ < ~ -
x

hərabərsizliyi ödənilir, burada c> 0 və Л > 1 müəyyən sabit
+00

ndədlərdir. Onda | / (x)dx inteqrali yığılır. Əgər Ä< 1
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olduqda e b  c > 0  sabiti varsa ki, 0 < a < x  < +00 aralığındu
с

7
С

\ f ( x ) \ > —  bərabərsizliyi ödənilir, onda J / (x)dx dağılır.

-t-w

Tərif. Əgər J j / (x)\dx inteqrali yığılırsa, onda deyirbr ki,

#
+00

Ј/(х)с£с inteqrali m ütbq yığılandır. Bu halda deyirbr ki,
a

f ( x )  funksiyasi [a,+oo) aralığında m ütbq inteqrallanandir.
+00 +00

J f ( x ) d x  inteqrali yığılan, ^ \ f (x ) \dx  inteqrali isa
a  a

+00
dağılan olduqda deyirbr ki, J  / (x)dx inteqrali şərti yığılandır.

a

Aşkar f ( x ) <  |/(x)j bərabərsizliyindən alınır ki, mütbq
yığılan inteqral şərti yığılandır. Lakin şərti yığılan inteqralın 
m ütbq yığılan olduğunu hökm etmək olmaz.

Bu fakta dair aşağıda misal göstəribcəkdir (bax, § 28, 
misal 1 ).

M ütbq yığılan qeyri-məxsusi inteqralm aşağıdakı sadə 
xassəsini qeyd edək.

Lemma. Əgər f [ x )  funksiyasi [a, + 00) aralığında mütbq 
inteqrallanandırsa, g(x) funksiyasi isə bu aralıqda 
məhduddursa, onda /(x ) -g (x )  hasili \a, + 00) aralığında miitləq 
inteqrallanandir.

İsbatı. Doğurdan da, Riman mənada inteqrallanan iki 
funksiyanın hasili Riman mənada inteqrallanan oldugundan,

A

VA > a üçün sonlu [a,A] parçasında J  f {x )g{x)dx  inteqrali
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vardir və deməli, J  f ( x )g{x )dx  qeyri-məxsusi inteqralından
a

danışmaq olar.
g(x) funksiyasi [a, + 00) aralığında məhdud oldugundan elə 
с > 0 sabiti var ki, istənilən x e [a, + 00) üçün |g(x)j < с 

bərabərsizliyi və deməli,
\ f ( x )g(x}  < c \ f (x \

+00

bərabərsizliyi ödənəcəkdir. Onda ^ \ f {x \dx  inteqrali yıgılan
a

+00

oldugundan, ümumi müqayisə əlamətinə görə J|/(x)g(x)|(fc
a

inteqrali yığılandır.
+00 j

С COS Х и Х
Misal 1.  - r - d x  inteqrahnm yigilmasim araşdırın.

I 1+x
+ 0 0  7г ctx

Həlli. Əvvəlcə I  j  inteqrahnm yigildigim göstərək.
0 1 + x

7  dx f dx .. j  = lim  j  = lim arctgx
{1  + x  *->+«> J0 1 + x л-*-*0

<» ^
oldugundan və |  j  inteqrali yıgıldıgı üçün teorem 27.1-э

J 1 + x

A Л cosx ,  1
0 ~~2 1 + x 2 1 + x 2

0

cosxс cosx
görə  jd x  inteqrali yığılır.

i  1 + x '
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Misal 2. j e x dx inteqralmm yığılmasmı araşdırm.
- с о

A 1
Həlli. je~x dx inteqralmm (Puasson inteqrali) elementar

о
funksiyalarla ifadə olunmadığı məlumdur. Əwəlcə
+ 0 0

J  e~x dx inteqralmm yığılmasmı araşdıraq.
о

+00 A

[e~xdx = lim \e~xdx= lim (~e~A + 1)= 1J /}->+oo Ј A-t+co0 0
A

oldugundan, J  e~xdx -inteqrali yığılır.
о

х > 1  olduqda e~x <e 'x oldugundan, je~x dx inteqrali yıgılır.
1

+00

Onda teorem 27.1-dən sonrakı qeydi nəzərə alsaq, je~x* dx
о

inteqrali da yıgılır. Inteqralalti funksiya cüt oldugundan
0  + 0 0

Je~x*dс inteqrali da yigilar. Ona görə də j е~х* dx inteqrali
—oo —oo

yıgılır.
+ 0 0  jç dx

Misal 3. J  = — -Д  inteqralımn yığılmasım araşdırm.
• x “ In  x

Halli. Mümkün olan üç hala baxaq. 1) a  > 1, 2) a  = 1,
3) a  <1.

1) a  > 1 olsun, onda a  = 1 + 2 S , S  > 0 yaza bilərik.
1 . . . . 1

f ( x ) , 1+S g(x) ,  g ( x )  =
lnp .
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*_>+«, x - ınP xqəbul edək. İxtiyari (5 üçün lim s ; a— = 0 . Ona görə də elə

x0 > 2 var ki, x > x0 olduqda 0 < g(x) = y - < 1 .
" lnp x

Sonuncu

bərabərsizlikdən alınq ki, x e [ x 0,+co] olduqda 0 < f ( x ) <  —+s

+ 0 0  jr dx
bərabərsizliyi doğrudur. Onda 8  > 0,x0 > 2 olduqda I

x„
x ,+s

tw

inteqrali yığıldığından, |  / (x)dx inteqrali yığılır. Ona görə

j  sy  j - inteqrali da yığılır.

с dx
2) а  = 1 olsun. Onda, J =  J ■■ j  inteqralinda lnx = t

. . 7  d( lnx) +f d t
əvəzləməsı aparsaq, I — j —  = I - j  alariq.

2 I n  X  In 2 1

Məlumdur ki, (5 > 1 olduqda sonuncu inteqral yığılır. Deməli 
a  = I halmda /3 > 1 olduqda J  inteqrali yığılır, /? < 1 
olduqda dağılır.
3) a  <1 olsun. Onda a  ədədini a  = 1 - 2 0  , S >0  şəklində

yaza bibrik. f ( x )  = —Izrg(x),  g ( x )  = x s (lnx)~p olsun.
x ‘

lim g ( x )  = +00 . Ona görə də x > x0 > 2 olduqda g ( x ) >  1

yaza bibrik. J  —jr jdx  ( S > 0 )  inteqrali dağıldığından, 

\ f ( x ) \ > — bərabərsizliyinə əsasən deyə bibrik ki,
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J
1-UJ

\ т .
dx

-inteqrali dağılır. (bax, teorem 27.l-dən çıxan
xa lnp x

nəticə).
Nəticədə alırıq ki, ./-inteqrali a >  I , /3 ixtiyari olduqda 

və a  = / , P  > I olduqda yıgılır, qalan hallarda dağılır.

§28.1 növ qeyri-məxsusi inteqral üçiin hissə-hissə 
inteqrallama düsturu və dəyişənin əvəz edilməsi.
Birinci növ qeyri -  məxsusi inteqrallar üçün hissə - 

hissə inteqrallama düsturunu isbat edək.
Teorem 28.1. Fərz edək ki, и (x) və v ( x )  

funksiyaları \a, + oo) aralığında kəsilməz törəmələrə malikdir 
və lim u ( x )u (x )  = L sonlu ljmiti vardır.

Onda,
+00 +00
| u (x )u ' ( x )d x  və j u ( x ) u ' ( x ) d x (28.1)

inteqrallarının birinin yığılması digərinin də yığılmasım təmin 
edir və
+ 0 0  + 0 0

| u (x )v ' (x )d x  = L - u ( a ) o ( a )  -  J u f x )u ' (x )dx  (28.2)
a a

düsturu doğrudur.
İsbatı. İxtiyari \a, A] parçasına baxaq. Bu parçada 

u ( x ) u ' ( x ) v ə  u ' ( x ) o ( x )  funksiyasi kəsilməzdir. Ona görə də, 
müəyyən inteqral üçün [a, A] parçasında hissə-hissə inteqral­
lama düsturuna əsasən

A A A

J u (x )o ' (x )dx  = u(x) ü(jc) -  J  и’(  x ) v (  x)dx
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и(х)о(х)\* = и ( A ) v ( A ) - u ( a ) u ( a )  ifadəsinin А -»  +оо 
şərtində limitini hesablayaq.

lim w(jc)u(x)
A  -> + < »

= L - u ( a ) v ( a ) .

(28.3) bərabərliyindən alariq ki, (28.1) inteqrallarindan birinin 
yığılması digərinin yığılmasım təmin edir və (28.2) düsturu 
doğrudur.

Teorem 28.2. Fərz edək ki,
1 ) / ( x ) , [я,+oo) yarımoxunda kəsilməzdir;

2) x = <p(t) [a,+co) ( və yaxud (-oo, or] ) aralığında təyin
olunmuş kəsilməz diferensiallanan, ciddi monoton funksiyadır 
və qiymətləri çoxluğu [a,+cc) aralığına daxildir;
3) <p{oc)= a .

+ 0 0  +00

Onda J f{x)dx  və J  f(<p(t)(p'{t)dt (yaxud
a a

a

j  f(<p{t)p'{t)dt ) inteqrallarimn birinin yığılması digərinin
- с о

+ 0 0  +00

yığılmasım təmin edir və ^ f ( x ) d x  = ^ f  {(p{t))cp'{t)dt
a a

+OC a

(yaxud j f ( x ) d x  = - j f ( (p ( t ) ) (p ' ( t )d t )
a  —oo

İsbatı. Dogrudan, VA> a üçün [a, A] parçasında 
müəyyən inteqral üçün dəyişənin əvəz olunması teoreminin 
bütün tələbləri ödənir. <p(t) monoton oldugundan e b  [а, г] 
parçası var ki, I g [a, r]  olduqda х  = <p(t) funksiyasmm 
qiymətləri çoxluğu [a, A] parçasım doldurur və ср(т) = А . Ona 
görə də qj(t) > 0 olduqda
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J f ( x ) d x  = j f(<p(t))ç'(t)dt , (28.4)
a a

<p'(t) < 0 olduqda
/4
J / ( x ) ^  = - J / ( ^ ( / ) V ( 0 ^ >  (28.5)
" r ф

bərabərliyi doğrudur.
x = cp(t) monoton oldugundan, <p'(t)>0 olduqda 

A —> + oo olmasi r  -»  +co olması ilə ekvivalentdir. cp’( t )<()  
olduqda A —> +oo və г -> -oo şərtləri ekvivalentdir. Ona göra 
də (28.4) və (28.5) bərabərliklərində A -> +oo şərtində limitə 
keçsək,

+ 0 0  + C 0

J f { x )d x  = J f{(p{t))(p' (it)d t ,
a a

və ya
+ 0 0  a

J f ( x ) d x  = -  J f(ç(t))cp'(t)dt
a  - o o

bərabərliklərini alariq.

+ 0 0  .
Г SlYl XMisal 1.  dx qeyri-məxsusi inteqralmm mütləq və
о x

şərti yığılmasım araşdırm.
S İ f t  XHəlli. l im  = 1 oldugundan, inteqralalti funksiyam

*-*» x
x  = 0 nöqtəsinə kəsilməz davam etdirmək olar. Alınan

sinx

/ ( * ) =
, X  Ф 0  ;

x
1 , x  = 0,

fimksiyası [0,+ oo) aralığında kəsilməz funksiya oldugundan, 
istənilən [ОМ] (A > O) parçasında Riman mənada
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+ 0 0 .' s inx
inteqrallanandir və deməli, f  dx qeyri-məxsusi

J  V
О Л

+C0 .г sm Xinteqrahnm mənası vardir. Aydmdir ki,  dx və
j  V0

f - - ^ - d x  qeyri-məxsusi inteqrallan eyni zamanda yığılır və ya
XI л

dağılır.
Göstərək ki, bu inteqral yığılandır. Hissə-hissə 

inteqrallama düsturunu tətbiq edək.

+00 +Q0 ,
r  S i n x  e l  , ,  4  C O S X  r
 dx = -  — d \c o s x ) = ----------+ { cosxd

•  X  '  X v  J

+ 00
, Г COS X  ,

= cos 1 -  I — — or.
J

+CO 4-00

( -
u

I
COS X

X

< ~  bərabərsizliyinin doğruluğundan və f—r- qeyri- 
X -J X

məxsusi inteqrahnm yığılmasından, ümumi müqayisə əlamətinə
+00 

■ COS X

X 2

görə (bax, teorem 27.1) f— j - d x  qeyri-məxsusi inteqrali
/ *

+ 0 0  .

yığılandır. Deməli, [  dx qeyri-məxsusi inteqrali
/ *

+ C 0  .rsınx
yığılandır. Indi göstərək k i ,  dx inteqrali mütləq yığılan

J  vI
+ 0 0 [

deyildir, başqa sözlə f- -dx qeyri-məxsusi inteqrali
*  V1 Л

dağılandır. Əksini fərz edək. Tutaq ki, bu qeyri-məxsusi 
inteqral yığılandır. Aşağıdakı aşkar
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Iswxl
л:

bərabərsizliyindən istifadə edək. Aydındır ki, əgər 

qeyri-məxsusi inteqrali yığılan olarsa, onda ümumi müqayin*
+00 .  2г sın Xəlamətinə görə (bax, teorem 27.1)  dx və dermll,
J vI

1 +00 и 1 -  cos 2x
dx qeyri-məxsusi inteqrali yığılardı.

Onda, sonuncu qeyri-məxsusi inteqralın üzərinə yığılaıı

Иcos 2 x
dx qeyri-məxsusi inteqralim əlavə etsək, alman

1 +rdx

qeyri-məxsusi inteqrali da yığılan olardı. Bu qeyri-məxsusi 
inteqral isə dağılandır. Alman ziddiyyət onu göstərir ki,
CpMJCı
J -dx qeyn-məxsusı inteqrali dağılandır. Deməli,

J  VI
+®ı

X

sinx
f- -dx inteqrali da dağılandır. Beləliklə, [ -‘УШХ dx qevri-

^ X  J V0 Л 0 Л
məxsusi inteqrali şərti yığılandır.

+ 0 0

Misal 2. İsbat edin ki, j s i n x 2 dx qeyri-məxsusi
0

inteqrali yığılandır.
Həlli. x = -yfz əvəzləməsi aparaq. Onda

+00 j  +co .* - 1 r sint



Mıı bərabərliyin sag tərəfmdəki qeyri-məxsusi inteqrali iki 
Inteqralın cəmi şəklində göstərək:

Я
+oc . 2 • . +СЮ . .f sint , r sint , Г sint ,lırlırlıır

2
7Г

Нт^ғ=- = 0 oldugundan, f ̂ Щ̂ -dt inteqrali məxsusi 
M+ V/ J0 V/

+f sint
Inteqraldir. —-j^dt inteqralma hissə-hissə inteqrallama

£ ^

(lüsturunu tətbiq edək. u=-^= , do  = s in tdt  götürək.
V/

7 --
c/w = — ? 2 dt, и = - c o s t  olar. Onda 

2

rsint  1  7 +r cost , 1*7 cost ,—r^d t  =  cost —  — — dt = —  — т- d t .
J S  S  ,  2 3 - 2 J -

1 - t 2 -  t 22 J 2 2
\cost\ 1 , 7  7 ,

y- 1 < -y  oldugundan və I — dt qeyri -məxsusı inteqrali
t 2 t 2 § t 2

yigilan oldugundan, ilmumi müqayisə əlamətinə görə
+00

J  —у-- d t  inteqrali mütləq yıgılandır və deməli yığılandır.

f
+00

Analoji qayda ilə isbat etmək olur ki, j cosx2 dx
о

+ 0 0  + 0 0  

inteqrali da yıgılandır. J  s inx2 dx və J cosx2 dx inteqrallan
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riyazi ədəbiyyatlarda Frenel inteqrallan adlanır və difraksiyıt 
nəzəriyyəsində rast gəlinir.

+ 0 0

Qeyd 1. Yuxarıda baxdığımız J s in x2dx Frenol
о

inteqrali yığılandır, ancaq aydmdır \d, f { x )  = sinx
funksiyasmm x —> +oo şərtində limiti yoxdur. jBu misal onu

+00

göstərir ki, [ f { x )d x  qeyri-məxsusi inteqralmm yığılan olma«
a

sına əsaslanıb, x-++co şərtində /(x ) - in  sıfra yaxınlaşmasını 
hökm etmək olmaz.

+ 0 0

Misal 3. İsbat edin ki, ^ x c o s x 4 dx inteqrali
о

yığılandır.
+co

Həlli. /  = J x -c o sx 4dx inteqralinda x 2 =t  əvəzləməsi
о
у  + 0 0

aparaq. Onda /  = — \cos t2dt alariq. Yuxanda göstərdik ki, bıı
Z 0

+Q0

inteqral yığılandır. Beləliklə, verilmiş ^ x  cosx4 dx inteqrali
о

yığılandır.
Qeyd 2. Aydındır ki, / ( x )  = x-cos x 4 , x e  [ö,+oo) 

funksiyasi məhdud deyildir. Bu misal onu göstərir ki, əgər 
f { x )  funksiyasi x  -> +oo şərtində qeyri-məhdud olduqda da
+00

J f ( x ) d x  inteqrali yığıla bilər.
a

236



+c0\ f x  COS X
Misal 4. J  —dx inteqralmm yığılmasını

q x  I j100
araşdınn.

Həlli. Vx = t əvəzləməsi aparaq. Onda 
x = t1 , dx = 2tdt  və
+°0 /  +oo 2  + о э /  т / ч / ч  \’ yjxcosx „г  t 2 , „ rf , 700 1 , ,

m s r  dt =
f Vxcosx  „ Г f „ rf ,
 — dx = 2 — cosf dt = 2 7 - -

İ x  + 100 i t 2 +100 JA  t + 100,

= 2 f cost 2 dt -  200 f dt 
t  i t 2+ 100

g l  T 1 U V  g \

+» .2 * СОЛ' /

olar. Yuxarıda göstərdik ki, j c o s t 2 dt qeyri-məxsusi inteqrali

+00c costx
yığılandır. Digər tərəfdən aydındır ki, j & ЧеУг1"

00 dtməxsusi inteqrali yıgılandır. Dogurdan da, J —2 qeyri-
o

2məxsusi inteqrali yigilan oldugundan və g(t) = cost2 
funksiyasi məhdud oldugundan, onda §27-də isbat olunan 
lemmaya əsasən,

+ 0 0  2 
* COS t

dt
*2 + 100

inteqrali yığılandır. B eblikb , baxilan inteqral yığılandır.
Göstərək ki, bu inteqral mütləq yigilan deyildir, yəni

+г л [ х  İCOSXİ
 1------ 1 dx inteqrali dagılandır. Əksini fərz edək. Tutaq ki,

- x + 100

bu inteqral yığılandır. Aşkar cos2 x < \cos x| bərabərsizliyindən 

istifadə edək. Vx e [0,+ со ) üçün
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л/х COS X _ л/х I ,
-------------< ----------- \cos X

x  + 100 x+100
bərabərsizliyi doğru oldugundan, ümumi müqayisə əlamətinə

cos2 x  j  . , j ,• f  Vx l  + cos2x ,gorə ------------ dx inteqrali və deməlı ----------— — ------ dx
I x  + 100 4 I x  + 100 2

inteqrali yığılardı. Sonuncu inteqrali iki A teq ra lın  cəmi 
şəklində yazaq:

dx.
7  л/х l  + cos2x  ^  1 7л /х  cos2x
] x  + 100 2  “  2 j  x + 100 + ~2 I x  + 100

-И» Ic Vx
Aydmdir ki, J  [ qq ^  *nteclra^ dağılandır. Ona görə

+00 I 2Ч хr yix cos x  ^  inteqrah yığıla bilməz. Bu isə onu göstərir ki, 
J x + 100о

+00r-yJx\cOSx\
 l- :-~—'-dx inteqrali dağılandır. B eb likb , baxilan inteqralJ V -4- 10f)x + 100

m ütbq yığılan deyildir, şərti yığılandır.

§29 .1 növ qeyri-maxsusi inteqral üçün Dirixle və Abel
əlamətləri

Teorem 29.1. (Dirixle əlaməti ). Fərz edək ki, [а+оо) 
aralığmda

1 ) f ( x )  funksiyasi kəsilməzdir və istənilən sonlu
[a, A] ( A > a ) parçasında məhdud ibtidai funksiyasi vardir.

2 ) g(x) funksiyasi [a,+°o) aralığmda kəsilməz 
diferensiallanandir, azalandir və x  -+ +oo şərtində sıfıra 
yaxınlaşır : lim g(x) = 0 .

JÇ-++00

Onda
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Ј / М & М *  (29Л)
а

qeyri-məxsusi inteqrali yığılandır.
İsbatı. Teoremin şərtinə görə /(jc) • g(x)  hasili 

kəsilməzdir və deməli bu funksiya istənilən [a,Ä\ ( A >  a ) 
parçasında Riman mənada inteqrallanandir. Ona görə də 
f ( x )  ■ g (x)  funksiyasmm qeyri-məxsusi inteqralından 
danışmaq olar.

x

Ғ (х )  = j  f ( t )d t  funksiyasına baxaq. Teoremin şərtinə
a

görə F(x) funksiyasi \a,+00) aralığında məhduddur, yəni elə 

M  > 0  ədədi var ki, Vx e [a,+oo) üçün \Ғ{х] < M  

bərabərsizliyi ödənilir.
A

J f (x )g (x )d x  (a < A < +00) inteqralma hissə - hissə
a

inteqrallama düsturuna tətbiq edək

f  f (x )g (x )d x  = j  g{x)dF{x) =
a  a

= F {Ä )g (Ä )~  F (a )g (a )~  J F {x)g '(x )d x . (29.2)
a

g(x) funksiyasi [a,+00) aralığında azalan oldugundan 
[a,+00) aralığında g '(x) < 0 bərabərsizliyi doğrudur. Onda

^  м \ |g'(*)| &  = - М Ј g ’{x)dx =
a  a  a

= - M (g(A) -  g (a )) = M (g(a) -  g(Ä)) < Mg(a).
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bərabərsizliyi doğrudur. Çünki, g(x) azalan və x -> +00 

şərtində sıfıra yaxınlaşmasmdan alımr ki, g(x) > 0 olmahdır. 
Deməli, xüsusi halda g(A) > 0.

А

Beləliklə, | j / 7(x)g'(x)j(±c inteqrallan У A > a üçün məhduddur,
a

+00 ф
Onda aydmdır ki. §26, lemma 1-з görə j F(x)g'(x)dx inteqrali

a

mütləq yığılandır və deməli, yığılandır. Ona görə,
A

lim Г F{x)g'{x)dx limiti var və sonludur.
Л-++ 00 J 

a

|Ғ (Л | < M  oldugundan və A -> + 00 şərtində g ( A ) —>0 

oldugundan, lim F(Ä)g(A) = Q.
A—>+ 00

Beləliklə, (29.2) bərabərliyinin sag tərəfmdəki hər iki 
toplananın A —> +00 şərtində sonlu limiti vardir. Deməli (29.1) 
inteqrali yığılandır. Teorem isbat olundu.

Teorem 29.2. (Abel əlaməti). Tutaq ki, [a + 00) 
araligmda

+00

1 ) / ( x )  kəsilməzdir və j  f (x )dx  qeyri-məxsusi inteqrali
a

yığılandır
2 ) g(x) kəsilməz differensiallanandır, məhduddur vo 
monotondur.

+00

Onda J f(x)g(x)dx  inteqrali yıgılandır.
a

İsbatı. Göstərək ki, Abel əlaməti Dirixle əlamətindən
+00 +00

alınır. Aydındır ki, J  /(x)g(x)<ir və
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inteqrallan eyni zamanda yığılır və yaxud dağılır. g(x) 
funksiyasi monoton oldugundan, g(x) və -  g(x) 
funksiyalarmdan biri azalandir. Müəyyənlik üçün tutaq ki, 
g(x) azalandir. g(x) monoton azalan və məhdud oldugundan 
onun sonlu iimiti vardir: lim g(x) = с olsun. Onda aydindir ki,

X —>  + c o

g (x ) -c  fərqi x->+co şərtində monoton azalandir və sifra 
yaxınlaşır. /(x ) -  g(x) hasilini aşagıdakı şəkildə göstərək 

/ ( x )  • g(x) = /(x )[g (x) -  c] + c/(x) (29.3)
+00

Teoremin birinci şərtinə görə J c f ( x )d x  inteqrali yığılandır.
a

T eoremin birinci şərtindən alınır ki, x > a olduqda
X

f ' (x)  = J  f ( t ) d t  inteqrallan məhduddur. Dogurdan da,
a

X + 0 0

lim F(x )= lim f f ( t ) d t =  [ f ( x )d x
X-*+co X —> + o o  J J

a  a

sonlu limitin varlıgmdan çıxır ki, F(x)  funksiyasi + oo sonsuz 
uzaqlaşmış nöqtənin тйэууэп w(+ oo) = {x: x > b} ətrafında 
məhduddur. [a, b\ parçasmda F(x) kəsilməz oldugundan 
məhduddur. Ғ(х)  , / ( х )  -in [а,+оо) aralıgında ibtidai
funksiyadır. Deməli, / ( x )  -in [a,+oo] arahgmda məhdud ibtidai

+oo

funksiyasi vardir. B eblikb, |/(x ) [g (x )-c ]c ic  inteqrali üçün
a

Dirixle əlamətinin bütün şərtbri ödənir. Onda (29.3)
+00

bərabərliyinə əsasən hökm edirik ki, j  f(x)g(x)dx  inteqrali
a

yığılandır. Teorem isbat olundu.
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+a°cos X
Misal 1. J— — idx (a > ())- inteqralmm şərti və mütbq

I x
yığılmasım araşdırın.

Həlli. f ( x )  = cosx  olsun. Aydındır ki, bu funksiyanın 
\l, + oo) aralığında F(x) = sinx  məhdud ibtidai funksiyasi

vardir. g(x) = —  götürək. Aydındır ki, bu funksiya a > О
x

olduqda monoton azalandir və lim g(x) = 0 . Onda baxilan bu
X->CO

qeyri-moxsusi inteqral Dirixle əlamətinə görə yığılandır.
+ 0 0

Misal 2. ./ = f ( e x + x)cos(e2x )dx inteqralmm yığılmasmı
о

araşdırın.

Həlli. e2x = t əvəzləməsi aparaq. Onda л: = ~^n t>

dx = — ; x = 0=>t - 1 ,  x = +oo=>r = +oo olar. Onda 
2t

J  = j ( e x + x)cos(e2x)dx = yft + —Int) cos t—
о

Г г  cost , Г г  Int = — —W-dt + — — costdt.
2 \  4 t  4 • t

J 2t

cos t funksiyasmm [!,+<*>) aralığında ibtidai funksiyasi

məhduddur: | sin x\<J . X= və ^  funksiyalari /->+oo
y/t V/

şərtində sıfıra yaxınlaşır. Dirixle əlamətinə görə bıı 
bərabərliyin sag tərəfindəki һәг iki inteqral yığılır. Ona görə do 
baxilan inteqral yığılır. Mütləq yığılmam araşdıraq.

f  1 Int 
\ 4 t  2t

olsun. Onda
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, ,  ✓ w  1 . 2  l  + cos2tt > l  olduqda <p(t)>—t, \cost\>cos t = ------------
2 2

, ,  - , . "., .  ̂ l  + cos2t ,oldugundan, <p(t) \ cost | > ------------ olar.
4t

С l  + cos2t , 7 /  , 7  cos2t ,
-dt = — d t + \  ---------------------dt

\ 4t ’ 4t - 4t
+ 0 0

Aydmdır ki, |  ^ ~ ~ -dt -inteqrali yığılır, J  ^  inteqrali isə

1 + cos 2t
at inteqrali dagılır.

1 7  J j _  int}  
•Jt 2t

dağılır. Ona görə də [ dt inteqrali dağılır.
4t

Deməli, ümumi müqayisə əlamətinə görə — J1 cost
1

inteqrali dağılır. Beləliklə, baxilan inteqral yalmz şərti 
yığılandır.

§ 30. II növ qeyri-məxsusi inteqrallar.
Əvvəlki paraqraflarda inteqrallama aralığı sonsuz olduqda 

qeyri-məxsusi inteqral anlayışı təyin etdik. İndi isə inteqrallama 
arahğında funksiyanm qeyri-məhdud olduğu hala baxaq.

Fərz edək ki, f ( x ) funksiyasi \a,b) araiığmda təyin olıınub. 
Əgər f ( x )  funksiyasi [a, b) aralığında qeyri-məhdud, bu 
aralıqda yerləşən ixtiyari [a ,b -  e\ ( f  > 0)parçasmda məhdud- 
dursa, onda b- nöqtəsinə /(x ) - in  məxsusi nöqtəsi deyəcəyik.

Tutaq ki, һәг bir [а,b - e \ a  \a,b) parçasında f { x )  inteq- 
rallanandır. Onda \ a ,b - e ]  parçasında aşağıdakı bərabərliklə 
e -dan asılı funksiya təyin edək.



F ( s ) : =  J f (  x)dx
а

Tərif. Əgər F{s ) funksiyasmm e  = 0 nöqtəsində sonlu sajjt 
limiti varsa, bu limitə f ( x )  funksiyasmm \a,b] parçasında II
növ qeyri-məxsusi inteqrali deyilir və simvolik olaraq

ь
j f { x )d x  (30.1)
a

kimi işarə olunur.
Beləliklə,

b b -£

J f ( x ) d x  := lim J / f  x ) d x . (30.2)
a  a

Bu halda deyirlər ki, (30.1) qeyri -  məxsusi inteqrali 
yığılandır və f(x) funksiyasi [a, ft] parçasında qeyri -  məxsusi 
mənada inteqrallanandir. Əgər Ғ(е)  funksiyasmm sonlu sag 
limiti yoxdursa, onda deyirbr ki, (30.1) qeyri -  məxsusi 
inteqrali dağılandır.
a-nöqtəsi məxsusi nöqtə olduqda, II növ qeyri -  məxsusi 
inteqral

ь ь
\ f ( x )dx := lim j  f ( x ) d x
a  +a+Ç

bərabərliyi ib  təyin olunur.
Əgər [a, ft] parçasınm sonlu sayda daxili nöqtəsi f ( x )  

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidirsə, onda bu halda da II növ 
qeyri -  məxsusi inteqral anlayışı təyin etmək olar.

Sadəlik üçün tutaq ki, [a, ft] parçasınm a və ft uc 
nöqtəbri və c e ( a , b ) daxili nöqtəsi f ( x )  funksiyasmm 
məxsusi nöqtəbridir. Onda
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0

1 f(x )dx:= limJ £, —>0£j —>0
e 2 -+0

c - s 2 b - e 4

f f ( x ) d x  + lim f f ( x ) d x
J  e 3 -+0  J

a + e ,  e 4 ->0 c + e 3

Bu bərabərliyin sag tərəfindəki s, ( i  = 1,4 ) dəyişənlərinin biri 
digərindən asılı olmayaraq sıfra yaxmlaşır.

Müəyyənlik üçün (30.2) bərabərliyi ilə təyin olunan II 
növ qeyri -  məxsusi inteqrallan öyrənəcəyik.

Misal 1. Göstərin ki, f ( x ) = —p - —  funksiyasmm
4 l - x 2

[0, /)yarımintervalında qeyri-məxsusi inteqrali yığılandır.
Həlli. x = 1 nöqtəsi bu funksiya üçün məxsusi nöqtədir.

Onda, tərifə görə
f dx .. 'r dx . ıbe,—    = lım ... .. - = lım arcsınxI =
1 4 l - x 2 ~ 0+ { 4 l - x 2 ~ 0+

= lim arcsinil — s )  = —
e - * 0 + V '  2

Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi [a, b) aralığmda təyin 
olunmuşdur hər bir [a, b - s ] parçasında kəsilməzdir və x = b 
/ ( * )  -in məxsusi nöqtəsidir. Əgər f ( x )  -in [a, b) aralığında 
F(x) ibtidai funksiyasi varsa, onda

\ f ( x ) d x  = F { b - e ) - F ( a ) = F ( x X ; ‘ . (30.3)
a

b

Beləliklə, b nöqtəsi məxsusi nöqtə olduqda ̂  f { x )  dx II növ
a

qeyri-məxsusi inteqralın varlığı, lim F(b -  e)  limitinin sonlu
e-> 0 +

olmasina ekvivalentdir. Əgər sonuncu limit varsa, onda təbii 
olaraq bu limit F(x)  ibtidai funksiyasmm x = b nöqtəsindo
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F(b) qiyməti kimi qəbul olunur və bununla da, F(,x) 
funksiyasmm bütün [a,ft] parçasmda kəsilməzliyi təıuiıı 
olunur. Əgər (30.3) bərabərliyində e  -> 0 + şərtində limit# 
keçsək,

ь
J  f ( x ) d x  = F { b - 0 ) - F { a )  #  (30.4)
a

alariq. (30.4) düsturuna ft məxsusi nöqtə olduqda II növ qeyı i - 
məxsusi inteqral üçün Nyuton-Leybnis düsturu deyilir.
(30.4) düsturunda nəzərdə tutulur ki, / ( x ) funksiyasi һәг bit 
\a, ft -  £■] (О < £ < ft -  а) parçasında Riman mənad 
inteqrallanandir. (a,ft) aralığınm daxili nöqtəsində f ( x )  -in 
məxsusi nöqtəsi varsa, onda, ümumiyyətlə desək, (30.4

f dxdüsturu doğru olmaya bilər. Məsələn, —г inteqralinda х « ft
*  X_ / л

nöqtəsi inteqralalti f ( x ) = —j  funksiyasmm məxsusi nöqtəsidiı
x

p dxvə x = 0 nöqtəsində / ( x )  oo -a çevrilir. Əgər f —j  inteqralinn
^ X-J Л

formal olaraq Nyuton-Leybnis düsturunu tətbiq etsək, onda

= = -2  alariq. Digər tərəfdən inteqralim
- I х  x - 1  _ , x

aşağıdakı kimi iki inteqralın cəmi şəklində yazsaq,
r dx _  г dx r dx
J J + J- I  л  - !  л  0 л

bilavasitə tərifdən istifadə etməklə, asanlıqla inanmaq olar ki,

\  —j  \  —ү inteqrallannm һәг ikisi dağılandır. Doğurdan
- ı x  о x
da,
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[ *  ıim f “  lUn
J V  £-*0+  J  V  £•—>0-»

r б£е
г->о+ •> X* £ e -* 0 + X )

= lim
e -* 0 +

\ ^ y =  lim f —7 = lim 
J V £->0- j  V £-*0-

dx

-I

(
- lim
e-*0-

\
- -  + 1 

£
— - o o ,

f cfcc
Beləliklə, —5- inteqralma Nyuton-Leybnis düturunu tətbiq 

J V
-7

etmək olmaz. Bununla əlaqədar olaraq, ümumiləşmiş ibtidai 
funksiya anlayışı verək.

Tərif. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi sonlu sayda nöqtələr 
istisna olmaqla müəyyən bir \a, b\ parçasında kəsilməzdir. Əgər 
[1cı,b] parçasında kəsilməz elə Ғ(х)  funksiyasi varsa ki, həmin 
sonlu sayda nöqtələr istisna olmaqla F '(x) = / ( x )  bərabərliyi 
Odənilir, onda F (x)-ə  / ( x )  -in [a,b\ parçasında ümumiləşmiş 
(genişbnmiş), ibtidai funksiyasi deyilir.

Qeyd. Əgər / ( x )  funksiyasi [a,b\ parçasında kəsilməz 
olarsa, onda ibtidai funksiya üçün verilən bu “yeni” tərif, 
“əw əlki” təriflə üst-üstə düşür. Doğurdan da, əgər / ( x )  
funksiyasi \a,b\-də kəsilməz olarsa və Ғ(х)  funksiyasi \a,b\- 
də f ( x )  -in ibtidai funksiyasıdırsa, onda Vx e [a,b] üçün 
F'(x) = / ( x )  bərabərliyi doğrudur. F(x) -in kəsilməzliyi isə 
onun diferensiallanmasından alınır.

Asanlıqla inanmaq olar ki, F(x) = |x| funksiyasi 

/ (x )=  signx funksiyasmm ümumiləşmiş ibtidai funksiyasıdır. 
Həqiqətən, Ғ (х) [ - l,l\ parçasmda kəsilməzdir və х ф О 
olduqda F'(x) = / ( x )  bərabərliyi ödənilir.
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Məlumdur ki, bu funksiyamn “əvvəlki” tərif mənada 
ibtidai funksiyasi yoxdur. Bununla belə bu funksiya [ -  l,l] 
parçasında hissə-hissə kəsilməz olduğundan inteqrallanandir.

Ümumibşmiş ibtidai funksiya haqda aşağıdakı hökm 
doğrudur.

Teorem  30.1. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi sonlu sayda 
nöqtələr istisna olmaqla [a, b\ parçasında kəÜİməzdir. Onda 
/ ( x )  funksiyasmm \a,b\ parçasında Ғ(х)  ümumiləşmiş ibtidai 
funksiyasi vardir və bu parçada

b

\ / { x ) d x  = F { b ) - F { a ) (30.5)
a

Nyuton-Leybnis düsturu doğrudur.
f dxTeorem 30.1-dan aydin- olur ki, —j  inteqralinda
 ̂ X-l л

Nyuton-Leybnis düsturunu tətbiq etməyin mümkün olmaması,

formal olaraq tapılmış Ғ(х) = — ibtidai funksiyasmm \ - l j ]
x

parçasında kəsilməzlik şərtinin pozulması ib  əlaqədardır. 
Başqa misala müraciət edək.
8 J

f —т= inteqralinda x = 0 nöqtəsi /(х )= -т= г funksiyasi üçün 
Vx Mx

məxsusi nöqtədir. Bu funksiyamn [ - 1, 5] parçasında formal
3 i  j

olaraq ibtidai funksiyasi Ғ(х) = —х 3 funksiyasıdır və F(x)

[ - 1, S] parçasında kəsilməzdir. Ona görə də bu qeyri-məxsusi 
inteqral üçün (30.5) düsturu doğrudur:



II növ qeyri-məxsusi inteqral üçün hissə-hissə 
inteqrallama metodu və dəyişənin əvəz edilməsi metodu haqda 
aşağıdakı teoremləri qeyd edək.

Teorem 30.2. Tutaq ki, u = u(x) və u = u(x) 
lunksiyaları \a,b) aralığında kəsilməz diferensiallanandir. 
Onda

ь b
j u d v  = u u \ba -  j u d u  (30.6)
а а

bərabərliyi doğrudur. (30.6) bərabərliyindəki ifadələrdən
ixtiyari ikisinin varlığından digərinin də varlığı çıxır.

Teorem 30.3. Tutaq ki, / ( x )  funksiyasi [a,b)
aralığında kəsilməzdir və ç(t) funksiyasi
-oo < a  < P < +co aralığmda kəsilməz diferensiallanandir, belə
ki, a  <t < P  olduqda a = <p(a) < (p{t) <b = lim (pit) münasibəti

i-*ft
ödənir.
Onda

ь p
f f ( x ) d x  = ff[<p(t)]ç'(t)dt. (30.7)
a a

Misal 2. f . C-  qeyri məxsusi inteqralim
о V 1 - x 2

hesablaym.
Həlli. x  = 1 nöqtəsi inteqralalti funksiyamn məxsusi

nöqtəsidir. x = sint  əvəzləməsi aparaq. Onda 41 -  x 2 = cos t ,  
dx = c o s t d t . (30.6) düsturuna görə

7C
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Misal 3. J  = ^ln{sinx)dx  inteqralmm yığılmasım
о

müəyyənləşdirin və onu hesablaym.
Həlli. (30.6) hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbl<| 

edək. и = ln(sinx), dx = du  qəbul edək. Onda
£ £

j ln{sinx)dx  = xln(sinx)\jj -  Jx -— * dx = - J — d x .
0 0 Sinx 0 ^gX

Burada,

£ 1 л  (  л']  '
xln{sinx)\ğ  = lim xln(sinx) 2 = —In sin — j -  lim £ ln(sine) ■

£->0+

= -  lim £■ In £ = 0.
e-> 0+

X  X
Digər tərəfdən, lim —  = 1 , lim —  = 0 oldugundan,

x ~ *°* t g X  x -> —~ t g x  ,2
7 t

1  X
f— dx inteqrali məxsusi inteqraldır. Beləliklə, baxilan
I tgx
inteqral yığılandır. İndi isə verilmiş qeyri məxsusi inteqrali 
hesablayaq. x = 2 t  əvəzləməsi aparaq. dx = 2 d t  ;

71 7t
x = 0 => / = 0 ; x = — => / = — . Onda (30.7) düsturuna görə

£ ÜL Ш
2 4 4

J ln(sinx)dx = 2Ј ln(sin2t)dt = 2Ј (1п2 + ln(sint)+ln(cost))dt =
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4  4  4

2 t ln2 \g + 2 Ј ln{sint)dt + 2Ј ln(cost)dt =

£ —
4 4

= —In 2 + 2 Ј ln(sint)dt + 2Ј ln(cost)dt.
2 о о

Sonuncu inteqralda t = — ~ z  əvəzləməsi aparaq. Onda

dt = - d z ; t = 0=>z = —: t = — =>z = — . Deməli,
2 4 4

ж л  я
1 7 г /  У

2 J ln(cost)dt = - 2 Ј /и c o s  z cfe = 2  Ј/л($ш .

B eblikb,
i t

J  = Ј/и  (s/rc x)c£c = — In 2 + 2 j  ln(sint)dt + 2 j  ln(sin z)dz =

/Г Л-
7 2

2
Buradan,

—In 2 + 2  J  ln(sint)dt = —1п2 + 2 J

J  = ^ln(sinx)dx  = - —In2.
0

bг dxMisal 4. I  r j  , /I > Ö inteqralmm yığılmasım
t \ b - x Y

araşdırın.
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HəIIi. Inteqralalti ifadədən görünür ki, x = b məxsıml 
nöqtədir. Aydmdır ki, inteqralalti funksiya istənilən \a, b -  и j 
(e > O) parçasında Riman mənada inteqrallanandir.

' ( Ъ - а у - ' - е ™b - e

Ғ(е)=  j
dx

a { b - x f
1 - Л  

l n ( b - a ) - ln £ ,

olduqda, 

olduqda

О <Л< 1 olduqda,
b - 6

lim F(s )= lim [
e~>0+ e-> 0+  J

dx . ( b - a )  
*->0+ Ja ( x - b ) 1 1 - Л

1- Л

sonludur.
Л > 1 olduqda,

b - e

lim Г
e -+ 0 + J

dx
{ b - x f

sonlu limiti yoxdur. Ona görə də baxilan inteqral 0 <A < I 
olduqdayığılır. Л>1  olduqdadağılır.

Yuxarida qeyd etdik ki, b nöqtəsi məxsusi nü(|i 
olduqda II növ qeyri-məxsusi inteqral m yığılması məsəl 
lim F(p -  £) sonlu limitinin olmasina ekvivalentdir. Ona g(V

e -* 0 +

də bu halda funksiya limitinin varlığı üçün Koşi meyarından I 
növ qeyri-məxsusi inteqralın varlığı üçün Koşi meyarını al 
bilərik.

Fərz edək ki, f ( x )  [a,b) yarımintervahnda təyi
olunmuşdur, b- onun məxsusi nöqtəsidir.

ь
Teorem 30.4. ^ f ( x ) d x  ikinci növ qeyri-məxsıi!»

a

inteqralın yığılması üçün V& > 0 verildikdə 0 < a "  < a '  < S  
bərabərsizliyini ödəyən ixtiyari a ' , a "  ədədləri üçün
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b - a "

I  f ( x ) d x < £
b - a '

bərabərsizliyini təmin edən 8  > 0 ədədinin varlığı zəruri və 
kafıdir.

ь
İsbatı. Zərurilik. Fərz edək ki, J / (x)dx II növ qeyri-

а

b - a

məxsusi inteqrali yığılır. Onda F ( a ) = |  f(x)dx  bərabərliyi ilə
a

toyin olunan F(a)  funksiyasi üçün lim F ( a )  -var. Limitin

varlığı haqda Koşi meyarma görə Ve > 0 üçün elə 8 > 0 var 
ki, 0 < a " < a ’ < 8  bərabərsizliyini ödəyən istənilən a ' , a "  
üçün

I F ( a " )  -  F(a ')  |< e .
bərabərsizliyi ödənir.

Beləlikb alırıq ki,
b - a '  b - a "  b - a "

I  f ( x ) d x -  J /(x )ä !r  = \ f ( x ) d xF{a ') -F(cc") \=
b - a '

< e

Kafılik. Fərz edək ki, M e> 0  üçün elə 8 > 0  var ki, 
0 < a " < a ' < 8  olduqda

b - a "

I  f ( x ) d x
b - a '

< £ .

bərabərsizliyi ödənilir.
b - a " b - a ' b - a "

I J f ( x ) d x  | = | j f ( x ) d x  -  J  f ( x ) d x  j =
b - a '

= \ Ғ ( а ' ) - Ғ ( с с "  ) \ < e
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Koşi meyarma görə sonlu lim F ( a )  limiti vardir. Onaa-*0+
О

görə J f{x)dx  inteqrali yığılır.

За

Misal 5. J -
2xdx

qeyri-məxsusi inteqralim
ф

hesablaym.
Həlli. x = a nöqtəsində inteqralalti funksiya sonsuzluğa 

çevrilir. x  = a nöqtəsi məxsusi nöqtədir. Verilmiş inteqrali 
aşağıdakı kimi iki inteqralın cəmi şəklində yazaq:

За

S:
2xdx a л Заr 2xdx r

= J 7 —
2xdx

.2 •
(x2 - a 2}  °{x2 - a  7  °{x2 - a 2f

x  = a nöqtəsi bu bərabərliyin sağ tərəfindəki һәг iki inteqral 
üçün məxsusi nöqtədir. Onda tərifə görə

(x’ - a ’ )

= 3 l im (-2ae  + s 2 +{[а^)=3л[а2 ;
s->0+ ' '

3 lim
e-*0+

За\ 2xdx За

j  = lim f
£ e->o+ J
3 a+e

2xdx

(x2 - a ’ )

За

lim Г
s-+0+ J1  e-+0+

3 a+e

d[x2 -  q J ) _ 

(x’ - a ’ f 1

e-*0+

/  ч I
3 a

{x2 - a 2)s = 3 lim
E-+0+

a + s

(9 a 2 - a 2) J- ( (a  + f )2 -  a 2)J
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= 3 lim
i_ i

(8a2) 3- ( 2 a e  + s 2)^ = 5 Јл / ^ Г = 6^ 7 .

B eblikb,
3 a

\ - J ? * - T = 3 ’- f e + 6 i f c  = 9 i f c .
° (x2 - a 2)~3

Misal 6. j - j = ^ Y =  qeyri-məxsusi inteqralını

hesablaym.
Həlli. x = 1 və x = 3 nöqtələri inteqralalti funksiyamn 

məxsusi nöqtəbridir. Bu inteqrali aşağıdakı kimi iki inteqralm 
cəmi şəklində göstərək:

dx r dx r dx
~2

г _ г + f
/ ^ 4 x - x 2 - 3  \  ^ 4 x - x 2 - 3  \  İ 4 X - X ‘ - 3

Qeyd edək ki, bu bərabərlikdə x - 2  nöqtəsi əvəzinə [/,i] 
parçasma daxil olan istənilən nöqtə götürüb bibr. Hər iki 
inteqrali hesablayaq.

dx r dx - 2f —;....... =  = lim f —— ======= = Um arcsin(x -  2)
U 4 x - x ! - 3 / + £

= lim [o -  arcsin(e - 1)1 = — ;
2

f dx 3 r dx . / ч 3~e_ _ _ _ _ _ _ _  -  fom . = ■  = hm arcsimx - 2 )
{ J 4 x - x ! - 3  İ 4 l - { x - 2 f

/Т

B eblikb,

J

: lim \arcsin(l -  £■)- O] =
e - * 0 + l  V 2

d x  tx n. —----1---- = П .
i уЈ4х- x2 -  3 2 2
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dx
Misal 7. J" — j =  qeyri-məxsusi inteqralim hesablaym.

‘[ Хлј1пХ
Həlli. x  = 1 nöqtəsi inteqralalti funksiyamn məxsusi

nöqtəsidir, çünki lim — İ-—  = +00. Tərifə görə
x~w+ хы1пх Ш

2

1+e
} - £ =  = lim Г *  = lim f ö  = lim 24һГх
J XVInx s~*°* jİs Xy]Inx e_>0+ ,+£ y]lnx e~*0+

= 2 lim  (л/In 2 -  + £))= In 2.

§31. Mənfi olmayan funksiyamn II növ qeyri-məxsusi
inteqrali

Teorem 31.1. Tutaq ki, / ( x )  [a, b) yanmintervahnda
b

mənfi olmayan funksiyadir. Onda j* / ( x)dx  qeyri-məxsusi
a

inteqrahnm yığılması üçün zəruri və kafı şərt, 77 e  [a, b)
П

olduqda j  f ( x ) d x  inteqrallar çoxluğunun yuxarıdan məhdud
a

olmasıdır:
n
j  f ( x ) d x  < M , 3M  > О, V г] е [а, Ъ]
а

П
İsbatı. (p{ı7)= J  f { x )d x  olsun. Asanlıqla göstərmək olar

a

ki, bu funksiya \a, b) aralığında monoton artandır. Digər
b

tərəfdən aydmdır ki, J  /  (x)dx II növ qeyri-məxsusi
a

inteqralmm varlığı, tərifə əsasən
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lim <р(т]) = f f { x )dx
r j - * b  •»

a

sonlu limitinin varlığı ilə ekvivalentdir. Monoton funksiyamn 
sonlu limitinin varlığı haqqında məlum teoremə görə isə 
sonuncu limitin sonlu olması üçün zəruri və kafı şərt (p(rj) 
funksiyasmm yuxarıdan məhdud olmasıdır.

Qeyd. Əgər lim ç(r/) sonlu limiti yoxdursa onda bu
r\—*b

limit +00 -a bərabərdir ( cp(rj) yuxarıdan qeyri-məhdud
ь

olduqda). Bu halda |  / (x)dx = +00 götürülür.
a

Teorem 31.2. (müqayisə əlaməti). Tutaq ki, \a, b)
aralığında

Ö < g ( x ) < / ( x )  (31.1)
bərabərsizliyi ödənilir.
Onda:

b b

1 ) Əgər J  / (x)dx qeyri-məxsusi inteqrah yığılırsa, |  g(x)dx
a  a

inteqrali da yığılır.
b ь

2) Əgər J g(x)dx  qeyri-məxsusi inteqrali dağılırsa, j  / (x)dx
a  a

inteqrali da dağılır.

İsbatı. (31.1) bərabərsizliyinə görə V 7  e [a, b) üçün

J g(x)dx <  J f ( x )d x
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и

bərabərsizliyi doğrudur. Əgər J  f { x ) d x  inteqrali yığılırsa, опЈн
a

П
teorem 31.1-ә görə j" / (x)dx inteqrallan V 77 e  [a, b) üçllıı

a
п ф

yuxandan məhduddur və deməli, həm də J g(x)dx  inteqrıılı
a

V 77 e [a, b) üçün məhduddur. Onda teorem 31.1-ә gört
ь
J g(x)dx  inteqrali yığılandır.
a

b  b  !

Əgər ^g{x)dx  inteqrali dağıljrsa, Ј/(х)<&  inteqrali yıgıl
a a

bilməz. Çünki, əks halda teoremin isbat olunmuş birin
ь

hissəsinə görə J  g(x)dx  inteqrali yığılardı. Bu isə ola bilmo/,.
a

b

Deməli, J  g(x)dx  inteqrali dağılandır. Teorem isbat olundu.
a

Bu teoremdən aşağıdakı mühüm nətieə alınır.
Nəticə. Tutaq ki, / ( x )  və g(x) funksiyaları [a, b) 

aralığında mənfı olmayan funksiyalardır və Vx e  \a, b) üçün 
> 0 və sonlu və yaxud sonsuz

l i m ^ \  = K
х-+Ь

limiti vardir.
Onda
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ь

1) Əgər J g(x)dx  inteqrali yığılırsa və 0 < K <  oo isə,
a

Ь
\ f  (x)dx inteqrali da yığılır.
it i j  . r *. , л:

b

2) Əgər J g{x)dx inteqrali dağılırsa və 0 < K < c o  isə,
а

b - .. , 1 v ’

j f ( x ) d x  inteqrali da dağılır.
a

Xüsusi halda, əgər

l i m M  = l
x -+ b g(x)

olarsa, yəni x -> b şərti daxilində f ( x )  və g(x) funksiyaları
b b

ekvivalent olarsa, onda J f ( x ) d x  və J g(x)dx  inteqrallan eyni
a  a

zamanda yığılır və yaxud dağılır.
Praktikada II növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasmı 
araşdırarkən bir çox hallarda inteqralalti funksiyanı

_ / ___ 1 J _
(x -  а)Л ’ (b -  х)л ’ хл 

funksiyaları ilə müqayisə etmək daha münasibdir. Çünki, bu 
funksiyaların Я -nın hansı qiymətlərində yığılması və dağılması 
məlumdur. Bununla əlaqədar aşağıdakı əlaməti qeyd edək. 
Müqayisə əlamətinin xüsusi hah: Tutaq ki, x-in  b -yə kifayət 
qədər yaxın qiymətlərində / ( x )  funksiyasi aşağıdakı şəkildə 
göstərilmişdir:

( i > 0 ) '

Onda:
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1) Əgər А.<1 və g (x )< c< + o o  olarsa, J f ( x ) d x  intcqr
a

yığılır.
b I  -

2) Əgər Я > 1 və g(x) > с > 0 olarsa, onda J / f  x )dx  inteqr

dağılır.
г dx

Misal 1. Göstərin ki, — — :—  inteqrali dağılandır,
J  ү  — ç i n  Vx - s ı n x

Həlli. x - 0  nöqtəsi inteqralalti funksiyamn məxsuaj 
nöqtəsidir. (0,l\ yarımintervalında

/ı 1 10 < — < -------
X ' X - S i n X

'rdx .с ихbərabərsizliyi doğrudur. —  inteqrali dağılan oldugundan,
J v

ç dx
müqayisə əlamətinə görə -------;—  inteqrali da dağılandır.

J r  — x i n  r

dx
v x - s i n x

Tərif. Tutaq ki, f ( x )  [a,b) aralığında təyin olunmuşdur 
və b nöqtəsi məxsusi nöqtədir. Əgər

\ \ f ( x \ d x
a

ikinci növ qeyri -  məxsusi inteqrali yığılırsa, onda deyirlər ki,
b

J f ( x )d x  qeyri məxsusi inteqrali m ütbq yığılandır.
a

b b

Əgər J/(x )ö6с inteqrali yigilan, J |/(x^dx  inteqrali isə
a  a

b

dağılırsa, onda deyirbr ki, J  f ( x ) d x  inteqrali şərti yığılandır.
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İndi tutaq ki, / ( x )  funksiyasi [a, b) yanmintervalinda 
ixtiyari işarəli qiymətlər alır.

Teorem 31.3. (Ümumi müqayisə əlaməti). Tutaq ki, 
[a, b) aralığmdan götürülmüş istənilən x üçün

ь

|/(x)| < g(x)bərabərsizliyi ödənir və j g{x)dx qeyri -  məxsusi
a

b

inteqrali yığılır. Onda j" f( x )dx  inteqrali da yığılır.
a

b

Bu teoremdən almir ki, əgər J f ( x )d x  qeyri-məxsusi
a

inteqrali mütləq yığılandırsa, onda yığılandır.

Misal 2. Г — - inteqralmm yığılmasını araşdırın.
'  Inx

Halli. x - 1  nöqtəsi inteqralalti / ( x )  = — funksiyasi
Inx

üçün məxsusi nöqtədir: x —> 1 şərti daxilində
Inx = ln[l+ (x - 1)\~ ( x - l )  . Doğurdan da Lopital qaydasına

ı
lyı x

görə l i m  = lim — = 1. Aydındır ki. x -» 1 şərti daxilində
°  х - + 1 - 0 Х - 1  X - + I - 0  J

1 1
Inx x - 1

f — inteqrali dağılan oldugundan, milqayisə
* X  — /0 л  ı

əlamətindən çıxan nəticəyə əsasən, f inteqrali dağılandır.
J0 lnx
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yr  I n x
Misal 3.  —т dx inteqralmm yığılmasım araşdırın.

1 — xО 1 л

I n  х
Həlli. l i m  r  = -со oldugundan, х = 0 nöqtəsi

Х - + 0 +  1  -  х 2

məxsusi nöqtədir.
x  = 1 nöqtəsi isə məxsusi nöqtə deyildir. T)oğurdan da, 
x . - W - O  şərti daxilində l n x ~ ( x - l ) oldugundan,

Inx  (x - 1 ) - 1  1lım ------ 7 = lım —v ч/ -—r = lım -------= — .
x-*l-0 1 — X х->1-0 (7 — х д /  + x )  х-ы-о 1 + x  2

funksiyasım ~  (0 < Ä < l )  funksiyasi ilə müqayisə

edək.
In x *

1 -  x 2 _ x ln x

Л

x A Inx
lim  ү  tapaq. Aydındır ki, 0 <Л<1  olduqda

x->0 + 1  — x

lim x x Inx = 0 , lim ( l - х 2)= 1 .Ona görə lim ——-^- = 0 .
x->0+ x -tO +  x —*0+ J  — x

r dx
0 < Я<1  olduqda —  yigilan oldugundan, müqayisə

X 
О л

əlamətindən çıxan nəticəyə əsasən baxilan inteqral yıgılandır.

Misal 4. j ln(s inx)dx  inteqralmm yıgılmasım araşdırın.
0

Həlli. lim In ( s inx )= -°о oldugundan, x - 0  nöqtəsi
x~*0 +

ln(sinx) funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir. inteqralalti

funksiyanı ~  (0< Л < l)  funksiyasi ilə müqayisə edək. 
x
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nisbətinin x -> 0 + şərtində limitini tapaq. Lopital 

qaydasına görə
1

.. I n x i s i n x )  s i n x  COSX 1 т х я+1- c o s xlim ■     = //w — = ----- l i m ---------------- .
•*-»»+ -Л х Я *->0+ smx

Xя Х2Я
Sonuncu limitə Lopital qaydasını təkrar tətbiq etsək,

1 х л+1- c o s x  1 (A +  7 ) x / !c o s x - x /İ+,s z « x l ı m ---------------= —  lım   L -------------=
Я s i n x  Я *^0+ c o s x

=  -  +  - ■ l i m  X я + —  l i m  x x+‘t g x  =  0 .
Я x~*0+ X Х-+0+

г dx-г- inteqrali 0 <Ä< 1 olduqda yığılan oldugundan,
J xо л
müqayisə əlamətindən çıxan nəticəyə göro baxilan inteqral

7Г
~2

yığılandır. [ln(sinx)dx inteqrali riyazi ədəbiyyatlarda Eyler
о

inteqrali adlanır. Bu misal §30-da bilavasitə tərifdən istifadə 
etməklə hesablanmışdır. Burada, məqsəd müqayisa əlamətinin 
tətbiqini göstərməkdir.

Misal 5. [ dx inteqralmm yığılmasını
о Vx

araşdırın.

Həlli. Göstərək ki, x  = 0 nöqtəsi inteqralalti П S,'nX 

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir.
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Пт In (sinx) hesabiayaq x -* 0 şərtində sinx  ~ x
л/хx ->0+

oldugundan, Inisinx)  ~ Inx  . Ona görə J =  lim limitini
x-+0+J x

hesablamaq kifayətdir.

J  = lim = lim ■ПХ şəklində yazaq. lim Vx Inx = 0
x-* 0 + - I  % x-*0 + x  X-+0 +

oldugundan, Lopital qaydasini tətbiq etməklə,

(Vx • In x) f  1 Г  ^1---------- 1- = l i m  1пх + лЈх ■ —
r V x/nx

J  = /г/тг ------ — = /готjc-»6+ jr-»0+ j-»0+v2 Vx

1  T 7- 1  =  — J  +  //771 - 7=
2  ~ 0+ Vx

alanq. Buradan, J  = +oo alanq. B eblikb, lim n̂ (s^ x ) _ +00 _
•r->0+ Vx

Deməli, x  = 0 nöqtəsi həqiqətən, funksiyasmmVx
məxsusi nöqtəsidir. Bu funksiyam —  (О < Я < l)  funksiyasi

x
ib  müqayisə edək.

ln(sinx) 1 _  хя ln(sinx) _ ln(sinx)
Vx X я Vx

X 2

Tutaq ki, ^ < Я < 1  . x —>0 + şərtində ‘~ Х̂  nisbətinin
x 2

limitini tapmaq üçün Lopital qaydasmdan istifadə edək.
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In (sinx) (in (sinx)) ctg x
lim ——   = lim -— 1------r— = lim

1 1 V_  ̂ s. V_x/)-L /  4 f  1 . ^
f  L- Л

X 2

x-*0+

1

-ч 
!

V )

X-+0+ __x

1 , * ■>—+Л —4-Л
1 x   ̂ 1 x  ^

—------  l i m ----------- =  —--------- l i m  ----------=  0.

L  _ x  x ^ 0 +  x  — -  л  x ~ * 0 +  x  

2 2

V ( iГ Л1

1  ̂ dx
— < Л < 1 olduqda J —  inteqrali yığılan oldugundan, baxilan
2 0 x
inteqral müqayisə əlamətindən çıxan nəticəyə görə yığılandır. 

г dxMisal 6. ! _ ■■ ■■ inteqralmm yığılmasmı araşdırın.
0 yjsinx

HəIIi. Inteqralalti f ( x )  = - j = =  funksiyasi (0,j]
V  sinx

aralığında müsbətdir və x  — 0 nöqtəsində təyin olunmamışdır. 
x -> 0 şərtində s i n x ~ x  oldugundan y[sinx~y[x alarıq.

lim -j .-l---.- = lim —j= = +00
*->0+ V  S İ n X  ЈГ- >0+ л/  X

Deməli, x  = 0  nöqtəsi / (x ) - in  məxsusi nöqtəsidir. Müqayisə

r dx
əlamətindən çıxan nəticəyə görə, —?= yığılan oldugundan

J0 \ x
baxilan inteqral yıgılandır.

г cbc
Misa! 7. -— — inteqralmm yığılmasmı araşdırın.

* x l n x

Həlli. x  — 0  nöqtəsi inteqralalti / ( x )  = ——
x lnx

funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir. Doğurdan da, lim x lnxmO
X - + 0 +
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oldugundan, lim = oo
x^ 0+ x lnx

kifayət qədər kiçik müsbət ədəd olduqda

f ( x )  = —-— funksiyasi К 
x ln x

£, parçasnıdıt

kəsilməzdir.

f — = fJ x ln x  J
d ln x

= In ј/их| = In

ı_

dx

In ■ln\lne\
Inxл ь

7* d x
lim ln\lns\ = -oo oldugundan, | ------- = +<x>. Ona görə baxilun
e-+0+ İ x ln x
inteqral dağılandır.

с dx
M isal 8.  ^ inteqralmm yığılmasını araşdırın.

I xyjlnx
dx

Halli. lim ,----
X-+1+0 XyJlnX

=  ч-oo oldugundan х = 1 nöqtosi

məxsusi nöqtədir və s>()  kifayət qədər kiçik ədəd olduqda

c-Jl,хыт х
funksiyasi [/ + £, 2 ] parçasında kəsilməzdir. Tərifa

gorə,
2

1dx

/  W /in x
■ lim  Г
e~*0+ Ј

dx

,~+ex4TnX £̂ °+ f+e Ы1ПХ
-  lim

d(lrıx)

L 4 b .
= 2 lim 4 l n x

£—>0+ 1+e

Deməli, baxilan inteqral yığılandır. 
1 dx 

e~ - c o s x
r dxM isal 9. ------------  inteqralmm yığılmasmı araşdırın.

j  p x — r n c r
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Həlli. lim [ex -  cos x)  = 0 oldugundan, x  = 0 nöqtəsi
x->0

inteqralalti f ( x )  = ----- ------  funksiyasmm məxsusi nöqtəsidir:
ex - c o s x

lim —---------- = + o o  . x —>0 şərti daxilində ex ~ 1 + x  və
о+ e - c o s x  

x 2
cosx ~ 1 --------- oldugundan, asanlıqla inanmaq olar ki,

2
x 2

ex - c o s x  fərqi müsbətdir və x + ~y  funksiyasi ilə

6* — COS X
ekvivalentdir, yəni lim  т— = 1 . Onda aydındır ki,

x -*0 +  x
x + —

2

x - > 0 +  şərti daxilində f ( x ) ------ ~ т ~ ~ -
X x X + —
2

г dx
—  inteqrali dağılan oldugundan, müqayisə əlamətindən

о x

çıxan nəticəyə əsasən baxilan inteqral dagılandır.

Misal İ0. Ј ^ ј ү — j- dx inteqralmm yigilmasmi 

araşdırın.
Həlli. x  = 1 nöqtəsi məxsusi nöqtədir.

limm v "t"X * =+co • inteqralalti funksiyam g(x)  =  r j
ı-° V1 -  x  ( 1 - x )

funksiyasi ilə müqayisə edək.
Inteqralalti fimksiyanı aşagıdakı şəkildə çevirək.

I x  л/х 1
\ l - X 4 V1 +x2 • ->Jl 4- x -JT—x
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Я = — olduqda

lim Ь - . = lim
л/х

— = — olduğundnn
_ J _  x - * i - o  y ] i  +  x 2  . y / i  +  x  J l - x  2  

( l - x f  *

V3 I — — j  qeyri-məxsusi inteqrali yigilan oldugundan,
о (l  -  x)l

müqayisə əlaınətindən çıxan nəticəyə əsasən baxilan qeyri- 
məxsusi inteqral yığılandır.

/ sın\ —
miltlaqMisal 11. İsbat edin-ki, f - dx inteqrali mt

о V x

yığılandır.
Həlli. x = 0 nöqtəsi məxsusi nöqtədir. 0 <х<>1 

olduqda

0<
sın\ —

X

л/х

f dxГ ÜX
bərabərsizliyi dogrudur. I —j= inteqrali yigilan oldugundan,

İ  yJx

1

müqayisə əlamətinə görə J
л/х

dx inteqrali yığılandır və

deməli, baxilan inteqral mütləq yıgılandır.
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Misal 12. f  inteqralmm yığılmasmı araşdırırn.
J  y a

3 dx

o x

Həlli. Burada həm inteqrallama oblastı (ö,+co) qeyri -  
məhduddur, һ ә т  də bu oblastda inteqralalti funksiya qeyri -  
məhduddur. a > 0 olsun. Onda

I  dx  _  r dx  | J d x
J V я  ~ j  xa J 3 ^  •
О О л  а л

Sag tərəfdəki inteqrallardan birincisi a  > 1 olduqda, ikincisi
+ 0 0  ; 
r dx

a  <1 olduqda dağılır. Ona görə də J ~  - inteqrali a  - nin
о x

ixtiyari qiymətində dağılır.
inteqralalti funksiya üzərinə mtiəyyən məhdudiyyətlər 

qoymaqla ikinci növ qeyri-məxsusi inteqrali birinci növ qeyri- 
məxsusi inteqrala gətirmək olur. Tutaq ki, f ( x )  \a,b) äralığın- 
da kəsilməzdir və b məxsusi nöqtədir.

b - a  j

Onda ^ f (x )d x ,  a >  0 inteqralinda x = ft -  -
a  ^

(x e [a,b -  a]) əvəzləməsi aparsaq,
, dt 1 ^  ^  1

dx = -y ,  ------ < /<  —
t b - a  a

olar.
Onda yeni dəyişənə keçsək, 

b' \ f ( x ) d x J \  f ( b - - t ) j j d t  (31.2)
a  1

b - a
b

bərabərliyini yaza bibrik. Tutaq ki, J  f (x )dx  inteqrali yığılar.
a

Onda
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b - a  и

lim f f ( x  Jdx = j  f  ( x ) d x .

a  -> 0 + olduqda — +00 və (31.2) bərabərliyindən görünür
a

ki,

1 , 1

b-a

inteqrali da yığılır və
I
a  1 1  + 0 °  1 1 

lim J f ( b - - ) - j  dt = J f ( b — ) — dt.
 ► «  у f t  у * t

a b~a "'m

7  (  I s) 1Aydmdir ki, J f u > ~ — — dt qeyri-məxsusi inteqralmm

b - a

b

yığılmasından da J f ( x ) d x  qeyri-məxsusi inteqralmm yığılması
a

b - к о  /  j \  1

ahmr. B eblikb , J f ( x ) d x  və l  * х ’ ~ 1 ) 7 л

b - a

inteqrallanndan birinin yığılmasından digərinin yığılması və bu 
inteqrallarm bərabərliyi alınır.

+O0

Misal 13. j —j==== I növ qeyri-məxsusi inteqrali 

hesablaym.

Həlli. x = 1 nöqtəsi məxsusi nöqtədir. x  = -  əvəzləməsi 

aparaq. x  = 1 => t = 1; x  = + o o  => / = 0; dx = —~ d t . Onda

270



dt
7  f t * _  - г  dt
\ xylx3- l  ] l  İJ__!

/ ^
( - 7=  inteqrali ikinci ııöv qeyri-məxsusi inteqraldir. t = 1
I J i - t 2

nöqtəsi inteqralalti 1 funksiyasi üçiin məxsusi nöqtədir. 
y l l - t 3

Tərifə göro

f -:::~ Ј = = т  я  Ц щ  f —, = l i m  U r C S İ n t

1V7- 7  {  4 Т - ?

= lim (arcsln(l -  /г)-  arcsin ö) = —

1 - е

Beləliklə, f — ?i —~  ■ — 
и Ј х г - 1  2

§ 32. Qcyri-m.riüu.'ii inteqralın baş qiyməti.
Tərif 1. Ғәг7. cdək ki, f ( x )  funksiyasi -  00 < x < +00 ədəd

+00

oxunda təyin olunmuşdıır vo j f { x )d x qeyri-məxsusi inteqrali
->00

dağılandır. Əgər f ( x )  funksiyasi ədəd oxuna daxil olan
istənilən parçada inteqralInnandırsa və

л
lim f f ( x )d xА -*+00 J -л

limit varsa, onda deyirbr ki, /(jc) funksiyasi ədəd oxunda Koşi 
mənada inteqrallanandir. Bu limitə isə f ( x )  funksiyasmm
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qeyri -  məxsusi inteqralmm Koşi mənada baş qiyməti doylıl>«ı 
və onu belə yazırlar:

oo A

V.p. J  f ( x ) d x lim ^ f ( x ) d x .
A —>+cc • 

- A

J  f ( x ) d x
-A

0, f ( x )  te ĵ

2 J / (x)dx, f  (x) cüt olduqda ,
о

bərabərliyini nəzərə alsaq, əgər / ( x )  funksiyasi təkdirsə, Koı>l 
mənada inteqrallanandir və inteqralın baş qiyməti sıiim 
bərabərdir.

/ ( x )  funksiyasi cüt olduqda Koşi mənada yalnız və yalııı/
+00

o zaman inteqrallanandir ki, J  / (x)cbc yığılan olsun. Bu haldfl
о

- 0 0  + 0 0

V.p jV fx  )dx = 2 j  f (  x  )dx .
-00 0

V.p -  fransız sözü olan “Valeur principial” sözbrinin bny 
hərfləridir və “baş qiymət” mənasında başa düşülür.

y^s inx  funksiyasmm ( -  00, 4- 00)  aralığmdakı inteqralınırı 
Koşi mənada baş qiymətini hesablayaq.

со A

V.p [ sin xdx = lim \sinxdx = 0
J  A —>+co J

-CO - A
00

Lakin, J sin xdx - qeyri -  məxsusi inteqrali dağılır.
- 0 0

00

Başqa bir misala baxaq. / ( x )  = x funksiyasi üçün Jxüfct
- 0 0

00

qeyri-məxsusi inteqrali dağılır, lakin V.p J  f{x)dx  = 0.
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Koşi mənada inteqrallama anlayışı məxsusi nöqtə 
Inteqrallama parçasmm daxili nöqtəsi olduqda, II növ qeyri -  
ınnxsusi inteqral üçün də vermək olur.

Tərif 2. Fərz edək ki, f ( x )  \a,b\ parçasında ce(a ,b )
ь

ııöqtəsi istisna olmaqla hər yerdə təyin olunub və j  f ( x )  dx
a

inteqrali dağılandır. Əgər kifayət qədər kiçik s  > 0 ədədi üçün
c - e  b

\ f { x ) d x  və J  f { x )dx  inteqrallan mövcuddursa və

( c - e

lime-*0+

-E О
\ f ( x ) d x  + \ f ( x ) d x

\  а
limiti varsa, onda deyirbr ki, f ( x )  funksiyasi \a,b\ parçasında 
Koşi mənada inteqrallanır və bu limitə dağılan inteqralın Koşi

b

mənada baş qiyməti deyilir və V .p.J f ( x )d x  kimi işarə edirlər.
a

Beləliklə,
b f  c - e  b  У

V.p.j f(x)cbc = lim J f (x )dx  + |  f ( x )d x
e-> 0+ \  о

Misal 1. f ( x )  = — -—  , xe \a ,b \  funksiyasi üçdn
( x - c )

b

с e \a ,b \  olduqda J f{ x )dx  II növ qeyri-məxsusi inteqrul
a

dağılır. Lakin f ( x )  Koşi mənada inteqrallananadır.



Misal 2. V.p. f — -^ jd x  tapin 
J 1 + x

Həlli
m J JÇ

i. Əvvəlcə göstərək ki, j   j-üfr I növ qeyri

məxsusi inteqral dağılandır. Bu inteqrali affeğıdakı şəkildo 
yazaq:

r 1 + x . r 1+X . f i  + x
 Tax=   Tdx +  г

-L 1 + x  J 1 + x  11 + x
1 + x 1 + x

d x .

г 1 + x
 j d x  inteqralmm dağılan olduğunu göstərmək kifayətdir.

Ј01 + х
Tərifə görə

f ——у dx= lim f 1 + X2 dx = lim [ —  + f 
i l  + x  A-*+xJn l  + x  л->+оо1 {1  + x  i

arcts\o + ^ ln(1 + x 2 )\lim
A - > + оо

\  

п h 00 = +00 .
2

\0

= lim
A - + + oo

4 xdx Л 
1 + x 2

arctgA + — ln[l + A 2) j

r 1 + X
Beləliklə,  j d x  inteqrali dağılandır. Bununla belə, bu

J 1 + x
— 00

inteqral Koşi monada yığılandır.

V PA —— y d x =  lim \ ^ j d x  =
J l  + x Jj  + x

= lim
A -t+ cc

j  '
arctg x  + —ln(l + x 2)

2 j
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lim
A -+ + o o

arctgA -  arctg(- A) + ~ln{l  + A 2) - ^ l n ( l  + A" )j =

n
= lim 2arctgA =2  —  = n

A —>+cо 2

Misal 3. V.p. ----- tapin.
\ x  - 3 x  + 2

Həlli. x 2 - 3 x  + 2 kvadrat üçhədlisinin sıfırları x = 1 və

x = 2 nöqtələridir. [ —у
J V0 •

aşağıdakı şəkildə yazaq:

7 ___—— =f
J r 2 -  ? J

dx
x - 3 x  + 2 

dx

qeyri-məxsusi inteqralim

• +
dx

0 x  — 3x  + 2 у x  — 3x + 2 \ x  - 3 x  + 2 

dx

(32.1)

Aydindir ki, f—5— -------  I növ qeyri-məxsusi inteqrali
* x - 3 x  + 2

yığılandır. Doğurdan da I növ qeyri-məxsusi inteqralın tərifınə 
görə У A > 3 üçün

f ^Х _ f _ 1;̂ , f
\  x 2 - 3 x  +  2  ~ U x - l Y x - 2 ) ~  ^ i J x ^

dx dx
Зх + 2 * (x -  l \ x  -  2) ( x - l \ x - 2 )

= lim
A - * + o o

r dx r dx
= lim Irı

А-*+к>

x - 2
7 ^ 7

= lim ln\ A - 2
Л-++«о \  A — 1 

Beləlikb,

- l n —= lim In
2  А-*-ко

( ,  2 )1 -  — 
A .с1111-51

1 -  — 2 2 ' j
К Ay

' in* 1 h\U
и|им»
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dx
= - f o ­

x '  -  3x + 2 2

dx

(32.2)

Asanhqla inanmaq olar ki, J —-2-----------  II növ qeyri-məxsusi
q x 3 x  “f- 2

inteqrali dağılandır. inteqralalti funksiya х ф 1  və x = 2 
nöqtələrinin yaxın ətrafmda qeyri-məhduddur. Ona görə (32.1)- 
dən alariq:

dxV.p.f-
■Зх + 2

= V.p] -
dx

+ к * Ь т Һ г у  (32-3)■Зх + 2 Зх + 2

dx
-Зх + 2 Зх + 2

V . p ]
dx

x 2 - З х  + 2
+

+ V.p.J = //ОТ
x - З х + 2

, x - 2  
In

n->0+\ x - 1
+ln

x - 2

r
= lim£->0+

r;-yO+\
In

l - e - 2

1 - s - l
- I n

- 2

-in l  + e - 2
1 + s  — l

+ ln
3 - 2
3 - 1

- 1

- I n

+ ln

x - 1  

2 - 7 1 - 2

2 - i1

+ln
]+£

2 -J i  - 1

2 + r j - 2
2 + i j - l

x - 2
x - 1

a
2+n

(
= lim

£-»0 + 
17-+O+ v

In e + l - I n e - 1 + In V
1 - t 7

■In
1 + 11

- l n 2  + ln— =
2

= lim£-*0 +
T )-*0+ \

In s  + 1
e - 1

+ ln
1 + t 1
I  + rj

• In 2 + In— = - I n  2 + In—. 
2 2
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B eblikb,

V.p.j  ,  f  = - l n 2  + l n { .  (32.4)
J  r  —  l r  4- 7 7u x -  3x + 2 2

(32.2) və (32.4)-il (32.3)-də nəzərə alsaq,

v P-j- — -y — ? =lni  • x  - 3 x  + 2 2

Çahşmalar
1. Tərifdən istifadə etm əkb aşağıdakı I növ qeyri-məxsusi 
inteqrallan hesablaym

xdx

+ 0 0

e) f  e~* s inxdx  ;

dx
* x2(/ + x) x - 6 x  + 10

«о ; оX  +  X  v  / и  Vх/я X

2. Aşağıdakı I növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasım 
araşdırın.

tg
1

+caı ( 2 , Л +c0 *ö +=° ı  ,
a) ; Ь) f - Ц - Л  ; с)

/ х  '  7 + Х л / х  у V X

е) Ј ^ Л  ; d) J f / - c o s
2
х )

+со 2X3 . J  = J  j d x  inteqralmi hesablaym. (göstəriş:
л 1 -ь x

x  = — əvəzləməsi apann)
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4. Tərifdən istifadə etməklə aşağıdakı II növ qeyri-məxsusi 
inteqrallan hesablaym.
ч f dx } dx f dxa) J 7 ; b) I   ; с) I г......... - .

xV x — 1 ,ХЫInx  / у Ј 4 х - х  - 3
5. Aşağıdakı II növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılmasını 
araşdırm. #

К 2
dx , „ r . 1 dx ч r e*

о '
а ) Ј - " -  ; b ) J ^ - Ş  ; c) J-

J COSX J0 X X  0 > l l - x

e)
V J

Щ > Ь ± ~J yjsinx

5

1

6. İsbat edin ki, f — j ^ - d x  inteqrali mütləq yığılandır.
о vx

7. İsbat edin ki.
+ 0 0  +0 0  j

71 Г COSX л 71 . ч л  Г , 1 jа )  < —г-------- dx < — ; b) 0 < е dx < — , п> 1.
4 J0 x +4 4 •' и

Cavablar

h a )  - j j  ; Ъ) 1 -1 п 2  ; с) л  ; е) ^  ; d) - j/h 2  ; /) ^

2 . а) dağılandır ; b) yığılandır ; с) dağılandır ; 
е) dağılandır ; d) yığılandır.

^  г. 4. а ) — ; Ь) -  ; с) л ;  5. а) dağılandır ;
~  242  '  3 ’ “' 2
b) dağılandır ; с) yığılandır ; е) dağılandır ; d) yığılandır; 
Г) yığılandır ; m) yığılandır.
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IV FƏSİL
MÜƏYYƏN İNTEQRALIN TƏTBİQLƏRİ.

§33. Miiəyyan intcqralın köməyi ilə bəzi limitiərin 
hesablanması

Tutaq ki, {•*„}*„, ardıcılhğı verilmişdir və onun ümumi 

həddi xn = at + a} +... + a„ сәш şəklindədir, burada a, (/ = l,n)
həqiqi ədədlordir. Bu şəkildə verilmiş ardıcıllıqları bəzən sadə 
çevirmələr aparmaqla elə şəkildə göstərmək mümkündür ki, 
аһпап xn cəmi mtləyyən bir funksiya üçün sonlu parçada
inteqral cəmi olsun. Bu halda müəyyən inteqralm tərifınə görə 
verilmiş ardıcıllığın limitinin hesablanması müəyyən inteqralın 
hesablanmasma gotiıilir.
Misallara müraciot cdok.

Misal 1. Müoyyan inteqralın köməyi ilə aşağıdakı cərnin 
limitini hesablaym.

Həlli. Sn cəmini aşağıdakı şəkildə yazaq:

[0,1] parçasında

T  : x „ = 0 , х , ш - , х 3* -  x k = — , . . . , x„  = — =  1  bölgüsü
n n n n

n n
Г 1 f ç

Çk e  [x*_y,x*] arnlıq nttqtalori olaraq Çk = — götürüb,
n

/ ( * ) = * “ (a > 0) fUnksiyasmın inteqral cəmini yazsaq,tələri
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olaraq ğk = — götürüb, / ( x )  = x" (or > 0) funksiyasmm 
n

inteqral cəmini yazsaq,

l ^ r ( k  
= ~ Z jn — Vn

a

olar. f ( x )  = xa ( a > 0 )  funksiyasi [0,l] -də ̂ Inteqrallanandir. 
Aydındır ki, d(T)-> 0 => n -»  oo . Ona görə də,

lim <7n = [ x adx =
n  —>CO j

0
= a n oldugundan,

xa+l
a  + 1 

1

a  +1

lim Sn =
n-> со л a  + l

alariq.
Misal 2. Müəyyən inteqralm köməyi ilə

Sn = —-— + —-— +... + —  cəminin limitini hesablaym. 
n + 1 n + 2 2n
Həlli. S„ cəmini aşağıdakı şəkildə yazaq:

S„ = 2  = I0' 7) -Par9asmda+ п ^ , ] + к
n

T : x0 = 0 , x, = —, x2 = — xk = x„ = — = 1 bölgüsü 
n * n n n

aparaq. Aydındır ki, Axk = — (k = l,n), d ( T )  = — və
n n

d ( T )  —> 0 => « -* c o . ^  (k = l , n ) aralıq nöqtələri olaraq,

^  =— götürüb, / ( * )  = -   funksiyasi üçün inteqral cəmi
n 1 + x

düzəldək:
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1
п ^ Ј  + к

п

——  funksiyasi [о,/]-do inteqrallanan oldugundan, 
1 + x

lim a  -  f = ln(l + x V = In 2.
«-** '  / + x 0

S”n = crn oldugundnn, lim Sn - l n 2 .

Misal 3. S,

I I - * »

П
n 2 + I n } + 2 } n 2 + 3 2 n2 + n 2

cəminin limitini hesablaym.
Halli. Verilıniş cəmi aşağıdakı şəkildə çevirək.

0 n n n nS„ = —:----- +  -  + ... + ■
n 2 + 1 n + 2 3 n 2 + 3' n + n ‘

1 +
< W

\ п ;

T + '
I +

I

'2

n j
1 +

\ n )

Aydmdir ki, S.  cami /(* )  = — - - j  funksiyasmm [0,i]
1 + x

parçasında inteqral camidir.

x0 = 0, x, = —, ж, ■ — ■ — = / [0,/] parçasının bölgü
n n n

nöqtələridir. Bu bölgü nöqtalari [0,l] parçasmı uzunluğu

x ,=  — olan n bərabər hiesey» bttlür. <Цк aralıq nöqtələri olaraq 
n

Çk = x k ( k = l , n ) grtlOrak. Bu bölgünün diametri 

d { j )  = — olacaqdir. d(T ) -> 0 => n -> oo.
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Onda müəyyən inteqralm tərifinə görə,

lim S n = lim —
П-+СО П—>00

1 +

+ -
1

;  +
2

7 ±
m v n )

r dx ı /  л-
^ Ј т — 7 = arcH = a rc ' s 7 = T-„y + x ' ~ 10 ~ 4

Misal 4. Müəyyən inteqralm tərifindən istifadə etməklə

/  + V2 + V i+ .. .  + Vnlim ■
% 4

limitini hesablaym.
ГЈ II* о 1 + yj~2 + \/~3 + ... + tfn . . , ,Həlh. S„ = ------------Г7==-----------  cəmım aşağıdakı

’■17
şəkildə çevirək.

s n = -n \Г  + \ г  + \ г  + -  +  \ гV п V п V п V п

п п

п— v И

[0,7] parçasında Т : 0 < — < — <... < ------- < — = 1 bölgüsü

к 
п

lıissəyə bölünmüşdür. arahq nöqtələri olaraq ğk = xk 

götürək. Нәг bir elementar [**_/, x j  parçasınm uzunluğu 

Лхк = —. d{r)  = maxAxk = — və 0 => n -»  00 .

aparaq. [ö,/] parçası = — ( k - l , n ) nöqtələri ilə я bərabər

и

я

Aydındır ki, —У ' *1— cəmi f ( x )  = y[x funksiyasmm [б,7Ј
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parçasında inteqral cəmidir. Onda müəyyən inteqralm tərifınə 
görə

lim Sn = Пт—'У' J — = f i /x  dx = —. 
n >00 n f r f \ n J0 4

Beləliklə,
.. 1 + 4 2  + у[з +... + k[n 3
l i m  —  — 7 = ------------------ =  —
« - »  ЗЈп 4 4

Misal 5. Мйэууэп inteqralm təriflndən istifadə etməklə
л ( .  л  2 л  ( n - l W '

l ım—  J + cos—  + cos—  + ...+ со£л------—
2n\ 2n 2n 2n

limitini hesablaym. 
Həlli.

s n =—
" 2n

л 2n (n -  l)n1 + cos  \-cos----- 1-... + cos-
2n 2n 2n

л  к л= —  > cos—  
2 n f a  2n

işarə edək. *! parçasını n bərabər hissəyə bölək. Bu

bölgünü T  ilə işarə edək.

T : x0 =0, x, = — , x3 = x , = — — x = — . Нәг birU 1 ı j n~l 7 t\2n 2n 2n 2

elementar [x* , ,xk\ ( k = l , n ) parçasının uzunluğu A x k =  э
2n

bərabərdir. Aydındır ki, с/(г) = —  və d(T)  -> 0 => n - » 00. Çk
2n

aralıq nöqtələri olaraq [**_/, x*] parçalarının sol uc nöqtalərini

götürək: Çk = xk 1 = —— —  ( k = l , n ). Onda Sn cəmi
2n

f { x )  = cosx ,  X  G 0,—

Мйэууэп inteqralm tərifınə görə

283

funksiyasi üçün inteqral cəmi olnı



о

§ 34. Müstəvi fiqurun  sahəsi.
Orta məktəbin həndəsə kursundan bə#m üstəv i fıqur- 

ların, məsələn: düzbucaqlının, üçbucağın, dairənin və s. sahə- 
sini hesablamağı bilirik. Məqsədimiz müstəvi üzərində yerləşən 
istənilən məhdud çoxluq üçün sahə anlayışı verməkdir. Müstəvi 
üzərindəki ixtiyari məhdud çoxluğu müstəvi fıqur adlandıra- 
cağıq. Xatırlayaq ki, müstəvi üzərində məhdud çoxluq dedikdə 
müstəvinin elə nöqtələr çoxluğu başa düşülür ki, bu çoxluğu 
müəyyən sonlu radiuslu dairə daxilinə almaq mümkün olsun.

Tutaq ki, A müstəvi üzprində ixtiyari qeyd olunmuş 
nöqtədir. Mərkəzi A nöqtəsində, radiusu s  > 0 olan dairənin 
daxilində yerbşən nöqtələr çoxluğuna A nöqtəsinin s  ətrafı 
deyilir. A nöqtəsinin s  ətrafım U (A, £•) kirtıi işarə edəcəyik. 
Tutaq ki, F  müstəvi üzərində ixtiyari çoxluqdur və A e F  
müəyyən nöqtədir. Əgər e b  s  >  0 varsaki, U(A, s )  с  F  olsun, 
onda A nöqtəsinə F  çoxluğunun daxili nöqtəsi deyilir.

Tutaq ki, A nöqtəsi F  çoxluğuna daxil deyildir. Əgər e b  
£ > 0 ədədi varsa ki, U(A, e)  ətrafı da F- ə daxil olmasin, onda 
A nöqtəsinə F  çoxluğunun xarici nöqtəsi deyilir.

Əgər A nöqtəsi F çoxluğunun һәш daxili, həm də xarici 
nöqtəsi deyilsə , onda A nöqtəsinə F  çoxluğunun sərhəd nöqtəsi 
deyilir. F  çoxluğunun bütün sərhəd nöqtəbri çoxluğuna F  
çoxluğunun sərhəddi deyilir və дҒ kimi işarə olunur.
Aydındır ki, A nöqtəsi F  çoxluğunun yalnız və yalnız о halda 
sərhəd nöqtəsidir ki, V f > 0 üçün A nöqtəsinin U(A,e ) ətrafı 
özündə həm F  çoxluğuna daxil olan, һ ә т  də daxil olmayan 
nöqtəsini saxlasın.

= 1 .lim Sn = Г cosxdx  = sinx  j
п —>сс Ј
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Tutaq ki, F  müstəvi üzərində verilmiş ixtiyari 
çoxluqdur. Əgar bu çoxluğun bütün sərhəd nöqtələri F  -in 
özünə daxildirsa, onda F  -ə qapalı çoxluq deyilir.

Müstavi fiqurun sahəsi anlayışım verərkən çoxbucaqlı 
fıqurun sahosi osas olaraq görürülür. Çoxbucaqhnm sahəsi onu 
эгпэЬ gətiron üçbucaqlının sahələri cəmi kimi təyin olunur. 
Çoxbucaqlının salıəsi onun üçbucaqlara bölünməsi qaydasından 
asılı deyil. P çoxbucaqlı fıqurunun sahəsini ju(p ) ilə işarə edək. 
Məlumdur ki, ^ı(P), P -  dən asılı funksiya kimi aşağıdakı əsas 
dörd xassəni ödəyir.

1. /u(P) ftınksiyası mənfı deyildir və birqiymətli təyin 
olunmuşdur.

2. p(P )  funksiyasi additivdir, yəni əgər P çoxbucaqlısı 
kəsişməyən P, və P2 çoxbucaqlı fıqurlarının birbşməsindən 
ibarətdirsə ( P = P, U P2 və Pt П P2 -  ®) onda

м(р)=м(г , )+м(р, ) -
3. / i{p ) funksiyasi müstəvidə aparılan bütün hərəkətə 

nəzərən invariantdır, başqa sözlə, P, və P2 çoxbucaqlıları 
müəyyən tərpənməz nöqtə ətrafında dönmə əməlinin və yaxud 
paralel köçürmə əməlinin köməyilə üst -  üstə düşərsə, onda
м ( Р ,һ м ( Р , ) .

4. /u(P) funksiyasi monotondur, yəni əgər PI a  P2 
olarsa, onda ju(Pj) < /u(P2) .

İndi isə ixtiyari qapalı məhdud F  müstəvi fiqurunun 
sahəsi anlayışım verək.
Tamamilə F  fiqurunun daxilinə çəkilmiş bütün mümkün 
çoxbucaqlıları (Р) ilə işarə edək. Ғ  fıqurunu daxilinə alan 
bütün mümkün çoxbucaqlıları (Q) ilə işarə edək (bax, şəkil 
4.1) Aydındır ki, {^(Т5)} ədədi çoxluqdur və yuxarıdan 
məhduddur (məsələn, F  çoxluğunu daxilinə alan istənilən Q 
çoxbucaqlısmm ju(Q) sahəsi ilə). Eyni ilə {//(£))} ədodi
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çoxluqdur və aşağıdan məhduddur (məsələn sıfırla). Ona gö 
{//(/*)} çoxluğunun dəqiq yuxarı sərhəddi, ju(q ) çoxluğunu i 
dəqiq yuxan sərhəddi var.

M. = mX f ) = suP m{p ) (34.1)
РсҒ

M' = p ' ( F ) = i n f d Q )  (34.2)
Qz>F

olsun.
(34.1), (34.2) bərabərlikləri ilə 
təyin olunan və ц* 
kəmiyyətlərinə uyğun olaraq 
F  müstəvi fıqurunun daxili və 
xarici sahələri deyilir.
Aydındır ki, ju, ( ғ )  < j u ' ( f ) .

Şakil 4.1.

T ər ifl. Əgər F  müstəvi fıqurunun fi xarici sahəsi /i, 
daxili sahəsinə bərabər olarsa, onda F  fıquruna kvadratlanan 

(yəni, sahəsi olan) fıqur deyilir. Bu halda 
H = ju{f)  = м ' ( ғ )  = ju ,( f )  ədədinə F  fıqurunun sahəsi deyilir.

Aydındır ki, xüsusi halda F  çoxbucaqlı olarsa, onda F  
fıquru yuxarıda verilən tərif 1 mənada kvadratlanandır və onun 
sahəsi üçün ju(f ) = ju' ( f )= ju, (f ) bərabərliyi doğrudur.

B eblikb, biz çoxbucaqlı üçün bildiyimiz sahə anlayı- 
şmı daha geniş müstəvi fiqurlar üçün davam etdirdik.

Qeyd edək ki, yuxanda qeyd olan müstəvi fıqurun 
sahəsi anlayışı ilk dəfə C.Jordan tərəfındən verilmişdir və buna 
görə də F  müstəvi fıqurunun sahəsinə F  fiqurunun Jordan 
ölçüsü də deyirbr. Bu halda deyirbr ki, F  müstəvi fıquru Jor­
dan mənada kvadratlanandır.
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Teorem  34.1. (Fiqurun kvadratlanan olmasi haqqinda 
meyar). F  müstəvi fiqurunun kvadratlanan olması üçün zəruri 
və kafı şərt \ / s > 0  verildikdə uyğun olaraq F  fiqurunu daxilinə 
alan və F  fiqurunun daxilinə çəkilmiş elə Q və P 
çoxbucaqlılarınm olmasıdır ki,

m( Q ) ~ m(p ) < £  (34.3)
bərabərsizliyi ödənsin.

İsbatı. Zərurilik. Tutaq ki, F  fiquru kvadratlanandır, 
yəni jU,(f ) = /j*{F) = ju(f ).
(34.1) və (34.2) -  dən dəqiq yuxarı və dəqiq aşağı sərhədlərin 
tərifınə görə ixtiyari qeyd olunmuş e  > 0 üçün uyğun olaraq F  
fiqurunun daxilinə çəkilmiş və F  fiqurunu daxilinə alan elə P 
və Q çoxbucaqlı fiqurlan tapılacaq ki,

/ и . - ^ < и { р ) < м . ,  H < m{Q)^/^* + “ •

Bu iki bərabərsizlikdən və ju' = /д  bərabərliyindən 
mİQ) ~ m{p ) < £  bərabərsizliyini alanq. Zərurilik isbat olundu.

Kafilik. Fərz edək ki, teoremin şərtində tələb olunan elə 
Q v 3  P çoxbucaqlıları var ki, W  > 0 üçün (34.3) bərabərsizliyi 
ödənir. (34.3) bərabərsizliyindən və aşkar

f i ( p ) < ^ < ı u  <fi(Q)
bərabərsizliyindən

0 < /л -  /у, < ju(q )~  //(p ) < e
alarıq.
s  > 0 ixtiyari oldugundan 0 < ј л ' - / л , < £  bərabərsizliyindən 

/л* = /и, alanq.
Teorem isbat olundu.
Kvadratlanan fiqurlar bir sıra xassələrə malikdir. Bu xassələri 
isbatsız qəbul edək.
1. Sahənin monotonluğu: ixtiyari FI və F2 kvadratlanan 
fıqurları üçün F, с  F2 olduqda
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fj(Fx)ü Жғ2\.
2. Sahənin additivliyi (Birləşmənin kvadratlanmasi): Ixtiyari / , 
və F2 kvadratlanan fıqurları üçün F, U F2 kvadratlanan 
fıqurdur. Əgər F, П F2 = 0  olarsa, I
3. Fərqin kvadratlanmasi: ixtiyari F, və F2 kvadratlunnn 
fıqurları üçün Fj a  F2 olduqda F2 \ F, kvadratlanan fiqurdur ve

м ( Ғ 2 \Ғ, ) = м (ғ 2) - Л ғ , ) .  Я
4. Kəsişmənin kvadratlanmasi: ixtiyari F, və F2 kvadratlaium 
fıqurları üçün F, П F2 kəsişməsi də kvadratlanan fiqurdur.

Qeyd. Teorem 34.1 -in  şərtində Q və P çoxbucaqlıhııı 
əvəzinə kvadratlanan Q və P müstəvi fıqurları da götümiPİ» 
olar. Bu halda da teorem öz gücündə qalır.

Tutaq ki, F  ixtiyari məhdud müstəvi fiqurdur və Q /•' 
i daxilinə alan və öz sərhədi ilə birlikdə götüriilən çoxbucın|lı 
fiqurdur. P isə F - in  daxilinə çəkilmiş və sərhədMi/ 
götürülmüş çoxbucaqlı fiqurdur. Onda Q \P  fərqi çoxbucıı<|lı 
fiqurdur, sərhəddi özünə daxildir və F  fiqurunun dl' 
sərhəddini özündə saxlayır.

Çoxbucaqlı fıqurların sahələrinin additivlik xassəsinə
görə

/ 4 Q \ p ) = / 4 e ) - M .P )
münasibəti doğrudur.
Bununla əlaqədar olaraq teorem 34.1- də (34.3) bərabərsizliyi 

f i { Q \ P ) < e  (34.4),
bərabərsizliyi şəklində də yazıla bilər .

Tərif 2. Verilmiş F  müstəvi fiqurunu öz daxilinə alıııı 
və sahəsi istənilən qədər kiçik istənilən s  >0  ədədindən kiçik 
olan çoxbucaqlı fiqur varsa, onda deyirlər ki, F  müstovl 
fiqurunun sahəsi sıfra bərabərdir.
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Teorem  34.2. F  müstəvi fiqurunun kvadratlanan ol- 
ması üçün onun дҒ  sərhəddinin sahəsinin sıfır olması zəruri və 
kafıdir.

İsbatı. Zərurilik . Fərz edək ki, F  kvadratlanan 
müstəvi fiqurdur. Onda \ / s > 0  verildikdə F  -in daxilinə 
yerləşən elə P çoxbucaqlısı və F  -i daxilində saxlayan elə Q
çoxbucaqlısı var ki, ju(Q\P) =/ i (Q)~/j (p )< e  bərabərsizliyi 
ödənir.
Deməli F  -  in sərhəddinin sahəsi sıfra bərabərdir.

Kafilik. Tutaq ki, F  müstəvi fıquru üçün /и(дҒ)=0.  
Onda tərif 2-yə görə дҒ  sərhəddini öz daxilinə alan və sahəsi 
əwəlcədən verilmiş V e > 0  ədədindən kiçik elə S  
çoxbucaqlısı var ki, ju(s)<e bərabərsizliyi ödənir. Aydındır 
ki, F  fiqurunun S  -ə daxil olmayan nöqtələr çoxluğu çoxbu- 
caqlı fıqur yaradır. Bu çoxbucaqlı fiquru P ilə işarə edək. 
Aydındır ki, P U S  = Q çoxbucaqlı fıquru F  -i öz daxilində 
saxlayır: F  <^Q. Ona görə sahənin additivlik xassəsinə görə

/u(p ) = v {Q) ~ m(s )> уu(Q) -  e
bərabərsizliyi doğrudur. Bu bərabərsizlikdə P- b rə  nəzərən 
supremuma keçsək, daxili sahənin tərifmə görə

/Л Х Ғ )> И ( 0 ) -Е  
bərabərsizliyini alarıq. Axınncı bərabərsizlikdə Q- b rə  nəzərən 
infımuma keçsək, xarici sahənin tərifınə görə

/ л ( ғ ) < и Х ғ ) + е
bərabərsizliyini alanq. s  -nun ixtiyariliyindən

/ л { ғ ) < и Х Ғ ) (34.5)
olar. Digər tərəfdən məlumdur ki, istənilən məhdud F  müstəvi 
liquru üçün

//,(Ғ )< //* (Ғ )  (34.6)
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bərabərsizliyi doğrudur. (34.5) və (34.6) bərabərsi 
tələb olunan ju, (f ) = /j ' (f ) bərabərliyini alanq. TeO! 
olundu.

Təbii ki, hər dəfə sahə hesablayarkən mtlstnvl 
kvadratlanan olduğunu aydınlaşdırmağa ehtiyac yoxılur

Ф
Təklif. Kəsilməz funksiyanın qrafıki (kəsilma/ 

əhatə olunmuş müstəvi fıqur kvadratlanandır.
Bu faktı isbat etmək üçün göstərək ki, у  

a < x < b  kəsilməz əyrisinin sahəsi sıfırdır.
\a,b\ parçasında T : a  = x0 <x, <x2 <.. .<xn =b I 
aparaq. Belə ki, i = l,...,n parçalarmda f ( x )  ı

со, < ——— olsun. Onda M ,, = max f i x ) ,  m,= min
Ь-O  Х ,_ ,йхйх ,

qəbul etsək, baxdığımız əyri [x,_y, x, ] parçaları ilə [w,
parçalarmın əmələ gətirdiyi çoxbucaqlıların daxilində у 
(bax, şəkil 4.2).
Bu çoxbucaqlınm sahəsi üçün

п   ̂ п   ̂ g  n ^

Z  -  m~ Xх, -  *,-/) = Z  < 7 Х Л х - =£
1 1 b - a t t

olar. Beləliklə, kəsilməz f ( x ) funksiyasmm qrafıki, snh 
sıfır olan əyridir. Aydındır ki, müstəvi üzərində düz xətt p 
çası, çevrə və s. sahəsi sıfır olan müstəvi fıqurlarıdır. Bura 
nəticə kimi alırıq ki, F  fiquru bir və yaxud bir neçə kəsilın 
əyri ilə məhdudlaşıbsa, о kvadratlanandır.
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§35. Müstəvi fiqurun sahəsinin inteqral 
vasitəsilə ifadəsi.

1. Fərz edək ki, y -  f { x )  funksiyasi \a, b\ parçasında 
müsbət, kəsilməz funksiyadır. Aşağıdan absis oxu, yuxarıdan 
f ( x )  funksiyasmm qrafıki, yanlardan x  = a ,  x  = b düz xətbri 
ilə əhatə olunmuş P fiqurunun (əyrixətli trapesiyanın) sahəsini 
hesablayaq. Buməqsədlə [a,b] parçasmda \ fT  bölgüsü aparaq: 
T : a = x0 < Xj < x2.... < xn = b . [x, , хм ] parçasında f ( x )
funksiyasmm әп böyük qiyməti M it әп kiçik qiyməti m, olsun 
(bax, şəkil 4.2).

P əyrixətli trapesiyasınm daxilindəki düzbucaqlılardan 
ibarət pilləvari fıqurun sahəsi

n-1
sT =YjmiAxi ,

i=0

P əyrixətli trapesiyasmı daxilində saxlayan düzbucaqlılardan 
ibarət pilləvari fıqurun sahəsi isə
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И - /

S T = Y JM iAxi

olacaqdır. X = max Ax, olsun. Aydındır ki, S T və sT /(■'
İ

funksiyasmm [a, ft] parçasında uyğun olaraq yuxari və aşn 
Darbu cəmləridir.

P əyrixətli trapesiyasınm /л (P) sahəsi ifftin 
sT < /i(P ) < ST

bərabərsizliyi doğrudur.
о

l imST = l im sT = f f ( x ) d x  olduğundan,
Л-+0 A->0 j

а

M(P) = jf(x)dx. (35.1)

Əgər f ( x )  funksiyasi [a, ft] parçasında kəsilməzdirsə vo 
müsbət deyilsə, onda
P = {(jc,у): а < x  < ft, f ( x ) < у  < О} əyrixətli trapesiyasımn 
sahəsi

b

t*{P) = - \ f (x )dx  (35.2)
а

düsturu ilə hesablanır.
Doğrudan da, əgər f { x ) ,  x  e  [a, ft] funksiyasi əvəzina 

f ( x )  = - f ( x ) , x  e \a ,b \  funksiyasını, P əyrixətli trapesiyası 

əvəzinə P* = {(x, у), a < x  < ft,0 < у  < /*(*)} əyrixətll 
trapesiyasmı götürsək, yuxarıda isbat etdiyimizə görə

/ * И = Ј / *  [x)dx = -  J f ( x )d x
а  а

olar. P* və P müstəvi fıqurlan absis oxuna nəzərən simmetrik 
olduğundan ju(p ’ )= /J.(P). Deməli (35.2) düsturu doğrudur.
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Beləlikb, əgər / ( x )  [a, ft] parçasında kəsilməzdirsə və
ь

işarəsini dəyişirsə, onda J f ( x )d x  inteqralmm qiyməti ox absis
a

oxundan yuxarıda və aşağıda yerbşən əyrixətli trapesiyalarm 
sahələrinin cəbri cəminə bərabər olacaqdır. Bu halda ox 
oxundan yuxanda yerləşən əyrixətli trapesiyalarm sahələri + 
işarə ilə, ox oxundan aşağıda yerləşən əyrixətli trapesiyalarm 
sahəbri isə mənfı işarəsi ib  götürülür.

Tutaq ki, y  = f { x )  və y= <p(x) funksiyaları [a ,b] 
parçasında kəsilməz funksiyalardır və x  e  [a, ft] olduqda 
/ (x) > (p{x) bərabərsizliyi doğrudur. Aşağıdan y -  (p{x),
yuxarıdan у  = f ( x )  funksiyalarinm qrafıkbri, yanlardan isə
x=a və x=ft düz xətləri ilə əhatə olunmuş P  fiqurunun sahəsi

ь
M{P) = \ \ f { x ) - ( p { x ^ d x  (35.3)

a

düsturu ib  hesablanır. (bax, şəkil 4.3)

Misal 1. у  = л/х , у  — 2 -  x, у  = - 2 x  xətbri ib  
əhatə edilmiş müstəvi fıqurun sahəsini hesablaym.

İsbatı. Verilmiş xətlərin kəsişmə nöqtəbrini tapaq. 
y  = 2 - x  və у  = - 2 x  düz xətbrinin kəsişmə nöqtəsinin 
kordinantları x = - 2 , у  = 4 olacaqdır. у  = ~2x  düz xətti ib  

у  = л[х əyrisinin kəsişmə nöqtəsi 0(0,0) nöqtəsidir. у  = 2 - x  

düz xətti ib  у  = л[х əyrisinin kəsişmə nöqtəsi (/, 1) nöqtəsidir.
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Şəkil 4.3
Alınmış S  müstəvi fıqurunu S = S, + S 2 şəklində göstər- 

т ә к  olar (bax, şəkil 4.4). Burada,

V  VJ и  и

M(S,h V 2 -  x + 2x)dx = J(2  +  x)dx  = J2dx  +  ^xdx =
- 2  - 2  - 2  - 2

= 2x 0 X 
2

= 4 - 2  = 2,

ı

ju(S2)= ј ( 2 - х - л [ х  )dx =

3 ^

- x2 2x22 x --------------
2 3

V

1 2 _ 1 2 - 3 - 4  _ 5
2 3 ~  6 ~ 6'
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Şəkil 4.4

Onda, axtarilan sahə /и(S') = 2 + — = 2 — olar.
6 б

Misal 2. у  = •j Vx, 0 < х < 1  olduqda,
[з -  2x, 1 < x < 3  olduqda

əyrisi və y  = -x ,  0 < x < 3  düz xətti ilə məhdud olunmuş 
fıqurun sahəsini hesablaym.

Həlli. Alınmış S  fıqurunu iki S 1 və S2 fıqurlarımn 
cəmi şəklində göstərək (bax, şəkil 4.5). S, fiqurunun sahəsi
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- з —

f j ( S , ) =  | [ л / х  -  ( -  x ) \ d x  =  |л /] с  d x  +  j x d x  =

Şəkil 4.5

3

2
3 + 2  6 ~  6

S2 fiqurunun sahəsi isə

m ( S 2 )  = J[-? - 2 x - ( -  x ) \ d x  =  J(i -  x ) d x  =

= 2
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B eblikb , S  fiqurunun sahosi,

f t ( S ) - M ( P , )  + M(S1) = d  + 2 = 3 l .
6 0

Misal 3. у  = 2 x ~ x 2 və x  + у  -  0 əyriləri ib  məhdud 
olan fıqurun sahəsini tapin.

Həlli. у  = 2x -  x 2 parabolasi ib  у  = - x  düz xəttinin 

\y  = 2 x - x 2
kəsişmə nöqtələrini tapaq.

I y  = - x
sistemini həll etsək,

kəsişmə nöqtələri 0(0 ,0) və А (3 , -3 )  nöqtəbri olacaqdır. 

у  = 2x -  x 2 əyrisi, təpəsi (/, /)  nöqtəsində və qanadları aşağı 
istiqamətlənmiş pııruboladır (bax, şəkil 4.6)
Onda alınmış S  fiqurunun sahəsi (35.3) düsturuna görə 

з з
m (s )= J j2 x - x J — (— jc)]t/jc = j (3x  -  x 2 )dx =

3 27 27 1—. 9 -  —— = —— = 4 —
2 3 6 2
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Misal 4. у  = |/gx| əyrisi və y  = 0 ,  x  = — , x - - 1 0  düz
10 -ч

xətləri ilə məhdud olan fıqurun sahəsini tapm.
I g x , 1 < х < 1 0 ,

Həlli. \lgx\ =

S  fiqurunun sahəsi

/ oldugundan, axtarilan
■Igx, —  < х< 1 ,

10 ф

I  10

+ ^ lgxdx

to
olacaqdır. Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq edək.

u = l g x , d v - d x  göttirək. Onda du = —Igedx  , o = x  olar.
x

I i  10

m {s )= - x l g x  I , + l g e j d x  + x lgx\ ' °  - l g e ^ d x  =
10

10

1 , 1  f .  1 л
= Tj8-77l + \ l — .10 10 10

( 1  > ( л S>)1 0 ------ - 9 ------
I  10) V 10,

Misal 5. у  = а
а 2 + х 2

lge + l O l g l O - 9 l g e  = 

lge  = 9,9 -  8,1 lg e . 

əyrisi və у  = 0 düz xətti ilə

məhdud olan fıqurun sahəsini tapın ( a > 0 hesab olunur).

Həlli. у  = — — -  funksiyasi bütün ədəd oxunda 
a + x

kəsilməzdir və qrafıki absis oxu ilə kəsişmir. Ancaq absis oxu 

bu əyrinin üfüqi asimptotudur: lim

з
4.7). Ona görə у  = — т funksiyasmm qrafiki və absis 

a +x

~ — j  = 0 (bax, şəkil 
a + x
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oxunun əmələ gallrdlyl llqur ndi mənada kvadratlanan deyildir.

A g (0 ,  + oo) isI.ihiI.iii ədəd olduqda y  =
a

a 2 + x 2
funksiyasının

qrafıki və Ы -J. A parçasının omələ gətirdiyi fıquru Х(л) ilə
ışarə cdok. Axtarilan sahəni

ctju(S)= lim /A S ( a )) llm f—,---- zdx  kimi qəbul etmək olar.
J y  + X2

A I л
lim f у , dx = 2a'1 lim f—

+x Â +coi a '
dx

2и ' lim — arctg — 
*-*♦* a a

i  2 Л 7- 2 a  — =  7 t a  .

B eblikb, axtunlun sahn / ı { s )  л  a 2 .

Şokil 4.7
Tutaq ki, S  müstəvi üzərində birrabitəli oblastdır və 

qapalı, haınar Г  oyrisi ilə əhatə olunmuşdur və Г  əyrisi para­
metrik x = <p(t), у  = ı//(t) ( t„ < t  < T )  şəklində verilmişdir.
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(Xatırlayaq ki, əgər hər bir t e[t0,T] nöqtəsində (p(t) və r ( r )  
funksiyaları kəsilməz diferensiallanandırsa və 
(p'2\f)+y/ '2{f)* 0 olarsa, onda Г  əyrisinə hamar əyri deyilir). 
İsbat etmək olur ki, hamar əyrinin sahəsi sxfıra bərabərdir və 
deməli, əgər S  müstəvi fiquru hamar əyri ilə məhduddursa, 
onda bu fıqur kvadratlanandır. Ш

. Əgər əyrixətli trapesiyanm məhdud olduğu əyri 
parametrik şəkildə verilərsə, onda (35.1) düsturundan istifadə 
etmək olar. Doğurdan da, (35.1) inteqralinda dəyişəni əvəz 
etsək və nəzərə alsaq ki, t - t 0 olduqda x - a ;  t = T  olduqda
isə x = b olur, onda (35.1) düsturundan alarıq: 

b т
v { s )  = \ f ( x ) d x = \ i f / ( t ) ( p ' ( t ) d t . (35.4)

a l0

Misal 6. Parametrik şəkillə verilmiş 
x = a(t -  s in t ) , у  = a( l  - c o s t ) ( a > 0), (l0 < t < 2 n ) (tsikloid) 
əyrisi və у  = 0 absis oxu ilə məhdud olan fıqurun sahəsini 
tapın.

Həlli. (35.4) düsturundan istifadə edəcəyik.
2 л  2ж

/u(s)= ^y(t)-x'.{t)dt = J a ( 7 - c o s t ) - a ( l  - c o s t )d t  =
о 0

2n 2n
-  a 2 J  (/ -  cos t)2 dt = a 2 j ( l  - 2 cos t + cos2 t)dt =

= a

= a

о
2к 2к

О
2кг , . г  . г 1 + cos2t . 

j dt - 2  J costdt  + j -------------dt

2n -  2sini\* + —(  i  Л
2n

r 1 1t + —sin2t = a2 2 л  + — • 2 л
I  2  ) 0 2

= З л а 2

Misal 7. x = a s i n t , у  = bsin2t (a,b>0)  əyrisi ilə 
məhdud olan fiqurun sahəsini tapın.
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yazaq:
у 2 = b 2 sin2 2t = b2 ■ 4 sin21cos2 t =

Həlli. Parametrik şəkildə verilmiş əyrini aşkar şəkildə

= 4b2^ j  
a

4b2 7( 2 2 \—— x [a - x  ) 
a V ’

2^ ______
olduğundan, у  = ± —уХлЈа2 - x 2 alariq. Beləliklə.

a

у  = ±Щ-хл1а2 - х 2 əyrisi ilə məhdud olan fıqurun sahəsini 
a

2 b
tapaq. у  = ± —  xyJa2 - x 2 funksiyasmm təyin oblasti 

a
- a < x < a  parçasıdır. Bu funksiyamn qrafiki (0,0) kordinat 
başlanğıcından və (a, 0) və ( -  a, 0) nöqtəbrindən keçir. Bu 
əyri kordinat oxlarına nəzarən simmetrikdir. Dogurdan da, 

2 b
y - —jx ^Ja 2 -  x 2 , x e \ 0 , a \  funksiyasmda x- i  - x  ib  əvəz 

a

etdikdə у  = -Щ-х-\!а2 - x 2, 
a

x e [- a, 0] funksiyasmi alariq, yəni у  dəyişəni öz qiymətini 

dəyişmir. Analoji olaraq, у  = - Щ -xyja2 - x 2 ,
а 2

x  e  [О, a\ funksiyasmda jc -i -  x ilə əvəz etdikdə у  öz
2b I-------------------

işarəsini dəyişmir. Bu isə о deməkdir ki, у  = ± — хл/а2 - x 2 

əyrisi oy oxuna nəzərən simmetrikdir.
a 2

______
Eyni qayda ib  göstərmək olur ki, у  = ± —ухл]а2- x 2

а
funksiyasi ox oxuna nəzərən simmetrikdir. Bu funksiyamn 
qrafıkini quraq. Simmetrikliyə görə
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2b I---------
у  = - у х л 1 а 2- х 2 , x e [ 0,o ]  funksiyasmm qrafikini qurmaq 

a
kifayətdir. x  = 0 olduqda у  = 0 olur, yəni bu funksiyamn 
qrafiki (O,Ö) kordinat başlanğıcından keçir. x - a  olduqdu 
y  = 0 olur, yəni bu funksiyamn qrafikinin absis oxu ib 
kəsişmə nöqtəsi (a, 0) nöqtəsidir. B u #  funksiyamn
ekstremumunu tapaq.

, 2b a2 - 2 x 2
У a a2 - x 2

olar. у'  = 0 götürək. a -  2x = 0

olmasından x  = alanq. B eblikb, x = ü ^  nöqtəsi
2 2

2b I---------
у  = —y X \ a 2 — x 2 , ı e [ ö ,  a\ funksiyasmm böhran nöqtəsidir.

ал[2
Asanliqla inanmaq olar ki, х  = ~~ү~ nöqtəsinin solundan 

sağma keçərkən У(х) törəməsi öz işarəsini müsbətdən mənfıyə

dəyişir, yəni, x =
aV 2

nöqtəsi maksimum nöqbsidir.

x = olduqda у  = — olur. B eblikb, 
2 a

ay[2 b 
~ 2 ~ ’a

nöqtəsi

2b I---------
у  = —r x \ a 2 -  x2 , xe[0 ,  a] funksiyasmm ekstremum 

a
a ^ 2  a^ 2

nöqtəsidir. 0 < x < ------  olduqda / >0 olur,  < x < a

olduqda isə y' < 0 olur, yəni bu funksiya 

a ^ 2

0,
a ^ 2

parçasmda

artan, a parçasında isə azalandir.
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______
у  = —j x y l a 2 - х 2 , x e [ 0 , a \  funksiyasmm qabarıqlıq və

4abx

a
çöküklüyünü araşdıraq.

„ _ 2 b  - 2 a 2x
< 0 .

а (аг - х г)

Deməli, у  = — ху/а2 - x 2 , x  e [O, a\  funksiyasi 
a

qabarıqdır.
Bütün bu deyilənləri nəzərə alaraq verilmiş funksiyamn 

qrafıkini quraq (bax, şəkil 4.8).
Aydmdır ki, axtarilan sahə simmetrikliyə əsasən

ju(S)= 4 [Щ -х^а2 - x 2 d x ~ — [л/а2 - x 2 d{a2 - * 2) =
J  Q  Пa 1 2:

4b
3
2

- # • 4 1 - И Ч -а 3
8b j 8 ,

■a ~ —ab
За*

olacaqdır.

Şəkil 4.8.
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Misal 8. Parametrik şəkildə verilmiş x = 2 t - t 2 , 
y  = 2t2- t 3 əyrisi ilə məhdud olan fiqurun sahəsini tapin.

Həlli. Parametrik şəkildə verilmiş bu əyrini aşkar 
şəkildə yazaq. у  = 2 t - t 3 = t ( 2 t - t 2) = t x . Digər tərəfdən 

x - 2 t - t 2 ifadəsindən t = 1 ± y / l - x  alarıcjş Beləliklə, aşkar 
şəkildə verilmiş у  = x{l + лј 1 -  x ) və у  -  х{] - y j  1 -  x )
əyrilərinin əmələ gətirdiyi sahəni tapmaq lazımdır. 
y , 2 = х[1 ± y / l - x ) funksiyalarinm təyin oblastı ( -oo, ;] 

aralığıdır. Aydındır ki, 0 < х < 1  olduqda 0 < ^ J l - x  <1 və 
deməli 1 -  л/1 - x  > 0 , 1 + y / l - x  > 1 olur. Ona görə hökm 
edirik ki, x e \ 0 , l ]  olduqda bu funksiyalarm qrafıki I rübdə 
yerləşir. Bu funksiyalar x = 0 x = 1 olduqda kəsişirlər.
-  oo  <  x <  0 olduqda у, = x{l + y / l - x ) funksiyasmm aldığı

qiymətlər rnənfi, y 2 -  x[l  -  л/1 -  x )  funksiyasmm aldığı 
qiymətlər isə müsbətdir.

lim x li + J l  - x  )= - o o ,  lim х\1 - л/1 - x )= + o o .
X- > - c o  X —У —oo

Ona görə у,  = x(l  + J 1 -  x )  və y 2 = x (/ -  V1 -  x )  funksiyaları 
(-oo ,6) aralığında kəsişə bilməzlər. Beləliklə, 

y, = x(l  + \/1 -  x )  və у 2  = x { l - y / l - x )  funksiyalarında x
dəyişəninin dəyişmə aralığı [0,/] parçasıdır. Aydındır ki,
x e [0,7] olduqda у, > y 2 bərabərsizliyi doğrudur. Ona görə də 
axtanlan sahə (35.3) düsturuna görə

m (s ) = I b ı  - y 2]dx = j[x( l  + л/1 -  x ) - x ( l  -  у/1 -  x ^d x  =
0 0 

1   1   1
-  2ЈхлЈ1 -  x  dx = 2^{x - 1  + l )* fT^x  dx = 2 j (x  - l)*J1 -  x  dx +

0 0  0
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I _______  I з 1 1
+ 2 Ј V / - x  dx = 2 j ( /  -  d(l  -  jc)- 2 j(7 -  х)г d(l  - x )  =

. 2 . Ы Н .
5
2

p ( Г х ) 2
3
2

= i ( o - l ) - ± ( 0 - 1 ) =

4 _ 8 _  
5 3 ~  15

8
B eblikb , axtarilan sahə: ju(S) = ■

Indi isə polyar kordinat sistemində tənliyi 
г = f (Ə ) ,  а  <, Ө < Р  olan kəsilməz, mənfı olmayan L əyrisi 
və Ө = a , 0  = p  şüaları ib  əhatə olunmuş əyrixətli G sektorun 
sahəsini hesablayaq. (bax, şəkil 4.9) Əyrixətli trapesiyanm 
sahəsinin hesablanmasına analoji üsuldan istifadə edək. [o r ,/? ]

parçasının ixtiyari 7' = \Өк }”k=0 bölgüsünü aparaq.

Çk е\Өк,Өк+,], к = 0 ,(n -1 )  aralıq nöqtələri olsun.
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Hər bir \вк, Өк +1 ] parçasında f (Ə )  funksiyasmm әп böyük 

qiyməti M k, әп kiçik qiyməti mk olsun. Ө = Өк, Ө - Ө м  
şüaları və r -  mk, r = M k radiuslu çevrəbrb  əhatə olunmuş

iki dairəvi sektora baxaq. Radiusu r və mərkəzi bucağı Ө olan

dairəvi sektorun sahəsi ~ r ^  olduğundan, raÜusları mK-ya

bərabər olan dairəvi sektorların sahələri cəmi

s (T )  = - f m ; a e t , АӨ ,= еш -Ө к ,
2 t o

radiusları MK -olan dairəvi sektorlann sahələri cəmi isə 

S ( T )  = ^ U l M t . АӨ,=ӨШ -Ө ,  .

G = {(r,Ө):a  < Ө < /?,0 <r < / { в )  } əyrixətli sektorunun 
daxilində yerləşən pilbvari fıqurun sahəsi s ( T ) , bu sektoru 
daxilində saxlayan pilbvari fıqurun sahəsi isə S ( T )  olacaqdır.

Nəzərə alaq ki, ^ / 2(Ө) funksiyasi \ a ,p \  parçasında

kəsilməzdir və s ( T )  bu funksiyamn aşağı Darbu cəmi, S ( T )

- isə yuxari Darbu cəmidir. ~ f 2{d) funksiyasi \a ,p \

parçasında inteqrallanan oldugundan, V e > 0  e b  T bölgüsü 
var ki, S(t ) - s (t ) = /u{B)-/u(Ä)< e  doğrudur. Burada, A G 
əyrixətli sektorun daxilinə çəkilmiş pilbvari fiqur, В isə G 
əyrixətli sektorunu daxilinə alan pilbvari fıqur işarə 
olunmuşdur. Onda teorem 34.2-yə görə G əyrixətli sektoru 
kvadratlanandır.
Aydındır ki, A a G  с  В oldugundan, bu fıqurların sahəbri 
üçün

ju ( a )  < p(G) < р ( в )  və yaxud s(T) < //(<?) < S(T)
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bərabərsizliyi doğrudur. Bu bərabərsizlikdə d ( r ) ^ 0  şərtində 
limitə keçsək və nəzərə alsaq ki,

1 р
lim s(t )= lim S(t ) = - [ f 2İƏ)dƏ,

d(T )-*0  V ’  d(T)-+0  v ’  2 Ja
onda, G əyrixətli sektorunun sahəsi

м { а һ ^ " \ / ’ (ө )с1 Ө  ( 3 5 .5 )
2 t

olar.
Misal 9. Polyar ox və r = аӨ Arximed spiralınm bir 

burumunun əhatə etdiyi sahəni tapın.
Həlli. Aydındır ki, 0 <Ө <2n: qəbul edəcəyik (bax, şəlcil 

4.10). (35.5) düsturuna görə G = OABC müstəvi fiqurunun 
sahəsi

Misal 10. Polyar kordinatlarla verilmiş 
r 2 = a2 cos2Ə (а > О) lemnistikatı ilə məhdud olan 
fıqurun sahəsini tapın.

Şəkil 4.10
Həlli. Düzbucaqlı kordinat sisteminə keçək; 

x -  rcosO, у  - r  sin Ө , 0 <Ө < 2п  götürək. Onda lemniskat 
əyrisinin tənliyi düzbucaqlı kordinat sistemində qeyri-aşkar 
şəkildə verilmiş
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( х Ч / У - а У - / )
şəklinə düşər. Asanlıqla inanmaq olar ki, bu əyri ox və oy
kordinat oxlarına nəzərən simmetrikdir. Bu əyri (0,0) kordinat
başlanğıcmdan keçir. r 2 = a 2 cos26  bərabərliyində sağ tərəfin 
müsbət olması üçün cos 2Ө>0  olmalıdır. Bu bər|jprsizlikdən

71 71
və y a x u d  <(p< — alarıq. Simmetrikliyə

4 4

parçası üzrə alınan sahənin iki mislini götürmək

lazımdır. Onda (35.5) düsturuna görə

a 2 4 a 2 4
/j (G)= 2  J  cos 2cpd(p =v—  j  cos 2(pd(2<p) =

2 71 2 я

л-----■<
2 "

' ,2(p<~
2

görə
л  л  

~ 1 ~ 4

a 2 . ,  —  sin 2«> 
2

4
= a 2.

4

Misal 11. Polyar kordinat sistemində verilmiş 
г = a(l  + cosƏ) (a > 0 ) əyrisi (kardioid) ilə məhdud olan
fıqurun sahəsini tapın.

Həlli. Düzbucaqlı kordinat sisteminə keçək:
x - r c o s O ,  y  = rs in9  (0<Ө < 2n).  Onda asanlıqla
göstərmək olar ki, bu əyrinin düzbucaqlı kordinatlarla tənliyi 

(x2 + у 2 -  2 a x ) - a 2y 2 = 0
olar. Burada у  -i - у  ilə əvəz etdikdə tənliyin şəkli dəyişmir. 
Bu isə о deməkdir ki, bu əyri ox oxuna nəzərən simmetrikdir.

у  = 0 olduqda x = 0 və x -  2a alariq. Beləliklə, bu
əyri (0,0) kordinat başlanğıcandan və (2a, 6) nöqtələrindən 
keçir.
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х  = 0 olduqda у  = 0 və у  = ±а  olur. Başqa sözlə bu 
əyri oy oxunu ((), a) və (0 , - a ) nöqtələrində kəsir.

r polyar kordinat ən böyük qiymətini (2a,0) 
nöqtəsində olur. Bu nöqtədə r = 2a olur. г = 2a olması üçün 
(p = 0 götilrülməlidir. ( р - л  olduqda r özünün ən kiçik 
qiymətini alır. B eblikb, (p polyar bucağının dəyişmə oblastı 
olaraq [0,тг] aralığı götürülməlidir. Onda simmetrikliyə görə 
(35.5) diisturuna əsasən [0,л] parçası üzrə alınan sahənin iki 
misli axtarilan sahə olacaqdır.

q2 * я
j u ( s ) = 2  J  (/ + cos(p)2 d(p = a 21  [1 + 2 cos(p + cos2 <p]dq> =

-  a

= a

fd<p + 2 f  cos ç  d ç  + J 7 + cos

(p + 2sinç> + -jç? + ^sin2cp
Зл

a

Misal 12. г = asinƏ (а > Ö) əyrisi ib  məhdud olan 
fıqurun sahəsini tapın.

Holli. Bu əyrini düzbucaqlı kordinatlarla ifadə edək: 
x2 + y 2 - a y - 0  .

x 2 + y 2 - a y  = x 2 + У —
a. \ 2 a olduğundan, axtarilan əyri

4

mərkəzi
а

nöqtəsində, radiusu г -  — olan çevrədir. Bu

л
əyri oy oxuna nəzərən simmetrikdir. Ө = — olduqda r özünün

ən böyük qiymətini alır: r = а . Əyrinin oy oxuna nəzərən 
simmetrikliyini nəzərə alsaq, (35.5) düsturuna əsasən, axtarilan
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sahəni tapmaq üçün 0,
n parçası üzrə alınan sahənin iki

mislini götürmək lazımdır.

1 2 2 
^ (G )=  2 - — a 2 j  sin2 Ə d Ə - a 2J

1 -  cos2Ө
ө  =

a
~2

2 (  I 
Ө— sin26

\

m

§ 36. Əyri qövsünün uzunluğu
Əvvəlcə müstəvi йгэппёэ' sadə əyri anlayışı verək. 

(x, y)  müstəvisinə, yəni x və у  həqiqi ədədlər olduqda bütün 
mümkün nizamlanmış (x, y)  cütlər külliyatına baxaq. x  və у  
qeyd olunmuş ədədlər olduqda (x ,y)  cütü müstəvinin nöqtəsi 
adlanır, x  və у  -ə isə bu nöqtənin kordinatları deyilir. Adətən 
(x,^) nöqtəsini müəyyən bir hərflə işarə edirlər. Məsələn, 
М (х ,у )  yazılışı müstəvi üzərində M  nöqtəsinin kordinat- 
larının x və у  olduğunu göstərir. Tutaq ki, x  və у  dəyişən- 
lərinin özləri də başqa bir t dəyişənindən asılı funksiyalardır: 
x = <p(t), у  = ı//(t). Bu funksiyaların arqumentini gələcəkdə 
parametr adlandıracağıq. Tutaq ki, <p(t)və ı//(t) funksiyaları 
шйэууэп bir \ a ,p \  parçasında kəsilməz funksiyalardır. 
Aydmdır ki, t parametrinin һәг bir qeyd olunmuş t0 e [«,/?] 
qiyməti müstəvi üzərində шйэууэп bir M  (ç>(t0), ı//(t0)) 
nöqtəsini təyin edir.

Tərif 1. t parametri müəyyən bir \ a ,p \  parçasında 
dəyişdikdə, kordinatları x = <p(f), у  = (//(/•) kəsilməz
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funksiyalarinm qiymətlərindən ibarət müstəvinin M(<p(t), ç>(f)) 
nöqtələr çoxluğuna müstəvi əyrisi deyilir.
Bu müstəvi əyrisini L ilə işarə edək. Xatırlayaq ki, \a, f i \  
parçasmın uc nöqtəbrində kəsilməzlik dedikdə birtərəfli 
kəsilməzlik nəzərdə tutulur.

Tərif 2. Tutaq ki, L əyrisi parametrik şəkildə verilmişdir 
və c - { c , , c 2) e L .  Əgər t parametrinin [#,/?] parçasından 
götürülmüş heç olmazsa iki müxtəlif t{ * t2 qiymətləri üçün 

= cı » V/ \tı) = V/ (t2 ) = c 2  ödənərsə, onda 
c = (cj,c2)e  L nöqtəsinə L əyrisinin təkrarlanma (öz- özünü 
kəsmə) nöqtəsi deyilir. Əgər t parametrinin \ a ,p \  parçasından 
götürülmüş müxtəlif qiymətbrinə L əyrisi üzərində müxtəlif 
nöqtələr uyğun gəlirə, onda L əyrisins sadə əyri deyilir. 
t parametrinin a  və (i uc qiymətbrinə uyğun L əyrisi 
üzərindəki nöqtələrə L əyrisinin sərhəd nöqtələri deyilir. Əgər 
yalmz t parametrinin t -  a  və t = /? uc nöqtələrində 
<p(a) = <p(fl), y/(a) = ı//(/3) olarsa, onda parametrik şəkildə 
verilmiş L əyrisinə qapalı sadə əyri deyilir.
Əgər L əyrisinin yalmz sonlu sayda təkrarlanma nöqtəsi varsa, 
onda L əyrisinə param etrbşdirib b ibn  əyri deyilir. Bu tərifı 
başqa şəkildə söyləyək.

x = (p[t), у  = y/{t), t ^ [ a , p ]  (36.1)
tənlikbri ib  təyin olunan L əyrisi verildikdə, [or,/?] parçasını 
e b  sonlu sayda parçalarına bölmək mümkündürsə ki, bu
parçaların һәг birində (36.1) tənlikbri sadə əyri təyin etsin, 
onda L əyrisinə param etrbşdirib b ibn  əyri deyəcəyik. 
Aydmdır ki, hər bir sadə əyriyə param etrbşdirib bibn əyrinin 
xüsusi hah kimi baxmaq olar.

Lemma 1. Нәг bir param etrbşdirib b ibn  əyrini sonlu 
sayda sadə əyribrin birbşməsi şəklində göstərmək olar.
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Lemmam isbat etmək üçün [a,/?] parçasını uc nöqtələri 
verilmiş əyrinin təkrarlanma nöqtələrində olan sonlu sayda 
hissələrə bölmək kifayətdir.
Paramametrləşdirib bilən əyriyə aid misal göstərək.
Tutaq ki, L müstəvi əyrisi

x = cost, y  = sint, 0 < t < 2 n  ф  (36.2)
parametrik şəkildə verilmişdir.
Aydındır ki, (36.2) parametrik tənliyi markəzi kordinat 
başlanğıcmda, radiusu 1 -ə bərabər olan çevrədir. \0,2л] 
parçasım [о,тг] və \л ,2л \  parçalarmın birbşməsi şəklində 
göstərək. t dəyişəni [ö,;r]-də dəyişdikdə yuxan yarımçevrəni, t 
dəyişəni [л ,2л\ -də dəyişdikdə aşağı yarımçevrəni alarıq və bu 
yarımçevrələrin һәг biri sadə pyrilərdir və deməli (36.2) 
tənlikləri müstəvi üzərində qapalı sadə əyridir.
\a, b\ parçasında kəsilməz y  = f { x )  funksiyasmm qrafıki sadə 
əyridir. Onu x - t ,  у  = y(t) ,  a < t  < b ,  kimi parametrik 
şəkildə yaza bilərik.

İndi isə parametrləşə bilən əyri qövsünün uzunluğu 
anlayışmı verək. Biz sadəlik naminə sadə müstəvi əyri 
qövsünün uzunluğu anlayışmı verəcəyik.

Fərz edək ki, L sadə əyrisi
x = <p(t), y  = y/(t), a < t  < p  

tənliyi ib  verilib. parçasında

a  = t0 < t , < t 2 = p

şəklində VT bölgüsü aparaq. M l(ç(t , ) ,y/( t ,))  i=0,...,n
nöqtələrini düz xətt parçalan ib  birləşdirək. Alınan 
M 0M 1...Mn sımq xəttinə Z-əyrisinin daxilinə çəkilmiş, T

bölgüsünə uyğun sımq xətt deyirbr. Onu 1(т) - ib  işarə edək.

/, = M,_, M t - parçasmm uzunluğu
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I 1İ I H M ,-i M , 1= -i[(p(ti)-<p(tч-i I f  + [y (  t , ) - Y (  ~)\
olacaqdir. Onda bütün /( г )=  M 0M  sınıq xəttinin
uzunluğu

I l ( T ) \ = İ \  l> l = Z V( v V ' ) - (p ( t-~ı))2 v ( (, - ı )У
i= l Ы1

olacaqdir.
T ərif3 . \a ,P \ parçasının bütün mümkün T bölgülərinə 

uyğun L əyrisinin daxilinə çəkilmiş sımq xəttlərinin uzunluqları 
çoxluğu {/(г)} məhdud olduqda Z-ə düzlənən əyri, {/(Z')} 
çoxluğunun dəqiq yuxarı sərhəddinə isə bu əyrinin uzunluğu 
deyirlər.

Bilavasitə tərifdən görünür ki, parametrik şəkildə 
verilmiş əyrinin uzunluğu müsbət ədədidir.

Düzləndirilməsi mümkün olmayan əyrilər də vardır. 
Lemma 2. Fərz edək ki, \ l ( T )  |, [ar,/?] parçasımn T-

bölgüsünə uyğun L əyrisinin daxilə çəkilmiş sımq xəttinin 
uzunluğudur. |/(јГ’ )| isə T  bölgüsünə yeni nöqtələrin əlavə 
edilməsi ilə alınan T* bölgüsünə uyğun LAn daxilinə çəkilmiş 
sımq xəttin uzunluğudur.

Onda
\ l ( T ) № t ( r ) \ .  

tsbatı. Kifayətdir ki, T* bölgüsü olaraq T-уә bir ğ 
nöqtəsi əlavə etm əkb alınan bölgü götürək. olsun.

Onda T  bölgüsünə uyğun sımq xəttdə bölgüsü
М ЫМ '  və M ' M t parçalarınm cəmi ilə əvəz olunacaqdır. 
Üçbucağın bir tərəfinin uzunluğu iki tərəfin uzunluqları 
cəmindən böyük olmadığından,
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Teorem 36.1. Əgər x = (p{t) və y - ^ { t )
funksiyalarinm [«,/?] parçasında kəsilməz törəmələri varsa,

■% ■
onda

, /«[<»./»]

tənlikləri ilə təyin olunan L -əyrisi düzlənə^iləndir və onun 
uzunluğu

/ = \yl<p’2 ( t )  + if/'2 ( t )d t  (36.3)
a

düsturu ilə hesablanır.
İsbatı. Əwəlcə L əyrisinin düzlənən olduğunu isbat 

edək. \a ,p}  parçasında VT bölgüsü aparaq. Yuxarıda

göstərildiyi kimi [«,/?] parçasınm Л/Г = {/( }”0 bölgüsünə uyğun
L əyrisinə çəkilmiş l(T) sınıq xəttinin uzunluğu

K7!  = S V W / ) “  9^t-ı)Y + И О "/=/
düsturu ib  hesablanır.

<p(0  və (//(0 funksiyalan [a,p]  parçasında 
diferensiallanan oldugundan һәг bir elementar
parçasında Laqranj teoreminin bütün şərtbri ödənir. Ona görə 
də hər bir , t, ] parçasında Laqranj teoremini tətbiq etsək, 
alarıq:
(p i t , ) -р(/м ) = < £ < * , ,

= t , -  t,_n y/(t, ) - у ( ti4 )  = ı / ( t j ,  )At , , t,_j < п, < t,
Deməli,

İ =  /

Teoremin şərtinə görə (pit) və <//(/) funksiyalarinm 
parçasında kəsilməz törəmələri olduğu üçün e b  M  >0  ədədi
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var ki, V /e [a ,/ f ]  üçün \<p'(t)\< M  ,\y/'(t)^< M  
bərabərsizlikləri ödonir. Ona görə də

< H / ( 7 j | < +  > А , < Л м ] Г л , = 4 2 М а З - а ) .
/-/ /=/

Buradan alırıq ki, [ос, ft] parçasınm У T  bölgüsü üçün daxilə

çəkilmiş sınıq xətlorin {|^(^)|} uzunluqları çoxluğu
məhduddur. Ona göro də əyri düzlənə biləndir. İndi isə (36.3) 
düsturunun doğruluğunu göstərək.

Əgər (36.4) cəmində /7, = götürsək, onda

a  = Ү ј л1<Р'2( ^ )  + 1// '2( ^ ) - А11 cəmi J<p'2( t )  + V '2( t )
i*l

kəsilməz funksiyasmm [a, ft] parçasının T  bölgüsünə uyğun 
inteqral cəmidir. Göstərək ki, d(T)=maxAtl - ± 0  şərtində

l&i&n

(36.4) cəminin limiti, ç>'2 ( t )  + 1//'2 ( t )  funksiyasmm [o r ,/? ]  

parçasında inteqrali olacaqdir. Ona görə də |/ ( г ) |-П ә  

+ 1//'2 (t) funksiyasmm ст-inteqral cəminin fərqini 

qiymətləndirək.

I л[а2 + b2 -  л/а2 + c2 !<| b -  с |
oldugundan,

At, <,11 Ф ”)| -  H  -  Ё  л/^775 Ј +  ) - \ (p ,2( ^ ) + ^ ,2( i )
1=/

^//(/)-funksiyasi [*,■-/»*<] parçasında kəsilmoz 
oldugundan \ / s  > 0 üçün 3ö  > 0 ədədi var ki, V<^,7/, e

315



üçün I -  rj' ј < S  olduqda \ı//’ ) -  y/' (77, )j < e  olacaqdir.
Buradan alariq ki,

\ \ l { r ) \ -o \< E Y j Ätl = e { p - a ) .
i - l

Teorem isbat olundu.
Əgər L əyri düzbucaqlı koordiı^rt sistemində 

y  = f ( x ) ,  (a < x < b ) tənliyi ilə verilmişdirsə və / ( x )  [or,/?] 
parçasında kəsilməz törəməyə malikdirsə onda x-i parametr 
kimi qəbul etsək, у  -  f (x ) ,  x e  M  əyrisini 
(p{t)-t,ı//{t)- 6 [a,b\ parametrik şəkildə yazsaq, L
əyrisinin uzunluğu üçün

l = i j l  + ( f ’{xy)±c  (36.5)
A

a

düsturunu alarıq.
Əgər L əyrisinin tənliyini r = g(Ə), (Ө0 <Ө<Ө1) 

şəklində polyar kordinatlarla verilmişdirsə və g(&) [Ө0, <9, ] 
parçasında kəsilməzdirsə və kəsilməz g\& ) törəməyə 
malikdirsə, onda L əyrisi düzlənəndir və onun uzunluğu

ө,  _
l = \ J g 2{e)+ g ' 2{Ə)dƏ (36.6)

Өо
düsturu ilə hesablanır.

Bunu göstərmək üçün 
x = r cos Ө -  g{Ə)cos Ө, у  = г sin Ө = g(<9)sin Ө dekart kordinat 
sisteminə keçək. Onda L əyrisini
<p = g(0)cos6, ц/ -  g(ə)sin Ө, Ө е \Ө0, Ө, ] parametrik şəkilə 
gətirə bilərik. Bu halda

x'e = r'g cos Ө - r  sin G, y'g = rğ sin Ө + r cos Ө 
olduğundan,
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ус'д + у'д я  ( r'0 cos О г sin О У + (  r ’0 sin Ө + r cos Ө)} -  г 2 + r'ə2,

alariq.
B eblikb,

/ .  j  yjr 2 + r ’ <J0 = j J g (  Ө)2 + [g'{0)\ d e

alariq.
Misiil 1 . Parametrik şokildə verilmiş 

x  = a ( t -  sin t )  у  “  a( 1 -  cos t ), 0 < t  < 2 n , {a > O) 
tsikloidasmin uzunluğunıı tapin.

Ilolli. x'(t) = a(I - cost), y' (t) = asint oldugundan.,
(36.3) düsluruna görə

2 к _____________________  2к
I -  J yfa2 ( 1 -  cos t ) 2 + a 2 sin2 idt = a j 4 2  ~ 2 cos t dx -

о 0
2/t  ̂ , 2 я

= 2a \ sin — dt = -4 a  cos — -  8a
J 2 2о z л о

Misal 2. Parametrik şəkildə verilmiş 
x = a(cost + 1 s in t ) , у  = a (sint - 1 cost), 0 < t < 2 n  əyri 
qövsünün uzunluğunu tapin.

Haiti. x' = a t  cos t , y\ = at  sint oldugundan,

лјx'2 + y '2 = л/o V  cos21 + art2 sin2 t - a t  
olar. Onda (36.3) düsturuna görə,

Misal 3. x = лЈЗ t 2, у  - 1 - 13 əyrisinin bir ilgəyinin 
uzunluğunu tapin.

Həlli. t parametrinin dəyişmə aralığını tapaq. *(/) ул 
>'(/) funksiyalarinm hər ikisi /-nin bütün qiymətbrində toy in
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olunmuşdur. x(t )=*[3t2 >0  oldugundan, bu əyri sag 
yarımmüstəvidə yerləşir. t parametri öz işarəsini dəyişdikdə 
x(t) öz qiymətini dəyişmir, y(t) isə işarəsini dəyişdiyindən 
baxılan əyri ox oxuna nəzərən simmetrikdir. Bu əyrinin ox 
oxuilə kəsişmə nöqtəsini tapaq. y - 0  götürək. Onda t - 13 =0  
tənliyindən t, = 0,  t23 = ±1 alanq. t = 0 oldu^öa x(r) = 0 olur, 

yəni bu əyri kordinat başlangıcından keçir. x(t2) = x(t3 ) = J~3

oldugundan {лЈз, о) nöqtəsi bu əyrinin yeganə öz-özünə kəsmə 
nöqtəsidir və bu nöqtə absis oxu üzərində yerləşir. Bu isə onu 
göstərir ki, t -nin dəyişmə aralığı [ - 1,1] parçası götürülməlidir. 
(bax, şəkil 4.11)

x' = 2 ^ 3 1, y , = l - 3 t 2 oldugundan, тјх1,2 + у ’,2 = 1 + 3t2 olar. 
Onda (36.3) düsturuna görə

1= j ( l  + 3t2)dt = 4.
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Misal 4. y 3 =2px ,  (0 < x < x „ ) əyri qövsiinün
uzunluğunu tapin.

Həlli. Aydındır ki, x e [ö ,ı„ ]  olduqda y 2 = 2px  
əyrisinin amala gətirdiyi müstəvi fıquru их oxuna nəzərən 
simmetrikdir. Ona göra da у  = J J p x , x e [ö , х0\ əyrisinin 
uzunluğunun iki ınislini gütürmək lazımdır.

у 3 — 2px  tənliyindən y  = ± J J p x  , y ' = ± — ~ =  = ± - r£ =
2yj2px -J2px

alariq.
Onda (36.3) dUsturuna göra

I = 2 1 f c Z  л  „  / j  I / + j l .  A = 2? lE E ^  ck
2px  J V 2ДГ J 4 T x

= 2 ] 4 е + У р 1  dx -  г У р + у л Ј  d { j 2 İ )
о V 2x n

alariq.
Sonuncu inteqralda \[Yx ■ I avəzlaməsi aparaq. 
x = 0 t = 0 , x »  xn =$ I ** y[2~xn . Onda,

d { j l x ) = 2  j  yjp + t 2 dt =

= [tylp + t 1 + pln[i + y]p + t 2))

xo +л1хо + -
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B eblikb, 1 = 4 2 - A x0 + pin-
“t" - / Хл 4~

/

Misal 5. x = —y 2 -  — Iny, ( l  < у  < e )  əyri qövsünün 
4 2 ф

uzunluğunu tapin.
Həlli. Verilmiş əyrinin tənliyində у  dəyişəni arqument,

x isə _y-dən asılı funksiyadır. Bu funksiya [ l ,e \  parçasında 
təyin olunmuş kəsilməz funksiyadır və kəsilməz törəməyə 
malikdir. Aydındır ki, bu əyri qövsünün uzunluğu

(36.7)

düsturu ib  hesablanır.

x' = — — — olduğundan, 1 < у  < e  olduqda
2 2y

' l1 + х'у ~ \ Г +

-  \ 1 + у1 + ±

2 2y
J n Ş - U 1

2 4 /

y J + 2 y 2 +1 y 2 + l  1
{2  4 4 y 2 Уј

olar.
Onda (36.7) düsturuna görə 

, \  , '  .2

4 ? 2 у
y  +

+
1_

У
dy  = — 

2
У_
2

+ l n y
2 2

У

e 2 +1

Misal 6. y  = lncosx  

uzunluğunu tapın.

0 < x < a <
тс əyri qövsünün



11 alii, y ' m    sinx = -tgx  oldugundan, x e \0, a]
cosx

olduqda J l  + y ' f  '■ *JT+tg2x = —-— olar . Onda (36.5)
cosx

düsturuna göro
✓  ч  arir (  tr v ̂

= In i
, r dx ,I -  j  •  Intg

i  C O S X

(  n  X4
 1—

K4 2 j
1 1 1

, n  a 
t g \ -  + -  

1 4 2

Mi.sal 7. X s  + y s = a 3 (a > 6) astroidinin uzunluğunu
tapin.

Həlli. Məlumdur ki, astroid əyrisi ox və oy kordinat 
oxlarina nəzərəıı simmetrikdir. Astroidin dörd təpə nöqtəsi 
vaıdır: A,(0,a), A:( ü , - a),A3(a ,0 ) ,A j~  a,0). Birinci rübdə

astroid əyrisinin tənliyi у  = 

olar.

(  2 l \
a 3 -  x 3 , 0 < x < a  şəklində

г ( 2  2Л2( _L _i f  -  ЛJ
a 1 - x 3 f - - x 3 = —x  3 a 3 -  x 3

" 2 \  ) l  3) 'v У
, 0 < x  < a ,

y ' 2 = x~~3
(  2_ 2_\  

a 3 -  x 3 , 0 < x  < a ,

f  2 2 \

a 3 - x 3
a
Ху

f a V
yX;

(a \>Ы
astroid əyrisinin I rübdə yerləşən hissəsinin uzunluğıı adi
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mənadayox, — funksiyasmm [О, a\  parçasında II növ qeyri-
vA/

məxsusi inteqrali kimi başa düşülür:

J a

f[ — dx = lim a s f —7 - = a 3 limJ ^ ү J e->0+ _ £-»0+

7 3 — /гот
2 c-»°+

2 £ 
- £ J

x J
б-*0+ 2

3

a . .

Bütöv astroid əyrisinin uzunluğunu tapmaq üçün I rübdə 
yerbşən hissənin uzunluğunu 4-ə vurmaq lazımdır. B eblikb,

1 - 4  — а - 6  a .
2

Misal 8. г  = а -Ө  ( а > 0 )  Arximed spiralmın 
0 < Ө < 2 п  olduqdauzunluğunutapin.

Həlli. r'e -  a  oldugundan,

yjr2 + rğ2 = лја2 + a 2O'2 = ayl l  + Ө2 olar. Onda (36.6) 
düsturuna görə

2тс --------
/ = a |V 7  + 0 2 dƏ.

2ж
I  = J V7+ Ө2 d 6  inteqralim hissə-hissə inteqrallama metodu ib

0

hesablayaq. и = + 0 2 , dG = d o  götürək. Onda
J 0 d t  _ .
du = ,....  , t> = Ө olar.

4 Т + Ө 2
I  2n 2* Q2 ,U I-------- In 2l

1 = Ө4Т+Ө2 -  f L  =W/-r6>-; - /+  f
0  i  J 14 - R2 0 i

dt

0 J l  + Ө2 ’
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Buradan,

2 1 шӨу[ Т + ө 2 2п +1п\ө+ЈТ+~ө
п

* 2 лу[1 + 4 л 2 + 1п(2л + л / 1 + 4 л 2 )

/  =  л\11 + 4 л 2 + —1п\2л + -ЈТ+4л2 
2 v

2 п

alariq. Onda

/ = a лу[1 +  4 л 2 + — 1п ( 2 л  + уҺ + 4 л “

Misal 9. г ■ a(l + cosƏ) (a>0 , 0 < Ө < 2 л ) kardioid 
əyri qövsüııün uzuııluğunu tapın.

H alll .  m -asinö  oldugundan,

^jr2 + r'J -  {l + cos o f  + a 2 sin2 Ө = a V  2  + 2cosƏ -

+ cösƏ) -  a^4cos 2<L
2

0
■ 2« cos — = .

2

Ө
2 a cos— , 0 < Ө < л ,

2
Q

- 2 a c o s — , л < Ө < 2 л .  
2

Onda (36.6) dllsturuna gttrə 
0I = 2aj cos -  dO = 2 a j c o s - d 0 - 2 a j  cos—d Ə -

2n Ө

я 2 a 2 sin
0

- 2 a  -2sin
Ө

2n
= 4a  + 4a  = 8a .

323



§37. Fəza cisminin həcmi.
Üç ölçülü R 3 Evkilid fəzasında M 0(x0, y 0, zQ) e  /?3

nöqtəsini qeyd edək.

\M0M\ = -J(x -  x0)2 + (у -  у  „У + ( z - z 0) < R 

bərabərsizliyini ödəyən М(х, у, z)  nöqtələr çoxluğuna mərkəzi 
M 0 - nöqtəsində olan R -  radiuslu qapalı kürə defft ir.

Mərkəzi M 0 nöqtəsində, radiusu s  olan kürənin daxilində 

yerləşən nöqtələr çoxluğuna M 0 nöqtəsinin e  ətrafı deyilir. 
Tutaq ki, üç ölçülü fəzada шйэууэп bir {M } çoxluğu
verilmişdir.

Əgər A nöqtəsi һәг hansı £ ətrafı ilə birlikdə { М } 
çoxluğuna daxil olarsa, onda A nöqtəsinə bu çoxluğun daxili 
nöqtəsi deyirbr. Əgər A nöqtəsinin e b  £ ətrafı varsa kı, bu 
ətrafın {M } çoxluğu ilə heç bir ortaq nöqtəsi yoxdur, onda A-  

ya {м} çoxluğunun xarici nöqtəsi deyirbr.
Əgər A- çoxluğunun ixtiyari ətrafmda һ ә т  {м }  

çoxluğuna daxll olaıı, һ ә т  də daxil olmayan nöqtəbr varsa, 
onda A -y a  {M } çoxluğunun sərhəd nöqtəsi deyirbr. Sərhəd 
nöqtəbri çoxluğuna isə {M } çoxluğunun sərhəddi deyilir.

Əgər {M } çoxluğunu sonlu radiuslu kürə daxilinə
almaq mümkündürsə, onda { м } -  ә məhdud çoxluq və ya
məhdud cisim deyirbr.

Orta məktəbdən beb  cisimbrdən piramida, prizma, kub, 
konus, silindir və digər çoxüzlübrb tanışıq. Bu cisimbrin 
həcmbrinin hesablanması qaydasını bilirik. Bu cisimbrin 
həcm bri additivlik, invariantlıq, monotonluq xassələrinə 
malikdir. Digər fıqurların һ ә ст  anlayışım da elə təyin etməliyik 
ki, bu xassələrə malik olsun. İxtiyari məhdud F  -  cisminə 
baxaq. Bu cismin daxilində yerbşən bütün mümkün çoxüzlü
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cisimləri P, onu daxilində saxlayan çoxüzlü cisimləri Q ilə 
işarə edək. P  və Q -  nin həcmi məlumdur.

F  -  in daxilində yerləşan P  çoxüzlülərinin həcmbri 
çoxiuğu olan {ju{P)} ədədi çoxluğunun dəqiq yuxan 
sərhaddina, yəni jut = /л ,(ғ)  = supju(p)  ədədinə F  cisminin

PczF

aşağı həcmi deyilir.
F  cismini daxilinə alan Q çoxüzlülərinin həcm bri çoxluğu olan 
W ö )}  ədadi çoxluğunun dəqiq aşağı sərhəddinə, yəni

м = м ( ғ )  = inf  pıİQ) ədədinə F  çoxluğunun yuxan həcmi
0=ғ

deyilir.
T ərif 1. Əgər /.ı, = / / ‘olarsa F  fəza cisminə kublanan 

cisim (yəni, həcmi olan ) deyilir. /и = /л{Ғ)  = / /* = / / ,  ədədinə 
isə F  cisminin həcmi deyilir.

Teorem 37.1. F -  cisminin kublanan olması üçün zəruri 
və kafı şərt, V f > 0 üçiin F  -  i daxilində saxlayan e b  Q v ə F -  
in daxilinda yerləşən elə P -  çoxüzlüsünün varlığıdır ki, 
ju(q) -  / j (p)  < e  olsun.

Bu teoremin isbatı müstəvi fıqurların kvadratlanan 
olması haqqında teorem 34.1-ә analoji qaydada aparılır.

Qeyd. Bu teoremdə P və Q çoxüzlüləri əvəzinə ixtiyari 
kublanan P  və Q cisimbri götürsək, onda teorem уепә da öz 
gücündo qalır.

T ərif 2. Əgər fəzada verilmiş nöqtələr çoxluğunu həcmi 
kifayət qadar kiçik olan çoxüzlü daxilina almaq mümkündtlrsə, 
onda deyirbr ki, bu nöqtələr çoxluğunun həcmi sıfıra 
bərabərdir.
Bununla əlaqədar yuxarıda qeyd olunan teoremi aşağıdakı 
şəkildə də demək olar.

Teorem  37.2. F  cisminin kublanan olması üçün zəruri 
va kafı şərt, onun sarhaddinin hacminin sıfxr olmasıdır.
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Kublanan cisimlərə misal olaraq silindiik cismi göstərə 
bibrik. Silindiik cisim doğuranı kordinat oxlarından һәг hansi 
birinə paralel olan silindrik səthb və həmin kordinat oxuna 
perpendikulyar müstəvibrlə əhatə olunmuş fəza cisminə 
deyilir.

Müstəvibrin silindrik səthlə kəsişməsi müstəvi fıquru 
yaradır və bu müstəvi fıqurlar silindrik cismi# oturacaqlan 
adlanır. Silindrik cismin oturacaqları arasındakı h məsafəsinə 
silindrik cismin hündürlüyü deyilir. (şəkil, 4.12)

Şəkil 4.12
Teorem 37.3. Əgər Ғ  silindrik cisminin oturacağı kvad­

ratlanan G  müstəvi fıqurudursa, onda F  kublanandır və onun 
həcmi G  oturacağının sahəsi ib  silindrik cismin hündürlüyü 
hasilinə bərabərdir: /j (f ) = ju{G) ■ h .

Həcmi sıfır olan səthə misal olaraq f , g , ( p  kəsilməz 
funksiyalar olduqda, s  = f  ( x , y ) ,  у  = g ( z , x ) ,  x  = (p[y,z)  
şəklində aşkar verilmiş səthbri göstərə bibrik.

Qeyd edək ki, Ғ  -  cismi bir neçə kəsilməz funksiyalarla 
məhdudlaşmışdırsa, onun hocmi vardır,

Fərz edək ki, Ғ  cismi qapalı səth ib  məhdudlaşıb və onun 
kordinat oxlarına perpendikulyar kəsiyinin sahəsi məlumdur. 
Ümumiliyi pozmadan tutaq ki, ox oxuna x nöqtəsində 
perpendikulyar kəsiyin sahəsi S (x )- məlumdur. Cismin ox
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oxuna paralel x = a  və x  = ft müstəviləri arasmda yerləşdiyini 
fərz edok və tutaq ki, a < b  .
Cismi x0 = a, x  = x x n = b müstəviləri ilə hissələrə bölək. 
x  = x, və x = x(+1 müstəviləri arasındakı qata baxaq. [x,, x,+1 ] 
parçasında S(x) funksiyasmm maksimum qiyməti M ,(x), 

minimum qiyməti isə w,(x) olsun. Onda m} < S ( x ) <  və 

baxilan cismin oturacaqları x  = x, və x = x,+! müstəviləri olan 
hissələri, M \ x t — X (+1) düz silindirinin daxilində yerləşəcək və 
о m,(x(+1 -  x() düz silindirini daxilində saxlayacaq. Bu

n-I n-1
silindirlərin də həcmi uyğun olaraq ^ M tAxt və

1=0 Ы0
olar. Bu cəmlər S(x)  funksiyasmm [a, ft] parçasında uyğun 
olaraq yuxari və aşağı Darbu cəmləridir . Onda maxAxt —» 0 

şərtində limitə keçsək, axtarilan F  cisminin həcmi

/ i ( F ) - f s ( x ) *  (37.1)
a

olar.
x2 y2 z2Misal 1. —  + ^ 7  + —  = /  ellipsoidinin həcmiııi tapin.

Həlli. Ellipsoidi x - c o n s t  müstəvisi ilə kəsək. 
-  a < x < a . Onda ellipsoidin tənliyindən

b2
f 2 >
[ / - -2 c2
К a J I « )

x 2 . x :alariq. Bu isə yarım oxları b ^ J — j  və c ^ / — j- olnn

X 2 V2
ellipsdir. Məlumdur —  + ^  = 1 ellipsinin sahəsi S m n a h
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düsturu ilə hesablanır. Ona görə də kəsikdə alman ellipsin 
sahəsi

S(x)  = n b J l  = n b c
(  2 \

1 -  —
2

V *  у

( -  а < x < а)

olacaqdir (bax, şəkil 4.13). Onda (37.1) düsturuna görə 
ellipsoidin həcmi ф

a a /  2 ^

ju(f ) =  | 5 ,(x)tic= 1 - - j
-a  -a  \  ^  J

dx = 7tbc
3a2

- —n a b c .
3

Xüsusi halda a  = b = c götürsək, onda kürənin həcmi üçiin 

məlum V = —n a 3 düsturunu alariq.

Misal 2. x 2 + у 2 + z 2 = 1 6  kürəsinin x = 2 x = 3 
müstəviləri arasında qalan hissəsinin 
həcmini tapın.

Həlli. Verilmiş kürəni x =  const müstəvisi ilə kəsək. 
2 < x < 3 .  Aydındır ki, kəsikdə dairə ahnacaqdır. Kürənin 
tənliyindən y 2 + z 2 = 16 -  x 2 alarıq. y 2 + z 2 = 16 -  x 2 radiusu

► x
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olan çevrədir. Kəsikdə alınan dairənin sahəsi
S(x) =  л ■ r 2 =  7 r ( l 6  - x 2) , x e[2 ,  З] 

olacaqdir. Onda (37.1) düsturuna əsasən, axtarilan həcm

л хЈЛ
1 6 x ~  —

к 3 ,
=  9 - n  

3
/л{Ғ)= |s (x ) iic  = n^[ l6  -  x 2}dx = я  

2 2

Misal 3. x 2 + y 2 = a 2 , z = л/з у  , (y>0),  z = 0  

səthləri ilə məhdud olan cismin həcmini tapın.
Həlli. Verilmiş cismi x = const müstəvisi ilə kəsək. 

Kəsikdə düzbucaqlı üçbucaq alınır. Bu üçbucağın sahəsi

S(x) = ^ y ( x ) - z ( x )  = ^ y l a 2 - x 2 - 4 з ^ а 2 - x 2 = ~ ~ { а 2 - х 2) ,

- a < x < a  olacaqdir. Onda (37.1) düsturuna görə, axtarilan 
һ әст

j u( f ) =  = ^ ~  J ( ö 2 - x 2 ) d x  = ^ - - 2 ^ ( a 2 -  x 2 ) d x  =

=  V i  a 2x  -  ■

2

a 2 Ј З
a 3 .

x 2 y 2 z 2
Misal 4. —t  + ^ - t— 7  = 7 ,  z = ±c səthbri ilə məhdud 

a  b  с

olan cismin həcmini tapin.
Həlli. Bu fəza cismi x o y  müstəvisinə nəzərən sim­

metrikdir. Ona görə də cismin z > 0  yarımfəzasında yerb$on 
hissəsinin həcmini tapib, iki mislini götürmək lazımdır. Bu 
cismi z  = c o n s t  müstəvisi ib  kəsək. 0 < z  < с  ödənmalidir. 
Səthin tənliyindən

** у2 , ^—т ^— г ~ 1 — г 
а 2 b 2 с 2
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və yaxud

a
+ -

7 + b2
= 1

Bu isə yanmoxlan uyğun olaraq a J l  + —2~ v ə A . l  + ~ j  olan
с w у с

ellipsdir. Məlumdur ki, yanmoxlari uyğun olaraq a və b olan

f !
a 2
J  v2■ + z— = l  ellipsinin sahəsi S  = n a b  -dir. Ona görə də 

Ъ

yarimoxlari aJJ  + —  və b^J  + — olan ellipsin sahəsi

S(z) = n a b
_2 \

/  + - olacaqdir. Onda (37.1) düsturuna görə,

axtarilan һәсгп
с а г

/ј (ғ )= 2Ј S(z)dz =2nab^\ 1
.2  \

+ ■
f

dz = 2 n a b z + ■
с2 3

\
= 2nab\ C +  — C 

I 3
8 Һ= —n a b c . 
3

x 2 у2 с
Misal 5. + z = —x , z  = 0 səthləri ilə

a 2 b2 a
məhdud olan cismin həcmini tapin.

Həlli. Verilmiş cismi у  = const müstəvisi ilə kəsək:
- b < y < b .  Kəsikdə düzbucaqlı üçbucaq alınacaqdır. Kəsikdə
alınan üçbucağm sahəsini tapaq. Ellipsin tənliyindən

x( y ) = ] j y ( b 2 - y 2)

alarıq.
Onda kəsikdə alınan düzbucaqlı üçbucağın sahəsi
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S { y )  -  f}  x(j/)z(y) -  Jb1 -  / ) ■ -  У  ) =

7 a c ,

(37.1) düsturunu görə uxtarılaıı һәсш 
I ас

М{Ғ) -  f S’Cvkv в ^ Г  j “  / ) #  = ' 2 Ј =

а С \ 1.3
т г  \ b y = —a b c . 

3

§38. Fırlanmarian alınan cismin həcminin 
hesablanması.

Fərz edok ki, f ( x )  funksiyasi [a. b\ paçasında
kəsilməzdir. / ( * ) -  in qafiki, x = a və x = b düz xətləri
arasında qalan mUstavi fiqurun (oyrixatli trapesiyamn) o x - oxu 
ətrafında firlannmsmdan alman cismin həcmini hesablayaq.

Teorem 38.1. [u,/)J parçasmda kəsilməz у  = /М 
funksiyasmm qraliki, x = a , x  = b və y  = 0 düz xətlərinin 
э т э Ь  gotirdiri əyrixətli trapesiyamn ox oxu ətrafında
fırlanmasından alman F  cismi kublanandır və onun həcmi 

һ
V я тгј f 3(x)dx (38.1)

a
düsturu ib  hesablamr.

İsbatı. [</,/>] parvasinda
T :a = x0 < x, < x 7 < ......< x„ -  b bölgüsü aparaq. [xM, x, ]
parçasında f(x)-  in on kiçik qiymati m, ,ən böyük qiyməti M  t

olsun. Oturacaqlari [хм ,х,] (/ = l ,n )  parçası, hündürlükbri isə
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uyğun olaraq mt və M t olan düzbucaqlılara baxaq. B eblikb, 
iki pilbvari müstəvi fıqur alanq. Bu pilbvari fiqurlardan biri 
əyrixətli trapesiyam daxilinə alır, digəri isə əyrixətli 
trapesiyamn daxilində yerbşir.
Əyrixətli trapesiyanın və bu iki pilbvari fiqurun ox oxu 
ətrafmda firlanmasından F  cismi və iki pilbvari cisim ahmr.

Нэг iki pilbvari cisim oturacaqlari Ax, = xM -  xl i = l ,n

olan, hündürlükbri isə uyğun olaraq, ml və M t olan
silindirbrdən ibarətdir. Bu cisimlərdən biri F  cisminin 
daxilində yerbşəcək. Onun həcmi

П
v d = л ^ т * А х ,  .

İ=J

Digəri, F -  cismini daxilində saxlayacaq. Onun həcmi

<=1

olacaqdir. Bu cəmlər isə л/"2(х) funksiyasmm uyğun olaraq 
aşağı və yuxan Darbu cəmləridir. л /'2(х) kəsilməz oldugundan 
inteqrallanandir. Ona göra bu cəmlərin fərqi [a,b] parçasınm 
müəyyən bir bölgüsü üçün əvvəlcədən verilmiş kifayət qədər 
kiçik e  > 0 ədədindən kiçik olacaqdir.

Vx - V d <8.
B eblikb, baxilan cisim kublanandır. Vd və Vx cəmbrinin
limiti isə d ( T ) =  maxAX' -> 0 şərtində

ь
V = 7гј f 2(x)dx

a

olacaqdir. Teorem isbat olundu.
Teorem 38.2. \a, b\ parçasında kəsilməz, mənfi

olmayan / ( x )  funksiyasmm qrafiki, x = a,  x -  b və y  = 0
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düz xətlərinin əmələ gətirdiyi əyrixətli trapesiyamn oy  oxu
ətrafında fırlanmasından alınan cismin həcmi

ь
V = 2 л \ х / ( х ) Ј х

a
düsturu ilə hesablamr.

M isa l  1. y - b

(38.2)

(0 < x < a ) əyrisinin ox oxu

ətrafmda fırlanmasından alınan cismiıı həcmini tapın. 
Həlli.  (38.1) düsturuna görə axtarilan һәст

о vа '  а 3 0

пЪ 2

а

7

£ İ
7

3

= —л а Ь 2 , 
7

M isal  2. у  = 2х -  х 2 , у  = 0 əyrisinin ох oxu ətrafinda
fırlanmasından alınan cismiıı həcmini tapin.

H əlli .  у  = 2х -  х 1 oyrisi ilə у  = 0 absis oxunun kəsişmə
nöqtələri x,= 0 V3 x 3= 2 nöqtələridir. Beləliklə, x dəyişəni
[0,2] parçusındu doyiyir. (38.1) düsturuna görə 

;  2
V = n \ ( 2 x - x 2)d x  = n \ (-4x2 - 4x3 + x4)dx =

n
X  •’ 4 X  •’ Л

4  л H—
1 6 л

Т Г

M isa l  3. х 2 +  ( у  -  h ) 2  =  а 2 (О <  а < b )  əyrisinin ох 
охи ətraf'ında lirlunmusından alman cismin həcmini tapm.

Həlli.  Vcrilmiş ayri nıərkəzi (0 ,b ) nöqtəsində və 
radiusu а -ya ЬэгаЬэг olan çevrədir və aydındır ki, bu əyri həm 
oy  oxuna nəzorən simmetrikdir və həm də у  = b düz xəttinə 
nəzərən simmetrikdir. Çevrənin y  = b düz xəttindən yuxanda
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qalan hissəsinin tənliyi y , = b  + y]a2 - x 2 , aşağıda qalan

hissəsinin tənliyi isə y 2 = b -  л/а2 - x 2 şəklindədir və |x| < а . 

Onda (38.1) düsturuna görə axtarilan həcm
a a ________  a

V = л ј ( у ?  (л:) -  у  2 (x))dx = л ј  4bл/ a  -  x 2 dx = 8b л ј  у] a 2 - x 2 dx.
-a  -a  ^

Sonuncu inteqrali hesablamaq üçün x = asirı t  əvəzləməsi 
aparaq:

7Г
x = 0 = > t  = 0 ,  x  = a = >  t = — , dx = a c o s t d t .

2
Я  Я

2  ~2

Onda J  4 a 2 - x 2 dx = a 2 J  c o s 2 t d t  = — j ( l  + cos 2t)dt  =
0 0 2 g

a 2 (  1 . 4
t + — sm 2t

, 2

2 n  a 2

4
2

B eblikb, V = 8b л  = 2 n 2a 2b .
4

Misal 4. у  = sinx  , у  = 0 (О < x < л )  müstəvi 
fiqurunun oy  oxu ətrafında fırlanmasından alman cismin 
həcmini tapm.

Həlli. (38.2) düsturuna görə
Я  Я  f  Я  4

V = 2л  J  х  • sinx dx = - 2 n ^ x d  (cosx) = - 2  т х ■ cosx  |* - J  cosx dx
о  о  V о

= - 2 л [ х  cos х|* -  sin х  £ )= - 2 л  ( - л )  = 2 л 2 .

Misal 5. ( у  -  х)2 = х 3 əyrisinin iki budağı və jc = 1 diiz 
xəttinin əmələ gətirdiyi müstəvi fiqurunun ox  oxu ətrafında 
fırlanmasmdan alınan cismin həcmini tapın.
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H əlli .  { у  -  x У = x J əyrisinin budaqlannı tapaq.

у - Х  = ± y [ x *  . y ,  = X  + y f x *  , у 2 =  X  -  y f x *  . Əyrinin
tənliyindən aydındır ki, x > 0  olmalıdır. Beləliklə, x  
arqumentiniıı dəyişmə aralığı 0 < х < 1  olmalıdır. Aydındır ki, 
Уј = x + xyfx vo y j  = x -  xyfx funksiyaları [ö,/] parçasında 
kəsilməz, menfi olmayan funksiyalardır və V x e[0 ,i] üçün 
0 < .уДх) bəraborsizliyi doğrudur (bax, şəkil 4.14).
Ona görə do axtarilan hocm

2 о

M isa l  6. дг ■ ı ı ( t - s i n t ) ;  у  = a ( l - c o s t )
( O ü t  & 2тг) oyrisiııin vo у  = 0 düz-xəttinin əmələ gətirdiyi 
fiqurun ox oxy  otrafında fırlanmasmdan alınan cismin
həcmini tapın.

H əlli .  I purunıetri [() ,2n]  parçasında dəyişdikdə x 

dəyişəni [0 ,2па]  parçaeında doyişir.
Ona görə bu müstəvi fiqurunun ox oxu ətrafinda 

fırlanmasından ulınuıı cismin hocmi
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2 л  а

V - я  J у 2dx
о

düsturu ilə hesablanacaq.
2ла 2ж

V =  n  J у 7 dx = я  | a 2(i -  c os t )2 ■ a( l  -  cos t)d t  =
о 0

2 л  2 л  ^  л

= я  a 3 J ( i  — cos t )3 dt = 8 я  a 3 J sin6 — dt =16 я  a 3 J sin6 z  d z .
0 0 2 Q

Л
я  2

Yuxarıda göstərmişik ki, ^ f ( s i n x )d x  = 2Ј f ( s in x )d x  (bax, II
о о

fəsil, §21). Ona görə

Şəkil 4.14
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п /

j sin xdx =2 j  sin6 xdx

Digər torəfdən yuxarıda göstərmişik ki, (bax, I fəsil, §12)
г . a j 5x  1 . .  3 . . i
sin xdx =  sin 2x  + —  sin 4x + —  sin 2x + C  .

J if] 4 ^  ля
Demoli,

64 48

f . 6 , 5x 2 1 2 3
1 sın z  dz =— — sin2x н-----sin4x
i  16 0 4 0 64

2 1 . 3 \2 5 лH sin 2x \ =■
48 32

B eblikb,

л /
К = 16л  a 3 ^ sin6 z d z  = 3 2 л  a 3 J  sin6 z d z  = 3 2 л  a

15 n

~48~2
= 5 л 2 a 3

Misal 7. x = a{t -  s in t)  ; у  -  a ( l  — cos t)

(O < t  < 2 л )  və >' = 0 düz-xəttinin əmələ gətirdiyi milstovi 
fiqurunun oy oxu ətrafinda firlanmasindan alman cismin 
həcmini tapin.

Həlli. / parametri [0,2л-] parçasında dəyişdikdr» x 

dəyişəni 0 -dan 2 л  a -ya kimi dəyişir. Bu müstəvi fiqurunun oy  
oxu ətrafında firlanmasindan alman cismin hocmini (3X.2) 
düsturu ib  hesablayacağıq:

2л a

V = 2 л  ^ x y d x .
о

2 л

V = 2 л  ^ x y d x  = 2 л  J a ( ?  -  s i n t ) - a ( l - c o s t ) - a ( l - c o s t ) d t
2ла
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2 я  а 3 1(/ -  sint)- (1 -  cost)2 dt =
2 л

о
f  2)г 2к

= 27ГД5 Ј /( /-С 0 5 г )2Л -  J  sint ( l - c o s t ) 2 dt 
\ 0  0

Aydindir ki, ^

J sint( l  -  co s tУ d t =  J ( /  -  cos tY  d ( l -  cost)  = —— j  = О

2 it 2it
j t ( l - c o s t ) 2 dt  = J t ( l -  2 co s t  + c o s 2 t)dt =  
о  0

= J t d t - 2 j t c o s t d t  + j t ^ ^ d t  =

2л

+ -L L. 
2 2

о
2л 2л

- 2  j td ( s in t ) -
2 4

V
/

2л

+

= З л  .

(Burada hissə-hissə inteqrallama metodunun köməyi ib
2яг 2ir

asanlıqla göstərmək olur ki, J / (sin/) və J t d (sin2t)
о  0

inteqrallan sıfra bərabərdir). Onda aydindir ki,
V = 2 л и 3 • З л 2 = 6 л 3a 3 .
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#39. F ırlannıadan alınan cismin yan 
sothiniıı sahəsi

Ortn maktabdan r- radiuslu kürənin səthinin sahəsini 
S  = 4л7' 2 düsturu ilo. hündürlüyü h və oturacağmın radiusu r  
olan sillndlrln yıtn lƏthinin sahəsini S  = 2 л г һ ,  radiusları r və 
R, hündürlüyü h olan kəsik konusun səthinin sahəsinin 
S = n ( R  t r )  düsluru ilə hesablayırdıq.

Indi iso Ьэ/i sado əyrilərin müəyyən bir ox ətrafmda 
firlanmasindan nlman cismin səthinin sahəsini hesablayaq.

Teorcnı 39.1. Tutaq ki, у  = f ( x )  funksiyasi \a ,b\  
parçasındıı kosilməzdir vn kosilməz törəməyə malikdir. Onda 
əyrixotli İHrpcsiyanın ox oxu ətrafında firlanmasindan alınan F  
cisminin yun snthi

5  -  2 n \ baf ( x ) 4 İ + f ,1(x)dx  (39.1)

düsturu ib  hcsablanır.
Islnılı. [«.ft] parçasında T = {x0,x , ,  ,xn} bölgüsü

f  ш \
aparaq. l » 0 , n - J  parçasında aralıq nöqtələri

V /

olaraq ■ *L götllrek. ( £ , / ( £  ))nöqtəsində y=f(x)

funksiyasmm qrulikinə toxunan çəkək. (şəkil 4.15) Bu 
toxunamn tonllyi у ■ / ( { , ) +  şəklindədir. Bu
toxunanııı x  * Xt vo x  ■ хы  düz xətləri arasında qalan 

hissəsinin uzunlujunu tııpaq. (X ( ,/ te )+ / '( f ,X * , -  ■?,))v=
nöqtəbri arasındakı məsafə

л 1 ( х и , - х У  + [/'(£  Ъ м  -*«)Г = V M / t İ F  ’ >
(/к , = x l+l - х () olacaqdir.
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Aydindir ki, bu toxunanın x = x, və x -  хм  düz xətləri
arasmda qalan hissəsinin oz oxu ətrafmda firlanmasindan kəsik 
konus yaranır və bu kəsik konusun yan səthinin sahəsi təqribən,

A f  ( x, )  + /(* ,+ /))' л ^ + i f W  ■ Ac, olacaqdir. 
i indeksinə 0 -  dan ( n - 1 ) -  ə qədər
qiymətlər verib cəmləsək, bütün kəsik konusfinn yan 
səthlərinin sahələri cəmini alarıq:

M * / )) + Ä x,+, y f 1 + ' Ax, (39.2)
i=0

Aydindir ki, G  əyrixətli trapesiyamn ox oxu ətrafında fırlan- 
masmdan alman F  cisminin yan səthinin sahəsi 
olaraq təqribən (39.2) cəmi götürtilə bilər:

s  * ( / f o ) + ) Wy + •  Ax,
i= 0

d ( T ) = maxÄXj T bölgüsünün diametri olsun.
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n - l  j---------------------------------------------

Aydindir ki, (39.2) ifadəsindəki, n ^ f ( x ) } y j l  + { f ' (ğ ) ) 2 ■ Axt
i-0

və
n - l  I-------------------------------------------

л ^ ј / ( х н-1 ) \ 1  + & ' ( £ ) У  'ÄXi toplananlann һәг ikisi
i-0

n  / { x h j l  + ( f  '(x) Y  funksiyasi ilçiin Riman inteqral cəmidir.

Teoremin şərtina görə л  f ( x ] y ] l  +  ( f ' (x ))2 funksiyasi [a, b] 

parçasında inteqrallanan oldugundan, (39.2) cəmində
d { r ) - > 0  şortindo limits keçsək, G  əyrixətli trapesiyamn ox 
oxu otrafinda firlanmasindan alman cismin yan səthinin 
sahəsini alanq.

s =lt m„ л Ү ј ( f (  x>) +A x'+i )W 1 + { f ' t e ) Y =
*  1 1-0

= lj mnn Y , A xı y ! 1 + ( f ' { ç ) y  +л~*о “Т"
* * / “ i /  ,  i j  H « : I '  . 4 "

+l! mnn Y , f (  xı*ı • **1= 2 n \  f ( x )\lI + ( f ' ( x ) Y dx-
1-0 a

Teorem isbat olundu.

Misal 1. Morknzi kordinat başlanğıcmda radiusu r olan 
yarımçevrənin ox oxu otrafinda firlanmasindan alman səthin 
sahəsini tapın.

Halli. Мэгкп/i kordinat başlanğıcında, radiusu r olan

yarımçevrənin tonliyi у  = \ l r 7 - x 2 ( -  r  < x < r )  şəklindədir. 
Onda (39.1) düsturuna əsasən,



Tutaq ki, xoy  kordinat müstəvisinin yuxan yarımmüstəvisində 
düzlənən AB  əyrisi verilmişdir. Tutaq ki, AB  əyrisi .

parametrik şəkildə verilmişdir. Burada / parametri A 
nöqtəsindən bu əyri üzərində olan dəyişən М(ф>) nöqtəsinə 
qədər olan qövsün uzunluğu götürülür. Aydindir ki, M  nöqtəsi 
əyri boyunca A nöqtəsindən В  nöqtəsinə dəyişdikdə / parametri 
0 -  dan ju - yə qədər dəyişəcəkdir. Burada ju AB  əyrisinin 
uzunluğudur.

Tutaq ki, (p(l) və ı//(l) funksiyaları \0,/л\ parçasında 
kəsilməzdir və kəsilməz törəmələrə malikdir. AB  əyrisi 
düzlənən olduğundan A(ç(o),ı//(o)) və
nöqtələrini birləşdirən A M  qovsü də düzlənəndir. A M  
qövsünün uzunluğu l  - dən asılı artan funksiyadır.

AB  əyrisi üzərində A nöqtəsindən başlayaraq 
A = Ag.Aj,..., A,, Aj+I,...,An_I,An = В nöqtəbrini qeyd edək və
AAj An_jB sınıq xəttini çəkək (bax, şəkil 4.16).
[0,//] parçasmda V7" bölgüsü aparaq:

0 = /„ < A < l2 < ........< К = M

At (<p(l, ),ı//(l, )) i = 0 ,n  nöqtələrini AtAM ( i = 0 ,n  ) 
düz xətt parçaları ilə birbşdirsək, AB  əyrisinə çəkilmiş 
AAj...An_jB sınıq xəttini alarıq.cr(T)-  ib  bu sınıq xəttin 
firlanmasindan alman fiqurun yan səthinin sahəsini işarə edək.

Aydındır ki, bu sınıq xəttin һәг bir AtAl+J ( / = 0,n )

(39.3)
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А

Şəkil 4.16

hissəsinin ox oxu ətrafmda firlanmasindan kəsik konus yaramr 
və bu kəsik konusun yan səthinin sahəsini elementar 
həndəsədən məlum olan düstur vasitəsilə hesablaya bibrik. A, 

və Anl nöqtələrinin kordinatları uyğun olaraq <//(/,)= y, vo 

iy(ll+, ) = y l+J ilə, A, Ам  qövsünün uzunluğunu /, ilə işarə 
etsək, onda At Ам  qövsünün ox oxu ətrafında firlanmasindan 
alınan kəsik konusun yan səthinin sahəsi

<?, = А у , + У . Л 1,
olacaqdir.
Aydindir ki, A A ,  An_,B smiq xəttinin ox oxu ətrafında
firlanmasindan alman fiqurun yan səthinin sahəsi

v { T ) = Y j crl = ^ \ у , + у 1+{\ /,
ı=0 /-0

olacaqdir.
А/, = / (+1 olsun. maxAli = d (T )  T  bölgüsünün diametri/
olsun.
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Göstərək ki, с/(јГ)—► 0 şərtində сг(т) kəmiyyətinin sonlu a  

limiti vardir. Təbii olaraq bu a  limiti AB  əyrisinin ox oxu 
ətrafında firlanmasindan ahnan fiqurun yan səthinin sahəsi 
qəbul edilir:

a  = lim cj(T).
d(T )-* 0

< ј{Г )  cəmində aşağıdakı kimi çevirmə aparaq: ф

<х(Т) = 2 л £  y,l, + тг]Г ('ум  -  у , ) (39.4)
ı=0 1=0

y  = y/(l) funksiyasi [О, //] parçasında kəsilməz oldugundan, 
müntəzəm kəsilməzdir. Onda \ / s > 0  ədədinə görə elə S > 0  
var ki, d { r ) < 6  olduqda \yi+] ~ y t\ < e  bərabərsizliyi istənilən 
i üçün ödənəcəkdir.
Onda (39.4) ifadəsindəki ikinci toplanan üçün

n-1

i=0

n-l
< е п < en  ■ /л

i=0
qiymətləndirməsi doğrudur. Aydmdır ki, max А/, —> 0 şərtində~ İ
bu cəm sıfra yaxınlaşır. (39.4) ifadəsində birinci toplananı 
aşağıdakı şəkildə yazaq:

2TrYı y , M i - 2 n Y j y i{/Sİi - / , )
;=0 /=0

(39.5)

у  = ı//(l) funksiyasi [О,//] parçasında kəsilməz olduğundan, 
məhduddur. Ona görə də elə M  > 0  ədədi vardır ki, bütün i -lər 
üçün \ y \ < M  bərabərsizliyi doğrudur. Onda (39.5) ifadəsində 
ikinci toplanan üçün aşağıdakı qiymətləndirmə doğrudur:

2 n
Л - / 1 (  n - '  Л
2 > , ( 4  - 1Л < 2 лМ И- t h
ы о \  ‘ = 0  /
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Burada, /л AB  əyrisinin uzunluğu, ^ / ,  isə AAr ..An_jB sıruq
i=0

xəttinin uzunluğudur. Qövsün uzunluğunun tərifinə əsasən
п-1

m a x A l ^ O  şərtində /z -  kəmiyyəti sıfra yaxınlaşır.
i=0

п-1
(39.5) ifadəsindəki a  = 27r^j y iz1/, cəmi isə, [O,//] parçasmda

i =0

у  = ı//(l) kəsilməz funksiyamn inteqral cəmidir. Ona görə

1 ^ 02 л Т . у Л  = ] ^ 1 _

' i=0 0
B eblikb , (39.3) parametrik şəkildə verilmiş AB  düzlənən
əyrisinin ox oxu ətrafında firlanmasindan alınan flqurun yan 
səthinin sahəsi iiçün

Ц
S  = 2 n \ y d l  (39 6 )

о
düsturunu aldıq.
Əgər verilmiş AB  əyrisinin tənliyi aşkar y  = f ( x ) ,  xe . \a ,b \  

şəklində verilibsə və f { x )  kəsilməz törəməyə malikdirsə onda

dl  qövs diferensialı dl = + [ / '(x ) f  dx olduğundan AB

əyrisinin ox oxu ətrafında firlanmasindan alınan fıqurun yan 
səthinin sahəsi üçiin

S  = 2* f  / (хУЈ  1 + l f ( x )Y dx (3 9 7 ^
a

düsturu doğrudur.
Əgər verilmiş AB  əyrisinin tənliyi

Х = (p(t Л
^ } tQ< t < T

y  = V( t )  {
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parametrik şəklində verilmişdirsə və (pit), у/ i t )  funksiyaları 
\t(), T ] parçasında kəsilməz törəməyə malikdirsə, onda dl  qövs

diferensialı dl  = уј[<р’{ $  + [^ '(0Г  dt  oldugundan. AB

əyrisinin ox oxu ətrafında firlanmasindan alman fiqurun yan 
səthinin sahəsi üçün

m

S  = 27i j i f / ( ty \ (p '( t j f + И0Г dt (39 8)
diisturu dogrudur.
Əgərverilmiş AB  əyrisinin tənliyi r  = / ( # ) ,  а < Ө < р  polyar 
kordinatlarla verilmişsə və /(<9) funksiyasi \ a , f i \  parçasında

kəsilməz törəməyə malikdirsə, onda dl  = V r 2 + r ' 2 dƏ
oldugundan (39.6) düsturu aşagıdakı şəklə düşər.

P __________

S  = 27гЈ г s i n Ə \ r 2 + r '2 dƏ (39 9)
a

Misal 1. x -  a ( t  -  s int) ,  у  = а(1 -  c o s t )(0 < t  < 2 п )  
tsikloida qövsüniin ox oxu ətrafmda firlanmasindan alman 
fiqurun səthinin sahəsini tapm. ( a >  0) .

Həlli. (39.8) düsturundan istifadə edəcəyik.
2я

S  = 2тг ^{a ( l  -  cos cos t ) 2 + a 2 sin21 dt  =
0

2 k
= 2 m 2 JY i- c o s  t ) y [ T - 2  cos t + cos21 + sin21 dt  =

0
__________  2lt I I

= 2 V2 W  J (1 -  cos t ) 4 1 - c o s t d t  = 8 m 2 J  sin2 — ■ sin — dt  =
л л 2 2
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= - 1 6 m 2 J[ 1-cos2 —
n\

\ / 
d

tcos — 
2

= - 16ла2

' 2k
3 t2* COS —t 2cos —

2 3
0

i f  2) ' Л 64 ,
= - 1 6 m  -  2 + — = - 1 6 m  • = —  m

I j ) < 3, 3

Misal 2. у  -  tgx
\

0 < x <  — 
4

\
əyrısınm ox oxu

/
ətrafında firlanmasindan alinan cismin səthinin sahəsini tapm.

Həlli. Əyrinin tonliyi aşkar şəkildə verildiyindən (39.7) 
düsturundnn istifadə edəcəyik.

. 1 , , ı , l  l  +  cos^x
/  = — у - .  / + / '  = / +

c o s  X

y j i

c o s  X COS X

+ Уll s in x  I 1 +  C O S4 X

C O S X  V COS X

Onda (39.7) düsturunu gttro
Я п_

S = 2л  f Д-л/ / + cos4 х dx = - 2 л  f
İ cos x Ј0

co sx »  / əvazloməsl aparaq.
я  4 2

x = 0 => t ■ / , *■ --= >/  =
4 2

S i n x  П J
=   — yll + cos  x

COS X

41+  COS X

COS X
d (co s x ) .

Onda
Л

S m ~ 2 n \  -~ 4 l  + t 4 dt = 2 л \ r 3(l + t 4}  dt.
{ I
2

Sonuncu inteqrali hesablamaq üçün binomal 
diferensinlm inli'qrııllnnmasmdan istifadə edəcəyik. Məlumdur

ki, (bax, I fosll, § 11) f xm(a + bx")pdx inteqralinda m + n + p
* n
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tam ədəd olduqda a  + bx" = x"ta əvəzləməsi apanlir. Burada

a  , p  kəsrinin məxrəcidir. Bu hal üçün m = - 3 , n  = 4 , p  = —
2

oldugundan, U L t l  + p  = 0 tam ədəddir. Ona görə 1 + t 4 = t 4z 2 
n

əvəzləməsi

(l + t * ) i = t 2z  =

aparaq. Buradan, ф  t  =
1

(z’ - l )
\_ > 

4

(z’ - l )

dt  = ------2 . alanq. t  = =$ z  = 4 5  , t  = 1 => z  = 4 2 .
2

2(z2- l )  
Ona görə

42 z d z
S  = 2 n \ t ~ 3(l + t 4) 2dt = - 2 n \ ( z 2 - l \   — -  s

Ü  41 (? 2 _ 1y 2 2 {z2 - l f

45

r J -
42

1 > (41
f 1 + - Т —Г

II3̂ f
42 < z  - 1 , <42

dz
z 2 - 1

= n z  + —ln 
2

z - 1
z  + l

4s
= л

Г2
45+- i n  

2
'45-1 
45 + 1

' j 2  U b l Ü z T  
42 + 1

= n [45-42)+L i n
45-1 
45 + 1
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- - I n  
2

= я

= n

'V J - 7 İ

7 2  + 1
[ J 5 - J 2 ) + I n .

Ш - Л - Ј 2  + 1)

J 5 + I W - I )

У 5 - ^ 2 ) + 1 „ У 1 ^ М и }

B eblikb,

5  ел-

Misal 3. y : » 2 p x  (O ^ x < xw) əyrisinin ox oxu 
ətrafında firlanmasindan ulmun cismin səthinin sahəsini tapin.

I Mil. y } ш 2 p x  parabolasi absis oxuna nəzərən 
simmetrikdir. Ona göra da bu parabolamn ox oxu ətrafında 
firlanmasindan alman cismin sothinin sahəsini tapmaq üçün
у  = л/2p x  parubolueinin ox oxu ətrafında firlanmasindan
alman səthin snhasini tupmoq kifayotdir.

Parabolunın tənliyini dilerensiallasaq,
2 y - y '  = 2 p

alariq. Buradan, y' m£-m  ,
У j 2px

Ф~+У,! = J l  + • /  \Г ■ 5у 2 р х  \  2 х

Onda (39.7) düsturunu göro

ГҒх + p

j2x + p  

2 x

S  = 2 я ^ у [ 2 р х  dx = 2 n j p  j y j 2 x  + p  dx =
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0 1 — 
= л -yfp ^(2х + р ) г  d ( 2х + Р )  =  л  Г р (2 х + р ) :

3
2

= ^ y y [ p [ { 2 x 0 + p ) 4 ( 2 x 0 + p ) - p j ] y ]

B eblikb,
Ф

S  =
2л
Т (2х0 + p)^j2x0p + p 2 - р 2

X 2 у 2Misal 4. —  + —  = 1 ( 0 < b < a )  ellipsinin ох охи
а Ъ

ətrafında firlanmasindan alınan səthin sahəsini tapın.
Həlli. Ellipsin tənliyindən у  > 0 üçün alarıq:

AL  ----------
у  = —Ыа2 - x 2 . Buradan,

a

У
b x г  —  la4 -  (a2 - b 2)x2 .

y/J + y 2 =   j f - 2 A -  olar.
a yja - x  V a \a ~ x )

Onda (39.7) düsturuna görə

S  = 2 л  f — J i a 2 - :
l a 4 - I 'a2 - b 2)x2
I „21\ 2 2 \If a  1[a - x  )

dx

4 л  b

a
d x .

la 1 - b 2
'-----j—  = e  işarə edək. £ kəmiyyəti ellipsin eksçentrisi

V a  
adlanır.

Onda
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S  = Г yja 2 -  s 2x 2 dx = ■ — f yja2 -  (e x f  d  (s x)
Q J П Ј

4лЪ Г г
а e

4 л Ь  1 £X

a £ [ T ^

4лЬ 1 £ a 2

a £ 2

4лЬ 1 e a 2

тја2 - ( e x )
2 a  . e x  

+ -— arcsin—  
2 a

- i l -
T  a■ £ + —  arcsine

a £  2
B eblikb,

r, 7 arcsine  
y j l - e  + ---------- = 2л аЬ ^  ~2 + arcsinel Г lb 

£ У

S = 2 n a b \ 4 l - e 2 +
arcsin e

M isal 5. x 7 + ( y -  b)2 = a 2 ( b >  a)  əyrisinin ox oxu 
ətrafında firlanmasindan alman səthin sahəsini tapin.

Həlli. Aydindir ki, bu əyri mərkəzi (О, b ) nöqtəsinda, 
radiusu a  olan çevrədir. Bu çevrənin parametrik şəkildo 
tənliyini yazaq:

x = a c o s t , y  — b = a s i n t , t e \ 0 ,  2л] .

x' = - a s i n t , y\ = a c o s t , -Jx'2 + y ' 2 = yj ( -  a s int)2 + (a cost)  = a

oldugundan, (39.8) düsturuna görə
2 к    2 k

S  = 2 л  J у^УЈх',2 + y \ 2 d t =  2 л  j ( b  + a s i n t ) - a d t

= 2 л  a ( b t  -  a c o s t ) \2дл = 2 л  а [ (2л  b -  a ) - ( ü  -  д)] = 4 л 1 ah,
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XS

ətrafında firlanmasindan alman səthin sahəsini hesablaym.

Həlli. y' = x 2 , лЈј + у '2 = л/ l  + x 4 oldugundan (39.7) 
düsturuna görə

S = 2л  J — V/ + x 4 dx — ~ ~  j  x 3(j + x 4 dx .
-2 3 $ 0

Məlumdur ki, jV "(a + bxn)pdx şəklində inteqrallan

hesablayarkən m +  ̂ tam зсјӘ(ј olduqda, a  + bxn = t a 
n

əvəzləməsi ib  binomal ifadələrin hesablanması rasional
ifadələrin inteqralianmasına gətirilir (burada a  , p  kəsrinin

1məxrəcidir). Baxdığımız hal üçün т = 3 , п  = 4 , р  = —

oldugundan — — -  tam ədəddir. Ona görə l  + x4 = t 2
4

əvəzləməsi aparaq. Buradan x = y[t2- l  ,

dx = -— — —— , x 3 = (t 2 - l ) 4 alırıq.
2 (t2 - l ) 4

x = 0 => t = 1 ,  x = 2 => t = л /77 .
Bu ifadələri sonuncu inteqralda nəzərə alsaq,

2İf ’ - f y

" = — (1 7 V1 7  - l ) .J -I Т, Q V >

Misal 6. y  = —  , x e [ - 2 , 2 ]  əyrisinin ox oxu
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Misal 7. Parametrik şəkildə verilmiş

*! əyn qövsunun ox oxux =  e s m t \  y  = e c o s t ,  t e

ətrafmda firlanmasindan alman səthin sahəsini tapm.
Həlli. x\ = e ' (sint + c o s t ) ; у ,  — e ‘( c o s t - s i n t )  ,

ујх',2 + у  12 = 4 2  e 1 oldugundan, axtarilan saha (39.8) 
düsturuna görə

2n 2л

S  = 2 л  J е1 cos t  -у[2 e' dt  = 2 4 2  л  J е 21 c o s t d t .
о о

olacaqdir.
Л
2

J  = je 2' c o s td t  inteqralma hissə-hissə inteqrallama metodunu
о

ardıcıl olaraq iki dal'ə tntbiq cdək.

\  . 1  if r
.7 = j e 2' c o s t d t  = J e 2> d (x in t )  = e 2' ■sint  jo - 2 j  s in tue Jl dt  =

i* + 2 } e h d  (cos t ) m e "  + 2 e 2' c o s t \2 - 2 İ c o s t - e 2' dt
10  J

= e* - 2 - 4 J .

Bu rekurent münasibətdən ./ = — (e* - 2 ) alanq. Onda axtanlan

saha

S  - 2 4 2 л  • j  (s' - 2)=  - ~~л(е* -  2).

Misal 8. r -  2 a sin О  ( a > 0 ) əyrisinin polyar oxu 
ətrafında fırlanmasındım alman sathin sahasini tapm.
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Həlli. Aydindir ki, г -in mənfı olmayan qiymətlər 
alması üçün s i n Ə > 0  olmalıdır, yəni { ) <Ө < ж götürmək 
lazımdır. Əyrinin qövs diferensialı

§40. Müstəvi əyrisinin və müstəvi fiqurun ağırlıq
mərkəzinin kordinantlannın tapılması

Tutaq ki, xoy  müstəvisində 
A(xl , y l ),A2(x2, y 2),....An(xn, y n) nöqtələri verilmişdir. Bu 
nöqtələrə maddi nöqtə kimi baxacağıq. Tutaq ki, bu nöqtələrdə 
uyğun olaraq ml ,m2,...,mn kütləsi paylanmışdır. Mexanikadan 
məlumdur ki, verilmiş maddi nöqtələr sisteminə uyğun 
т = т , + т 2 + .... + mn kütləsinin C(x, jy) ağırlıq mərkəzinin 
kordinantları

dl  = тЈг2 + rğ2 dƏ = \ İ4a2 s in2 Ө + 4 a 2 cos2 Ө = 2 а

olacaqdir. Bundan başqa, у  = r sinƏ = 2 a sin2 Ө . 
Onda (39.6) düsturuna görə axtarilan S  saljfei

К П
S = 2 n \ y d l  = 2 n \ 2 a  s in2 Ө ■ 2 a d O  = 8 л  a 2 f sin2 Ө dG

dƏ = 4 n a 2 Ө —  sin2Ə = 4 я 2 a 2

olacaqdir.

n

k = l

Т , ткУк
(40.1)n

k-l
düsturu ilə hesablanir. 

Fərz edək ki,
X =  x\* (/), y  =  y ( l )  , 0 i l < v
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uzunluğu // olan AB  düzlənən əyrisinin tənliyidir. x(/) və y(ı) 
funksiyaları [0,//]  parçasmda kəsilməzdir. Hesab edəcəyik ki, 
AB  əyrisi maddi əyridir, yəni AB  əyrisi boyunca шйэууэп m 
kütləsi paylanmışdır. m kütləsinin ağırlıq mərkəzini tapmaq 
tələb olunur. [0, ju \  parçasında ixtiyari T bölgüsü aparaq:

0 < l 0 < l ,  < l 2 < - < / „  =j u-  

Onda A K(x(l^),yK(lJ), к = l , n  nöqtələri vasitəsilə AB əyrisi

elementar AK AK+ı ( к = 0 , n - 1 ) (Л0 = A, An = В)  hissələrinə 

bölünər. Tutaq ki, Alk = l k+l- l k və mk elementar AkAk+l 

qövsünün kütləsidir. Sadəlik üçün hesab edəcəyik ki, verilmiş 
kütlə bircinslidir, yəni p  xətti sıxhğı sabitdir. (Xatırlayaq ki, 
sıxlıq vahid uzunluğa uyğun gələn kütlədir). p  = / götürək. 
Onda

Amk = p -  Л/, = Mk
olar.

Hesab edəcəyik ki, Amk Ак(хк, у к) [к = 0, n - l )  

nöqtəsində сэш1эпэп kütlədir. Onda (40.1) düsturuna göro 
A0,A / ,.. . ,An_J maddi nöqtəbr sisteminin ağırlıq mərkəzinin 
kordinatları

n-J n-1

Y jX( c k )Alk X У(ск)А1к

x =   ■ У = 1= S r r -   (40.2)

k=0

olacaqdir, burada ck e  \lk, lk+l ] ixtiyari nöqtədir.
(40.2) düsturu ağırlıq mərkəzi kordinatlarmm taqribi
qiymətləridir. (40.2) düsturlarınm sürətbrinə diqqət yetirək:

п n

Y_i x ( c k)Alk və % у ( с к)А1к uyğun olaraq x(l) və y(l)
k=I k=I

funksiyalarinm [0, / / ]  parçasmda inteqral cəmidir. x(l) va y(l)
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т~
kəsilməz funksiyalar oldugundan, d ( T )  = maxAlk -» 0

к

şərtində limits keçsək,

J lTrf l ^ l x( ck ) Alk = j x ( l ) d l , U m ^ y ( c k)Alk = \ y ( l ) d t ,
' ' к=1 о к=1 о

olar. Beləliklə,

-r J  x(l)dl  J  y ( l )d l  *

x = l  , y = ° --------- . (40.3)
M И

Qeyd. Əgər AB  əyrisi у  = f ( x ) ,  ( a < x < b ) aşkar şəkildə 
verilibsə, onda (40.3) düsturu aşağıdakı şəklə düşər:

и ________________  о

j x y j l  + у ’2 dx J  y^Jl + y ' 2 dx

x  = ±------------------, y  =  *----------------- . (40.4)
Ц  » f i

Burada, ju , AB  əyrisinin uzunlugudur.
Əgər AB  əyrisi x  = x( t ) ,  y  = y ( t ) ,  ( t0 < t < T ) parametrik 
şəkildə verilibsə, onda (40.3) düsturu aşagıdakı şəklə düşər:

J 4 ^ х ' , 2 +y' t 2 dt  J y ( i \ jx ' t2 + y't2 dt

x = ±  , y  = *----------------------- . (40.5)
H Ц

(40.3)-də ikinci bərabərliyin һәг tərəfini 2 я  -уэ vursaq alanq:

2 я  у/л = 2 я J  y ( l ) d l .
о

Bu bərabərliyin sag tərəfi AB  əyrisinin ox oxu 
ətrafında firlanmasindan alman səthin sahəsidir. Sol tərəf isə 
с (x, у )  ağırlıq mərkəzinin ox oxu ətrafında bir dəfə fırlanma- 
smdan alınan yolun uzunluğu ilə AB  qövsünün uzunluğu 
hasilinə bərabərdir. Bcləliklə, AB  müstəvi əyrisinin ox oxu 
ətrafmda firlanmasindan alınan fıqurun səthinin sahəsini S  ilə 
işarə etsək,
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S  = 2 тсу • /л .
Beləliklə, aşağıdakı teorem isbat olundu.
Teorem  (Güldenin I teoremi). Müstəvi üzərində yerləşən 

və fırlanma oxunu kəsmoyən AB  müstəvi əyrisinin bu ox 
ətrafında firlanmasindan alınan fıqurun səthinin sahəsi bu 
əyrinin ju uzunluğu ilə C(jc, у )  ağırlıq mərkəzinin bu ox 
ətrafında firlanmasindan alınan çevrənin 2тгу uzunluğu hasilinə 
bərabərdir.

İndi tutaq ki, xoy  müstəvisində kvadratlanan müstəvi fıquru 
(oblastı) vcrilnıişdir vo bu oblastda bircinsli kütlə paylanmışdır. 
Bu bircins müstnvi oblastınm ağırlıq mərkəzinin kordinatlarım 
tapmaq təlob olunur.

Müəyyonlik üçün tutaq ki, verilmiş müstəvi fıqur 
G  = {(x. y ) \ a < , x ü b , 0 <  y <  /(* )}  

əyrixətli trapesiyadır. (bax, şakil 4.17) llesab edirik ki, / ( x )  
\a ,b\  parçasında kosilmozdir.

\a,b]  parçasının ixtiyari '/’btflgüsünü götürək.
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Т : а  = х0 < x t <. . . .хк < хк+1 < ....<  хп = Ь. 

х  = = 0,п düz xətləri vasitəsilə bu əyrixətli trapesiyanı

elementar hissələrə bölək. Aydmdır ki, bu əyrixətli trapesiya 
üzərində paylanmış kütlə də elementar hissələrə bölünəcəkdir. 

[xk, xk+l ] parçasma uyğun elementar "Üissənin sahəsini

ASk ilə işarə edək. ASk sahəsi üzərində paylanmış kütlə Amk 

olsun. Sadəlik üçün kütlənin sıxlığmı p  = 1 qəbul edək. Onda 

Amk = ASk olar. \к = 0 , п -  l j  parçalarını daha kiçik
hissələrə bölməklə, ona nail olmaq olar ki, bu əyrixətli 
trapesiyanı təşkil edən elementar hissələrə düzbucaqlı kimi 
baxmaq olar, yəni ASk ~ f ( x k) -  Axk götürmək olar 

(Axk = x k+l - x k).  Ona görə əyrixətli trapesiyamn kütbsi Amk 

olan һәг bir maddi hissəsini qkQk maddi düz xətt parçası İİ8 
əvəz edək. Bu halda hesab edəcəyik ki, qkQk maddi düz xətt 
parçasınm kütbsi də Amk - ya bərabərdir və Amk kütbsinin 
ağırlıq mərkəzi qkQk düz xətt parçasımn orta nöqtəsidir, yəni 

1 \
xk, — f ( x k)  nöqtəsidir. (40.1) düsturuna görə

-2 у
w-1 n-J
ј г  **/(** )-д**
•^Г  >  —  (40-6)

£ / ( хк) - А х к Y ^ f ( x k) -Axk
* = 0  к = 0

nisbətləri Ск , к = 0 , п - 1  maddi nöqtələr sisteminin ağırlıq 
mərkəzbrinin kordinatlarmı ifadə edəcəkdir.

Nəzərə alaq ki, \a ,b\  parçasmı daha kiçik hissələrə bölsək, 
onda əyrixətli trapesiyanı təşkil edən elementar hissələrə
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düzbucaqlı kimi baxmaq olar və bu halda Amk kiitbsinin 
ağırlıq mərkəzi C k nöqtələrinə daha yaxin olacaqdir.

maxAxk = d ( T )  işarə edək. Əyrixətli trapesiyamn ağırlıqк
mərkəzinin kordinatlarım uyğun olaraq x , y  ib  işarə edək. 
Aydındır ki, (40.6) nisbətlərində d ( T ) - > 0  şərtində limitə 
keçsək alarıq:

)^ *  Z - \ f ( ) \  • Лхк
x  = lim - , у  = lim ——----- —

d ( T ) - * 0  ^  d ( T ) ~ * 0  ,
2 J ( x k)Axk } ^ f ( x k) - A x k
k - 0  k = 0

Buradan, maddi ayrixatli trapesiyamn C(x,J;) ağırlıq 
mərkəzi tlçün aşağıdakı dllsturlari alariq:

f x f ( x ) d x  J xy dx
ЈС-Лј-----------------  ,

J f(x)dx
a о

1 \ \ f ( x ) \  dx - A y 2 dx
U (1

(40.7)

:
J X  /(д г)с/х: \ y d x
if a

Asanlıqlıı iruinmnq olar ki, əgər G  müstəvi fiquru 
О »  {(дг, у ) :  a Z x ^ b ,  f , ( x ) < y < f 2(x)} 

şəklindədirsa, yonl ( l  müstəvi fiquru y  = f , ( x ) ,  y  = f 2(x),

( /,(* ) £ / , ( * ) )  ay rl lari vo x = a, x = b düz xətləri (a < x < b )
ib  məhdud olan mUatavi fiqurudursa, onda G  müstəvi 
fiqurunun ağırlıq merkozinin kordinatlan üçün aşağıdakı 
düsturlar doğruduı
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J  x ( f2 (x) - f j (x ) )d x  - f  ( / /  (x) -  / /  (x))dx

x = ~ b ------------------------- . y  = - f ---------------- -------  (40.8)
ј ( Л  (*)“ / / (*))<& [ ( Л  (*)-/;(*))<&
a a

(40.8) -  in ikinci düsturundan

У • J f (x )dx  = j  J  I f ( x ) Y  dx
a a

alariq. Bu bərabərliyin һәг iki tərəfini I n  - yə vursaq və пэгэгэ
b

alsaq ki, J  f ( x ) d x  ifadəsi baxilan əyrixətli trapesiyamn
a

sahəsidir, onda
b

2 n y - S  = л^\/(хУ^ dx (40.9)
a

alariq. (40.9) bərabərliyinin sag tərəfi aABb  əyrixətli 
trapesiyamn ox oxu ərtafında firlanmasindan alman fiqurun 
həcmini, sol tərəfı isə aABb əyrixətli trapesiyamn sahəsi ilə, bu 
trapesiyamn C ( x , y ) ağırlıq mərkəzinin ox oxu ətrafında 
firlanmasindan alman çevrənin uzunluğu hasilinə bərabərdir. 

B eblikb , aşağıdakı teorem isbat olundu.
Teorem (Güldenin II teoremi). Müstəvi üzərində 

yerbşən və fırlanma oxunu kəsməyən müstəvi fiqurun bu ox 
ətrafmda firlanmasindan alman cismin V həcmi , müstəvi 
fiqurun S  sahəsi ib  bu fiqurun C ( x , y ) ağırlıq mərkəzinin һә- 
min ox ətrafında firlanmasindan alınan çevrənin uzunluğu hasi- 
linə bərabərdir:

V = S - 2 n y .
Aşağıda həll olvman bütün misallarda hesab edəcəyik ki, kü tb  
əyri boyunca və həmçinin müstəvi üzrə müntəzəm paylanmışdır 
və sıxlıq vahidə bərabərdir.
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Misal 1. ox oxundan yuxanda yerləşən x 2 + y 2 = a 2 
yanmçevrəsinin ağırlıq mərkəzini tapm.

Həlli. Absis oxundan yuxanda yerləşən x 2 + y 2 = a 2

yanmçevrəsinin tənliyi у  = лја2 - х 2 , ı e [ - a , а] şəklindədir 
və bu yarımçevrənin uzunluğu л  a  -ya bərabərdir. (40.4) 
düsturundan istifadə edəcəyik. Baxılan yanmçevrə oy  oxuna 
nəzərən simmetrik oldugundan onun ağırlıq mərkozi oy oxu 
üzərində yerləşir. Ona görə x  = 0 olacaqdir. у  -ni tapaq.
(40.4)-ә görə

j y { x } J l  + y ' 2 dx

У = ~ --------------------- •
m

, - x  , ,2 , а2 Г, 77 а
у  = " /=Т -~-̂ Т> 1 + У + V 1 + у  ~ ~ Г Т = = 2л1а - х  а - х  Ыа - х
oldugundan,

Уу  = ( у/а2 - х 2 • ■ j —- dx = f dx =  f dx = —
я а \  yla2 - x 2 я а ^  л а Ј(1 n

B eblikb , ox oxundan yuxanda yerləşən x 2 + у 2 = a 2 

yarımçevrəsinin ağırlıq mərkəzi j 0, —  nöqtəsidir.
V Я  /

Misal 2. х = a(t -  s in t ) ,  у  = a( l  -  cos t ), ( ( ) <t  <. 2n )  
tsikloid əyrisinin ağırlıq mərkəzini tapm.

Həlli. (40.5) düsturundan istifadə edəcəyik. Yuxarıda 
göstərmişik ki, (bax, §36, misal 1) verilmiş tsikloid əyrisinin 
uzunlugu jii = 8 a . x\ = a( l  -  c o s t ) ,  y '  = a s in t  oldugundan,

yjx'/ + y \ 2 = yfa2 ( l  -  c o s t )2 + a 2 s in2 t  = a-J2 -  2 c o s t  =

= y[2 а -Jl - c o s t  = 2 a s i n —.
2
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j  2л t  j  2 я  ^

X =  —  f a i t  -  s int)- 2 a s i n - d t  = ----- 2 a 2 f (/ -  sin t)s in  — dt =
8 a  I 2 8a  I 2
2л . 2лa  г . t  , a  r . . t  ,

= — \ t  - s i n —a t —  s in t - s in —d t .
4  \  2  4 \  2

2c t Ш
y - s i n —d t  inteqralim hesablamaq üçün hissə-hissə

inteqrallam a metodundan istifadə edək. u = t ,  d o  = sin—dt  

qəbul edək. du = d t , о  = - 2  cos —- dt  olar. Onda

2л
t  t  2л 2л t t

11 ■ s in —d t  = - 2 t  ■ c o s — + 2  Гaos—dt = 4 n  + 4 sin— J 7 -) J ? ?

2л

0
2л

= 4 л .

Г /I s i n t  - s i n —dt  inteqralim hesablamaq üçün hasilin cəmə
о ■2

çevrilməsi düsturundan istifadə etmək lazımdır. Asanlıqla 
inanmaq olar ki, bu inteqral sıfra bərabərdir.
Beləliklə,

-  a  Ax = - - 4 л  = a n . 
4

İndi isə у  -ni hesablayaq.



7(, ј Л Ј  О 2\ i  О 2\ j 11  О= -а  1 - с о г  -  a c o s -  = - а \ а \  c o s -  + я coif - а \  c o s -  
/А 2 )  у 2 )  0 2 )  0 2  у 2 )

= - a c o s  -
2п

+ а

з tcos — 
2

2л

= - 4 c o s  л  -  COS о ) +

+ — (cos3 л  — cos о)  = 2a  -  —  = —a .
3 K ’ 3 3

(  4 'Beləliklə, verilmiş tsikloidin ağırlıq mərkəzi Суал, —a  

nöqtəsidir.
I l l

Misal 3. x 3 + y 3 = a 3 astroidinin birinci kordinat 
bucağında (I rübdə) yerləşən hissəsinin ağırlıq mərkəzini tapın. 

Həlli. Məlumdur ki, I rübdə astroid əyrisinin tənliyi

( 2
У =

з

a 3 -  x 3 , 0 < x < a  şəklindədir. Yuxarıda göstərmişik

ki, (bax, §36, misal 7) astroid əyrisinin I rübdə yerləşən
3hissəsinin uzunluğu // = —a -y a  bərabərdir. Əyrinin tənliyi

aşkar şəkildə verildiyindən (40.4) düsturundan istifadə 
edəcəyik.

I
2 j 2 

1 + x 1yjl + y ' 2

Onda (40.4) düsturuna görə,

2 \
a 3 - x 3

a  V
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Sonuncu inteqrali hesablamaq üçün J  x m (a + bxn У dx binomal

diferensialın inteqrallanmasından istifadə edəcəyik. Baxdığımız
1 2 3 m + 1 . , ,hal uçun m =  — , n = — , p ~ — və --------= 1 tam ədəd
3 3 2 n

I I  I
oldugundan, a 3 - x 3 = t 2 əvəzləməsi aparaq: x = 0 ■=> t = a 3 ;

2 - -
x = a => t = 0;  Əvəzləmədən -  —x 3 dx = 2 td t  və yaxud

x 3 dx =  - 3 t d t  alariq.
Onda

3 a 3

а 1

F
(

а 2 - х 3 2 ,

1

air 7 t 5
•з =

0 ч ) З а 3 0 а 3
I

5 a 3

■a* =

B eblikb , baxilan əyrinin ağırlıq mərkəzi С  

nöqtəsidir.

2 2 
—а, —а 
5 5



I L L
M isal 4. x 2 + у 2 = a 2 paxabolası və kordinat oxları ilə 

məhdud olan fiqurun ağırlıq mərkəzini tapin.
Həlli. Verilmiş parabolanın tənliyindən alariq.

( г  ı \ 2
У = а 1 О < х  < а

Aydindir ki, bu parabola absis oxunu (a,0)  nöqtəsində, ordinat 
oxunu isə (0 ,a ) nöqtəsində kəsir (bax, şəkil 4.18).
OABO  əyrixətli trapesiyamn ağırlıq mərkəzinin kordinatlanm
(40.7) düsturunun köməyi ilə tapacağıq.
Əvvəlcə bu əyrixətli trapesiyamn sahəsini tapaq.

ö  a , ^  ̂ \

^xydx = J  x[a -  2yfäyfx + xjdx = x 2 .  r -x ^  X3 
а —  ~ 2 ы а —— + —  

2 5 3

^ - - i a 3 + ? L = eL
2 5 °  + 3 30
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— ^ y 2dx  =  — j [ ( a +  х ) - 2 л / я  V x ] 2 g£c =
2 0 2 о

Onda (40.7) düsturuna görə verilmiş müstəvi fiqurun ağırlıq

mərkəzinin kordinatları x = у  = — olar.
5

Misal 5. Güldenin I teoremindən istifadə edərək radiusu 
R -ə bərabər olan yarımçevrənin ağırlıq mərkəzinin 
kordinatlarmı tapm.

Həlli. Kordinat oxlarını şəkil 4.19-da olduğu kimi 
seçək. Radiusu R -ə bərabər olan yarımçevrənin uzunluğu 
/л = nR , bu yarımçevrənin ox oxu ətrafmda firlanmasindan

alman kürənin səthinin sahəsi S  = 4nR2. Onda Güldenin I 
teoreminə görə

4nR2 = 2 л у - л а .

Buradan, у  = alariq. 
л

х  -nı tapmaq üçün (40.4) -ün birinci düsturundan 
istifadə edək. Verilmiş yarımçevrənin tənliyi

у  = yİR2 -  x 2 , x  е  [ -  R, /?] şəklindədir.
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У =■
- х

oldugundan,

+ y i ?
R

7

xdx

> T P =  0 .
к

Beləliklə, radiusu R -э bərabsr olan yarımçevrənin ağırlıq

mərkəzinin kordinatları x = 0 , у  = ——.
n

Misal 6. 4 x 2 + () y 2 = 36  ellipsi və x 2 + y 2 = 9 çcvrəsi 
ilə məhdud olan vo birinci rübdə yerləşən müstəvi fiqurun 
ağırlıq mərkəzinin kordinatlarım tapın.

Həlli. Aydmdır ki, 4 x 2 + 9 y 2 = 36  ellipsinin

yarırnoxları a  = 3 vo ' Х - j .
9  4

Bu ellipsis

x 2 + у 2 = 9 çevrəsinin I rübdə əmələ gətirdiyi müstovi fiquru 
şəkil 4.20-də göstərilmişdir.
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Şəkil 4.20-də göstərilmiş ştrixlənmiş hissənin ağırlıq 
mərkəzinin kordinatlannı tapmaq üçün (40.8) düsturlarından 
istifadə edəcəyik. Əvvəlcə axtarilan ştrixlənmiş hissənin 
sahəsini tapaq:

i r  ___________  j   -j .  з

-S' = J* y İ 9 - x 2  -J9-X2 dx = — J VP — x2 dx .
oL 3 J 3 0 ^

I  = j  у Ј 9 - х 2 dx inteqralim hissə-hissə inteqrallama
0

metodu ilə hesablayaq. и = л/р - x 2 , d o  = dx qəbul edək.

du =
л/V-

;dx, o  = x  olar. Onda,
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= —I + 9-  arcsin: = — I  + 9{arcsinl  -  arcsin О) = —I  +
9 л

971 97ГBuradan, 2 /  = —  və yaxud I  = —  alariq. Onda axtarilan 

müstəvi fiqurun sahəsi

olacaqdir.

j x ( / , ( x ) -  f,(x))dx = J x л /9 - х 2
3

dx —

= -  f — .V' A  = ----- ^
3 i  б з_

2

3 \

0 - 9 - =  3 ;

l-  j [ f l  W -  f ı  (*)]<& = ^ \  (9 -  X2 ) - T {9 -  x 2)

5x- £ ^ 1  
9 3

Beləliklə, (40.8) düsturlanna görə verilmiş mültəvi fiqurun
ağırlıq mərkəzinin kordinatlan

_ 4 _ 20
x = —, У = ~ -  

л  З л
M isal 7. a x  = y 2 və a y  =  x 2 parabolaları ib  məhdud 

olan müstəvi fiqurun ağırlıq mərkəzinin kordlnnlInrtni tapin.



Həlli. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, bu parabolalar 
0 ( 0 ,0 ) və A(a,a)  nöqtələrində kəsişir (bax şəkil 4.21). 
Ştrixlənmiş müstəvi oblastının ağırlıq mərkəzinin kordinatlarmı 
tapmaq üçün (40.8) düsturlanndan istifadə edəcəyik. Aydındır 
ki, ştrixbnmiş fiqurun sahəsi

з
a *

S = јј V ox-  —  dx = J a
o \

2  о

olacaqdir.

У А



mərkəzinin kordinatları x  = У = —  .
20

M isal 8. Güldenin ikinci teoremindən istifadə etməklə, 
R radiuslu yarımdairənin ağırlıq mərkəzinin kordinatlarım 
tapın.

Həlli. Kordinat oxlarını şəkil 4.19-da olduğu kimi 
seçək. Verilmiş müstəvi fiquru Oy  oxuna simmetrik 
oldugundan, onun ağırlıq mərkəzi Oy  oxu üzərində olacaqdir 
və deməli x  = 0 .  у  -ni tapaq. Bunun üçün Güldenin ikinci 
teoremindən istifadə edək. Bu yarımdairənin ox oxu ətrafında

firlanmasindan alınaıı cismin həcmi V = —n R 3. Bu
3

71 R 2
yarımdairənin sahosi isa ^ = Onda Güldenin ikinci

teoreminə görə
4 t n R 2
—л  R =  2 n y
3 2

bərabərliyi doğrudur. Buradan,
_ 4a
У = Л -

B eblikb , R radiuslu yarımdairənin ağırlıq mərkəzinin

kordinatları x * 0  \ o  l> = — .
' Зп

Onda (40.8) düsturlarına görə verilmiş fiqurun ağırlıq



1. у  = 2 x 2 + x  + l  parabolası, х = 1 , x  = 3 düz xətləri və absis 
oxu ilə məhdud olan fıqurun sahəsini tapın.

2. у  = s i n x , у  = c o s x  funksiyalarinm qrafikbri və x = 0 ,  
x = 2 n  düz xətləri ilə əhatə olunmuş fiqurun sahəsini tapm.

I
3. у  = x a , у  = x a ( a >  1)  funksiyalarinm qrafikləri və x  = 0 , 
x = 1 düz xətbri ilə əhatə olunmuş fiqurun sahəsini tapın.

4. у  = 1п(х + б) ,  y  = 3 ln x  funksiyalannm qrafikbri və x = 0,  
y  = 0 düz xətbri ib  əhatə olunmuş fiqurun sahəsini tapın.

5. y  = x 2, y  = l  + —x 2 funksiyälarmın qrafıkbri ib  məhdud
4

olan fiqurun sahəsini tapın.

6. у  = x 3, у  = 4 x  funksiyalannm qrafikbri ib  məhdud olan 
fiqurun sahəsini tapm.

71

Çalışmalar

1. у  = c o s x ,  x e
2x  —

və у  = 1 + —  funksiyalannm
7ГЯ

qrafikbri ib  məhdud olan fiqurun sahəsini tapm.

8. y 2 = 4 x , x 2 = 4у  vo x 2+ y 2 = 5 əyriləri ib  məhdud olan 
fiqurun I rübdə olan hissəsinin sahəsini tapın.

9. у 2 = ( ] - х 2)  qapalı əyrisi ib  məhdud olan fiqurun sahəsini 
tapın.

10. x = a c o s t ,  y  = bs in t  ( a,h>()) ellipsi ib  məhdud olan 
fiqurun sahəsini tapm.
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11. x = a c o s 3t ,  y  = b s in 3t ( a ,b  > 0 )  əyrisi ilə məhdud olan 
fiqurun sahəsini tapın.

12. y  = lnx  əyrisinin x = V i-dən  х = л/#-ә qədər olan 
qövsünün uzunluğunu tapın.

13. у  = 2л/х parabolasının x  = 0 -dan x  = 1 -ə qədər olan 
qövsünün uzunluğunu tapın.
14. x  = a (cos t  + t s i n t ) ,  у  = a{sint  - t co s t )  parametrik şəkildə 
verilmiş əyridə t = 0 -dan t = 2 n  -yə qədər dəyişdikdə alınan 
qövsün uzunluğunu tapın.

ı  ı  ı
15. x* + у 3 = a 3 astroidasının ox oxu ətrafında firlanmasindan 
alman səthin sahəsini tapın.

7Г
16. у  = tgx tangensoidinin x = 0 -dan x =  — э qədər

4
dəyişdikdə ox oxu ətrafında firlanmasindan alman səthin 
sahəsini tapın.
17. у  = е~х əyrisinin x - 0  -dan x = +co -a qədər dəyişdikdə ox 
oxu ətrafında firlanmasindan alman səthin sahəsini tapın.

x2 у218. —  + = 1 ellipsinin ox oxu ətrafında firlanmasindan 

alman ellipsoidin həcmini tapm.

19. у  -  ex əyrisi və x  = 0 ,  y  = ü dtlz xətbri ilə məhdud olan 
fiqurun ox oxu ətraftnda firlanmasindan alman cismin hocmini 
tapm.

20. у  = s in x  sinusoidi, ubsis oxu və у  = 1 düz xətti ilə məhdud 
olan fiqurun oy  oxu ətraiinda firlanmasindan alman cismin 
həcmini tapm.
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Cavablar

1. 2 3 1-  ; 2 . 4 İ 2  ; 3. — - ; 4 . 1 2 l n 2 - 6 1 п З  + 1 ;
J  a  + l

8  ' 1 З л  - 4  . 2 5 . J
5. — , 6. — ; 7 . -------  ; 8. — I— arcsin— ;

5 3 4 3 2 . 5

9. 0,75л ; 10. л а Ъ  ; 11. - n a b  ; 12. 1 + ^ - l n -  ;
5 2 2

13. y[2 + ln{l  + - İ2 ) ;  14. 2я;г2 ; 15. у ж а 2;

16. л ( Ј 5 - Ј 2 ) + л 1 п ^ ј р ^  ; 17. л-(л/2 + /«(/ + л/2 )) ;

18. - л -aft2 ; 19. -  ; 20. g f c - * ) .
3 2 4
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