M.A. NOCOFOV

DIFERENSIAL HONDOSODON
MUHAZIROLOR

Baki-2016

3



AZIORBAYCAN RESPUBLIKASI TOHSIL NAZIRLIYI
AZBRBAYCAN DOVLOT PEDAQOJI UNIVERSITETI

MAQSUD AGAQULU OGLU NOCOFOV

DIFERENSIAL HONDOSODON MUHAZIROLOR

Azarbaycan Respublikasi Tohsil
Nazirliyinin sayli amri ilo dars

vasaiti kimi tasdiq edilmisdir.

Baki-2016



ON SOz

Diferensial handaso hondasanin fiqurlar1 (ayrilor, sothlor vo
s.) riyazi analizin isullar1 ilo todqiq edon bolmesidir vo onun
inkisafi diferensial hesabinin yaranmasindan baslanir. Belo ki,
halo Leybnis (1646-1716) 0z islorindo oyrilorin dyronilmasi tigiin
diferensial hesabmi totbiq etmisdir. Onun tolobosi I.Bernulli
(166741748) sothlor tizorindo geodezik oyrilor tiglin diferensial
tonliklor almisdir. Bundan olavo diferensial hondasado xotlor vo
sothlor ailolorinin do xassalori dyronilir.

Diferensial handaso riyazi analizls six alagads inkisaf edib.
Ancaq, riyazi analiz 6zii do, asason hoandaso masalolorina gors
yaranib. Belo ki, toxunan anlayis1 funksiyanin toromaosi
anlayisinin, inteqral anlayis1 iso saho vo hocm anlayislarinin
yaranmasina sabob olub.

Diferensial hondosonin bir elm kimi yaranmasi, osason
XVII osrdo I.Bernullinin tolobasi Y.Eylerin (1707-1783) vo
Q.Monjun (17461828) adi ilo baghdir. Belo ki, sathin verilmis
noqtosindo normal kosiyinin oyriliyinin tadqiqi, eloco do sothin
bas istigamatlorinin, bas oyriliklorinin hasili kimi sothin tam
oyriliyinin toyini kimi gbdzol noticolor Eylers, sothin xotlordon
toskil olmasinin tadqiqi iso Monja moxsusdur.

Diferensial hondosonin osas anlayislarindan boazilori,
mosalon, toxunan vo asimptot anlayiglar1 halo bizim eradan ovval
yunan hondoasogilorino molum idi. Amma bu anlayislara verilon
miasir toriflorde istifado olunan horokst vo onunla bagli limit
anlayislar1 gadim yunan handosagilorine melum deyildir.

Diferensial hondosonin sothlor nozoriyyesi XIX osrdo
Almaniya vo bagqa Olkolordo Qaussun (1829), Fransada iso
Monjun osarlorinds (1867) 6z oksini tapmisdir.

Toqdim olunan dors vosaiti dord fasildon ibaratdir.

Birinci  fosildo topologiyanin elementlori vo metrik foza
anlayislari, ikinci fosildo skalyar arqumentli vektor funksiyalar,
oyri, hamar oyri, oyriya toxunan, oyrinin ayriliyi, oyrinin



buruqlugu, ¢oxtoxunan miistovi kimi anlayislar verilmis, oyrinin
verilma iisullar1 gostarilmis, hor paraqrafin sonunda niimune kimi
masololor gostarilmis vo ¢aligmalar togdim edilmisdir.

Uciincti fosildo evklid fozasinda sothlor, hamar soth
anlayigi, sothin verilmo isullari, sotho toxunan miistovi vo
normali, sothin | vo Il kavdratik formaari, soth lizorindo ayrinin
oyriliyi, bas oyrilik,sothin tam vo orta oyriliyi Gyronilmis, hor
paraqrafin sonunda masololor holl edilmis vo c¢aligmalar
verilmisdir.

Dordiincii fosil sothin daxili hondosasine hasr olunmus,
derivasion diisturlar ¢ixarilmis, geodezik xotlor, soth tlizornido
gapali oblastin sahosi 6yroilmis, hor paraqrafin sonunda masalolor
hall edilmis vo uygun c¢aligmalar verilmisdir.

Dors  vesaiti  Pedaqoji  Universitetin  “Riyaziyyat
miiallimliyi” — 050106, “Riyaziyyat vo informatika miisllimliyi”—
050105 ixtisaslar1 iigclin “Diferensial hondoso vo topologiya”
fonnin programi asasinda tortib edilmisdir. Vosaitdon texniki ali
moktob vo riyaziyyat vo informatika ixtisasi veron ali moktobin
miisllimlori vo talobalari istifads edo bilorlor.

Sonda kitab1 diqqgotlo oxuyub etdiyi diizolisloro goro
vosaitin - elmi redaktoru, ADPU-nun “Cabr vo hondasa”
kafedrasinin dosenti A.I.Sahbazova, verdiyi doyerli moslohatlora
goro homin kafedranin miidiri, dosent Z.Q.Sadixova, roygilor
BDU-nun “Hondoso” kafedrasmin dosentlori N.Y.Oliyevo vo
H.D.Fottayevo 6z dorin minnatdarligimi bildirirom.



I FOSIL
TOPOLOGIYANIN ELEMENTLORI

§1. Metrik fozalar

Tutaq ki, E bos olmayan ¢oxluqdur. Ogor E ¢oxlugunun
ixtiyari X vo y elementlori ciitiino qarst monfi olmayan p(x, y)
odadi qoymagq olarsa ki,

1° p(x,y)=0=x=y

2°. p(xy)=ply,x) ¥x,yeE

3. p(x,2)< p(x,y)+ o(y,2), VX,y,z€ E
sortlori 6densin, onda deyirlar ki, E ¢oxlugunda p metrikasi toyin
edilmisdir. 1°-3° - sortlorino mosafo aksiomlari deyilir. E ¢oxlugu
onda verilon p metrikasi ilo birlikdas, yoni (E, p) clitliiyli metrik
foza adlanir. Onun X,Y,z,... elementlori iso E ¢oxlugunun
noqtolori adlanir. Monfi olmayan p(x, y) ododi X,y noqtalori
arasinda mosafo adlanir. p funksiyasmin 6dadiyi 1°-3% xassolori

metrik fazanin aksiomlar: adlanir.
19 Xassosi eynilik aksiomu,

20_ Xassosi simmetriklik aksiomu,
3°_ Xassasiiigbucaq aksiomu adlanir.
Istonilon bos olmayan E ¢oxlugunda ixtiyari (X, y) e ExE
ndqtalor ciitliiyiino
p(x, y):{l 298p X#Y
O, 5990 X=Y
odadini qars1 qoymagla trivial adlanan metrika toyin etmok olar.
Aydindir ki, belo toyin olunmus metrika 1°-3° aksiomlarini
odoyir. Belolikls, hor bir bos olmayan c¢oxlugunu metrik fozaya
cevirmak olar. Qeyd edok ki, birdon ¢ox elementi 6zlindesaxlayan

coxlugda miixtolif metrikalar vermok olar. Dogrudanda, ogor
coxlugda p metrikast verilmisso, k vahiddon forqli miisbot
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odaddirse, onda kp- da homin ¢oxluqda toyin olunmus metrikadir
va bu metrika p metrikasindan forqlidir.

Indi iso metrik fazaya aid misallara baxaq.

Misal 1. En(n = l2,3,...) evkilid  fozasi  {i¢iin
p . E, xE, >R inikasini VM,NeE, liclin
ifadosi M%N vektorunun

p(M,N)=[MN| (harada ki, [MN

uzunlugunu gostorir) toyin edok. Bu halda vektorun uzunlugunun
xassoloring goro metrik fozanm 1°-3% aksiomlari 6donir.

Demoli, E, evklid fozas1 metrik fozadir.

Misal 2. Tutaq ki, E odadi pargadir, yoni a< x<b sortini
0dayon noqtalor ¢oxlugudur, hardaki a<b sorti 6danilir. X vo y
ndqtolori arasindaki mosafoni p(x,y)=|x—y| kimi toyin edok.
Aydindir ki, bu halda metrik fozanin 10, 2°_ci aksiomlar1 ddonilir.
Indi iso, F-cu aksiomun 6donilmosini yoxlayaq. Ogor
VX, %, % € E 159 onda aydindir ki,
(3% = %)+ (% — %, | <[% — %,|+|X, —X;| sorti &donilir. Demoli,
(%, %)< p(%, %)+ p(%,, %;) olur, yoni 3°—cii aksiomda Gdanilir.
Demali, [a, b] parcas1 noqtolor arasinda adi mosafoyo goro metrik
fozadur.

Misal 3. [a, b] par¢asinda toyin olunmus haqiqi kasilmoz
funksiyalarm E ¢oxlugundan Vf,geE funksiyalar1 {iglin
metrikan1 p(f,g)= sup| f (x)— g(X} kimi tayin edak.

xela,b]

Metrik fazanin 10, 20, 3 aksiomlarinm Odonildiyini asanliqla
yoxlamagq olar.

Bu metrik foza, noqtslori funksiyalar olan metrik fozadir vo
adaton Cp, ;) soklinds isars edilir. G,y fozasi funksional fozaya

aid nimunadir.



Qeyd. Qeyd edok ki, afin vo proyektiv foza metrik foza
deyil, bels ki, bu fozalarda metrika toyin olunmay1b.
Torif 1. Vx, € E iigiin p(X,,X)< r boraborsizliyini 6doysn

biitiin x € E ndqteler ¢oxluguna, morkezi X, ndqtesinds, radiusu
iso r(r >0) olan agiq kiirs deyilir vo B(X,,r) kimi isaro olunur.

Torif 2. Vx, € E iigiin p(X,,X)<r borabarsizliyini sdoyon
biitiin Xe E nodqtolor ¢oxluguna morkozi X,, radiusu r olan
qapali kiira deyilir vo §(XO, r) soklinds isars olunur.

Torif 3.  Vx, € E iigiin p(x,,X)=r sortini doyan biitiin
xe E noqtolor ¢oxluguna morkazi X, , radiusur olan sfera
deyilir vo sfera S(x,,r) kimi isara olunur. B(X,,&) aciq kiirosi
X € E ndqtosinin & otrafi adlanur.

Tutaq ki, A ¢oxlugu (E, p) metrik fozasmin bos olmayan
alt coxluqudur. Ogar, ae A ndqtasi 6ziiniin miioyyan & otrafi ilo

biitiinluklo A-ya daxil olarsaa -ya A ¢oxlugunun daxili néqtasi
deyilir. A g¢oxlugunun biitiin daxili ndogtaloer ¢oxlugu, onun daxili

vo ya daxili hissasi adlanir, A va ya int A soklinds isaro olunur.

Torif 4. Ogor ¢oxlugun biitiin noqtalori daxili noqgtalor iso,
basqga sozlo ¢oxluq 6ziiniin daxili hissosi ilo iist-iisto diigorso, belo
coxluga agiq ¢oxluq deyilir.

Aciq coxluga misal olaraq odod oxunda ]a, b[ soklindo odadi
intervallart vo bu intervallarin birlosmoalorini, E, miistovisindo
aciq dairolori, acgiq yarmmmiistovilori, sado ¢oxbucaglilarin
daxillorini gostormok olar.

Toarif 5. Ogor ae E noqtesinin elo ¢ otrafi varsa ki, orada
Ac E c¢oxlugunun elementi yoxdur, onda a ndqtosine A
coxlgunun xarici noqtesi deyilir.

Bu torifdon alinir ki, ae E ndqtesinin Ac E ¢oxlugunun
xarici noqtesi olmasi liglin zoruri vo kafi sort, a nodqtasinin
CA=E\ A tamamlayic1 ¢goxlugunun daxili noqtasi olmasidir.
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Torif 6. aecE noqtesinin istonilon ¢ otrafinin, hom A
coxlugu ilo, hom do onun tamamlayici ¢oxlugu ilo kosismosi bos
deyilso, ondaa noqtasine A ¢oxlugunun sarhad noqtasi deyilir.

Biitiin sorhad noqtolor ¢oxluguna A coxlugunun sorhadi
deyilir vo b(A), yaxud dadA kimi isara olunur.

Tutaq ki, A figuru E, evklid miistovisindo, sokildo
gostorilon hor hansi B(O; r) aciq dairasidir. Bu fiqurun har bir M

noqtosi, A c¢oxlugunun daxili ndqtesidir. Demoli, aciq dairo
evklid miistovisinds agiq ¢oxluqdur.
N noqtesi E, miistovisindo A ¢oxlugunun xarici

noqtosi, P néqtasi iso bu ¢coxlugun sorhad néqtosidir. <N
A¢lq  B(O;r) dairosinin - sorhoddi
S(O;r) gevrasidir. P

Analoji olaraq, qeyd edok ki, E,
evklid fozasinda agiq B(O;r) kiirasi do
aglq coxlugdur, onun sorhodi iso S(O;r)
sferasidir.

Torif 7. Ogor (E,p) metrik fozasinda elo sonlu radiuslu
kiiro varsa ki, A coxlugunu daxilinds saxlayir, onda A ¢oxluguna
mohdud ¢oxluq deyilir.

Evklid miistovisindo istonilon ¢oxbucaqli, istonilon dairo vo
ellips mohdud ¢oxlugdur; hiperbola, parabola sinisoids qgeyri-
mohdud ¢oxluglardir.

(E, p) metrik fozasinda biitiin ac¢iq ¢oxluglar ¢oxlugunu Q-
ilo isaro edok. Aydindirki, E € Q. Bos coxlugu da agiq ¢oxluq
hesab edocoyik, yoni @e€Q. Q g¢oxlugunun osas xassosi
asagidaki teoremlo ifads olunur.

Teorem.1 Metrik fozada 1) istonilon gadar aciq ¢oxluglarin
birlosmosi do aciq c¢oxlugdur. 2) Sonlu sayda aciq ¢oxluqlarin
kosismosi do aciq ¢oxluqdur.
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Isbati. Tutaq ki, U, coxluglar sistemi (E, p) metrik
fozasinda aciq ¢oxluglardan ibarotdir, yoni U, € Q vo burada A4

hor hansi bir A c¢oxlugunda qiymatlor alir (A ola bilsin ki,
sonsuzdur).U, ¢oxluglarinin biitiin birlosmalorine baxaq vo bu

coxlugu U ilo isaro edo
u=Uu, (1)

AeA
VX, € U noqtesini gotiirok. (1) baraborliyine osason heg

olmazsa elo bir A =4, qiymati var ki, X,eU, olar.U, a¢q
goxluqdur, onda X, néqtesinin elo B(x,,&) otrafi var ki,
B(%,&)=U, olur.U, cU oldugundan alirq ki, B(x,,&)<U
olar.

Beloliklo aliriq ki, VX, €U ndqtesi ligiin elo ¢ otrafi var ki,
homin otraf biitinlikle U ya daxildir. Demsli, U ag1q ¢oxluqdur.
Ikinci xassoni iki ¢oxluq ii¢iin isbat etmok kifayotdir. Tutaq ki,
U,,U,aciq ¢oxluqglardir. ©gor U, NU, =< olarsa, onda bizim
toklifimiz dogrudur; ¢iinki bos ¢oxluq aciq ¢oxluqdur. indi iso, 0
hala baxaq ki,U,nU,=V=#. V- coxlugundan ixtiyari
X, €V elementigétiirok. Onda aydindir ki, x, €U, vo x, €U,
olur. U; vo U, agiq ¢oxluglar oldugundan X, ndqtesinin U, -2
daxil olan B(x,,&,)-s, otrafi, U,-yo daxil olan B(x,s,)—é&,
otrafi var.

Tutaq Ki, £ odadi & vo ¢, - adadlorinin an kigiyidir. Onda
aydidir ki, B(X,,&)c B(%,,&,)cU; vo B(X,&)c B(x,,&,)cU,
olar. Buradan alariq ki, B(x,,&)cV olar.

Beloliklo alariq ki, V -do hor bir ndqto 6ziiniin miioyyon
otrafi ilo V -yo daxildir. Demali, V agiq ¢oxluqdur.
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§2. Topoloji fazalar

Metrik fozada Teorem 1 ilo ifado olunan ¢oxluglarin asas
xassolorino osaslanaraq timumi topoloji foza anlayisin1 vermok
olar.

Tutaq ki, X c¢oxlugunda hor hansi qayda ilo asagidaki
xassolori 6doyon 7 alt coxluglar sistemi geyd olunub:
1°. Bos coxlug & va X coxlugu 6zii 7 sistemino daxildir.

2% ¢ sistemindon olan alt coxluglarin istonilon ailesinin
birlosmosi do 7 -ya daxildir.
3. 7 sistemindon olan alt coxluqglarm istonilon sonlu ailosinin
kosismosi do 7 - ya daxildir.

Bu sortlor 6dondikds deyirlor ki, X coxlugunda topoloji
struktur vo ya topologiya toyin olunub, (X,z-) clithiyii iso topoloji
foza adlanir. 1°-3° xassolori topoloji strukturun aksiomlar1 adlanir.
X ¢oxlugunun elementlori ndqts, 7 sisteminin elementloring iso
(X,r) topoloji fozasinin acgiq ¢oxluqiar1 adlanir. Ogor X
coxlugunda hor hansi 7 topologiyasnin segildiyi molumdursa,
onda (X,r) topoloji fozasmin sadoco olaraq X ilo isars etmok
olar.

Misal 1. (E, ,0) metrik fozasma baxaq. Bundan ovvalki
paraqrafda isbat etdiyimiz teoremo asason aliriq Ki, (E, p) hom do
topoloji fozadir. Burada 7 topologiyasi aciq kiiralorin kdmayi ilo
verilir. ((E, ,0) fazasmda a¢iq ¢oxluglarm torifini bundan avvalki

paraqrafda vermisik). Bu halda deyirlor ki, fozanin topologiyasi
irson almmigdi, yoni bu fozanin topologiyast p metrikasi

vasitosilo yaranmigdir (belo topoloji fozalara metriklogo bilon
topoloji fozalar deyilir).

Misal 2. R" ¢oxlugunda agiq ¢oxluglar1 asagidaki sokildo
toyin edok. Ja,b' [i =1n n sayda oadadi intervallar gotiirok vo
asagidaki fiqura baxaq:

Q, ={M (¢, XY eR/d <X <b i=12.n}
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Bunu R"-do agiq koordinat paralelepipedi adlandiraq. ©Ogor
FcR" ¢oxlugunun ixtiyari M € F noqtesi iigiin elo Q agiq
koordinat paralelepipidi tapmaq olarsa ki €Q cF sorti
Odonilir, onda F agiq ¢oxluq adlanir. Bos ¢oxlugu agiq ¢oxluq
hesab edirik. Asanligla yoxlamaq olar ki, yuxarida toyin etdiyimiz
F agiq coxluglari topologiyanmn 1°%-3°  aksiomlarim 6doyir,
demoli, R" coxlugunda miioyyan topologiya toyin edir (belo
topologiya tobii topologiya adlanir). Bu topologiyaR" ¢oxlugunu
topoloji fozaya ¢evirir. ©Ogor n=1 olarsa onda dadi foza vo ya
odad oxu adlanir.

Misal 3. A, afin miistovisindo  ABCD =P

paralelogramina baxaq. P paralelograminin AM = AB + ,BE
O<a<l 0<p<l sortini 0doyon biitlin M noqtalor

coxlugunun P ilo isaro edok. Bu ¢oxluq P paralelograminin
daxili adlanir. F < A, ¢oxlugu 6ziiniin har bir ndqtasi ilo barabar
bu néqtoni 6ziindo saxlayan miiayyan bir paraleloqramin daxilini
do 6ziindo saxlaywrsa, onda F coxluguna agiq ¢oxluq deyilir. Bu
10 0 demokdir ki, F -o daxil olan hor bir M € F ndqtasi iiglin,

elo P paralelogrami var ki, onun P daxili, M e PcF sortini
odoyir.

Burada da,asanligla yoxlamaq olar ki, bu ciir toyin
olunmus aciq ¢oxluglarin 7z sistemi A, miistovisindo topoloji
strukturun 2,20,30 aksiomlarin1 6doyir. Demoli, afin miistovisi
topoloji fozadir.

Oxsar qayda ilo gostormak olar ki, A, (n > 2) afin fozasi

da topoloji fozadir. Eyni qayda ilo P, proyektiv fozasinda da

topologiya toyin etmok olar. Bu, metrik foza olmayan topologi
fozalara misaldir.

Misal 4. Ixtiyari X ¢oxlugunun iki elementdon ibarat olan
T= {X,@} alt ¢oxluglar ailesins baxaq: bu elementlordon biri X
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coxlugunun 6zi, ikincisi iso & bos ¢oxluqdur. Askardir ki, bu alt
coxluqlar ailosi 1° —3° aksiomalarmi &doyir, yoni 7 ailosi X
coxluqunda toyin olunmus topologiyadir. Bu topologiya
antidiskret topologiya, X,7)- fazasi iso antidiskret topoloji foza
adlanir.

Misal 5. Tutaq ki, X har hansi ¢oxluq, 7= P(X) is9 bu
coxlugun biitiin alt c¢oxluglar ailesidir. Aydindir ki, bu halda da
1°-3° aksiomlari ddonilir, yoni 7 topologiyadir. Bu topologiya
diskret topologiya ( X,7) fozasma iso diskret topoloji foza
deyilir. 4 vo 5 misallarindan goriiniir ki, ixtiyari X c¢oxlugunun
topoloji fozaya ¢evirmok olar.

Tutaq ki, (X, 7)- topoloji fozadir.

Tarif 1 : xe X noqtasini 6ziinda saxlayan istonilon aciq
coxluga X noqtasinin atrafi deyilir.

Bu torifdon alir ki, U < X ¢oxlugunun 6ziiniin har bir
ndqtosinin otrafi olmasi iigiin, zoruri vo kafi sort, homin ¢oxlugun
aciq coxluq olmasidir, yoni U € 7 olmasidir.

Tarif 2 : 9gar har bir Xe X va onun U, atrafi iiciin
Bc X- do els B, elementi varsa ki, xeB, cU, sorti
odanilsin, onda (X,7) — topoloji fozasimin B aciq alt
coxluqlar ailssi 7 - topologiyasinin bazasi adlanir.

Intervalar R  hoqiqi  ododlor  ¢oxlugunda  tobii
topologiyanin bazasin1t omolo gotirir. Evkilid fozasinda aciq
kiiralor bu topoloji fozanin bazasini omals gatirir. A¢iq koordinat
paraleloepipdlori tobii topologiyaya gors R"-do baza omolo
gotirir. Aydmdir ki, hor bir 7 topologiyasinin bazasi var (Misal
iclin, B=7 gotiirmok olar). Bazanin osas xassosini asagidaki
teorem ifado edir.

Teoreml. (X,7) topoloji fozasmm B agiq g¢oxluglari

ailosi, ancaq vo ancaq, 0 zamanr topologiyasinin bazasi olar ki,
7 -nin hor bir elementi B -nin miioyyan elementlorinin birlogsmasi
sokilinds olsun.
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Isbati: Tutaq ki, B ailosi 7 topologiyasinin bazasidir vo
U har hanst agiq ¢coxluqdur. Yoni U € 7. Bazanin torifino asason

ixtiyari x eU noqtesi iigiin B ailosinin elo B, elementi var ki,

xeB,cU olur. B-do B
(burada x, U -nun ixtiyari noqtesidir). Aydindir ki, U ¢oxlugu

B, elementlorinin birlosmasindon ibaratdir, yoni U = U B, olur.
xeU

. clementlorinin ¢oxluguna baxaq

Tars toklif do aydindir.

7 topologiyasinin X — ¢oxlugunun agiq alt coxluglarinin
sonlu va ya hesabi ailosindon ibarat, he¢ olmazsa bir bazasi varsa,
onda (X,7) topologi fozasi hesabi bazali topoloji faza adlanir.
Belo ki, R oadad oxunun rasional uclu intervallarindan ibarat
ailosi, onun tobii topologiyasinin bazasini amalo gotirir. Bu baza
hesabidir. Noticodo aliriq ki, R fozasi hesabi bazali topoloji
fozadir. Buradan almir ki, afin vo evkilid fazalar1 hesabi bazali
fozalardir.

Tutaq ki, A ¢oxlugu ( X,7) — topoloji fozasinin har hansi
bos olmayan alt ¢oxlugudur. ae A ndqtesinin tamamilo A —ya
daxil olan hor hansi bir otrafi varsa, onda a ndqtesine A-
coxlugunun daxili noqtasi deyilir.

Ogor ae X noqtasinin elo bir otrafi varsa ki, onun A
coxlugundan olan heg bir elementi olmasin, ondaa noqtesine A
coxlugunun xarici noqtosi deyilir. ae X ndqtesinin ixtiyari
otrafinin, hom A g¢oxlugu ilo, hom do A g¢oxlugunun CA
tamamlayicisi ilo kasismasi bos ¢coxluq deyilse, ondaa noqtasine

A-cgoxlugunun sorhad noqtesi deyilir. A-goxlugunun A daxili
hissasi vo b(A) sorhad anlayiglar1 eyni ilo metrik fozadaki kimi
toyin edilir.

Burada daA ¢oxlugu, o zaman vo yalniz o zaman, agiq
coxluq olar ki, daxili hissosi ilo {ist-iisto diigsiin yani,

Aer@A:AO\.
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X € X ndqtesinin ixtiyari otrafi ilo A ¢oxlugunun kosigsmasi bos
deyilso, onda X -0 A ¢oxlugunun toxunma noqtasi deyilir. Bu
torifdon alinir ki, A ¢oxlugunun ixtiyari noqtesi vo onun b(A)-
sorhaddinin ixtiyari ndqtasi A ¢oxlugunun toxunma noqtosidir. A
coxlugunun biitiin toxunma noqtalori coxlugunu A- il isaro edok.
Z-ya A ¢oxlugunun qapanmasi deyilir. Aydindir ki,

A =AUb(A)olur.

Mosolon Ja,b[c R intervalinin qapanmasi [a,b] ododi
parcas, B(O,r)c E,-aciq dairesinin qapanmasi iso B(O,r)-
qapali kiirasidir.

Coxlugun xarici noqtosinin  vo toxunma ndqtosinin
torifindon almir Ki, ogor X ndqtesi A ¢oxlugunun toxunma
noqtosi deyilso, onda bu noqto A coxlugunun xarici noqtosidir.
Torsing, ogor X noqtasi A coxlugunun xarici noqtesidirse, onda
bu noqto A ¢oxlugunun toxunma noqtosi ola bilmoz. Beloliklo
alimq ki, A c¢oxlugunun gqapanmasmin tamamlayicisi A
coxlugunun tamamlayicisinin daxili hissosi ilo list-iisto diisiir, yoni
asagidaki boraborlik dogrudur.

CA=CA (2)

Torif 3: (X,7) topoloji fozasmin, A ¢oxlugunun CA
tamamlayicist agiq ¢oxluq olarsa, A c¢oxlugu qapal ¢oxluqg
adlanir.

Qapali ¢oxluga [a,b]c R odadi parcasmni, B(o,r)c E,-
qapali dairasini misal gostormok olar. (X,f)-topoloji fozasinin
0zii 1so eyni zamanda qapal1 vo aci1q ¢oxluqdur.

Coxlugun qapaliliq olametini asagidaki teoremlo ifado
etmok olar.

Teorem 2: Topoloji fozada A c¢oxlugu, onda vo yalniz
onda,qapali olar ki, o, dzliniin qapanmast ilo iist-listo diigsiin.
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Zarurilik. Tutaq ki, A ¢oxlugu ( X, 7 )- topoloji fozasinda

qapalidir; gostorok ki, A=A odonilir. A coxlugu qapalidirsa,
demoli, CAer olur. Onda (1) baraberliyine osason aliriq ki,

CA=CA-dr. (2) boraborliyini nozoro alsaq CA=CA alariq.

Buradan aliriq ki, A= A . Zorurilik isbat olundu.
Kafilik. Torsing, forz edok ki, A ¢oxlugu oziiniin A

gapanmasi ilo iist {isto diisiir, yoni A= A sorti donilir. Isbat edok
bu coxluq gapalidir. Forziyadon aliriq ki, CA= CA-drr, onda (2)

barabarliyino osason CA=CA yaza bilorik. Demoali (1)
baraborliyino osason CAer olur, yoni A ¢oxlugu gapaldir.
Teorem isbat olundu.

(X,7)- topoloji fozasinin hor hansi A alt ¢oxluguna
baxag.T ilo 7-nun A ¢oxlugu ilo kesismolori ¢oxlugunu isara
edorok, yoni T={U NA/U e} isaro edok. Yoxlamaq olra ki,
A coxlugunun Talt ¢oxluglar1 ailoesi topologiyanin 1°—3°
aksiomlarin1 6doyir. Onda aliriq ki, (A,T)- topoloji fozadir. Bu
foza  (X,7)- fozasmin  alt fozasi adlanir; T - topologiyasi
haqqinda iso deyirlor ki, o, A c¢oxlugunda 7 topologiyasinin
yaratdig1 topologiyadir.

§3. Kasilmazlik vo homomorfizm

Molumdur ki, ododi arqumentli kosilmoz funksiyalar
riyazi analizdo ¢ox miihiim rol oynayir. Hondosods kasilmoz
funksiyanin timumilogsmasi olan kesilmoz inikaslar miithiim yer
tutur.

Tutaq ki, (X,7) vo (Y,T) topoloji fozalardir.
Torif 1. Ogor Y — fazasinda  f(X) noqtesinin ixtiyari V —
otrafi liglin , X — fozasinda X—ndqtasinin elo U otrafi varsa ki,

17



f(U)cV olur, ondaf: X Y inikast x noqtosinde kesilmoz
inikas adlanir. 9gor, inikas X c¢oxlugunun hor bir ndqtosinda
kasilmoazdirsa, onda hamin inikas kasilmoz inikas adlanir.

Qeyd edok ki, agor X vo Y fozalar1 R odod oxu olarsa,
onda kosilmoz inikas anlayisi analizdon bildiyimiz kosilmoz
funksiya anlayisina cevrilor.

Kasilmoz inikaslar haqqinda asagidaki teorem inikaslarin
kasilmazlik meyarini ifads edir.

Teorem. ( X,7) topoloji fazasinin (Y,T)topoloji fazasina
olan f inikasi, ancaq vo ancaq, o zaman kosilmozdir ki, Y -

fozasmin istonilon agiq ¢oxlugunun proobrazi X -do agiq ¢coxluq
olsun.
Isbati. Zorurilik: Tutag kii, f:X—>Y inikas

kosilmozdir. Ixtiyari V eT aciq coxlugunu gotiirok, gostorok ki,
f*V)er olacag. U=1f (V) isaro edok; U elo xeX
noqtolerinin ¢oxlugudur ki, f(x)eV olsun. ixtiyari x,eU
noqtesini gotirok. f(x,)eV oldugu iiciin, V coxlugu f(x,)
ndqtosinin otrafi olacaq. f -kosilmoz oldugundan X, ndqtosinin
elo U, otrafi var ki, f(U, oV olacag. OndaU, cU olar.

Buradan da aliriq ki, U ¢oxlugu hor bir ndqtasi ilo barabar, onun
miioyyan atrafin1 da 6zlinds saxlayir. Demali, U aciq ¢coxlugdur.
Zorurilik isbat olundu.

Kafilik. Tutaq ki, f inikas1 zamani, ixtiyari agiq coxlugun

proobrazi agiq coxluqdur. Isbat edok ki, f inikas1 X fozasinmn
har bir néqtosindo kosilmozdir. Ixtiyari X, € X ndqtosini gotiirak.
f(x,)eV noqtesinin ixtiyari V €T otrafina baxaq. Sorto géro V
¢oxlugunun proobrazi agiq ¢oxlugdur. f (V) =U isaro etsok,
onda aydmndr ki, x,eU vo f(U)cVolar. Demoli,

f (Xo)néqtasinin hor bir V otrafina uygun, X, noqtssinin elo U
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otrafin1  tapdiq ki, f(U)cV olur. Demali, f inikast har bir
X, € X noqtesinde kesilmozdir. b.t.i.0.

Torif 2. Tutaq ki, bizo X,V topoloji fozalar1 verilib. Ogor
f: X —>Y inikast qarsiligh birqiymatlidirss, 6zii vo torsi do
kosilmozdirsa (yoni, f inikasi

a) biyektivdirso,

b) fvo f 'kosilmoz  inikasdirsa)  onda f
homeomor fizm adlanur.

Ogor f:X —>Y homeomorfizmi varsa, ondaX, Y
fozalar1 homeomorf fozalar adlanir vo X ~Y kimi yazilir.

Belolikls, biz biitiin topoloji fozalarm M sinifinds ~ kimi
isaro olunan binar miinasibati aldiq. Asanligla gostormok olar ki,
bu miinasibat refleksiv, simmetrik vo tranzitivdir. Demali,
baxilan bu miinasibot M sinfindo ekvivalentlik miinasibatidir.

M /~ faktor ¢oxlugunun hor bir elementi topoloji tip
adlanir.

Iki homeomorf topoloji foza verilibso, onlara topoloji
ekvivalent vo ya eyni tipo daxil olan topoloji fozalar deyacoyik.
(X,z-) topoloji  fozasinin homeomorfizm zamani doyismoyon
xassoloring topoloji xassalor (vo ya topoloji invariantlar) deyilir.
Bu xassolorin  0yronilmesi riyaziyyatin boyiikk bir bolmosi olan
topologiyanin predmetidir.

Misal 1. pmetrikasindan irson almmis E, li¢olciili

evklid fazasma vo tobii topologiya ilo verilmis ii¢ 6l¢iilii R® odadi
fozasia baxaq. (§2-do misal 1, misal 2). Ogor E, fozasinda OrjR

diizbucaqli  koordinat sistemi  verilmisdirso, f(M)=m
miinasiboti ilo f:E,— R’ kimi f biyektiv inikasi toyin eds
bilorik. Burada M eE,, meR® vo qeyd edok ki,
m=(x*,x?,%)olur; burada, x*,x?,x° odadlori M - ndqtosinin
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Ornz koordinat sistemindo koordinatlardir. Isbat edok ki, bu inikas

homeomorfizmidir.

Tutaq ki, M,,E; fozasmm ixtiyari noqtesidir, —m,=
(X5:X%g, X5 ) iso onun obrazidir. R® fozasmda M, ndqtesinin
ixtiyari V, otrafini gotiirok. M, ndqtesini 6ziinds saxlayan v V,
otrafina daxil olan V(ai < X(', <b,i= 2L2,3) aclq koordinat
paralelepipedino baxaq. Tutaq ki, £ odadi,
‘ai - X{)‘, ‘h - Xg‘, I = 1,2 3 adadlorin an kigiyidir. Onda aydindir
ki, M, noqtesinin ¢ otrafi olan U otrafi {i¢lin alariq
ki fU)cVcV, olur. Buradan ¢ixirr ki, f inikas1i M,
noqtasindo kosilmozdir. M, ndqtesi  E;—lin ixtiyari ndqtosi
oldugundan alariq ki, f inikas1 kosilmozdir. Bu apardigimiz
miihakimolordon gériiniir ki, f*:RR—>E, inikas1 da
kosilmozdir. Ona gora f —inikas1 homemorfizmdir.

Beloliklo, aliriq ki, E,; ~R® olur. Eyni qayda ilo, isbat
etmok olar ki, E,—R?ve E, > R'-olur. Oxsar qayda ilo,
inanmag olar ki, A;afin fazasi R® ododi fozasina, A, afin

miistavisi iso R? adadi fazasma homemorfdur.

Misal 2. E, evklid miistovisinds uc noqtolori A vo B
olan y yarimgevrasino vo | = AB, parcasina baxaq, burada A,,
B,noqtalori A vo B ndqtalorinin, 7 yarimgevrosinin AB diiz

xottino  paralel olan d  toxunami iizorindo  ortoqonal
proyeksiyasidir.
E, evklid topologiyast » va | coxluglart lizorindo

uygun olaraq iki (y,7) vo (I,T) topobji fazalari yaradir. isbat
edok ki, bu iki foza homeomorfdur. Tutaq ki, f inikast y
yarimgevrasinin -~ Ay B, lizorindo ortoqonal proyeksiyasidir.
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Aydindrr ki, f - garsilight birgiymetli inikasdir. isbat edok ki, bu
inikas kosilmozdir. Bunun {igiin ixtiyari M, € y ndqtosinoe baxaq.
Onunobrazi N, = f(M,) olsun. Asanligla gérmok olar ki, N,
ndqtasinin ixtiyar1 V otrafina qarst M, ndqtesinin elo U otrafini
tapmagq olar ki,f (U)cV olsun. (Sokil 1-0 bax).

Z
Loy

0
——
\Y

Sakil 1
Demoli, f inikast M, ndqtesinds kasilmozdir vo M, ndqtasi y
oyrisinin ixtiyari noqtesi oldugundan aliriq ki, f inikasi

kosilmozdir. Eyni qayda ilo gostormok olar ki, f™ tors inikas1 da

kosilmozdir. Beloliklo aliriq ki, uc ndqtolori ilo verilmis
yarimgevra pargaya homeomorfdur .
Analoji olaraq gostormok olar ki, uclar1 daxil olmayan y

yarimgevra  do, uclar1 daxil olmayan |' intervalina
homeomorfdur.

Tutaqg ki, O y  yarimgevrosinin  morkozidir.:
g:y'—>d inikasna baxaq. y'-uclari daxil olmayan
yarimgevonin d diiz xottine g(P)=P, kimi toyin olunan
inikasidir (sokil 1-o bax) harda ki, P, noqtesi OP suasmm d
diiz xotti ilo kesismo nodqtesidir. Aydindir ki, bu inikas
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homeomorfimdir. Onda, f *:1'— ' vo g:» —d inikaslarmm

komporisiyasi olan gof * inkas1 da homeomorfizmdir. Belaliklo,
aliriq ki, uclar1 daxil olmayan parga diiz xotto homemorfizmdir.
Buradan da,aliriq ki, ]ab[ ododi  intervali R odod oxuna

homemorfdur. Oxsar gayda ilo asagidak: tokliflori asanligla
osaslandirmagq olar.

1°. Yarimsfera sorhoddi ilo birlikdo, qapali dairoyo
homemorfdur.

2°. Sorhodsiz yarimsfera agiq dairoys homemorfdur.

3% .Aciq dairo miistaviyo homemorfdur.

4° . Qabariq goxbucaqli gapali dairoyo homemorfdur.

5° - Sua [a,b] yarimintervalina homemorfdur.

Tutaq ki, f : X > Y homemorfizmidir. Ogoar X va Y
fozalar: ist-listo diigorss, onda f : X — X inikasma X fozasinin
homeomorfizmi deyilir. Homemorfizmo aid basqa misal olaraq
E, evklid miistovisinde ixtiyari oxsarliq inikasmni gostora bilorik.
(egor E, miistovisine, E, miistovisindo toyin  olunmus
metrikanin yaratdig1 topologiya ilo topoloji foza kimi baxsaq).
Homemorfizmo aid basqa bir misal kimi A, afin miistovisindo
istonilon affin ¢evirmoni géstormok olar.

§4. Ayrilma, kompakthq. 9laqgolilik

Riyaziyyatda cox vacib olan topoloji fozalarin {i¢
sinfino baxagq.

Torif. Ogor topoloji fozanin istonilon iki  forqli
noqtesinin  kosismoyon otraflar1 varsa, belo fozalar ayrilan vo
yaxud (Hausdorf) fozalar adlanir.

Misal tiglin ododlor fozasi, evklid fozasi ixtiyari metrik
fozalar, affin vo proyektiv fozalar ayrilan fozalardir. Aydindlr ki,
on az1 iki elementi olan antidiskret foza ayrilmayandir.
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X coxlugunun ortiiyli elo X, alt coxluqlar ailesidir ki,
onlarin birlogsmesi X c¢oxlugunu verir. (X,z‘) topoloji fazasmin
(X,) ortityiiniin hor bir (X,) iizvii agiq olduqda, hemin &rtiik
agiq ortiik adlanir. (X,) ortiiyiiniin rtitk emolo gatiren alt ailosi
homin Ortiiylin alt ortiiyli adlanir.

(X,7) topoloji fozasi Borel-Lebeq aksiomunu
0dodikds, yoni har bir agiq Ortiiyiin sonlu alt ortiiyii olduqda, o,
kompakt foza adlanir. (X,7) — topoloji fozasmm A alt fozasi
kompaktdirsa, onda A kompakt g¢oxluq adlanir. Masolen [a,b]
ododi pargast R ododi fozasinda kompakt ¢oxluqdur. Evklid
fozasinda ¢evro, iligbucaq, sfera kompakt alt fozalardir. Biitiin
evklid fozasi (evklid miistovisi, evklid diiz xatti) kompakt deyildir.
Isbat etmok olar ki, E, evklid fozasida alt goxluq, ancaq vo

ancaq, qapali vo mohdud oldugda kompakt olur. Masslon, B(a, r)

aciq kiirasi (o mohduddur, lakin qapali deyil), eloco do, 6z sorhadi
ilo birlikde yarimfoza (o qapalidir, lakin mahdud deyil) kompakt
coxluq deyil, lakin B(a,r) qapal kiirasi vo S(a,r) sferasi
kompakt ¢coxluqdur.

Ogor X ¢oxlugunun ortiiyiiniin elementlori bos ¢oxluq
deyilso vo ixtiyari iki miixtolif elementi kosigmirso, onda homin
ortiik coxlugun bolgiisii adlanir.

(X,z‘) topoloji fozasmin iki agiq ¢oxluqdan ibarst
bolgiisii yoxdursa, o alagoali adlanir. Ac X alt ¢oxlugu X -in alt
fozasi kimi olagolidirse, onda o, alagali ¢oxluq adlanir.

Isbat etmok olar ki, evklid, affin, proyektiv fazalari
olagolidirlor. Sfera, miistovi, diiz xott, ellips evklid fozasinin
olageali alt ¢oxluglarma aid niimunslordir.

Isbat edok ki, H hiperbolasi evklid miistovisindo
olagoli ¢oxluq deyildir. Dogrudan da, forz edsk ki, A vo B homin
hiperbolanin qollaridir. Evklid miistovisinin topologiyasinmm H
coxlugunda yaratdig: topologiyan1 T ilo isaro edok. Onda (H,T)
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E,- do alt fozadir. Hor bir M, e A ndqtesi liciin M, -1 6ziindo
saxlayan vo A-ya daxil olan (H ,T) —don ag1q ¢oxluq gostormoak
olar. Demali, Acoxlugu (H,T) fozasinda agiqdir. Analoji olaraq
aydindir ki, B do homin fazoda agiqdir. Aydindir ki A=,
B=@, AUB=H, ANB= sortlori 6donilir. Beloliklo, (H,T)
fozasi tgiin A vo B kimi iki agiq ¢oxlugdan ibarat bolgi
movcuddur. Bu iso o demokdir ki, hiperbola slagali coxluq
deyildir.

Qeyd. Ayrilma, kompaktliq vo olagoalilik anlayislar
fozanin topologiyasina, yoani onun 7 biitiin a¢iq ¢oxluglar ailosine
goyulan uygun toloblor vasitasilo toyin olunur. Demoli, buradan

alnir ki, fozanin ayrilma, kompaktliq vo ya olagolilik xassalori
homeomofizm zamani saxlanilir.
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|1 FOSIL
§ 1. Skalyar arqumentli vektor-funksiyalar

Tutaq ki, bizo | ododi aralif1 vo E; evklid fozas: verilib.
Hor bir t el ododine E, fozasinda bir F(t) vektorunu miioyyon
gaych ilo qarsi qoyaq. Onda deyilir ki, | ododi araliginda t
skalyar arqumentlir =r(t) vektorfunksiyasi verilmisdir. E,
evklid fozasinda {i_, jT,IZ} ortonormal bazisi gotiiriib, r‘(t) vektro-
funksiyasmi i, J,k bazis vektorlar1 {izro ayrilismi yazaq:

F(t) =Xt + y(t)j + 2tk (1)
Burada x(t), y(t), z(t)-skalyar funksiyalar olub r(t) vektro-

funksiyasinin koordinat funksiyalar1 vo ya sadoco koordinatlari
adlanur.

Indi, | araliginda toyin olunmus sklayar arqumentli vektor-
funksiyalarin adi funksiyalar tigiin analoji olan limiti, kasilmozliyi,
diferensiali anlayiglarini verak.

Torif 1. Ogor | araligimda t—t, oldugda, rit)

Vektorunun|r'(t)| uzunlugu sifira yaxinlasarsa, onda deyacoyik ki,
t, € | noqtosindo F(t) vektor{funksiyasi sonsuz kigilondir.

Torif 2. @ sabit vektoru iigiin (t)—aforq vektoru t,
ndqtosinin  yaxin otrafinda sonsuz kigilon vektor olarsa, a
vektorunat arqumentit, —a yaxmlasanda 7(t) vektorunun limiti
deyilir vo Ilim r'(t)=§ kimi yazilir. Aydmdr ki, bu yazlis

t—>ty

Iim|F(t)— §| = 0 yazilis1 ilo eynigiicliidiir.

t—-ty

Torif 3. ©gor hor bir t; el noqtosindo !im rt)=r(t,)

-ty
olarsa, yoni hor bir t;el ndqtesindo F(t) vektor funksiyasi
kosilmozdirso, T(t) vektorfunksiyasina | ododi araliginda
kasilmoz vektor-funksiya deyilir.
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(1) boraborliyindon almir ki, r(t) vektrofunksiyasmin
t, €| noqtesindo kosilmoz olmasi ii¢lin zoruri vo kafi sort,
X(t), y(t), z(t) koordinat funksiyalarinin homin noéqtodo kosilmoz
olmasidir. Ogor @ = ajj +a, ] +a.k sabit vektordursa, onda

rO)-a/=V(xt)-a) + (yt)-a) +(@)-a) (2

(2) diisturundan almmr ki, lim F(t) = @ olmas {igiin zoruri

t—>ty

olar.

vo kafi sort
lim x(t) = a,, lim y(t) = a,, lim z(t)= a, (3)
boraborliklorinin 6donilmasidir.
Hor hansi t e noqtosi gotiiriib, t-yo elo At artimi verok

ki, t+Atel olsun. Ondat noqtesindo At artimina uygun AF
vektoru Ar = F(t + At)— r"(t) kimi toyin olunar.

Torif 4. At sifira yaxinlagdigda i—z nisbotinin limiti

F(t+At)—F

varsa, yoni lim — AT im © varsa, (t) vektor-

At>0 At At—0 At
funksiyasma t noqtesindo diferensiallanan funksiya deyilir. Bu

limiti adaten 7'(t) vo ya % kimi isars edib, ona F(t) vektor

funksiyasmim t noqtoesinds toromoasi deyilir. dr =r'dt vektoruna
iso F(t) vektorfunksiyasinin t ndqtosinds diferensiali deyilir.

(3) borabarliklorindon istifads edorok asagidaki teoremi
isbat etmok olar.

Teorem 1. | araliginda (1) ayrilist ilo verilmis F(t)
vektrofunksiyasinin diferensiallanan olmasi tigiin zoruri vo kafi
sort, X(t), y(t), z(t) koordinat funksiyalarinin diferensiallanan
olmasidir. Bu zaman

dr dx - - —
&, j+ Ly (4)
ot dt d dt
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barabarliyi 6donilir.
Isbat1. (1) boraborliyindon aliriq ki,

AT = AXi + Ayj + Azk (5)
olur, harda ki, AX(t)=x(t+At)-x(t), Ay(t)= y(t+At)-y(t),
AZ(t)= Z(t + At)— Z(t) koordinat funksiyalarmm t ndqtesindo At -
yo uygun artimlaridir. Onda (5) borabarliyinin har iki torofini At -
yo boliib limito kegsok

im O im X5 i AY 74 im A2k

At—0 At A0 At At—0 At At—0 At
baraborliyi almar. Bu axirincit boraborlikdon goriiniir ki, F(t)
vektor{funksiyasinin diferensiallanan olmasi {i¢iin zoruri vo kafi
sort, x(t), y(t), z(t) funksiyalarinin hor birinin diferensiallanan

olmasidir. Bu halda aydindir ki, d—r = % I+ ﬂ j+ % k vo ya
at dt dt dt
F'(t)= X(t) + y(t)j + Z(t)k borabarliyi dogru olar.

Asanlgla yoxlamaq olar ki, | araliginda diferensiallanan

ixtiyari skalyar arqumentlir, (t) vo F,(t) vektrofunksiyalari vo
f(t) ododi funksiyasi tigiin asagidaki diferensiallama gaydalari
dogrudur:

1) d(r, +1,)=dr, +dr,

2) d(rl'rz):d_l'rz +1
3) d[rl'_z]= [drl r

4) d(fr)=df -f,+ fd T,

Asagidaki teoremlori isbat edok.

Teorem 2. Ogor vektor-funksiyasinin uzunlugu sabit
olarsa, onda ixtiyari noqtods bu vektor-funksiya 6z téromosi ilo
ortoqoqaldm

Isbati.  Hor  bir ixtiyari t  noqtesi  {iglin
|r"(t] = const oldugundan, F2(t)=r(t)-F(t)=const alriq. Bu

axirinct boraborliyi t-yo goro diferensiallayaq: F% + r‘% =0,
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buradan ZF% =0 vo ya F~% =0 oldugunu alariq. Demali
719 olur,
dt

Teorem 3. a(t) vektoru vahid vektrosa, ondat + At) va
a(t) vektorlari arasindaki bucaq Aa = a(t+At)—a(t) vektorunun
uzunluguna ekvivalentdir.

Isbati. a(t)=OM, a(t+At)=ONolsun (bax sokil 1).
a(t) vo a(t+At) vektorlari arasindaki bucagi Ag ils isars edok.

Onda alariq ki, O_I\_/I‘ =1

M‘N‘ =|Aa],

Mq _26M sinA—; olar.

oldugundan |A§|=2$inA—2¢) olur va sinA—2¢~A¢ oldugu ii¢iin
alariq ki, |Ag] ~ Ag olur.
at)
04
at+At) ™y

Sokil 1

Teorem 4. Vahid vektorfunksiyanin firlanma siirati onun

toromosinin uzunluguna borabardir.
isbati: Tutaq ki, a(t) vahid vektorfunksiyadur.

alt)=OM, a(t+At)=ON  qgobul edok (sokil 1)
O_M‘:‘é_l\_l‘:loldugundan O morkozli vahid radiuslu ¢evro

¢okok. Onda MN govsiinii alariq. Morkozi bucagin xassosind
osason onun doraco Olglisii ona sdykonon qdvsiin doracosi ilo
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eynidir vo c¢evronin radiusu vahid oldugundan yaza bilorik:

‘ ‘ “Aé

—| olur. Burada limita kegsak:
[AY
lim Aq)‘_ lim |— Aa)_ Ag)_|da oldugunu alariq. Digor
A0 At | At>0 At| |At—>0 At dt
torafdon, lim Agp‘_ ‘ ‘— oldugundan, ‘—‘
At—0 At | [at—0 At

olar. ?j_(tp ifadosi a(t) vahid vektorfunksiyasinin t-yo goro

firlanma siiratini gostorir. Teorem isbat olundu.
Indi iso, skalyar arqumentli vektor-funksiyanm inteqrali
anlayisini verok. Tutaq ki, [a, b] parcasmda F(t) vektor-

funksiyas1 verilmisdir. [a, b] par¢asmni  a=t, <t <...<t,=b
noqtolori  ilo  kicik  hissoloro aywaq vo forz edok ki,
A= max(t,,—t) olsun, At =t,, —t; gotiiriib yaxindaki bdlgiiyo

osisn1®

n-1
uygun inteqral comi diizeldok: o, :Z:r'(ri At , burada 7,
i=0

néqtalori T, et t,,] sortini &doyen ixtiyari ndqtolordir.
A — Oyaximlasdiqda ¢ inteqral comlorinin sonlu limiti varsa,
F(t) vektor{funksiyasina [a, b] parcasinda inteqrallanan vektor-
funksiya deyilir; bu limit 7 (t) vektor{funksiyasmimn [a, b] pargast

b
iizro miioyyon inteqrali adlanir vo belo isaro olunurjr_(t)jt.

Gostormok olar ki, [a, b] pargasinda verilmis hor bir kosilmoz
Vektor-funksiya inteqrallanandlr Bundan slavs

I t)dt—l_[ dt+jJ. dt+kj
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baraborliyi dogrudur, harada ki, x(t),y(t), z(t) funksiyalar1 F(t)
vektor{funksiyasimin koordinat funksiyalaridir.

Beloliklo,  goriirik ki, F(t) vektor{funksiyasinin
inteqrallanmasi1 onun koordinat funksiyalarimin inteqrallanmasma
gotirilir.

Torif 5. F(t) vektorfunksiyasmnmn [a, b] parcasinda k
(k>1) tortibo qodor kosilmoz toromosi varsa, F(t) vektor-
funksiyasma [a, b] pargasinda k dofs kesilmoz diferensiallanan
funksiya deyilir. [a,b] parcasinda k dofs  kosilmoz
diferensiallanan vektofunksiyalar goxlugunu ¢"[a, b] ilo, k dofa
kosilmoz diferensiallanan skalyar funksiyalar c¢oxlugunu iso
c[a, b] ilo isars edirlor.

§2. 9yri anlayisi

Oyrini oyani olaraq, fozada horokot edon maddi néqtonin
trayektoriyast kimi gobul etmok olar. Hor hansi ip, sap oyri
tosovvliirii yaradir.

Tutag ki, m hissociyi E, evklid fozasinda horokst edir.
Fozada Oijk diizbucaqh koordinat sistemi toyin edok. Hissociyin
t aninda voziyyotini O ndqtesine nazsron M ndqtasinin F(t)

radiusvektoru ilo toyin etmok olar.
Ogor t am1 | aralifinda doyisorso, onda | araliginda toyin
olunmus t skalyar arqumentindon asili F(t) vektor funksiyasini

alariq. Bu funksiya i,],k bazisindo X(t), y(t), z(t) koordinatlarma
malik olar. Bu isa o demokdir ki,

F(t)=x(tN + y(t)i + z(tk (1)
ayrilist | aralifinda t-nin biitliin qiymstlorinde dogrudur, harada
Ki, x(t), y(t), Z(t) M-ndqtosinin  t-aninda koordinatlaridir. (1)

boraborliyini Oijk koordiant sistemindo m hissociyinin horokot
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ganunun adlandirirlar. No zaman ki, t arqumenti| araliginda
dayisir, M ndqtesi fozada miioyyan bir trayektoriya cizir.
Mexanikadan gotiiriilmiis bu sado anlayislar, bizo
elementar oyri adlanan ayri haqqinda tosovviir yaradir:
Ogor (1) uygunlugu t argumenti araliginda doyisdikds, o,
M noqtesinin  trayektoriyast ilo | araligi  arasinda
homeomorfizmdirso, onda bu trayektoriya elementar oyri adlanir.
E, fozasinda ixtiyari diiz xotti, pargani vo sliani (siia

dedikdo burada qapali siia nozordo tutulur) sado xott
adlandiracagiq.
Torif 1. E, fozasmm y,cE;, fiquru sado xotto

homeomorfdursa, buna elementar xott vo ya elementar ayri
deyilir.

Tarif 2. Parcaya homeomorf olan fiqur qévs adlanir.

Tutaq ki, bizo d diiz xotti verilib. Onun iizorindo O'e
koordiant sistemi toyin edok. Ogor hor bir teR ododino

koordinati t olan M ndqtasi gars1 qoysaq (yoni O'M =teé olsun)
onda R— d biyektiv inikasini alariq. Asanliqla gostoarmok olar ki,
bu inikas hom do homeomorfizmdir. Bu inikasda R odod oxu d
diiz xottino, Jo, B[ intervali, diiz xotto homeomorf olan uclari

olmayan peaya, [a, ﬂ]-adadi parcast iso AB parcasina kecir,
buradaA vo B, @ va f uc noqtolorinin obrazlaridir. Homin
inikasda e, B[ arahgi iso, siiaya homeomorf olan, B ucu olmayan
AB yarimagiq parcasina kecir (A vo B noqgtolori ¢ vo S

odadlorinin obrazidir).

Beloliklo, istonilon ododi araliq (hor bir adodi diiz xott,
odadi qapali siia, adadi parca, bir vo ya har iki ucu olmayan adadi
parga) sado xatlorden birino homeomorfdur.

Homeomorfizm ekvivalentlik miinasiboti oldugundan
yuxarida elementar oyriya verdiyimiz torifi belo do ifade etmok
olar:
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Tarif 3. Hor hans1 ododi araliga homeomorf olan y, < E,

fiquruna elementar xatt (elementar ayri) deyilir.

Elementar oyriyo misallar.

Misal 1. Ovvallor gostormisik ki, uclart A vo B olan @
yarimgevrasi pargaya homeomorfdur, ona goro do, yarmmgevra
elementar xottdir (daha doqiq desok qovsdiir). Uclar1 olmayan '
yarimgevrasi diiz xotto homeomorfdur, ona gora do, ' elementar
xattdir.

Misal 2. Oij diizbucaqh koordiant sistemindo y=sinx
sinusoidine x=t, y=sint, z=0, te R tonliklori ilo verilmis
fiqur kimi baxmaq olar. Bu tonliklor R ¢oxlugu ilo sinusoid
arasinda homeomorfizm yaradir. R ¢oxlugu Ox oxu ilo
homeomorf oldugundan sinusoid elementar xottdir.

Yuxarida deyilonlordon alinir ki, agor E, fazasinda Oijk

diizbucaqli koordiant sistemi verilmisso, onda y, elementar oyrisi

x=x(t), y=y(t), z=(t) (2)
sistem tonliklori ilo toyin olunar, burada t hor hanst | araliginda
doyisir, | araligmin y, ayrisina t <> (x(t), y(t), z(t)) homeomorf
inikasini yaradir. (2)-nin sag torofi iso | araliginda kosilmoz
funksiyalardir. (2) tonliyi verilmis xottin parametrik tonliyi
adlanir.

Burada belo bir sual meydana ¢ixir: Ogor (2) tonliyinin sag
torofi hor hansi | araliginda kosilmozdirso, sag torofdon hansi
sortin 6donmosini tolob etmok lazimdir ki, bu tonlik elementar
oyrini tayin etsin. Bunun {i¢iin kifaystdir ki, (2)-nin sag torafindoki
funksiyalardan he¢ olmazsa biri | araliginda ciddi monoton
olsun.

Tarif 4. Ogor fiquru sonlu sayda, yaxud da, hesabi sayda
elementar oyrilorlo 6rtmok miimkiindiirss, belo fiqura xstt (yaxud
da oyri) deyilir.
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Bu torifdon alinir ki, agor vy -hor hansi oyri, M-isa onun
tizorindo olan her hansi ndqtadirse, onda elo vy, elementar oyrisi
var ki, M ey, —y olur.

Misal 3. Cevroni (sokil 2-yo bax) iki AMB vo CND
qovslari ilo 6rtmok olar. Demoali indi dediyimiz torifo asason ¢evra
oyridir.

Sokil 2

Misal 4. y=tgx funksiyasmm qrafiki olan tangensoid
hesabi sayda elementar oyrilordon ibarotdir (X arqumenti

}— g + ki, %+ k;{, k=0, +1,+2,... araliginda doyisondo

homin funksiyanin qrafikloridir). Demoli, biitiin tangensoid
oyridir.

Eyni qayda ilo inanmaq olar ki, hiperbola da oyridir.
Hiperbola iki qoldan ibarotdir. Bu qollarin hor biri diiz xotto
homeomorfdur.

Tutaq ki, y oyrisi vo
onun izorindo M  ndqtesi
verilmigdir. ©gor elo bir £>0
odadi varsa ki, M noqtasinin 4

B(M, &) strafinn y oyrisi ilo kosigmosi enentar @gﬁﬁ]llra onda
M noqtesi y oyrisinin adi ndqtesi adlanir; daha dogrusu,
yNB(M,¢) fiquru elementar oyridirso M noqtesi adi noqtodir.
Burada iki hali forqlondirmok olar:
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a) Bu kosismo diiz xotto homeomorfdur, onda belo noqto daxili
noqte adlanir.
b) Bu kosismo siiaya homeomorfdur, onda belo noqte sorhad
ndqtasi, yaxudda oyrinin uc ndqtoesi adlanir.

M, ey noqtesi adi ndqto deyilss, belo ndqto moxsusi

noqto adlanir (sokil 3-o bax).

Torif 5. Biitiin noqtolori adi ndqtadon ibarat olan oyriyo
sada oyri deyilir. Demali, biitiin elementar ayrilor sads ayrilordir.
Cevro, ellips elementar olmayan sado oyrilordir. Qeyd edok ki,
ixtiyari sado oyri bir Olciili ¢oxobrazlhidir. Riyazi analizdon
malumdur ki, Dekart yarpag1 vo Bernulli lemniskati sado olmayan
oyrilordir.

Qeyd. Isbat etmok olar ki, istonilon sado ayri, ya elementar
oyridir, ya da ¢evroya homeomorfdur.

§3. Hamar ayri

Forz edok ki, t hor hanst | araliginda doyisdikdo 1y,
elementar oyrisi
x=x(t), y=y(t) z=2t) (1)
parametrik tonliyi ilo verilmisdir.

Torif 1. Ogor X(t), y(t), Z(t) funksiyalarmin | araliginda

miioyyan bir natural K tortibs qodor kosilmoz téromoalari varsa vo
hor bir t e | iiglin

rang|x .7 =1 (2)
sorti 6donirso, onda y, ayrisi hamar oyri adlanir.
(2) sorti analitik olaraq o demokdir ki, X, Y, Z téromolori I
araliginm he¢ bir ndqtesinds eyni zamanda sifira barabar deyillor.
Misal 1. x=t,y=sint,z=0, teR tonliyi Oxy
miistovisindo sinusoidi toyin edir. Sinisoidin tonliyinin sag
torofinin R-do istonilon tortibdon kosilmoz tdromasi var vo hom do
x=1, y=cost, z=0 oldugundan (2) sorti 6donir. Demali, Sinusoid
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¢ sinfindon hamar oyridir. Asanligla yoxlamag olar ki, ¢evro do
¢ sinfindon hamar oyridir.

Torif 2. Ogor sado y oyrisinin ixtiyari M daxili ndqtasinin
elo B(M,g)-& otrafi varsa ki, yB(M,&)—c(k=>1) sinfindon
elementar hamar oyridir, onda y sads ayrisi c*(k>1) sinfindon
hamar oyri adlanir.

Bilirik ki, Oijk koordinat sistemindo a radiuslugevronin
parametrik tonliyi

x=acost, y=asint, z=0 3
soklinds olar.

Yuxarida geyd etmisdik ki, ¢evroni iki qovslo drtmok oalr,
bu qovslorin har biri t € 1, qovsii liglin (3), diger qovs tiglin -tel,
(3) tonliklori ilo toyin olunur, burada |, vo 1,odadi araliglar:
0<t<2z arahigni Ortiir. (3) tonliyinin sag torofinin R-do
istonilon  tortib kosilmoz  téromolori var vo  hom do,
x=—asint, y=acos, z=0 oldugundan (2) sorti ddenir, ¢iinki
%%+ V> =a? 0. Demali, cevra ¢ sinfindon hamar sado oyridir.

Torif 3. Tutaq ki, (1) tonliyi, t hor hansi | araliginda
doyisdikdo y xottini toyin edir. ©gor | araligini, hesabidon ¢ox
olmayan elo |, arahqglar1 ilo Ortmok miimkiindiirso ki, bu
araliglarin hor birindo (1) tonliyi hamar xatt toyin edir, belo ayriys

hisso-hisso hamar oyri deyilir (araliqlarin uc ndqtslorinds hamarliq
sorti pozula bilor).

Misal 2.
x=a(t—sint), y=a(l-cost), z=0 (4)

(harda ki, a=const >0) tonliyi ilo toyin olunan fiqur sikloid
oyrisi adlanir. Bu oyri Oxy miistovisindo yerlosir vo sokil 4-doki
kimi tosvir olunur. Sikloid diiz xotto homeomorfdur, demoli,
elementar oyridir. Bu oyri  hamar oyri deyil, ¢iinki
t=2zak (k=0,+1%2,..) ndqtolorindo  x=0,y=0,z=0
oldugundan (2) sorti pozulur.
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Sokil 4

(4) tonliyindon goriiniir ki, sikloid biitiin adod oxunda toyin
olunub. ©dad oxunu hesabi sayda |, =[2a(k—1)z, 2akz] odadi
parcalarla Ortmok olar ki, homin pargalarin daxilinds, yoni
I, = ]Za(k—l)n, 2ak7r[ intervallarinda (4) tonliyi hamar oyri toyin
edir. Demali, sikloid hisso-hisso hamar oyridir.

Tutaq ki, (1) tenliyi t el araliginda doyisdikdo elementar
7, Oyrisini toyin edir. Yuxarida qeyd etdik ki, bu tonliklor

miloyyan bir f homeomorfizmini toyin edir: f:1 —v,, belo Ki,
f(1)=y, olur. Bgar h homeomorfizmil araligmi I’ araligina
z=h(t) qanunu ilo gevirirso (tel oldugda, z<!’ olur), onda
h%1’—1 tors inikasi da homeomorfizm olur vo t=f™(r)
Odonilir. t-nin bu qiymatini (1)-in sag torofindo yerino yazsaq
X= fl(T)’ y= fz(T)’ Z= fs(T) (5)

alariq,  harda ki, f,z)=xh"(2)), f,(z)=ylh*(z))
fy(r)= Z(h’l(r))- 7 -nun miirokkob funksiyasidir vo 7 doyiseni |’
araliginda doyisir. (5) soklinds verilon |’ — E; inikasimi g-ilo isaro
edak. (1) va (5)-1 miiqayisa etsok alariq ki, agor 7= h(t) iso onda
f(t)=h(z) olar. Buradan aliriq ki, f =g-h vo g=f-h™ olur.
Demosli, g homeomorfizimdir. O,l" araligin1 y, xattino gevirir.
Noticodo, | araliginda t parametrindon asili (1) parametrik tonliyi

ilo verilmis 70 oyrisinin, |’ araliinda 7 parametrindon asil (5)
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parametrik tonliyini aliriq. Bu iso homin oyrido parametrin
ovozlonmesidir: deyirler ki, z=h(t) funksiyas1 70 oyrisindo t
parametr ovozlomesini toyin edir. Beloliklo, imumi halda (1)
tonliyi ilo verilmis elementar oyrilordo parametrin ovozlonmasi
yalniz h:1 — 1" homeomorfizmi ilo yerins yetirilir. Ancaq onu da
geyd edok ki, Kk tartibdon olan hamar ayrilor {igiin bu mosalo bir
az miirokkobdir: bels ki, ayrinin hamarlq sinfini saxlamaq ti¢lin
alavo olaraq tolob etmoliyik ki, h homeomorfizmil araliginda k
tortibdon kosilmoz téromoyo do malik olmalidir vo hom do onun
birinci toromasi biitiin ndqtalords sifirdan forqli olmalidir.

§4. Dyrinin verilma iisullar

| ododi araligmin ti¢ dlgiilii E; evklid fozasma inikasma
baxaq. Bels inikas1 r"(t)vektor-ﬁmksiyam soklindo gostara bilirik.
E, evklid fozasinda T,j,k ortonormal bazisi verilmigsos, onda
F(t)=x(t) + y(t)j + zZ(t)k yazmaq olar.r(t) vektorfunksiyasini
toyin etmok {igiin  x(t), y(t),z(t) koordinat funksiyalarnmn
verilmosi kifayatdir. Ogar X(t), y(t), z(t) funksiyalar1 verilibss, E,-
do miioyyon xott almig olariq vo yuxarida geyd etdiyimiz kimi
x=X(t), y=y(t), z=2t) tonliklori, homin xattin parametrik
tonliklori olur.

Masala 1. Miistovids verilon ¢evronin parametrik tonliyino,
fazada x= Rcost, y= Rsint, z=0 soklinds baxmaq olar.

Mbasalo 2. Miistovido verilon ellipsin tonliyi, fozada
X=acog, y=Dbsint, z=0 soklinds olacagq.
Bilirik ki, agor {igolciilii E, evklid fozasinda diizbucali

koordinat sistemi verilibsa, onda, diiz xstti (hamar oyrinin xiisusi
hali kimi) diiz xott néqtolorinin X,y,z koordinatlarina nozaron
geyri-askar iki xatti tonliklor sistemi vasitosilo vermok olar. Onda
tabii olaraq bels bir sual meydana golir: na zaman
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F(x,y,2z)=0
} )
®(x,y,z)=0
tonliklor sistemi hamar oyri toyin edir? Burada F vo
@ funksiyalar1 X,y,z doyisonlorinin funksiyasidir. Bu suala cavabi
geyri-askar funksiyalar haqqinda teoremo osason vermok olar.
Koordinatlar1 (1) tonliklor sistemini 6doyon fozanin biitiin ndqtolor
¢oxlugunu G ils isars edok. Forz edok ki, My(%,,Y,,2,)eG elo
noqtadir ki, onun ii¢lin asagidak sortlor 6danilir:
1) Mo ndqtesinin hor hansi Hy, otrafinda (1) tenliklorinin sol

toroflori koasilmozdir vo birinci tortibdon kosilmoz toromoalari
vardir;
2) Mg noqtasinin 6ziindo

rang(Fx Fy Fsz 2 2
Cx o, Pz
olur.

Onda My ndqtesinin elo H,t/lo cH,, otrafi var ki,
H*,\,ID N Gkasiyi hamar oyri toyin edor. Ogor Mg noqtesinds (2)
matrisinin - sonuncu minoru sifirdan forqli olarsa, onda
H,t,lo otrafinda (1) tonliklor sistemini y vo Z mochullarina nozoron
hall etmak olar: Onda y= f(x) z= g(x) olduglarmi aliriq. Riyazi
analiz kursundan molumdur ki, f(x) vo g(x) funksiyalari
miioyyan bir, uygun | araliginda birinci tortib kosilmoz téromoys
malikdirlor. Demoli, x=t, y=f(t), z=g(t) tenliklori Hy,

otrafinda Mg ndqtasindon kegon miioyyon bir hamar oyrini toyin
edr.

§5. Toxunan
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Forz edok ki, fozann Oijk diizbucagli koordinat

sistemindo C sinfindon olan ¢ hamar oyrisi

x=x(t) y=ylt) z=zt) (1)
parametrik tonliklo verilmisdir. Demali, fozadaki (1) tenliyinin sag
toroflori miiayyon bir | odadi araliginda, K taortib do daxil olmaqla,
kasilmoz toromolors malikdir vo bu araligda
dx dy dzj 2)

an ’_1
Yot ot ot

sorti 6danilir.
(1) tonliklorini, uygun olaraq i, j,k -ya vurub toplasaq
r=r(t) (3)
alariq.
Burada, r(t)=x(t)i +y(t)j+z(t)k olur. r(t) vektor
funksiyanin koordinatlari olan x(t), y(t), z(t) funksiyalar1 |
araliginda toyin olunmusdur. Qeyd edok ki, (1) tonliklori baxilan

¢ oyrisinin vektor formasinda olan (3) vektor tonliyi ilo
eynigiicliidiir. (2) sorti onu gostorir ki, parametrin ixtiyari t el

giymotindo %7& 0 sorti 6donilir. ¢/ hamar oyrisi lizorindo r"(t) Vo

F(t+At) radius vektorlari ilo toyin olunan M,(t) vo M,(t+At)
noqtolorini gotiirak (sokil 5).

M,
Ft) AFP\\w,
pK Ft+At)
0 X
i I
Sokil 5

M; vo M, noqtalorindon M;M, diiz xattini kegirok. Bu diiz xott
¢ oyrisinin M; vo M, noqtelorindon kegon kosoni olar. Aydmdir
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ki, AT =r(t+At)-r(t) vektoru M, M, kosonin istigamatverici
vektoru olacag. ¢ hamar oyri oldugundan, ixtiyari te<[a,b]
ndqtesinds 7 =7(t) vektorfunksiyasmimn

_, dar dx- - dz-
r (t)=—=E| +;—d¥1+ak

toromesi var vo bu tdromo sifirdan forqlidir. Onda M,
noqtosindon kecib ' istigamotverici vektoruna malik olan diiz
xott, At—0 yaxmlasdigda M; M, diz xottinin limit
vaziyyatindon ibarotdir. Bu diiz xotto M, ndqtesindo ¢ oyrising
toxunan deyilir. Gostarmak olar ki, bu diiz xatt / hamar oyrisinin
parametrlosdirilmosindon asili deyildir. Belosliklo alirnq ki, ¢
hamar  oyrisinin  hor  bir M,  noqtesindo  oyrinin
parametrlosdirilmosindon asili olmayaraq toxunan diiz xatti vardir.

M

o

Sokil 6

Indi iso ¢ hamar ayrisine M(t,) ndqtesindo toxunanin
tonliyini tapaq. M, ndqtesindo ¢ oyrisino toxunanin cari
néqtesini M(X, Y, Z) ilo isaro edok. M(t,) ndqtosinin radius
vektoru T(t,)=x(t, i + y(t,)j + 2t )k ,  M(X,Y, Z)-néqtesinin
radius vektoru iso
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R=X +Yj+Zk
olsun (sokil 6).
Onda alariq ki,

R=1 =(X =Xt +(Y = y{to))j +(Z - 2ty )k

vektoru r’ -vektoru ils kolleniar olar:
R-F=AF 4)

Buradan,

(X =x(to )T + (Y = y(to))] +(Z - 2ty )k =

=AX@N +1y(t)]+ 1 Z(tk

oldugunu alariq. T,j,k ortonormal bazis vekrlar oldugundan
axirncit barabarlik 0 zaman dogru olar ki,
X —X(t,)=2AX(t,), Y-¥t,)=1Y(t,), Z—2t,)=12Z(t,) olsun.
Buradan,A parametrini yox etsok

X _X(to):Y_y(to): Z_Z(to) (5)

Xt)  Yl)  Z()

oldugunu alariq. (4) tonliyino ¢ hamar ayrisinin M(t,)

noqtosindo toxunanin vektorial tonliyi, (5) tonliyino iso toxunanin
parametrik tonliklori deyilir.

Qeyd edok ki, eyni zamanda biz homin ndqtods oyrinin
normalmin tonliyini asagidaki sokildo yaza bilorik.

(X=Xt )X (to)+ (Y = ¥(t))Y (to)+ (Z - 2(t5))2(t5)=0

Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis olurugq.

Teorem. Tutaq ki, I odadi araliginda toyin olunmus /¢
hamar oyrisi verilmisdir. Onda bu oyrinin istanilon ndqtesinds ona
toxunan diiz xott var vo yeganadir. Ogor /¢ hamar oyrisi
F(X, Y, Z)= 0, CD(X, Y, z)= O tonliklor sistemi ilo verilarsa, onda ¢
hamar ayrisinin M(X,, Y,, Z,) ndqtesinde toxunanin kanonik

tonliyi
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X - x(to) _ Y- y(to) _ Z - 2t,)
Fy F,| |F, FJ| |F« Fy
o, ©,| @, O] |D, D,
soklinds olar. Burada,
szﬁ, F :ﬁ, Fzzﬁ, x:ai),cp :62, CI)Z:aB xiisusi
ox 7 oy 0z ox 7V oy oz

téromoalari My(Xy, Vo, Z,) NOqtosinds hesablanir.

Masalo 1.
t= % ndqtasinds F(t)=alt —sint)i +a(l—cost)j + £4asin£2jlz

xatting toxunanin tonliyini yazin.
Holli.
Toxunanin tonliyi

X - X(to) — Y- y(to) — Z- Z(to)
Xt)  vl) )

y=all-cost), z= 4asin% ,

(to)= x@ _ a(%—lj it = y@ _ a(l— cosgj _a,

T

x(t)= a(t —sint),

. . 4a
t,) = 4asin-2 = 4asm% = 5" 2\/2a
X(t)=a(l-cost), Yy(t)=asint, Z(t)= 2acost5 : x(%j ~a,

V4 V4 T 2a
1Zl=a, Z|Z|=2acos™ = ==12a,
y(zj [2j 4”2



X="5 %8 y_a z-2J2a

a a av2
Xx-"™,a
2 _Y—a_Z—Z\/Ea
1 1 2
Moasalo 2.

r(t)= (3t t ) ( ) (3t +t )k xatting t =1 ndqtasinda
toxunanin tonliyini yazin.
Holli:

x=3t—t?, y=3t*, z=3t+t°
X~ X(t) Y_y(to):Z_Z(to)

Xt)  yYh)  Z()

%=3-1=2, y,=3 z,=4
X(t)=3-2, x(1)=1 y(t)=61, y({1)=
Z(t)=3+37, 1)=
X—2 y—3 z-4

1 6 6

Toxunanin tonliyi

Cahsmalar

1. x=cost, y=sint, z=t vint xattinin M (l 0, 0) noqtosindo
toxunanin tonliyini yazin.

2. x=3—t3, y=237% z=3t—t® oyrisinin M (O, 0, 0) noqtasindo
toxunanin tonliyini yazin.

3. x=¢€"cod, y=¢€'sint, z=€" xattinin t, = 0 néqtasindo
toxunanin tonliyini yazin.
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x=1 vy z-1
11 1
4. x=Rcoswt, y=Rsinwt, z=at xattinin ixtiyari ndqtosindo
toxunanin tonliyini yazin.

Cavab:

Cavab: X - Rco_swt :Y— Rsinw t _ Z—at
— Rwsint Rwcosw t a
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111 FOSIL
§1. Sath anlayis1

Sothlorin dyronilmasi li¢iin zoruri anlayis kimi iki skalyar
arqumentdon asil1 vektor funksiya anlayigmni verak.

Tutaq ki, V fozasi R hoqiqi adodlor meydani {izorindo
ticolciilii vektor fozadir. Ikidlgiilii araliq adlanan G ¢oxlugu iso

asagidak1 ¢oxluglardan biridir. 1) R®*=RxR fozasi; 2) v>0
sortini 6doyan (u,v)e R? ciitlorindon ibarat olan fazadir ki, R? ilo
isaro edilir Vo qapal yarimfoza adlanir. 3)
O<u<a,0<v<a a>0 sortlrini &doyon (uv)eR?
clitlorindon ibarat ¢oxlugdur ki, ododi kvadrat adlanir.

Ogor hor hansi qanunla hor bir u,v ciitlino V fozasinda

toyin olunmus r"(u,u) vektoruna qarsi qoymaq miimkiindiirso,
onda deyilir ki, G araliginda iki u,o skalyar arqumentdon asili
r(u,0) vektor funksiyasi verilmisdir.
Tutaq ki, (uo,uo) € G— miiayyan geyd olunmus noqtadir.
Ogar lim lim|r(u,0) =0 olarsa, onda deyilir kif =7(u,v)

vektor{funksiyast (U, 0, )-1n kigik atrafinda sonsuz kigikdir.

Tutaq ki, bizo F=r(u,0) vektor funksiyasi vo @eE,
vektoru verilmisdir. Ogor (u,,v,) noqtesinds T(u,0)—a vektoru
sonsuz kicik olarsa, yoni lim |r_(u,u)—§.| =0 olarsa, onda deyilir

u—ug
ki, u—u,, v > v, oldugda F(u,u) vektor funksiyasmin limiti &

vektorudur; va bu belo yazilir: lim F(u,v)=a.
Ogor r=r(u) vektor finksiyasi liglin
lim )r_(u,u)= 7(u,,0,) olarsa, ondar(u,v) vektor funksiyas

(u,0)=>(ug,v0
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(Uy,0,)€ G noqtesindo kesilmoz adlanir. G araligmm biitiin
noqtolorindo kosilmoz olan vektor funksiya homin araligda
kasilmoz funksiya adlanir.

Tutaq ki, E, fazasinda Oijk diizbucaqli koordinat sistemi
verilib. F(u,u) vektor funksiyanin | koordinatini X(u,u), I
koordinatini y(u,u), [l koordinatini Z(u,u) ilo isaro etsok, onda
alariq ki,

F(u,0)=x(u,o) + y(u,0)j + z(u,0)k (1)
olur.

Forz edok ki, limr(uv)=a vo a=aji+a,j+ak

u—ug
LUy

6donilir. Onda aydmndir ki, (u,0)— (u,v,) oldugda aliriq ki,
lim x(u,v)=4a,, limy(u,v)=a,, lim z(u,v)=a, olur.

Tutaq ki, bizo iki skalyar arqumentdon asili I’=r'(u,u)
vektorfunksiyasi verilib. Ogor v arqumentini geyd etsok, yoni
v=uv, gotirsok, onda F(u,v,) bir arqumentden asili vektor-

ar(u,v,)

funksiya alariq. Onda téromosino T =r(u,0) vektor-

funksiyasinin U doyigonino nozoron xiisusi toromoasi deyilir vo
8r‘(u,u)

ou
Eyni qayda ilo F(u,u) vektorfunksiyasinda u=u, qobul

=T, kimi isaro edilir.

etsok, onda v arqumentino gors xiisusi toromodon danisa bilorik
ar(u,v)

=T, kimi isaro
ov

vo v doyigonino goro xiisusi toromeo

olunur.
(1) ayriligmdan almir ki, F(u,0) vektor{funksiyasmin

koordinatlart x(u,v), y(u,v), z(u,v)-funksiyalaridir, ona goro
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diferensiallana haqqinda teoremo osason aliriq ki, (u,0)eG
noqtesinde T, I, xiisusi téromalorinin varligt tigiin

XU:M y:M z, aZ(U,u)

ou 7Y ou au
_ ox(u,w) _oy(u,w) ;- dz(u,v)

oo 7 ov ' ov
koordinat funksiyalarin xiisusi toromolorinin olmasi zoruri vo kafi
sortddir.

Els homin teoremdan do alinir ki,
L=Xi+Y,J+zk, [ =xi+yj+zk (2)

olur.

Beloliklo, aliriq ki, F(u,0) vektorfunksiyasinin xiisusi
toromolorinin  tapilmast  koordinat  funksiyalarinmn  xiisusi
toromolorinin tapilmasma gotirilir.

Ogor (1) diisturunda X(u,u), y(u,u), Z(u,u) funksiyalar1
(u,v) e G néqtosindo differensiallanandirsa, onda

dr = dx(u,0) +dy(u,0)j +dz(u,v)k (3)
vektoru r(u,v) vektorfunksiyasinin (u,0) noqtesinds diferensialt
adlanir. (2)-ni nozato alsaq (3)-ii belo yaza bilorik:

dr =r,du+r,do 3
Bu halda F(uov) vektorfunksiyasi (u,0) noqtosindo
diferensiallanan adlanir. X(u,u), y(u,u), Z(u,u) funksiyalar1 homin
noqtads diferensiallanan olduqda, dr diferensialini toyin etmok
olar.

ogor F(u,u) vektorfunksiyast G araligmm haor bir
noqtosindo diferensiallanandirsa, onda homin funksiyaya G
araliginda diferensiallanan funksiya deyilir.

Bildiyimiz kimi R*=RxR g¢oxlugu miistovi ilo
homeomorfdur.Rx R ¢oxlugu iso koordinat miistovisinin absis
oxu daxil olmagqla absis oxundan yuxarida galan biitliin noqgtalor
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coxlugu ilo homemorfdur. Yoni, RxR ¢oxlugunun serhoddini
0ziino aid olan yarimmiistovi ilo eynilosdiro bilorik. [0,1]
seqmentini  vahid parca ilo eynilosdiro bilorik. Onda
12 =[02]x[01] goxlugunu torofi 1-o baraber olan kvadrat kimi
basa diiso bilorik. Ugolgiilii Evklid fazasmda miistoviya, serhadi
Oziino daxil olan yarimmiistoviyo, torofi vahido borabor olan
kvadrata on sado soth deyoacayik. ©On sads soth ilo homeomorf olan
istonilon fiqura elementar soth deyilir. Basqa s6zlo (on sado sothlor
yuxarida qeyd olunan ikidlgiili G R® araligma homeomorf
oldugundan), iicolciilii fozada yuxarida baxilan ikidlgiili G c R?
odadi araligina homeomorf olan fiqurlar elementar soth adlanir.

Torif 1. Sonlu vo ya hesabi sayda elementar sothlorlo
ortiilo bilon fiqura soth deyilir.

Tutaq ki, bizo F sothi verilmisdir. 9gor onun M € F
noqtosi liclin morkozi M ndqtosindo olan radiusu I -o borabor
olan ela B(M ,g) ki¢ik otrafli varsa ki, F[) B(M,g) kosismaosi
elementar soth olur, onda M -o sothin adi ndqtosi deyirlor. Oks
halda, M € F adi ndqto deyilso, yoni onun he¢ bir otrafi ilo
kosismo elementar soth deyilso, onda homin nodqtoys sothin
moxsusi noqtasi deyirlor. Biitiin ndqtolori adi noqtalor olan sotho
sado soth deyilir.

Ogor, yuxarida baxdigmiz F[) B(M,e) kosigmosi

R? miistavisino homeomorf olarsa, onda M € F noqtesine sathin
daxili noqtesi, Rx R qapali yarimmiistoviys homeomorf olarsa,

onda homin ndqtays sorhad noqtesi deyilir. Sade sothin sorhod
noqtalori ¢oxluguna, onun sorhadi vo ya konari deyirlor. Biitiin
ndqtalori daxili ndqts olan sads satho oblast deyilir.

Sothi miisyyon bir G oblastmmn E, fozasina

homeomorfizmi kimi do gotiirs bilorik.
Tutaq ki, G oblastmmin E; elementar sothino miioyysn bir

g:G—>E, homeomorf inikast verilib. Onda hor bir
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M e g(G): F, ndqtosi iigiin fozada verilmis Oijk diizbucagl
koordinat sistemine nazoron onun (X, Y, Z) koordinatlarini toyin
edo bilorik.

Aydindir ki, G oblast oldugundan M ndqtasinin (X, 2 z)
koordinatlar1 (u,v)e G iki koordinatin funksiyalari olacaqdir.
Basqa sozlo, M noqtesinin OM =F radius vektoru(u,v)eG
koordinatlarindan asili olacaq, yoni F=F(u,0) vektor funksiya
olacaqdir.

sothi verilib. Oijk diizbucaqli koordinat sistemindo
vektor funksiyasmin ayrilisini yazagq:
F(u,0)=x(u,0) + y(u,0)j + z(u,v)k . Bu tonliyo sothin vektorial

tonliyi deyilir. Aydindir ki, bu vektorial tonliyi ona ekvivalent
sokilda

x=xuo), y=yuo) z=2u,v) (4)
tonliyi kimi do yazmaq olar.
(4) tonliyino sothin parametrik tonliyi deyilir. Ogor,
parametrik tonlikdo z-i, bagsqa sozlo parametrik tonliklordo u vo
v parametrlorini X vo Y-lo ifado etmok olarsa, onda sathin

tonliyini z=z(x,y) (5) kimi, agkar sokildo do vermok olar. Sathin
tonliyi bazon do F(X,Y,2z)=0 kimi geyri-askar sokildo do verilir.

§2. Hamar sathlar va onlarin verilma iisullari

Hamar sathlor. E; Evklid fozasinda Oijk diizbucaqlt

koordinat sistemini gotlirok. G iso Evklid miistovisindo sado
oblast olsun.
Fozada f lokal homeomafizmi ilo verilon S sothina

baxaq; f (u,0)=M(x,y,z)e S olarsa, onda
x=xu,v), y=yuv), z=2zuv) 1)
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olar. Demali, f lokal homeomorfizminds S sothini omalo gotiron
M ndqtelorinin X, Y, zkoordinatlar1 G oblastinda tayin olunan
u,o doyisonlorinin  (parametrlorinin) funksiyalaridir. f
homeomorfizm oldugundan, (1) baraberliklorinin sag toroflori G
oblastinda kasilmoz funksiyalardir. (1) tonliklori
F=xu,o) + y(u,0)j +zu,0)k (2)

vektor tonliyi ilo eynigiicliidiir, onu belo isaro edocoyik:
r=r(uv).

O halda deyirlor ki, (2) tonliyi C® sinfindo k tortibli
hamar vo ya requlyar S sothini toyin edir, ogor
x(u,v), y(u,0), Z(u,v) funksiyalarmm G oblastmda k (k>1)
tortibo (k-da daxil olmaqgla) qodor kosilmoz xiisusi toromalori
CM S
ou ov
oldugda S sothino hamar sath deyilir. G oblastini S sothino (1)
diisturlar1 (vo ya (2) tonliyi) ilo inikas etdiron homeomorfizms S
sothinin parametrik tosviri vo ya requlyar parametrlosdiricisi
deyilir.

Tutaq ki, S sothi (1) tonliklori ilo verilib vo sag toraflori
G oblastinda kosilmozdirlor

olsun va [F,,F,]# 0 sorti 6densin, burada F, =

x=x(u,0), y=y(u,0) (3)
tonliklorinin U,v dayisonlarine gors hall olundugu hala baxaq:
u=u(xy), v=ov(xy) (4)

Burada u(x,y) ve o(xy) funksiyalar1 evklid miistovisinin har
hans1 G oblastinda kosilmozdirlor. u,v doayisonlorinin (4)-doki
qiymatlarini (1) tonliklorinin ii¢lincii tanliyinds yerins yazsaq
z=2(x,y) (5)

oldugunu alarig. (5) tenliyins sathin askar tonliyi deyilir.

Demoli, bu halda sathin parametrik tonliklorini onun askar
tonliyino gotirmok olar. Torsino, sothin agkar tonliyi onun
parametrik tonliklorinin xiisusi hahidir (u=x, v=y).
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Soth

F(xy.2)=0 (6)

geyri-askar tonliklords verils bilor. Bu tonliyin hans1 halda hamar
soth toyin etdiyini gostorok.

Fozanm (6) tonliyini 6ddoyon noqtalor ¢oxlugunu @ ilo
isaro edok. My(XyY,,2,)e® noqtesindo asagidaki sortlor
Odonsin.

1) M, ndqtesinin hor hanst U,, = otrafinda F(x,y,z) funksiyas1 vo

F.,F,,F, xiisusi toromolori kosilmozdir.

y''z
F.F,.F

2) M, noqtesinds rang|F,,F,,F,| =1 olsun.

Onda M, ndqtesinin elo U, <U,, otrafi var ki, ®NU,,
hamar soth olar.
Bu toklifin sortlori @ ¢oxlugunun hor bir M, noqtasi ligiin

Odonilorso, onda @ — hamar sathdir.

Aydindir ki, geyri-askar funksiyalar hagqinda teoremin
sortlori daxilindo sothin qeyri-agkar tonliyini do onun agkar
tonliyino gotirmok olar.

§3. Sath iizorinds noqtanin ayrixatli koordinatlar

Tutaq ki, S requlyar sothi
r=r(u,o) (1)
tonliyi ilo verilmisdir, burada (u,0) adadler ciitii hor hanst G sado
oblastina daxildir. F(u,v) vektorfunksiyast G sado oblastmimn
fozada homeomorf inikasini toyin etdiyinden, S sothinin her bir
M néqtosiilo G oblastnmn (u,v) adadler ciitii arasinda qarsiligh
birgiymoatli uygunluq vardir. Ona goro do, u,v aodadlorinin
verilmosi S sothinin M ndqtosini toyin edir: M(u,u); burada
U,0 adadlorine S sathinin iizoarinds M ndqtesinin ayrixatli vo ya
qaus koordinatlar1 deyilir.
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Beloliklo, S sothinin hor bir requlyar parametrlosdiricisi
onun tiizorindo miiayyon oyrixotli koordinat sistemi yaradir.
v=oonst, u=t(a<t<b) tonliyi G oblastinda (a,b)cR
intervalina homeomorf olan néqtalor ¢coxlugu toyin edir. (1) tonliyi
ilo verilon inikasda (a,b) intervali S sothi iizorinde hor hansi bir
requlyar ayriys kegir. Bu ayriya S sothi {izorindo v =const xotti
va ya U xatti deyilir.

Eyni qayda ilo u=const, v=t (C<t < d) tonliyi G
oblastinda (C,d)c R intervalina homeomorf olan ndqtalor
coxlugu omoalo gotiracok ki, (1) tonliyi ilo verilon inikasda homin
interval S sathi lizorinds u=const xatti vo ya v xattini toyin
edacak.

Bu cpyda ilo alinan u vo v xatlorine ayrixatli koordinat
xatlori deyilir (sokil 12)

Yuxarida qeyd etdik
ki, G oblastmin (u,u) ciitlori

illo S sothinin noqtalori
arasinda garsiligh birqiymaotli
uygunluq vardir. Bu
uygunluga gora S sothinin
hor bir nodqtesindon bir vo
yalniz bir u xotti, eloco do .
bir va yalniz bir v xatti kegir. yokil 12
Hom do har bir U xatti ixtiyari v Xottini yalniz bir ndqtods kosir.
Beloliklo, oyrixotli koordinat xotlori S sothi iizorindo
koordinatlar sabokasi amalo gatirir.
Indi 7 = ar"(u,u)’ = ar(u,v)
ou ov
monasini vermok olar. T, vektoru u xattino, onun M(u,v)

u

vektorlarmmin handasi

noqtaesinda U koordinatmin artmasi torafs yonalmis toxunanindan,
r, vektoru iso o xottine homin M(u,0) ndqtesinde v

koordinatinin artmast torofs yOnolmis toxunanindan ibarotdir.
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BuradaM(u,u) ndqtasi U vo v xatlorinin kosismo ndqtosidir. S
requlyar soth oldugundan [F,(Uy, 0, )T, (Uy,05)]# 0 olar. Bu iso o
demokdir ki, M (Uy,v,) noqtesinda F,(Uy,0,) vo T, (U,,0,) toxunan
vektorlari sifirdan forqlidir.

§4. Satha toxunan miistavi vo normal

Tutaq ki, bizo c® (kZl) sinfino daxil olan F hamar
sothi
r=r(u) (1)
tonliyi ilo verilmisdir. F hamar sothinin toyin oblasti G c R?
iki6l¢iilii oblast olsun.
Burada u,v doyisenlornini | < R ag¢iq intervalinda hor
hansi1 t dayisonindan asili oldugunu forz edak; yani
u=u(t), v=0o(t) (2)
qobul etsok, t | oldugda(uft),o(t))e G olur. Bu giymatlori (1)-
do nozors alsaq
r = r(u)0(t) voya F = F(t) 3)
alinar, bu iso fozada C® sinfindon olan xattin tonliyidir. Homin
xatti y ilo isaro edok. Bu xott soth lizorindadir, yoni aydindir ki,
y c F olacaydir, ciinki hor bir tel iicin (u(t), v(t))eG olur.
Eloco do torsino. F sothi iizorindo C" sinfindon olan hor bir
hamar xott (2) vo ya (3) tonliyi ilo toyin edilo bilor. Burada,
miioyyon | araliginda verilon (u(t), v(t))e G sortini 6doyon u(t)
\6) U(t) funksiyalarinin K tortibdon (k -da daxil olmaqla) kasilmoz

) . u do . . g .
toromolori var vo —, —— toromolori | araliginin he¢ bir

dt = dt
ndqtasinds eyni zamanda sifira ¢evrilmirlor.
Indi iso y xottinin hamar olmasi sortini tapaq. (3)-don
alariq ki,
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d_du _dv dr
—=T,—+7,— olarvo — =0
dt dt dt dt

sorti 0 zaman Odonar ki, %, ((jj—l: toromolorinin har ikisi eyni

zamanda sifir olmasimn. Ixtiyari M,(Uy,0,)€ F noqtesini gotiirak.
Homin ndéqtedo T, T, vektalarna baxaq. Soth hamar soth
oldugundan, bu vektorlar xotti asili deyillor. Onda (M,,F,,F,)
ucliyti E; fozasinda bir miistovi toyin edocok. M, ndqtesindon
kegon t, €| qiymoti liglin U, = u(to), U, = u(to) isaro etsok, onda
aydindir ki, Mo(uo,uo)e y olar. y xattino M, ndqtesinds ¢okilon
toxunanin istigamotverici vektorunu tapaq. (3) tonliyindon aldiq
ki,

d _du _do

E =1, E +T, E .
Yoni, % vektoru M, noqtesindo y xottino ¢okilon toxunanin

. . d du do
istigamoatverici vektorudur. —, —, —
dt  dt

dt

toromolorini t=t,

. TP ¢ _ o
noqtosindo hesablasaq gororik ki, o vektoru 1, vo T, xiisusi
toromolorinin (uo,z)o) noqtalorinds qiymatlorindon vo onlarm xotti

kombinasiyasindan ibaratdir. Yoni, % vektoru (Mo,r‘u,r‘u)

miistovisino paralel olacaqdir. Indi iso asagidaki teoremi isbat
edok.

Teorem. Tutaq ki, C") (k 1) sinfino daxil olan F hamar
Sothi T = r‘(u,u) tonliyi ilo verilib. Homin soth tizerinds hor hansi
M,(Up,0,) € F ndqtesi geyd olunub. F sothi iizorindo olan va

MO(UO,UO) noqtosindon kegon biitlin y hamar xotlorine M,
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noqtesindo toxuanlar (M,,F,,F,) miistovisinin {izorindo yerlosirlor

s
vo torsino M, ndqtesindon kegon vo (M,,F,,F,) miistovisinin
tizorindo olan hor bir diiz xott F sothi {izorindo olan vo M,
noqtesindon kegon miioyyon bir y hamar xottino toxunan
olacaqdur.

Isbati. Forz edok ki, F sothinin {izorindo olan vo

Mo(uo,uo)e F noqtesindon kecon hor hansi hamar y e F xotti
verilmigdir. Onda y xattinin tonliyi (3) tonliyine uygun olaraq
r=r(t) soklindo vermok olar. Bu zaman y hamar xottino M,

noqtosindo toxunan
a _du _do

—=F,—+F—
dt dt dt
soklindo verilo bilor, haradaki I, vo T, xiisusi toromolori (uo,uo)

. ) du do . .. . ) -
noqtasindo, m ) o toromolori iso (uo,uo) noqtasing uygun t,

noqtosindo hesablanmisdir.

Demoli, y xottinin M, noqtosindoki toxunani T, vo T,
vektorlarmin  xotti kombinasiyasidir. Yoni homin toxunan
(M,,F,,F,) miistovisinin iizerinds olcaqdur.

Torsing, farz edok ki, (M,,F,,F,) miistovisi tizerinde M,
noqtosinden kegon va istiqamotverici vektoru a olan (M,,a) diiz

xotti verilib. @ vektoru (M,,F,,F)) mistovisino paralel

u’v

oldugundan o, T,

. Vo T vektorlarinin xotti kombinasiyas: olan

a=af, + [, soklindo verilir, harda ki, & vo B odadlori eyni
zamanda sifir ola bilmozlor. F sothi {izorinde u=u,+at,
L=, + ft tonliklori ilo verilon miioyyon bir xatto baxaq, harda
ki, t parametri (u,u)eG sortini 6doyan miloyyon bir araliqgda
doyisir. Onda F =F (U, +at, v, + ft) xotti F sothi iizorinde M,
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noqtesindon  kegon  xott olacaqdir. Buradan aliriq ki,
amm . :
E=rua+ruﬂ vektoru M, ndqtesindo homin xotto toxunan
vektor olacaqdir. Yoni, homin xottin @ istigamotverici vektoru
M= r'(uO +at, v, + ,Bt) xottinin toxunan vektoru ilo eynidir (¢iinki
du do a _ . :
—=a, —=f vo —=al,a+ff,=a olar). Yoni o, verilon
dt dt dt
(M,,a) diiz xotti ilo iist-iisto diigocok. Beloliklo, teorem isbat
olundu.

Torif. (M,,F,,F,) mistovisino F  sothinin M,
noqtasindoki toxunan miistovisi deyilir.

Aydmndir ki, M,eF nodqtesindo F sothino toxunan

(M,,F,,F,) miistovisinin ixtiyari M ndqtesi tigin M M,F,,F,
vektorlarmin garisiq hasili sifra borabor olmalidir. Basqa sozlo, F
sothino M, ndqtesinds toxunan miistovinin vektorial tonliyi

(MoM 1.7, )=0 ) (4

U o

sokinda olar.
(4) tonliyini koordinatlarla asagidaki kimi yazmag olar:

X=X Y=Y 2%
X Yu z, |=0 (5)
X Y, Z
(5) tonliyi MO(XO, Yo ZO) noqtesinde F sothino T(MO) toxunan
miistovisinin tonliyidir.

Sothin tenliyi z=2z(x,y) askar sokildo verilorss, onda
u=x, v=Yy oldugundan x,=1y,=012z2=z2,
X, =0,y,=1 z, =2, olacaqdir ki, bu halda (5) tonliyi asagidaki
sokilda olar:
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X=X Y=Y Z-%
1 0 z, |=0
0 1 y4

Yy

va ya bu sekilde z— 7, =z,(x— %)+ z,(y—,) olar.
§5. Sathin normah

Tutaq ki, bizo C* (k>1) sinfino daxil olan T =r(u,0)
tonliyi ilo F hamar sothi verilmigdir. M,eF noqtosindo bu
sotho toxunan (M,,F,,F,) miistovisine baxaq. N =[F,,F | vektorial
hasili M, ndqtasindo toxunan miistaviys perpendikulyar olacaq.
M, e F noqtesindo hamar sothin normali, bu ndqtedon kecib

toxunan miistoviyo perpendikulyar olan diiz xotto deyilir. Onda N
vektor F sothinin M, ndqtesindoki normalm istigamatverici

vektoru olar. Basga sozlo, (MO,N) diiz xotti F sothinin M,

ndqtesindoki normali olur. Ogor fozada Oijk diizbucagh
koordinat sistemi verilibso, F sothinin tonliyini

r=xu,o)f +y(u,0)j +zu,o)k (1)
soklindo yaza bilorik. Onda, aydindir ki, N =[F,,F ] vektorunun
Yy A‘ 2, ><u‘ ‘& Yy

koordinatlar1
(yu Z,| 14, X| X yuj

kimi olacaqdir. Onda E; fozasinda (1) tonliyi ilo verilmis sothin

MO(XO,yO,ZO) noqtosindo normalin tonliyini asagidaki sokildo
yaza bilorik
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X=X — Y—Y% — Z- 4 (2)
Yo A‘ Z, %, ‘xu Yo
Yo 4 14 X X% Y
Ogor soth z=2z(x,y) kimi askar sokildo verilibso, onda aydmndir

Ki, My(X,, ¥y, Z,)noqtasindo homin sotho ¢okilon normalin tonliyi
X—X0=y—yO=Z—ZO (3)
% Z -1

soklindos olar.
Indi forz edok ki, F hamar sathi
F(xy,2)=0 (5)
soklindo geyri-askar sokildo tonliklo verilmigdir. Onda yuxarida
deyilonlorden almagq olar ki, normalin tonliyi
X—X0=y—yo=Z—Zo (6)
F F F

X y z

soklinds olacagq.
Mosalo 1.x* +y?+ 72 =1 sothino M,(112) noqtesindo
toxunan miistovinin tonliyin yazin.
Holli. Bilirik ki, sotho toxunan miistovinin tonliyi
asagidaki sokildodir.
(X =%)F{(Mo)+(Y = o JFy(Mo) +(Z — 2, )F; (M) =0

F(x,y,2)=X+y*+2° -1
F/=2x F/(M,)=2
F =2y F/(M,)=2
F/=2z F/(M,)=4

0
2(X -1)+2(Y-1)+4Z-2)=0
2X+2Y+42-2-2-8=0
2X+2Y +472-12=0, x+y+2z-6=0

Mosalo. M (122) noqtesinde  xy*>+2°=12 sothino
cokilmis toxunan miistovinin tonliyini yazin.
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Holli. x=u, y=v, z=¥12—uv?. Bilirik ki, parametrik
tonliklo verilmis toxunan miistavinin tonliyi

X=% Y-Yo Z-%

X, Yu z, |=0 (4)
X, Yo Z,
2
X =1 y,=0 2, =—————
(12—uuz)
2uv
=0, y,=1 Z, =
(12—uz)2)
Xu ' u ' Zu 3
1
=O’ =1’ = ——
% Yo Z, 3

Bu qiymotlori toxunan miistovinin (4) tonliyindo nozoro alsaq,
alariq ki,

x-1 y-2 z-2

1 0 1 =0
3

0 1 -1
3

1 1
z—2+§(x—1)+§(y—2)— 0
3z-6+x-1+y-2=0
X+y+3z-9=0
Mbosald 3. F(u,v)=ui + (u2 — 20)] + (u3 — &JU)E sothinin
M 0(1‘3;4) ndqtesinds toxunan miistovinin tonliyini yazm.
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Holli. x=u, y=u2—20, z=u*-3uv, M, noqtesine
uygun parametrlor oldugu aydmdir. X, =1; y,=2u,
7,=30"-3; y,=2, 2,=6; y,=-2, z=-3, x,=0,
y,=-2, z,=3 olur.

X% Y=Y 24

X Yu z, |=0
X, Yo Z,
x-1 y-3 z-
1 2 6 |=0
0o -2 3

6(x—1)—2z-4)+12Ax-1)-3y—-3)=0
6Xx—6—-2z+8+12x-12-3y+9=0
18x—-3y—-2z-1=0

Mbosalo 4. M,(12;2) noqtesinde xy® +2° =12 tonliyi ilo
verilon satho ¢okilon normalin tonliyini yazin.

Holli. x=u, y=v, Z2=12—uv?, z=+23-uv’

Bilirik ki, sothin normalinin tonliyi asagidaki diisturla
hesablanir

X=% _ Y=Y _ 2-2%
Yo A‘ ‘A ><u‘ ‘xu Y,

Yo 4 Z, X X Y
1 0 v
=1, y,=0; z,=- ;
% “ 2/12—uv?
. 4 4 1
2J12-4 2.2J2 2

X =0y -1 7 = 2u0 _ZU__2-2-1 1
T AT w220

6C



Onda normalin tonliyi bu gokilds olar:

x-1 y-2 z-2 x-1 y-2 z-2
B o 11 1
0 - - 1 = =
‘oj 2 2

1 -

St

NN

Calhismalar

1. X*+y?’=2Z" sothino My(X,V¥,2) noqtesindo toxunan

miistovinin tonliyini yazin.

Cavab: xx, + yy, =2z,
2. z=2x*-2y* sothine M,(214) noqtesindo toxunan

miistovinin tonliyini yazin.
Cavab:8x—4y—z-8=0

3. Xyz=1 sothinin X+ Yy+z—-3=0 miistovisino paralel olan

toxunan miistovisini tapin.
Cavab:x+y+z—2=0

4. X* +2y? + 7° =1 ellipsoidinin elo toxunan miistovisini tapmn ki,
X— Y+ 2z =0 miistovisina paralel olsun.

Cavab:x—y+ 22+—_0
V2

5. z=xy sothino Mo(l;l;l) noqtesindo toxunan miistovinin vo

normalin tonliyini yazin.
x-1 y-1 z-1
1 1 -1

Cavab:x+y-2z-1=0;
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§6. Sathin | kvadratik formasi

Tutaq ki, bizo G oblastinda toyin olunmus, C*) (k>1)

sinfina daxil olan

r=r(u,o) (1)
tonliyi ilo hamar F sothi verilmisdir. Onda, bildiyimiz kimi
F(u,u) vektor funksiyasmin F  sothinin ixtiyari ndqtesindo
diferensiall

dr =r,du+r,do (2)
olar. Bu r(u,0) vektor funksyasmm diferensialidir. Indi iso

homin diferensialin (dr‘)2 skalyar hasilino baxaq:

(dr ) = (r,du+F do)* = F2du® + 2F,F, du + F *do? (3)
Ogor y,, =17, y,=TT , 7,,=T isars etsok, onda (3)-don aliriq
ki,

(dF ) = y,,du? + 2, dudo + y, ,dv? (4)

(4) boraborliyinin sag torofindoki 3, ,du® + 2y, dudv + 7, dv?
ifadosino F sothinin I kvadratik formast deyilir. y,,-o kvadratik
formanin birinci omsali, y,,-ys ikinci amsal, y,,-ya l¢glincii omsal
deyilir. F sothi hamar sath oldugundan T, vo T, xiisusi toromoalori
sothin istonilon ndqtasinds eyni zamanda sifir ola bilmoz, ona goro
do dr*#0 vo dr? >0 olar.

Demoli, bu kvadratik forma miisbot miioyyon kvadratik
formadir. Onda F sothinin ixtiyari M, ndqtesinds Ty ~toxunan
fozasinda bir skalyar hasil toyin edilir, yoni F sothinin hor bir
ndqtasinds toxunan vektor foza, ikidlciilii Evklid fozasi olar.

Forz edok ki, u=u(t), v =wo(t) tenliyinin kémoyi ilo F
soth iizorindo hor hanst bir F(t)=r(u(t)o(t)) xotti verilmisdir.
Onda
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a _du _dov

—=F—+F—

dt dt dt
yazmagq olar. Onda alariq ki,

iz— %2_’_2 %@4_ @2
ot =N ot 7/12dtclt V22 ot

Digor torofdon, bilirik ki, homin xattin qdvsiiniin

(5)

olur.

. . . r .
uzunlugunu t-don asili funksiya kimi toyin etsok, ((j:l_f = % , yani
ds= ‘% dt olar. Onda, homin xottin ixtiyari iki t <t,

parametrlorino uygun olan M, vo M, ndqtelori arasinda qalan
qovsiin uzunlugu

t t 2 2
( ( du du dov dv
S= dt = — | + 2+ — | dt 6
tj; ;[\/yl{dtj V12 dt ot 722(dtj (6)
olar. (6) diisturuna soth iizorindo qovsiin uzunlugunun diisturu
deyilir.
Maosald 1.
r(u,0)=(ucosv) +(usinv)j +(av)k
sothinin birinci kvadratik formasini yazin.
Holli. Sothin birinci kvadratik formasi asagidakidir.
dr? =y, du® + 2y, dudv + y,,dv? (7
birinci kvadratik formanmn y,,,7,,,7,, omsallarini hesablayaq.
Sothin tenliyi parametrik sokildo verildiyindon, bu
omsallar asagidaki kimi hesablanir:
Y11= Xj + )/5 + ZS
T12=X% T WY, T 44
V=X +Y, 2
X, =Cov, Y, =Sinv, z,=0

dr
dt
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X, =-usinv, y, =ucosv, z =a
7, =Sifv+cosv=1, y,=-usinucosv+usinucosv =0
Y =U'sifv+u’codv+a’ =a’*+u’
Vi1 V10 Vao-IN bu qiymatlorini (7) ifadesinds yerins yazsaq
dr? = du? + (U + a® Jdo?

alariq.

Masals 2.

r(u,0)=(acosucosv)i +(acosusinv)j +(csinu)k

sothin birinci kvadratik formasmi yazn.

Hoalli. Sathin birinci kvadratik formasi

dr? = y,,du® + 2y, dudo + y,,dv?
bu sokildadir. y,,,7:,,7», omsallarini hesablayagq.

=X +Y+Z X = acosucos

T12= XX VY, + 4,4, y =acosusinv

Vou= X+ Y+ 2 z=csinu

X, =—asinucosv y, =—asinusinv, z, =ccosu
X, =—acosusinu y, =acosucosv, z =0

7y, =& sin’ cos v +a”sin”usin® v + ¢*cos u = a’ sin u+ ¢’ cos' u
7., = &’ sinucosv cosusinw — a° sinusinv cosucosv = 0

¥, =a’Ccog usin® v+a’ cos ucos v=a’cos u

V11 Vi Vo0p-0in bu qiymatlorini (7) ifadesinde yerino yazsaq

dr? = (asin? u+c? cogf u)du? + a? cos udv?

Cahismalar

1. X¥*+y’+2°=a® sothinin birinci kvadratik formasim toyin
edin.

Cavab: z°ds® = (a2 — y2 )X + 2xyexdly + (a2 — X )dy?
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2. X=vcosu—asinu, y=wvsinu+acosu, z=au sothinin
birinci kvadratik formamni toyin edin.

Cavab:ds? = (v + 2a% Jdu? — 2adudo + dv?

3. x=¢(ujcosv, y=¢(u)sinv, z=w(u) sothinin Dbirinci

kvadratik formasimni tapin.

Cavab: ds® = (¢2(u)+ w'?(u))du? + p?(u)dv?

4. x=ucosy, y=usinv, z=av+e(u) imumi helikoidinin
birinci kvadratik formasini toyin edin.

Cavab: ds? = (1+ ¢'? Jdu? + 2ag/dudo + (U + &% Jdv?

5. Xx=acosucow, y=acossinv, z=asinu kiironin birinci

kvadratik formasini tapin.
Cavab:ds® = du® + (u? + a° Jdo?
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§7. Sath iizarinds dyrilor arasindaki bucaq

Tutaqg ki, y,7, hamar F sothindo ortaq M,
noqtesindon kegon iki hamar oyrilordir.
Torif. y, vo y, hamar ayrilorinin M, ortaq ndqtosindo,

onlara ¢okilmis toxunanlar  arasindaki bucaga, bu oyrilor
arasindaki bucaq deyilir.

¥, Vo ¥, oyrilari tizra diferensiallamani uygun olaraq d
vd ¢ simvollari ilo isars edok. y, vo y, oyrilorino M, noqtosinda
toxunanlar (M,,T,) vo (M,,T,) olsun. Toxuan diiz xatlorin

istigamoatverici vektorlart uygun olaraq dr vo o vektorlari

olacaq. Onday, va y, ayrileri arasindaki ¢ bucagmni, dr vo o

vektorlar1 arasinda galan bucaq kimi hesablamaq olar (sokil 13).
or

Sokil 13

dr =rdu+r,do va & =1,du+T,0v oldugundan, bu qiymatlori
dror

o €
jarfr]

cosp
formulunda yerins yazsaq:
|dF| =drF? = y, du?® + 2, dudo + y, dv?,
|&‘_| = &7 =1y, 00° + 2, U0 + 7, 00°

dr &F = ,,dudU + y3,(dudy + Sudv) + y,dvdo
olar. Onda (1) baraberliyindon aliriq ki,
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7, dudu + ylz(du&) + 5udu)+ ¥, dvov
Au? + 2y, dudo + y,,dv? \/711&12 + 27,0000 + ,00°

cosp =
\/7/1

olur.
Bu diistura soth {izorindos oyrilor arasinda bucaq diisturu
deyilir. Burada du,dv diferensiallar1 y, oyrisini toyin edon

u=uyt), v=ut) tonliklorindon, &u,év diferensiallar iso y,
oyrisini tayin edon u=u,(t), v =wv,(t) tenliklorindon tapilr, belo
ki, biitlin funksiyalarin qiymotlori homin oyrilorin ortaq M,
ndqtesindo hesablanir. y, vo y, oyrilorinin, onlarm yerlosdiklori
sothin M, ndqtesindon kegon u,v koordinat xatlori ilo iist-iisto
diisdiiyii xiisusi hala baxaq:

y,iu=t,v=const, y,:u=const, v=t. Ondado=0 vo Ju=0
oldugundan dr =1 du, & =T & olar. (1) diisturuna gors alariq ki,

Cosp = r,rdtat
\/711dt2 \/7225t2
vo ya
cosp=—22__ )
V117722
olar.

Burada, forz edirik ki, dt>0, & >0, yoni dr,dr
vektorlarinin istiqgamati uygun olaraq y,,7, ayrilori lizerindo t

parametrinin artmasi istiqgamotino uygundur. (3) barabarliyindon
almir ki, soth iizorindo koordinatlar sobokosinin ortoqonal

((0 = %j olmasi tiglin zoruri vo kafi sort sothin hor bir ndqtosindo

71,=0 olmasidir.

Mosalo 1. x=ucosv, y=usinv, z=u® sothi
tizorindoki v=u-1 vo v=3-U oyrilorinin omalo gatirdiklori
bucagm kosinusunu tapin.
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Holli.Verilmis oyrilorin  kosismo ndqtalorini  tapagq:
u—-1=3-u oldugundan, u=1 vo ona goro do v=2 olar.
Demoli, oyrilorin kesismo ndqtesi M,(12) olacag.o =u—1 oyrisi
tizra do =du, v=3-u ayrisi lizra Sv =-A oOlar.

X, =Cosv, Yy, =Ssinv, z,=2u

X, =—sinv, Yy, =ucosv, z,=0
Onda birinci kvadratik formanin omsallari iigiin

¥,,=COS v+SiN’ v+4u” =1+ 4uU°

71, =—USinvcosv +usinvcosv =0

Vo =U?SIN’ v +U?coS v =U*

VinVin?sp, omsallarmm  My(L2) noqtesinde  giymetlori
7, =1+4°=5, 7,=0, y,,=u"=1. Onda (2) diisturuna goro,
oyrilar arasindaki ¢ bucagi liciin alariq:

5dudu — dudu 4dudu 4 2

cosp = = =—=
7 J5au? + duzy/sau? + o 6duBal

Demoli, cosp = % .

6 3

Moasalo 2. Sothin  birinci  kvadratik  formasi
dr? = (du)* + (u2 +a’ Xdu)2 verilmisdir. Bu soth  iizorindo
u+v=0 vo u—-v=0 xotlorinin hanst bucaq altinda
kosigdiklorini tapim.

Halli. u+v=0, u=-v du=-dv, u-v=0, u=vo,
AU=0ov .

u+v=0 | , : .
sistemindon aliriq ki, bu xotlor O(0,0) noqtesinda
Uu—ou=

kosigirlor. Bu xatlor arasindaki bucagi ¢ ilo isaro edok vo nozoros

alag ki y,,=1, 7,,=0, 7,,=U?+a° olur. Onda
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Cosp =
7,.0udu + 7,,(dudv + dodu)+ y,,dodv

\/711(du)2 + 2y, dudo + 722(d0)2 \/711(&')2 + 2y, ,0udL + 722(50)2

du5u+(u2+a2)duéu _ w+a’-1
\/(du)z + (u2 + aZXdu)2 \/(50)2 + (u2 + aZX&))Z u’+a®+1

2

Kasigmoa noqtasindo cosp = —; 1 Buradan da aliriq ki,
a +
a’ -1
¢ = arccos—— .
a +1
Cahsmalar

1. Birinci kvadatik formas: ds®=du®+do® soklindo
olan soth {izorindoki v=2u vo v=2u oyrilori arasinda qalan
bucagi hesablaym.

Cavab:cosp = —g

2. z=axy sothi lizorindeki Xx=X,, y=Y, koordinat
xotlorinin kasismosindon alinan bucagi toyin edin.
%Yo

Cavab:cosp =
\/1+ a’x? \/1+ a’y;
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§8. Sath iizarinds qapal oblastin sahasi

Tutaq ki, bizE, fozasinda har hans1 G qapali oblastinda
toyin olunmus vektor funksiyanin komoyilo F elementar sothi
almisiq vo F asagidaki li¢ sorti 6doyir.
1°. F sothi hor hansi ¢ hamar sothinin bir hissesidir.
2°. F qapali dairoyo homeomorfdur.
3°. F sothinin sorhoddi hisse-hisso hamar xatdir.

Analiz kursundan malumdur ki, bels toyin olunmus F
sothi {iclin saho anlayis1 vermok olar vo onun sahosini hesablamaq
ticiin diistur da verilir. Sahasi olan sotha kvadratlanan soth deyilir.

Tutaqg ki, E, fozasinda z= f(x, y) askar tonliyi ilo hor
hans1 bir kvadratlana bilon soth verilmisdir: (x, y)e D. D- hor

hans1 qapali dairoyo homemortf oblastdir. Onda analizdon molum
oldugu kimi homin sothin sahasi

S= ij \/1+ (%jz +{%j2dxdy (1)

diisturu ilo hesablanar.

Ogor, F sothi miioyyon bir G qapali oblastinda
x=xu,v), y=y(u,0) , z=2u,0) parametrik tonliyi ilo toyin
olunmus kvadratlanan sathdirsa, onda homin sothin sahasi

S(F):_U 7/117/22_7122dUdU (2)

diisturu ilo hesablanir (buradaki y,,,7,,,7,, F sothinin | kvadratik
formasinin omsallaridir).

Digar torafdan,

Vidrao— 1= T2 = (0T, F =102 = (7|F. |cosp) =

=[r,Fr, = F, | cos o = [, | - cost )=
=/ r.|*sin® o = [, I
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oldugundan, bu qiymatlori (2)-do yerins yazsaq:
S(F)=[[I.., Jdudo 3
G

alariq.

§9. Sathin || kvadratik formasi

Tutaq ki, bizo G oblastinda toyin olunmus C* (k>2)
sinfina daxil olan
r=r(uv) (1)
tonliyi ilo hor hansi F hamar saothi verilmisdir. Bu hamar soth
tizorinds har hanst ¥y — F hamar oyrisi gotiirok. Onda homin ayri
izra ndqtonin yerdoyismosi
dr =r,du+r,do (2)
olar. Buradan
d’r =7, (du?)+ 7, dudo + . d?u+ 7, dodu+ T, (dv? )+ T d% (3)
alariq.
Indi iso, sothin N normalma baxaq. Aydindrr ki, N
vektoru n=[r,F,] soklindo, onun vahid A vektoru iso

a=N_ o]
‘N‘ (A
vektoruna skalyar olaraq vurad. vektoru iiglin N L7, NLT,

soklindo olar. (3) borabarliyinin hor torofini N

oldugundan, r,-N =0, r,-N=0 alariq. Ona goro do
d* -n=r,A(du)’ +2r, Adudo +F, A(do Y (4)
olar; buradab ,=r1,n, b,=r, N, b,,=r N isarslomasini etsak,
naticado
d’r - =hy(du) + 2 dudo + b, (do )’ (5)
alariq.
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Aydmndrr ki, b,=r,,-n= [r r] _ LA _,
r] \/7117/22_712

bl :IT ﬁ r [r r] ruururu
\/711722 712 \/71]722 712
b, = fi= rr.r]  FLTF,

\/711722 712 \/711722 712
olar.

®)) boraborliyinin sag torofing, yoni
¢=b,(du) +2b dudv +b,(dv) ifadesine, sothin Il kvadratik
formast deyilir. b,,b,,,b, omsallarina iso Il kvadratik brmanin
omsallar1 deyilir.

Praktiki olaraq, !l kvadratik formanin omsallar1 belo
hesablanir.

o XUU yUU ZUU

rUUrUrl) 1
b11: 2 - 2 Xu yu ZJ
\/711722_712 \/7/11722_712 X, Y, Z
o Xo Yoo G

rUUrUrU l
b22= 2 = 2 Xu yu Zu
\/711722_712 \/711722_712 X Y, Z
o qu yUU ZUU

rUUrUrU 1
b12: 2 = 2 XJ yu Zu
\/711722_712 \/7117/22_712 X, Y z,

Mbosalo 1. z=xy® sothinin ikinci kvadratk formasmi
toyin edin.

Holli. Sothin tonliyi askar sokildo verildiyindon
b,,,b,,0,, omsallar
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Zy

Ly :

By =} By Dy 2

' I+ Z+Z ’ 1+ Z+7 ’ J+Z+Z
z = xy?® funksiyasmin biitiin xiisusi téromolorini tapagq.

z=y" z,=2x; 2,=0, z,=2y, 7, =2x

b= = -
' \/1+ Z+ 7, 1+ Y+ 4y
b, = Zy _ 2y
? \/1+ Z+7 J1+ Y+ 4x3y
2X
b, Zy

a \/1+ Z+7 - JL+ Y+ 4Ax3y?
oldugunu alariq. Onda verilon sothin ikinci kvadratik formasi
2ybdly 2y’ 2A2ydxdy + xdy?)
JIHY 443y 14y +4x%y° 1+ y* + 44Xy
Masala 2. Xx=Rcosv, y=Rsinv, z=u sathinin ikinci

kvadratik formasimni hesablayin.
Holli. Sothin Il kvadratik formasi

@ = b, du” + 2o dudv + b, dv?
soklindadir. Burada

p=2

)(UU yUU ZUU
X Yo %
% v oz

b, =—F———
b11b22 - b122
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)qJU yUU ZJU
X W 4
X Y 4
bl =
i \/bllbzz - b122
XUU yUU ZDU
X W 4
X Y 3
b2 =
i \/bllbzz - b122

Xx=Rcosv, y=Rsinv, z=u, x,=0, x =-Rsinv, x,=0,
X, =0, x,=-Rcosv, y,=0, y,=Rcos, y,=Y,=0
Yo, =—Rsinv, 7,=12,=2,=2,=7,=0.
711=)€+y5+251712:)§un+yuyu+zuzw722=X3+y5+25
71.=0+0+1=1, 5,,=1, 5,=0(- Rsinv)+0(Rcos)+1-0=0,
72=0

¥25= (= Rsinv) + (Reosv) + 0= R¥(sin? v+ cog v)= R?

0 0
0 0 1
— Rsinv Rcosv
LY = S %:=0:
—Rcosv —Rsinv
0 0 1
—Rsinvo  Rcosv R?cos v + R?sin“v
bz2 = R - R =R
¢ =Rdv®
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Cahsmalar

1. z=mxy hiperboloidinin ikinci kvadratik formasini tapin.
2maxdy

J1+ (3¢ + y?)
2. z=ysinXx sathinin ikinci kvadratik formasini yazin.
b ysinxdx® + 2cosxdxdy
" J2+(y*~1)cog x
3. X=ucosv, y=usinv, z=wv sathinin ikinci kvadratik

Cavab:

Cava

formasini toyin edin.
2dudv

V1+U?
4. x=(+u)cosv, y=(1l-u)sinv, z=u sothinin ikinci
kvadratik formasini tapin.

Cavab:—

_2sin2vdudo + (1— uz)du2
J1- 202 + (2u + cosv )’
5. x=ashucosv, y=ashsinv, z=cchu ikioyuqglu firlanma

hiperboloidinin ikinci kvadratik formasin1 toyin edin.

Cavab: i (du? + sh?udv?)

Ja2ch?u + csh?u

Cavab
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§10. Sath iizorinda ayrinin ayriliyi

I. Sath iizorinds dyrinin normal Jyriliyi
Tutaq ki, bizo F=r(u,0) tenliyi ilo E, fozasinda c (k>2)
sinfino daxil olan F, hamar sothi verilmisdir. Homin sathin
lizorindo tobii parametr vasitosilo u=u(s), v=uv(s) kimi
parametrik tonliklorilo verilon y, oyrisini gotiirok. Burada s
oyrinin tabii parametridir.

Bilirik ki, 7 =d—r olur. Demali,
ds

__dar _dr du dr do du _
7= — 41— (D)
ds du ds dods ds ds

alariq.

e d _ y
Frenenin ikinci diisturuna asason & =ko oldugundan
S

(buradak oyrilikdir, 0 iso y, oyrisinin bag normalmm verilmis
M, ndqtesinds vahid vektorudur), (1) diisturundan aliriq ki,
o = r:,u[d“jz vag, M, r‘w(@jz R
ds ds ds ds ds ds
(2) borabarliyini n vektoruna skalyar vuraragnr,=Db,,
nr, =b,=hb,,, Nf,, =b,, berabarliklerindan istifads etsok

(ki) = by,(du)® + 2b ,dudo + b,,(dv)’ 3)

n
ds?

alariq.
Bu boraborliyin sol torofini k, ilo isaro edok; buna

Vo < F, oyrisinin M, noqtesinde normal oyriliyi deyilir.
Beloliklo, aliriq ki, k,=n(ko), yaxud dak,=kcosd, burada
6 =(n, o) olur.
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Sothin verilon noqtesindoki normalindan kegib, sothi
koson miistovi ilo saothin kosismosindon alinan oyriys sathin
normal kosiyi deyilir.

Ogor N vo v eyni istigamotli vektorlar olarsa, onda
k, =k oldugu aydindir. Ogor N vo © oks istiqgamatli vektorlar

olarsa, yoni onlar arasindaki bucaq 7z -yo borabor olarsa, onda
aydindir ki, k, =—k olar. (3)den alariq ki,

_ by(du)’ + 2 dudv + b, (dv)’ @)
711(du)2 + 2y, dudv + 722(d0)2

olur. g—u = A 1ilo isars etsok, onda (4) diisturunu

19
_b 2+ +b,
7’1142 +2p A+ 7y,

soklindo yaza bilorik.
Mbolumdur ki, satha toxunan miistavi lizorinds toxunanin
istiqgamati du:do nisbati ilo toyin olunur. (4) diisturu gostorir ki,

M, €S nodqtesindo oyrinin normair oyriliyi, yalniz toxunanimn
. du .. .. . - .
homin ndqtods /1=E nisboti ilo toyin olunan istigamotindon

asthidir. Demoli, soth iizorindo M, ndqtesindon kecon vo bu
noqtado ortaq toxunana malik olan biitiin hamar oyrilor M,

noqtesinda eyni normal ayriye malikdirlor; basqa sozls, M, e S
ndqtasindon kegon vo bu ndqtads eyni toxunana malik olan biitiin
hamar oyrilorin normal oyriliklori, isaro doaqiqliyi ilo homin
ndqtade normal kasiyin ayriliyine berabardir. Demali, homin M,
noqtesinda

k cosf =k, = const (5)
olur ki, bu da Menye teoremini ifads edir.
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§11. Sath noqtalarinin tasnifat

Tutaq ki, bizo c (kZ 2) sinfino daxil olan F hamar

sothi

r=r(u,o) )
tonliyi ilo verilmisdir. Forz edok ki, M, e F sathin hor hansi
ndqtesidir vo bu ndqtads bbb, I kvadratik forma

omsallarinin lig¢li do eyni zamanda sifir deyildir. M, noqtesindo
sothin toxunan miistovisini T(M,) ilo isaro edok. M, noqtesindo

F sothino toxunan T(M,) miistovisi {izorinde, M, ndqtoesinden

kegon biitiin diiz xatlor tizorindo, M, ndqtesindon ﬁ -9 borabor
n
mosafodo olan ndqtaleri qeyd edok; burada K — sifirdan forqli
olan, soth tlizorindo M, ndqtesinds, homin diiz xattin onun iiglin
toxunan olan xottin normal oyriliydir. Bu uc ndqtolorin omolo
gatirdiyi ayriys, M, ndqtosindo sothin oyriliklor indikatrisas1 (vo
ya Dyiipen indikatrisas1) deyilir. Oyriliklor indikatrisasinin
tonliyini miioyyen edok. T(M,) toxunan miistovisi iizorinde

{M,.F,,F,} afin koordinat sistemini gotiirok. indikatrisanin cari

noqtesini A(x,y) ilo isaro edok. M,A vektorunun ortuz olsun.
T

o
Digor torofdon, M A= Xf, + yr, oldugundan

T
—— )
Vi

olacag. du=x, dvo=y oldugu igin du:dvo=x:y olar. (2)
barabarliyini kvadrata ytiksaldok:

OndaM A=+ olar.

X, + yF, =+

78



T VRN AL
| o

k| | @
ds?

Buradan,| kvadratik formani vo kegon paraqrafdan, k, normal

oyriliyi liglin diisturu nozars alsaq

2 2
2 2 Y1X +2712Xy+722y
712X+ 27X + 7Y =
11 12 22 ‘bllxz N 2b12xy N bzzyz‘
olar; vo ya
b5 + 20, +b,y? =1 (3)

oldugunu alariq.

(3) tenliyi Dylipen indikatrisasinin tonliyidir. (3)
tonliyini bels ds yaza bilorik:

bllxz +20,%y + bzzy2 =+1 (3)

Buradab, ,,b,,b,, adadlorinin iigii do eyni zamanda sifir deyildir.
Bu da gostorir ki, Dyupen indikatrisasi ikitortibli xotdon ibaratdir.

Indi iso omsallardan asili olaraq Dyupen indikatrisasini
arasdiraq.
1) Verilon M, ndqtesindo D=Db,—b’,>0 olarsa, onda
Dyupen indikatrisas: ellipsdir. Bu halda M, ndqtesino elliptik

noqto deyilir (sokil 14).

= S

a) b) V)

Sokil 14
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Xiisusi halda Dyupen indikatrisas1 ¢evra olarsa, onda M ndqtesi
dairavi vo ya ombilik ndqtasi adlanr.

2) M, néqtesindo D=k p,,—b’,<0 olarsa, onda Dyupen
indikatrisast bir cilit qogma hiperboladir; bu halda sothin M,
noqtasing hiperbolik ndqte deyilir.

3) M, noqtesinde D=Db,—b’,=0 olarsa, onda Dyupen
indikatrisas1 bir ciit paralel diiz xotdir; bu halda M, ndqtesina
parabolik noqto deyilir.

§12. Bas ayriliklor

Ovvalco, sothin verilmis noqtosindo bas istiqgamatlor

anlayismi toyin edok. Tutaq ki, F, hamar elementar sothi
r=r(uo) (1)

vektor tonliyi ilo verilmigdir. F, sothi lizerindo ixtiyari M
noqtesini gotiirok. M € F, noqtesinds ikitortibli xatt olan Dyupen
indikatrisasinin bas istigamatlorino homin ndqtodo sothin basg
istigamotlori deyilir. Demoli, imumi halda (yoni M — dairovi
ndqto olmadiqgda) M ndqtesindon yalniz bir ciit bag istigamat var.
Onlar ortoqonal olub vo Dyupen indikatrisasina nozoron
gosmadirlar.

Tutag ki, M € F, noqtasinds bas istigamatlor

dr =rdu+rdo vo & =r,u+T oV

vektorlar il toyin olunur. Onda aydindir ki, dr - =0 olar ki, bu
da  onlarin  ortoqonalliq  sorti  adlanir; eloco  do
b, dudu + b, ,dudv + b, dvdu +b,,dvsv =0 olar ki, bu da onlarmn
qosmaliq sorti olar. Isbat edok ki, qosmaliq sortini dn-oF =0
soklindo do yazmagq olar; burada dn, sothin M ndqtesindo vahid
normal vektorunun, soth iizorindo M  ndqtesinin  dr
yerdoyismosino uygun diferensialidir. Bunun iiglin asagidaki
diisturlardan istifado edak:
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b,=-Nf, b,=b,=- ﬁuru b, =-N, (2)
(2)-daki birinci barabgrhyl isbat edak n-r, =0 eyniliyini u-ya
nozaoron diferensiallayaq: onda alariq k1, n,r,+nr,=0 olar.
Buradan da,b,=nr, oldugundan, b,=-nr, alariq. O biri
omsallar1 da oxsar qayda ilo hesablamaq olar. (2) omsallarinin
qiymatlorini qosmaliq sortinds nazars alsaq, malum ¢evirmalardon
sonra alariq ki,

(n,du+n,do)r,ou+r,o)=0,

vo yaxud da dn-or =0 olur.

Beloliklo, aliriq ki, dr vo o vektorlarnin F; sothinin

M ndqtasinds bas istigamatlori toyin etmosi liclin zaruri vo kafi
sort

dar-or=0, dn-or =0 (©))
boraborliklorinin 6donilmosidir.

(3) boraborliyindon istifado edorok, asagidaki Rodriq
teoremini isbat etmok olar.

Teorem (Rodrig)Sathin M ndqtasinds dr vektorunun
bas istigamat olmasi ti¢lin zoruri vo kafi sort

dn=-k.dr 4)
boraborliyinin 6donmosidir.

Buradadn vahid normal vektorunM ndéqtesinde dr
yerdoyismasing uygun diferensialidir. K, iso sathin M ndqtasinda
dr istigamatinds normal ayriliyidir.

Isbati. Ovvaldo gdstormisik ki, &F vo df vektorlarmnm
bas istigamotlori toyin etmosi li¢lin zoruri vo kafi sort (3)
barabarliklorinin 6donilmasidir. Bu sartlordon ¢ixir ki, dr vao dn
vektorlar1 kolleniar olmalidir; yoni

dn = Adr
olmalidir.

Bu borabaerliyin hor iki torofini dr vektoruna skalyar
vurag:

dr - dn = Adr? = Ads® (5)
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olar.
dr - n =0 eyniliyini diferensiallasaq alariq ki,
d’r-n+dr-dn=0
olur; sothin verilmis ndqtesindo d*F-n ifadesi sothin homin
noqtads ¢ Il kvadratik formasi oldugundan
p+dr-dn=0 (6)
olur.
(5) va (6) borabarliklorindon
2 4
@p+Ads"=0 vo ﬂ—_E—_kn
alinir. Demoli, M ndqtosindo dr bas istiqamati toyin edirso, onda
teoremin sorti 6danilir, yani
dm=-k dr
olur.
Tarsing, elo dr istiqgamati gotiirak ki,
dn=-k.dr (7
sorti 6donsin. Sonra dr istigamatino ortoqonal olan oF istiqgamoti
gotiirak, yoni
dar-or=0 (8)
olsun.
(7) va (8) baraborliklorindon &1 -dn =0 alinir. Demali,

(4) boraborliyi 6donilorse, onda dr vo oF vektorlar: tiglin hom
ortoqonalliq, hom do qosmaliq sorti 6donilir. Yoni dr (eloco do
or ) istigamati bas istigamatdir. Beloliklo, teorem isbat olundu.
(4) diisturunu asagidaki kimi yazagq:

dn = —kdr
Bu diistura Rodriq diisturu deyilir. Burada k ododi dr bas
istiqgamat iizro normal ayrilikdir.
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§13. Sothin tam va orta dyriliyi

Rodriq diisturunda dn ve dr  vektorlarinin
dn=ndu+ndo, dr =r,du+r do ifadesini yazsaq:
n,du+ n,do = —k(r,du+F,do)
alariq.
Bu boraborliklorin har iki torafini avvalca T, -ya, sonra da
I -yo skalyar vuraq. Soh. 107-do (2) diisturundan, | kvadratik
formanin omsallarindan istifado etsok

{blldu + b dv =ky, du+ky, dv 1)
d,du+ b, dv =ky,,du+ky,dv
oldugunu alariq. Buradan
{(bu_ k711)du + (blz - k7/12)du =0 @)
(b21_ k721)du + (bzz - k722)d0 =0

alnar.

Bu axirinct sistemdon k-nm1 yox etsok, onda M
noqtesinds du:dov, basqa sozlo, bas istiqgamatlori toyin edon
bdu+b.dv ydu+y.do 0 (1)
bdu+b,do  y,0u+y,do|

tonliyini alariq.

du vo do diferensiallar1 eyni zamanda sifira borabor
olmadigindan (1°) bircins xotti tonliklor sisteminin determinanti
sifira borabor olmalidir.

b,—ky;, By —ky,

:O’
b, —ky,, B,—kyy,
yaxud da
711 712k2_[711 b12+b11 712]k+b11 b12:0 )
Vo1 722 Vo1 Bl By 729 b, b,
olur.
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Beloliklo, M €S ndqtesinde k;,k, bas oyrilikleri (2)
tonliyinin kdklorinden ibaratdir. (2) tonliyinin koklorindan ibarot
olan bag oyriliklorin k; -k, hasiline M ndqtesinds sothin tam

(Qauss) oyriliyi, bas oyriliklorin Kk +Kk, cominin yarismna iso
sothin orta oyriliyi deyilir vo bels isars olunur:

K=k k,, H:m

2
(2) tonliyindon Viyet teoremins asasan aliriq ki,
2
LY -
V122~ 712
7 B n b, 7,
H:l}/Zl by 01 722 (4)

2
2 Y1122 = 712

olur.
Sathin  birinci  kvadratik  formasmin  diskriminanti

Vid/as— Vi >0 oldugundan, sothin K tam oyriliyinin isarosi

yalniz  sothin  ikinci  kvadratik formasmm b jo,,—b,
diskriminantinin isarosindon asili olacaq. Ona goro do, sothin
elliptik néqtasinde K > 0, hiperbolik noqtesinde K <0, parabolik
noqtasinds iso K =0 olur. (3), (4) diisturlarmin ¢ixarilisinda forz
etmisdik ki, ikinci kvadratik formanin he¢ olmazsa bir omsali
sifirdan forqlidir. Bu diisturlar ikinci kvadratik formanin biitiin
omsallar1 sifir oldugda da dogrudur. Yoni, verilmis ndqtods

,=b,=Db,,=0 olduqda da, (3), (4) diisturlar1 dogrudur.
Mosala 1. Xx=ucosv, y=usinv, z=av helikodinin
tam vo orta oyriliyini toyin edin.
Holli. Bilirik ki, sothin orta ayriliyi
H = 7180 — 20,501, + B0
- 2
2(7/11722 - 712)

diisturu ilo, tam oyriliyi iso
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K = b.leZZ — b.L22

Vil 22— Vi2
diisturu ilo hesablanir. Onda:
Xu Yo G
X W 4
e NEEAEA
Ju=%+ Y+ 4, by, /—}/1]]/22— }/122
Xw Yo 4w
X Y %
V2= X% WY, t 44 b, = 5 :D
\/711722 — 712
Xo Yoo G
AT 4
X Y, %

7/22=X5+y§+25 b,

\/711722_7122
X, =cosv, Yy,=sinv, 2z =0
X, =-usinv, Yy, =ucosv, z =a
Xu=0, Y =0, z,,=0
X, =—sihv, y,, =cos, z,=0
X, =-ucosv, y,, =-usinv, z, =0
711=1, 71,=0, 1=+, iy -r,p=U"+a’

Indi iso ikinci kvadratik formanin omsallarini hesablayaq
0 0 0

cosv sino O
—nsinv ncosv

= =0
' Jn? + a2
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—sinb cosv O
cosv sino O

b, = —nsinu ncosv 3 a
? Jn? + a2 Jn? + a2
—ncosvy —nsino 0
cosv sino O
—nsinu  ncosv 0
bZZ: 2 2 - 2 2 =0
\/n +a \/n +a
2
0.0-—2 )
K = n+a®” ___ &
2 2 5 52\
n-+a (n +a)
a 2 2
1.0+2-———-0+0-(n"+ &
H - vn? +a? ( )—O
= c =
2(n +a)

2
. L
Mosalb 2. x=vcosu, Yy=wvsinu, z:? firlanma

parabolodinin tamaorta oyriliyi tapmali.

Holli. Bilirik ki, sothin orta vo tam oyriliyi, bu
diisturlarla hesablanir:

H = By — 2001, H By,
- 2
2(711722 - 712)

Birinci kvadratik formanin amsallari
=X +Y.+2
V2= XX WY, T 4,4,
Vo2 = Xi + yf + 25

Ikinci kvadratik formanin omsallari iso

K = b.leZZ_b122
711722_7122
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Xu Yo Zuw X Yoo 4w Xo Yoo Gw
XY 4 X W 4 X Y 4

— XL) yu ZD _ )(L) yu Z,_, _ XU yU ZU
bll_—21 blZ_ > , b22_ -
m \/7/1]7/22_712 \/7117/22_712
olur.
XJZ_USInu1 yu:UCOSJ, Zu:O
XU:COS,I, yU=SInU, szl)
X, =—-vcosu, Yy, =-vsinu, z,=0
XUU:O’ yuuzo’ ZUU:]-
X.“):_Slnu, yuu=COSU, ZUU=0

711:‘)21 71.=0, 7’22=1‘H)2
711'722_7122:UZ+04=Uz(1+uz)
oldugundan

—vcosu —wvsinu 0

—vsinu  vcosu O —COosu -—sinu
cosu vsinu v| ;|-sinu cosu
b, = > =v > =
u\/l+ v u\/l+ v
_Vcofu-sinfu)  —0? 02
- . - —_
U(1+U ) U\/l-i- V2 \/1+ L2
—sinu  cosu O
—vusinu vcosu O
cosu  sinu v o(-wvsinu-cosu+vsinu-cosu)
u\/1+u u\/l+ v
—sinu cosu
0 0 1 v )
) cosu sinu 1
b,,=|-vsinu vcosu 0= o = —\/ = almr.
: 1+ 1+
cosu sinu v v v
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Orta ayrilik

v? v? ( 5
- - 1+v )
_ _ \/1+ % \/1+ v° _
2H =K +k, = 1)2(1+02) =
02(1+1+02)

Ji+0? 1)2(2+1)2) B 2+0°

= —_ _;
Uz(1+ Uz) 02(1+ 1)2)\/1+ v? (1+ Uzﬁ
Tam oyrilik 159
3 v° -1
K=k Kk _blleZ_blzz_ \/1+1)2 \/1+Uz _ v? v
= , = = = =
7117/22_7/122 l)\/l+ v? U(l-l- Uz) 1+0°
olur.
2
Cavab:K =k -k,=—>—; H :_2+—U3
1+v 2(1 2)7
+0° P
Cahsmalar

1. x=ucosy, y=usinv, z=hov+ f(u) helikodial sothin tam
oyriliyini tapin.

u*ff”—h?
>+ w21+ f'z)]2
2. x=alu+v), y=blu-v), z=av sothinin tam vo orta
oyriliyini tapin.

Cavab:K =

21,2
Cavab:K = 41?
H = 2%)(a2 —b? +uv)

buradaA? = 4a%? + a?(u— o) +b*(u+oYy
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3. x=3u+3u?*-u°%; y=u3 — -3, z= 3(u2 —02) sathinin
ota ayriliyini tapin.
Cavab:H =0

: o u .
4. x=sinucosv, y=sinusinu, z=cosu+|ntg§ sothinin tam

oyriliyini toyin edin.
Cavab:K =-1
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§14. Sabit dyrilikli sathlor

Molumdur ki, miistovinin imumi tonliyi
Ax+By+Cz+D=0 (1)

soklindadir, burada A,B,C omsallarindan he¢ olmasa biri sifirdan
forqli olmalidir. Tutaq ki, C=0. Onda (1) tonliyini asagidaki

kimi yazmag olar.
A B D
Z=——X——Yy——
C C C
. .. ) A B
Buradan, x,y-o goro toromolori tapaq: z, :—E, z, =—E,

z,=0,2,=0,2z,=0.0nda
A AB B®
711:14'?’ 712=F’ 7/22:1+?
2 BZ AZBZ AZ BZ
}/1]}/22_7/122:(14-?}[14_?}_?:1+F+E7&0
Buradan,b,=0, b,=0, b,,=0 oldugunu alarigq. Ona goro do

K2
K :M:O olar. Demali, sabit sifir oyrilikli sads soth

V1V o2~ 712
miistovidir.
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IV FOSIL
§1. Sathin daxili handasasi. Derivasion diisturlar

Sothdon konara ¢ixmadan sothin 6z iizerinds bilavasito
6lgmaklo toyin olunan xassolors sothin daxili xassolori deyilir.

Sothin daxili xassolori ¢oxlugu mahiyystco onun daxili
hondosasini toyin edir. Buradan bilavasits almir ki, requlyar
sothlorin daxili hondosasi, bu sothlorin vo onlar iizorindo olan
fiqurlarm elo xassolorini dyronir ki, bu xassolor sothin birinci
kvadratik formasi ilo toyin olunur. Buraya bildiyimiz kimi sath
iizorinds qovsiin uzunlugunun, xatlor arasindaki bucagin vo sothin
sahosinin  hesablanmasi hagqqinda moasololor daxildir. Bu
mosalolora Il fosildo baxilmisdir. Bu fasildo iso sothin daxili
hondosasing aid olan daha bir sira anlayislara baxilacaqdir.

Derivasion diisturlar
Sothin daxili hondasasinin sonraki anlayislarmi vermok
ii¢lin, avvalco derivasion diisturlar1 verak.

Tutaq ki, S sothi F = F(u,0) tonliyi ilo verilan C* (k> 3)
sinfinin requlyar sathidir; u,o skalyar arqumentlorindon asili
vektor-funksiyalar olan r,,r,,n vektorlar1 hor bir M eS

noqtosindo  bazis omolo gotirirlor. Ona goro do bu bazis

vektorlarinin xiisusi téromelori olan f,f,,.F ,N,,N, vektorlarmi

uv?

r,,r ,N bazis vektorlar1 iizro ayirmaq olar:

TRANEI

_ _ 2 _ _

M = Qlllru + Qllru + ﬂ11n

M = Qllzru + lezru + ﬂizﬁ (1)

_ _ 2 —
Moo = Q;Zru + Qo f, + AN

N, = aif, +af,, N, =ad, + o, v
(2) formulunda n vektorunun uzunlugunun vahid oldugunu

Qﬁ| =1) nozoro aldigimizdan N-N,=N-N, =0 olur, ona goro do
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n, vo N, vektorlarmm ayrilisinda N bazisi lizro omsal sifir
gotiiriilmiisdiir.

Burada Qf,, Q7 Q1 Q% Qp Q@ A dip Ay, bazis iizro
ayrilisin  omsallaridir. Onlar1 toyin etmok lazimdir. Ovvalco
A3 A0n Ay, 9msallarini tapaq. Bunun {iglin (1) barabarliklorindon

hor birinin her iki torofini N vektoruna skalyar vuragn LT,
nLr oldugundan 1,-N=0 vo I, -N=0 olar. Ondan-n=1
oldugundan alariq ki, A4,=n-r,, 4,=0n-T,, A,=N-T  olar.
Bu alinanlari sothin ikinci kvadratik formasmm bbb,
omsallar1 ilo miiqayisa etsok, alariq ki,
Q=D A, =b,, 4,=D, ()

olur.

indi o/ (i,j=12) omsallarmi tapaq. Bunun iigiin (2)
baraboarliyinin hor torofini avvolca T,, sonra iso T, vektoruna

skalyar vurag. Il fasildo sothin I vo II kvadratik formasmin
omsallar1 {li¢iin verilmis isarolomolordon istifado etsok, asagidaki
kimi iki tonliklor sistemi alariq:

{7’110‘11 + 7’120‘12 =-h, @)

7/210‘11 + 7/220512 =-h,

{71105; + 7’120‘22 =-b,, (5)
2 2

Yoilly + Yoy =y,

(4) sistemic; , &’ mochullarma nozaran iki mochullu xatti

tonliklor sistemidir. Bu sistemin determinant1 y,7,,— 7, miisbot

miioyyon olunmus sothin birinci kvadratik  formasinin
diskriminant1 kimi sifirdan forqlidir. Ona goro do (4) sisteminin

yegano holli var. Bu sistemi holl edorok all , af omsallarini
tapiriq. Eyni qayda ilo (5) sistemindon do «j, @ omsallarmi
tapiriq. Beloliklo, (2) sisteminin omsallar1 verilmis sathin birinci
va ikinci kvadratik formasinin omsallar: vasitasilo ifads olunar.
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Indi iso Q,T (i,j,k=:L2) omsallarini toyin edok. Bunun
tiglin (1) barabarliklorini ovvelca T, sonra isa T, -yo skalyar vuraq:

[T fasildo sothin | kvadratik formasinin omsallar1 {ligiin verilmis

isarolomolordon istifado etsok, asagidaki sokildo ¢ tonliklor
sistemini alariq:

1 2 o o
{711Q11+ 71 Q=T T,

) 2 6) (
Vot 7R =T, T
{711Q112 + Q=TT .
Voot 1R =T, T,
{mQ;szsf o f @®
Y2lo+ 7250, =T, T,

(6) sistemi Q;, @, mochullarina nozoron iki mochullu xotti
tonliklor sistemidir. GOstorok ki, (6) tonliklor sisteminin sag torofi

—2
molumdur. Dogrudan da, 1, -7, = 1 aa;“ oldugundan aliriq ki,
u
=y ©)
2 ou
olur. Sonra alriq ki, T -f,= 6(!‘5- ) —r,-r,. Lakin,
u

o =g ()5
20v 2 ov
asagidaki soklo diisor:

oldugundan bundan ovvalki diistur

r.p, =P 10m (10)
ou 2 o0v
(9), (10) boraborliklorindon bu noticoys golmok olur ki, (6)
tonliklorinin sag torofi birinci kvadratik formanin omsallar1 vo
onlarin téromolorinin vasitasils ifade olunub. Eyni toklif (7) vo (8)
barabarliklorinin sag toraflori li¢iin do dogrudur.
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Ogor bizo F sothi verilmigso, onda biz onun birinci
kvadratik formasini tapa bilorik. Onda biza (6), (7), (8) tonliklor
sisteminin sag torofinin ifadosi molum olar. Yuxarida qeyd
etdiyimiz kimi, bu sistemlorin har birinin y,,, -/, determinanti
sifirdan forqli oldugundan, bu sistemlori holl edorok biitiin
Q,;( (i ). K= l2) omsallarini tapa bilorik. Qi'j‘— omsallarina ikinci
tip Kristofel omsallar1 deyilir. Birinci tip Kristofel amsali kimi
adoton (6), (7), (8) sistemlorinin sag torofi basa diisiiliir.
Q,;( (i ). K= l2) Kristofel omsallar1 yalniz sathin birinci kvadratik
formasinin omsallarindan vo onun xiisusi toromolorindon asili
oldugundan, onlar sathin daxili handasasinin obyektlorindondirlor.
(D), (2) diisturlarina derivasion diisturlar deyilir.

§2. Qauss teoremi. Sath iizarinda xattin geodezik ayriliyi

Asagidaki teorem sothin daxili hondososinin  osas
teoremlorindon biri olub, Qauss teoremi adlanir.

Teorem. Hamar c (k > 3) sinfina daxil olan sothin hor
hanst noqtosindo tam oyriliyi ancaq sothin birinci kvadratik
formasinin omsallar1 vo onlarin xiisusi toromoloari ilo ifads olunur.
Demoli, sothin daxili hondesasinin obyektidir.

isbatr. Forz edok ki, S sothi F =r(u,0) tonliyi ilo verilon
c® (k > 3) sinfin sothidir. Bundan ovvolki paraqrafda verilon (1)
va (2) derivasion diisturlar1 R,, horakat reperi tiglin sathin hor bir
noqtosindo Odonilir. Demoli (1), (2) barabarliklori soth iizorindo
eyniliklor oldugu tiiglin onlar1t U vo o dayisenlorine nozaoron
diferensiallamaq olar. Homin (1) boraberliklorinin birincisini v

doyisonine nazoron diferensiallayaq vo homin paraqrafdaki (3)
diisturunu nazors alsaq

= an l Ql l

bl
uuv a + 1lruu a + Qll vV in n+ bll

=

almar.
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Derivasion diisturlarindan 7, , T ,N, qiymatlorini burada
yerino yazsaq, R, horokot reperino nozoron f,, vektorunun
ayrilisini alariq.

Bu ayrilisin omsallarin1 4, 4,, 4, ilo isaro edok. Onda

= Al + A0, + 45N
oldugunu alariq. Oxsar qayda ilo yuxarida qeyd olunan (1)
diisturunun ikinci tonliyini U doyisoning nozoron diferensiallayaq:

= 2, 48, + 2
alinar.
Yoxlamagq olar ki,4, vo A, omsallar1 asagidaki sokildadir.

Ay = anl + Q11Q12 + Q11Q22 + buaz

(1)
//Lé anZ

+ QL%+ Q5 + b
Lakin [, =T, oldugundan, A=A, L=k, A=A

oldugundan (1) diisturundan

bllazz _blza’l2 :% 6Q11+Q12Q11+Q12Q21 Q11Q12 Q11Q22 (2)

oldugunu alarig.
Bundan avvolki paraqrafda olan (4), (5) sistem tonliklorini
hall etsok, tapariq ki

a2 = 7’11b22+712blz a2 = — 71+ 7
2

1
V1V 22— 712 711722_7122

olur.
Bu qiymatlori (2) boraberliyinin sol torofindo yerino
yazsaq, homin torof —y,,K soklino diisor, harada ki, K oyriliyi

F sothinin M ndqtesindoki tam oyriliyidir. Onda (2) diisturu
asagidaki soklo diisor:

1(0Q} oQ;
K = 7/_(% — % + Qllllez + Q121Q222 - Q112Q121 - Q122Q221j
11
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Tapdigimiz distur yalniz sothin birinci  kvadratik
formasinin omsallar1 vo onlarin xiisusi toromolori vasitosilo ifado
olunur. Demoli, sothin daxili hondasasinin obyektidir. Bununla da
teorem isbat olundu.

Forz edok ki, S sothi r=r(u,v) tonliyi ilo verilmis
c® (k>3) sinfinin requlyar sothidir. S sothi iizorindo y
requlyar oyrisi gotiirok. Onu u=u(s), v=u(s) tonliklori il
vermok olar, burada s— qdvsiin uzunlugudur. M € S noqtosindo
y ayrisinin oyrilik ko vektorunu toyin edon diisturda derivasion
disturlarinda olan 1, T, , T, qiymotlorini yerino yazsaq, belo

ifado alariq:
0 =k +ky 3
harda ki,

_ . dujz . dudo (duT du |
- =] 42 P
s [Q“(ds TN s + Qe ds) ds ot
L(duY’ , dudo (dujz d% )
- 2 r 4
+[Q“(dsj P ) Tae r @

du’ du do do)? )
Ky ={bu(£j +2b12£¥"'b22(£j ]n (5)

Beloliklo, y oyrisinin M ndqtesindo ko oyrilik vektoru iki
toplanandan ibaratdir.
1) k; — toxunan alt fazaya daxil olan vektordur.
2) ky,— vektoru sethin M noqtosinde gokilmis normala paralel
olan vektordur.

k. vektorunaM noqtesindo y oyrisinin geodezik oyrilik
vektoru deyilir. ko L7 (7— toxunan vahid vektordur)
oldugundan, geodezik oyrilik vektoru y oyrisinin M ndqtesindo
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toxunan vektoru ilo ortoqonaldir; ona gora do k., g=[7,n]
vektoruna kolliner olar. Onda alariq ki,
kT = kg : g (6)
k,— adadine M ndqtesinds y ayrisinin geodezik oyriliyi deyilir.
g — vahid vektor oldugu ii¢iin alariq ki, kg‘ = ‘IZT‘ olur.
Bilirik ki, Q,T (i,j,k=12) Kristofel omsallari sothin

birinci kvadratik formasi vo onlarin xiisusi toromolori vasitasilo
ifado olunur; onda (4) diisturundan ahnir ki, y xattinin k|

geodezik oyriliyi S sothinin birinci kvadratik formasinin
omsallar1 vo onlarin xiisusi téromolori vasitasilo ifads olunur.
Qeyd edok ki, (5) diisturundaki N vektorununomsalini
nazors alsaq, (3) diisturunu
ko =k, g+kn (7
soklindo yaza bilorik.

§3. Geodezk xatlor

Tutaq ki, F, c® (k>2) sinfindon olan hamar sothdir.
Ogor y — F hamar xosttinin har bir ndqtesinde geodezik oyriliyi
sifira barabordiso (kg = O), onda homin xotto geodezik xott deyilir.
y oyrisinin ko oyrilik vektorunun, sothin M ndqtesinds T,,

toxunan vektor fozasi vo homin ndqtado sotho ¢okilmis normala
paralel lizro ayrihgmin  yuxarida aldigimiz ko =k,g+kn

ekvivalent formulundan aydmndir ki, k; =0 yalmz o vaxt olur ki,
kU”ﬁ paralellik sorti 6donsin. Lakin, ko vektoru y oyrisinin
oyrilik vektoru oldugundan M ndqtesindo y  ayrisinin

coxtoxunan miistovisino paraleldir, N iso F sothinin homin
noqtade normalm vahid vektorudur. Belolikls, aliriq ki, geodezik
xott, o xassosi ilo xarakterizo olunur ki, onun hor bir ndqtasindo
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coxtoxunan miistovisi homin nodqtodo sotho ¢okilmis normaldan
kecir. Masoalon, bu xarakteristikadan aydindir ki, sferada boyiik
cevralor geodezik xotlordir.

Sothin geodezik xotlori haqqinda asagidaki teoremi isbat
edok.

Teorem 1. Tutaq ki, F sothi C* (k>2) sinfindon olan
hamar sothdir. Hor bir M,eF noqtosindon, sothin M,

noqtasinin kifayat qodor kicik otrafinda hor bir istigamat iizro
geodezik xott kecir vo hom do o yeganadir.
Isbati. Tutaq ki, y verilmis F sothi tizorindo

u=u(s), v=u(s) (1)
tonliklori ilo verilmis hamar oyridir. Bundan oavvolki, paraqrafda
aldigimiz IZT = kgg formulundan aydindir ki, bu oyri o vaxt vo
yalniz o vaxt geodezik xott olur ki, k =0 olsun, yoni k.
vektorunun koordinatlar1 sifira borabor olsun. Onda bundan
ovvolki paraqrafda IZT vektorun i, vo T, vektorlar1 lizro ayrilis
formulundan alariq ki,

d u 2 du do ?
Qu( J +2 112dS ds sz( jzo

d v du dv 2
Qu( j +2 122d ds sz[ j =0
olur.

Beloliklo, (1) tenliyi ilo verilon y — F oyrisi, 0 zaman vo

(2)

ancaq, o zaman geodezik oyri olacaq ki, u(s), v(s) funksiyalari
(2) ikitortibli diferensial tonliyinin holli olsun. ((2) sisteminds
mochullar elo u(s) vo v(s) funksiyalaridir).

F sothi c¥ (k>2) sinfindon olan hamar soth
oldugundan, Qf =Q,;‘(u,z)) (i,j,k=12) funksiyalar1 u vo v
doyisonlorinin verildiyi G oblastinda kosilmozdirlor; demoli (2)
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sistemindo Q,;( omsallar1 miioyyon bir G  oblastinda

kasilmozdirlor.

Diferensial tonliklor nozoriyyssindon molumdur ki, bu
halda s doyisonin kifayst qodor kigik doyismo araliginda (2)
sisteminin

dup  _, v =b (3
ds|g_, ds|g_,

baslangic sortlori daxilindo yegano u(S), v(s) hollori vardir, harda

u_, =Y U =0,

=%

Ki, (uo,uo)eG vo a,b oadodlorindon he¢ olmazsa, biri sifirdan
forqlidir.

Yuxarida deyilonlorin hondosi monasi o demokdir ki,
ixtiyari (Uy,0,)€G verilmis noqtosine miioyyon bir M, e F
noqtasi uygun golir ki, a vo b odadlori M, ndqtesinds
y:u=u(s), v=uv(s) oyrisino toxunam toyin edir. Buradan da
teoremin dogrulugu aydindir.

Qeyd. Ogor sath tizorinds olan oyri miioyyan bir diiz xatt
iizorindadirso, onda aydmndir ki, onun hor bir néqtosindo oyrilik
(k=0) olar vo bundan ovvolki paraqrafda ko vektoru iigiin
verilon (3) ayrilisindan aydindir ki, homin  oyrinin hor bir
noqtosindo |ZT =0 olar, yoni wverilon oyri soth {izorindo
geodezikdir. Xiisusi halda, buradan aydindir ki, miistovi tizorindo
diiz xotlor geoderik xotlordir vo isbat etdiyimiz teoremdon
aydindir ki, miistovi {izorinds onlardan basqa geodezik oyrilor
yoxdur. Eyni ilo aydindir ki, sferanin hor bir ndqtesindo ixtiyari
istigamat iizro kecon yegano boyiikk ¢evronin do geodezik
oldugunu nozors alsaq, deys bilorik ki, sfera iizorinds geodezik
xatlor ancaq boylik ¢evralordir.

indi iso gdstorok ki, ¢ (k> 2) sinfindon olan F hamar
sothinin har bir M € F ndqtasinin kifayst qodar kigik otrafinda,
birinci kvadrarik formani miioyyan bir xiisusi sokilde vermok olar.
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Hesab edok ki, F, c F sothi elementar sothdir. Ogor F,

sothi iizorindo ortoqonal sobokoni togkil edon xotlor ailosinin biri
geodezikdirsa, onda homin soboko yarimgeodezik soboko adlanir.
Tutaq ki, M e F ixtiyari noqtadir. Onda homin ndqtoni
oziindo saxlayan mioyyon bir F,cF sothi {izorindo
yarimgeodezik soboko qurmaq olar. Bunun iigiin M ndqtosindon
F sothi {izorinds hamar y oyrisi kecirok. Sobokonin bir xotlor
ailosi kimi geodezik ortoqonal xatlor ailosini, digor ailo kimi iso
homin geodezik xotlori diiz bucaq altinda koson xatlor ailosi
gotiirok. Xiisusi halda, y bu ailonin xatlorindon biri olacaqdur.
Qurulan har iki ailo yarimgeodezik soboko omolo gatirir. Bu xotlor
ailosinin har biri uygun diferensial tonliklor sisteminin vasitasilo
toyin olunur, onda qurulan sobaka, M ndqtasini 6ziindo saxlayan
miioyyon bir F, © F elementar sothindos toyin olunacaqdir.

Forz edok ki, F, sothi iizorindo u,u koordinat sobokosi

yarimgeodezikdir vo hom do u xotlori geodezikdirlor. Onda (1)
2

tonliyi bu xotlor liglin u=Ss, v=uv, olur vo @z(), d_’;:()'
ds ds

du : e
ammad— # 0 oldugundan (2) sisteminin ikinci tonliyindon tapiriq
S
ki, Q=0 olur. Onda birinci paraqgrafd®;, vo Q7 omsallarini
toyin etmok {¢lin (6) sisteminin ikinci tonliyindon vo

F,= Oz L0ry (birinci paragrafda (10¢u diisturdan) aliriq ki,
ou 2 o0v
Oy, loy
Ly 2 _Y/2 20971 4
V2Rt 7R U 2 ov (4)
olur.

Bizim halda Q3 =0 vo y,,=7%,,=0 oldugundan (giinki

koordinat sobokosi ortoqonaldir) (4)-don aliriq ki, % =0 olur.
v
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Demoli, 7, ancagqu doyisonin funksiyasidir, yoni y,,=7,,(u)
olar. OndaF, sothinin birinci kvadratik formasi

ds? = y;,(U)du® + ,,(u, v)do?
soklindo  olar. yyujdu=dad  qobul  edok.  Yoni,

u= I N }/Miu )du + ¢ ovozlomasini etsok, onda

ds’ = du® + y,.,dv?
almnar.

Demoli, belo bir ovozlomo etsok, alariq ki, agor Fyc F
sothinin (u,0) koordinat sistemi yarimgeodezikdirso vo u xatlori
geodezikdirsa, onda homin sothin birinci kvadratik formasi

ds® = du® + y,,dv? (5)
soklinds olar.

Indi iso, hamar soth iizorindo iki miixatlif ndqto arasindaki
moasafoni nozordon kecgirok. Tutaq ki, F hamar soth, M,;,M, iso
homin sothin iki miixtolif noqgtaleridir. L(M,,M,) ilo uclart M, vo
M, olan homin sath tizerindo biitiin hamar qdvslorin uzunluglari
coxlugunu isaro edok. Homin ¢oxlugq, aydindir ki, asagidan
mohduddur (masalen sifirla), demosli, onun p (Ml, MZ) kimi isara
olunan asag1 sorhoddi var ki, ona da F sothi iizerindo M; vo M,
noqtolori arasinda mosafo deyilir, yoni

pF(Ml’MZ)zinf L(MJJMZ)
kimi toyin olunur. Geodezik xatlorin miihiim xassasini ifado edon
asagidaki teoremi isbat etmak olar.

Teorem 2. Ogor M;,M, noqtalori, F sathi lizorindo y
geodezik oyrisi iizorindedirlorsa vo p.(M;,M,) mosafasi kifayot
qador kigikdirss, onda bu mosafo y geodezik oyrisinin M;M,
qovsiiniin uzunlugudur.
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Geodezik xatlorin bu teoremdos deyilon, eloco do yuxarida
verdiyimiz teorem Idoki xassasindon aydindir ki, sath iizorindo
geodezik xatlor, elo miistovi lizorinds diiz xatlorin analoqudur.

Masala. x=ucosv, y=usino,

z=%\/u2—1—%ln(u+\/u2—1) sothinin

geodek xatlorini tapin.
Holli. Verilon funksiyanin xiisusi toromslorini tapaq.
X, =COSV, yu =usinv,

1\/u ~1+ L =+u® -1

2\/u -1 2\/u -
X, =-usinv, y, =uco, zU:O

Onda

2 2
711=U%, 7,=0, 7,,=U

Vo

4

V1227 122 =u
olar. Sonra,u,v-yos nozoron (2) diferensial tonliklor sisteminin
ikinci tonliyindo nozors alsaq, ikinci tonlik asagidaki sokil alar.

&’ 2dud
ds’ uds ds
Buradan
d ( duj 0
ds ds
Vo ya
w2 9Y _ C, u’do=Cds, u‘dv®=C2ds’

oldugunu alariq. ds® =u®du’® + v°dv?® oldugundan
u‘do® = CuPdu® + Cu’do?
Vo ya

?do? = C2du? + C2dv?
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Cldu® = (u2 — Cf)duz, Cdu=2,/u*-C’dv
do=+ M o clj—d“

Juz-c?’ u*-C;}
C,uo= Clln(u +yu? —Cf).
Demoli, verilmis soth lizorinds geodezik xatlor

Cin:Clln(u+1/u2—Cf)

xatlorindon ibaratdir.
§4. Izometrik sathlor. Sathlorin ayilmasi

Torif 1. S vo S, hamar sathlorinin ndqtalori arasinda elo

qarsiligh birqiymatli uygunluq yaratmaq miimkiindiirso ki, bu
uygunlugda 6z aralarinda uygun olan oyrilorin qdvslori uzunlugu
borabor olur, onda belo sothlors izometrik sothlor deyilir. Basqga
sozlo, S vo S, hamar sothlori {iciin f :§ — S, biyektiv inikasi

hor bir y © § hamar qovsiiniin uzunlugunu saxlayirsa, onda belo
sothlor izometrik sothlor, f iso izometriya adlanir.

Forz edok ki, S vo S, sothlori uygun olaraq T, = ,(u,v),
r,=r(u,0) tonliklori ilo verilmis vo f:S§ —S, inikasi §
sothinin S, sothino izometrik inikasindan ibarotdir. § sothi
lizorindo (u,0) oyrixatli koordinatlar1 toyin olunmussa vo M(u,v)
noqtesi f inikasmda M’ = f(M) noqtosino uygunsa, onda homin
(u,0) koordinatlarmi M’ noqtesinin do koordinatlari hesab etmok
olar. Bu omoliyyat:1 § sothinin biitiin ndqtalorinds totbiq etsok,
S, sathi lizorindo ayrixatli koordinatlar sistemi toyin etmis oluruq.
Gostarilon koordinat sistemindo § sothinin birinci kvadratik
formasi

ds® = y, du? + 2y,,(u,v)dudo + y,,dv? (1)
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soklindodirss, onda S vo S, sothlori izometrik oldugundan
asanliqla gostormok olar ki, (1) kvadratik formas1 S, sothinin do
birinci kvadratik formasi olacagq.

Dogrudan da, sothlor izometrik oldugundan, qeyd olunan
inikasda sathlor {lizorindoki uygun qovslorinin s uzurluqlart vo
ona goro do onlarin ds diferensiallar1 da borabordir. Sonra
du=u(t)dt, do=0v'(t)dt diferensiallar1 ixtiyari oldugundan, bu
naticoyo golirik ki, hor iki sothin birinci kvadratik formalarinin
}/11(u,u), )/lz(u,u), yzz(u,u) omsallar1 eyni olar. Bu toklifin torsi
do dogrudur. Belolikls, aliriq ki, iki § vo S, sothi, 0 zaman vo

ancaq o zaman, izometrik olar ki, onlarin uygun ndqtslorindo
birinci kvadratik formalarinin omsallar1 ist-iisto diisstin.
Sothin oyilmasi haqqindaki masolo izometrik sothlor

anlayis ilo six baghdir. te [0,1] parametrindon asili olan elo §
requlyar sothlor ailosi varsa ki, biitiin t —Ilor liciin § sothlori bir-
birino izometrik olub vo t=0 oldugda § sothi § ilo, t=1
oldugda iso § ilo ist-iisto diislir, onda § vo § requlyar
sothlorindon hor biri digorinin oyilmasi naticosindo alimmisdir
deyilir. S sothi hor hansi sothin oyilmasi naticasindo alinarsa,
onda ona ayilo bilon soth deyilir.

Sothin ayilmosine aid olaraq diizbucaqli kagiz veraqinin
diiz dairavi silindrin yan sothina oyilmosini misal gdstormok olar.

Sokil 15-do ABB,A diizbucaqlisinin AB torofi AB, torofi

iizorino elo qoymagla diiz dairovi silindri alinmisdir ki, AB
torofinin ixtiyari M ndqtesi AB, terofinin uygun M; ndqtesi
lizorino diisiir.
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a) b)
Sokil 15
Beloliklo, alman b) diiz dairovi silindri a)  ABBA

diizbucaqlisiin oyilmasi noticasinds alinan fiqurdur.

Askardrr ki, oyilmo noticosinds fozada sothin formasi
doyisir, lakin bu halda hom sixilma vo hom da dartilma amaliyyati
aparilmadigindan onun iizorinds olan ayri qovslorinin uzunluqglari
doyismoz. Ona gors do oyilmo omoliyyat: ilo istonilon qoder
miixtolif izometrik requlyar sothlor qurmaq olar.

Gostormok olar ki, requlyar sothlor timumiyyotlo desok
“kicik hissodo” oyilobilondirlor. Lakin, elo sothlor var ki,
“biitovliikde”  oyilobilmoyondir.  Moasolon,  biitiin  sfera
oyilobilmoyondir.

Bu deyilonlori nazors alsaq belo naticoyo golirik ki, sothin
oyilmasi naticosinda:

1) Soth iizorindo ixtiyari requlyar oyrinin uzunlugu saxlanilir.

2) Iki oyri arasindaki bucaq va sothin sahosi saxlanilir.

3) Sothin qauss oyriliyi saxlanilir.

4) Soth iizerindo istonilon hamar oyrinin geodezik oyriliyi
saxlanilir.

5) Sothin tam oyriliyi saxlanilir.
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§5. Qauss-Bonne teoremi

Forz edok ki, S hamar sothdir, S sothi iizorindo dairoya
homeomorf olanG oblastina baxaq. Bu oblastin L sarhaddi bir-
oyrilorindon amolo

biri ilo kesison sonlu sayda hamar y,7,,...,7,

gaolmis olsun.

Belo L xottino hissa-hisso hamar
xaott, onu omolo gotiron hamar
oyrilara iso onun taroflori deyilir.

Y10V 25 )0 eyrilerinin omolo

gotirdiklori bucaqlart ¢, ¢,,..,9,

ilo isaro edak (sokil 16). Sokil 16
Isbatsiz olaraq asagidaki teoremi qeyd edok.
Teorem 1 (Qauss-Bonne teoremi) < S figiin asagidaki
diistur dogrudur.
> [kds+ > (r—¢) =27 [[kdo (1)
i=1 7i i=1 L

burada k,— geodezik oyrilik, Kk-sothin Qauss ayriliyi,

do =70 —r50udy  iso soth sahesinin elementidir. (1)
diisturuna Qauss-Bonne diisturu deyilir.

Indi, tutaq ki, p, toroflori geodezik xotlordon omolo
golmisdir. Bu halda G oblastina geodezik coxbucaqli deyilir.
Onda Qaus®onne diisturu (k; =0 oldugundan)

zn:(n—goi)zzn—jjkda )

i=1
sokli alacaq.
p=r-¢
bucaqlar1t G geodezik ¢oxbucaqlmin xarici bucaqlaridir; ona gora
(2) diisturuna geodezik ¢oxbucaqlinin xarici bucaqlart cominin
diisturu kimi baxmagq olar:
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B =2r— || kdo
22l

Miistovi  hali  dgiin (k=0
oldugundan) Z S =2r oldugunu

i=1

aliriq ki, bu da elementar hondasa
kursundan malum olan diisturdur.

Sorhoddi  ii¢  geodezik
xotdon ibarot olan geodezik
coxbucaqliya geodzik iigbucaq Sokil 17
deyilir (sokil 17).

T— (a + [+ }/) forqino geodezik ligbucagin defekti
deyilir.

Geodezik tighucagin bucaqlarm «, 3,y ils isars etsak, (2)
disturundan almnir ki,

a+ﬂ+y—7z=jjkda (3)

olur. Burada
v(A)=a+pB+y-n
komiyyati, A geodezik licbucaginin artig1 adlanur.

a)(A) = IJ. kdo

Komiyyati iso homin geodezik ligbucagin inteqral oyriliyi adlanar.
Indi iso, sabit qauss oyrilikli sothlora baxaq. Belo sothlor
iizorinds geodezik ligbucaq tigiin (3) Qauss-Bonne diisturu

a+pf+y—m=kS, (4)
soklini alar; burada _U do =S, olar. Burada S,— geodezik
A

tighucagin sahosidir. (4) boraborliyindon goriinir ki, Kk, =0

oldugda, A geodezik iigbucagin artigi bu iicbucagin sahosi ilo
miitonasibdir. Geodezik {icbucagin ¢ox miithiim xassosini
asagidaki teoremds vermak olar.
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Teorem 2. Geodezik iigcbucagin daxili bucaqlarmnin comi:
a) soth tizorinde K >0 oldugdas -don boyiikdiir
b) soth lizorindo K <0 oldugdar -don kigikdir
v) sath iizerindo K =0 olduqdar -ys borabardir.
Isbati. a) bondini isbat edok. Tutaq ki, L — S— geodezik
ticbucaqdrr. L fiquru ii¢ ,,7,,7, qOvsden ibarat olub geodezik

xatlordir. Bu halda (1) diisturundan alariq ki, n=3, k, =0. Onda
3

(1) diisturu 2(7[ — goi): 2r — H Kdo soklino diisor. Buradan da
i=1 L

aliriq ki,
(P1+¢2+¢3:7Z'+J.J.kd0' (5)
L

olur.
Geoderik tigbucagin biitiin ndqtalorinde k>0 oldugda

aliriq ki, ﬂ kdo >0 olur. Onda aliriq ki, teorem 2-nin a) bondi
L

dogrudur. Oxsar qayda ilo b), v) bandlorini do isbat etmok olar.
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