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BIR NECO SOZ
(Uclincii nasr iigiin)

Bilindiyi kimi har bir 6lkonin inkisaf saviyyasi, onun texnologiyasina,
texnologiyast elminin soviyyasine, elminin saviyyssi do orta tehsilin
Saviyyasina baghidir. Orta tohsilds iso aparici rol osasen riyaziyyatin payina
diistir. Ciinki, orta moktabda riyaziyyat sagirdlors diisiinmayi, fikir yirtitmayi,
natico ¢ixarmagi vo ¢ixardigi naticoni totbigq etmoayi dyradarok onlar1 hayata
hazirlayir (Ali tohsil miassisalorine gobul imtahanlarina hazirhq iso sozi
edilon hoyata hazirligin sadaca bir pargasidir. Ancaq teassuflar olsun ki, ¢cox
vaxt sonuncu &n plana cixarilir). Ustolik riyaziyyatin meydana golmosi,
insanlarin tabistdo var olan proseslori vo bas veran hadisslori miisahido
edorak, onlar1 avvalco miayyan isarslorin, daha sonra da diisturlarin kémayi
ila das, 16vho, dori, kagiz vo s Uzarine ki¢lrarak, aralarindaki miinasibatlorin
aragdirilmasi vo gorokli imumilogdirmalorin aparilmasi, yani bir névi sads
riyazi modellorin yaradilmasi ilo baslayir. Bir qayda olaraq bu arasdirmalarda
oldo edilon naticalor do Umumiyyatlo desak dogig olur. Bu sobobdoan do,
dizgiin ifads edilmis riyazi fikirlor vo noticalor heg zaman bir birilori ilo
ziddiyyat toskil etmirlor. Ustalik, imumiyystlo desok, riyaziyyatn notico
olaraq soyladiyi tokliflor (teoremlor, disturlar vo s.) doqig olur vo sortlor
doyistirilmadikca doyismoazlor.

Riyaziyyatin yuxarida gostorilon xUsusiyyatlorini diggsto alarag,
kegan asrin 70-inci illorinda, bdyik alim vo misllim marhum professor Rasid
Mommadovun rahbarliyi ils, abituriyentlor vo o zamanlar ali moktablords
movcud olan Hazirliq Sobalorinin dinlayicilaril iglin dyradici bir Riyaziyyat
kitabinin hazirlanmasina baslandi. Azorbaycan SSR Tohsil Nazirliyi
torafindan tasdiq olunan Riyaziyyat kirabinn I hissasi 1976-c1 ilds ¢ap olundu
vo bdyik maragla garsilandi (Maarif Nosriyyati, 30000 tirajla). II hisso
(Riyazi Analizin elementlari vo Hondaso) 1990-c1 ilda ¢ap olundu (Universitet



Noasriyyati, 30000 tirajla). | hissa 1993-cl ilds tokrar cap olundu (Universitet
Nosriyyati, 30000 tirajla).

Aradan uzun illor kegmosino baxmayaraq, yuxarida sozii edilon
kitablarin ham Oyradicilik vo disiindiirticiiliik, hom do igindakilarin segimi
baximindan, miiasir gobul imtahanlarmin va orta moktoblorin riyaziyyat
programlarina uygun oldugunu (bazi istisnalar xaric) nazars alaraq, ham yash
nasil, ham do ganc nesil muallimlardean ibarst olan bir grupla, sozi edilon
kitablarin yenidon ¢apa hazirlanmasina qorar verdik (Bu, ham do diinyasini
doyismis ¢ox hormeotil vo dayarli miollif yoldaslarim-dostlaim prof. Rasid
Mommoadov, dos. Musa Heydarov, dos. Bahadir iskondarov vo dos. Somsod
Hiseynovun aziz xatirasina bir téhvadir). Bunun gilin moasir gabul va dars
programlarini nazora alaraq, 1993-cl il (I hisso) vo 1990-c1 il (Il hissa)
caplarina lazim olan slavalor vo diizalislor edilmis, misallarda, ¢alismalarda
Vo cavablarda olan texniki xatalar dizsldilmisdir. Ayrica, biitiin fasillora
normal va agiq testlor alava olunmusdur.

Burada testlorlo olagodar olaraq boazi qeydlora ehtiyac oldugu
diisincasindoyik. Miiasir soraitdo gobul imtahanlarmin Test iisulu ilo
aparilmasi gaginilmazligi aydindir. Lakin gapali test dediyimiz va bes dons
cavab segonayi olan testlorin, riyaziyyatin osas mogsadinin, Yyani
gonclarimizin hoyata hazirlanmasinin yerinos yetirilmasi tigiin heg bir faydasi
yoxdur deyilo bilor. Ciinki ki, insanlarin hoyatda qarsilasdigt he¢ bir
problemin yaninda bes dono segonokli cavab agari olmur vo problem do
diistiniilorak holl olunur. Demoli, bu cir testlor gonclorimizi hom do
dustinarak, fikir yurudub, natico ¢ixarmaqdan uzaqlasdirir. Odur ki, galocokda
aciq testlor deyilon vo g0storilmoyon cavablar1 holl olunarag vo ya
diisiiniilorok tapilan testloro kegilmosi daha uygundur. Ustalik, suallarin sayini
azaldib, diisiindiiriicii suallara stiinliilk verilmolidir. Bundan basqa,
gonastimizo goro gapali testlor yalniz IX vo XI sinif sagirtlori i¢lin totbiq
olunmalidir. Ciinki bu siniflor buraxilis imtahanlar1 verirlor. Qalan heg bir
sinifdo gapali testlordon istifado olunmamalidir. Bunun ovozina moantigos
osaslanan riyaziyyat oyradilmali vo lazim goaldikdo agiq testlordan istifados
edilmaldir.

Yuxarida adi ¢okilon kitablar hagqinda fikirlarini, munasibatlorini vo
iradlarin1 medya vasitasils, moktublarla, eloco do ayr1 ayr1 sdhbatlor zamam
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bildirmis olan hor kass, eloco do bu kitabin kompiiterdo yazilmasina va
sokillarinin ¢okilmosina goro Rauf Abaslhi va Tamer Kdzlomoayas 6z somimi
tosokkrlorimizi ifads etmoyi bir soraf borcu hesab edirik.

Kitabdan istifadoni asanlagdirmagq, eloca do tokrarciligdan qagmagq tiglin
teoremlorin isbatinin baslangici vo sonu uygun olarag, o vo m isaralori, misal
va masalalorin hallinin baslangici O , sonu iso @ isarasi ilo gostorilmisdir.

Oyrodici vo diisiindiiriicii oldugundan omin oldugumuz olinizdoki
kitabin, orta moktablorin yuxari sinif sagirdlori, miallimlori, abitiriyentlor,
riyaziyyat miosllimi hazirlayan universitetlorin “Elementar Riyaziyyat” fonni
alan tolabalori, “Riyaziyyat” fonni alan geyri texniki ixtisas tolobalori, eloca
do riyaziyyati sarbast 6yronanlor tigiin faydali olacag: diistincasils.

Professor Huseyn Xalilov
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MOLUMAT UCUN 9SAS DUSTURLAR

1. TOK VO CUT ODODLOR
T-tok; C-clt isa:
T+T=C; T-T=T; C-C=¢C;
T+C=T; T-C=C; C+C=
C; T" =T (n € N); C"=C(ne€N).

2. 9BOB VO 9KOB

1) ©9BOB(a; b) - 9KOB(a;b) = a - b.
2) Natural a va b adadlarinin ortaq olmayan sads vuruglarinin hasili p, ortaq
vuruglarinin hasili ds g is9, 0 zaman:

_ 9KO0B(a;b) ab _ ANV
) = 505 (aD)’ b) = (9BOB(a; b))*;
C)a-b-p=(9KOB(a;b))? d) a-b=pqg>
3) Kasr adadloar tgin:
a cy _ 9KO0B(a;c) | a cy _ 9BOB(a'd;b-c)
a) 9KOB (Z'd) = 9BOB(b;d)’ b) 9BOB (b ’ d) =~ 9KOB(b;d)

4) A = a™b™c*dP olarsa (burada, a, b, ¢, d sados adadlor; m,n, k, p natural
adadloardir),
a) A adadin mushat tam bdlonlorinin sayi:

dA) =m+Dn+Dk+ D+ 1).
Qeyd: Tam bolonlarin say1 2d (A) olur;
b) A odadinin misbat tam bdlonlorinin comi:

T = am+i_q . pnti_q . ck+1_q . dp+1_1.
) a-1 b-1 c—-1 a-1

Qeyd: Ixtiyari natural ododin tam bolanlarinin comi sifirdir;

¢) A adadinin mushat tam bolanlarinin hasili:

a)
Q=42
d) A adadindon kigik olub, onunla garsiliglt sads olan natural adadlorin sayi:
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w=a(1-9(-H(-9 (-

1) a adadinin p faizinin tapilmasi: %;

2) p faizi b olan adoadin tapilmast: 2190

3) iki addin faiz nisbatinin tapilmast: -+ 100%.

4. TONASUB

1 a:b=c:d;avsd kenar, b va c orta hadlor;
2) Tonasiibiin asas xassesi: a-d = b - c.

5. TONASUBUN HODLORININ YERLORININ DOYISDIRILMOSI

a)a:b =c:d; b)d:b =c:q; C)a:c=b:d; dyd:c=bh:a.

6. TOROMO TONASUB
; = % -dan
ath _ cxd atb _ cid, e __<c
1) b a’ 2) a¥h  cFd’ 3) ath  ctd'
7. BORABOR NiSBOTLOR
a1 _ % _ | _ % _ Q1tda+.40n
by by by  bi+byy.+by

8. MUXTOSOR VURMA DUSTURLARI

1) (a + b)? = a® + 2ab + b?; 2) (a —b)(a + b) = a® — b?;
3) (a+ b)3 = a® +3a?b + 3ab? + b3;
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4) a3+ b3 = (a+b)(a®F ab + b?).

9. QUVVOTLOR UZORINDO OMOLLOR

_ . CAR
1)(a-b-c--e)* =a"b"c"---e™, 2) (b) =
3)a™:a =a™" 4). a™a™ = a™ ™,
5)a™ =— (a® = 1); 6) (@™)" = a™™,

10. KOKLOR UZORINDO (HESABI KOKLOR) OMOLLOR

DVabe=Na VB VG 2)"[i-n
8 (Var)” = Varr;

n

6) |x- Nx-Vx- ="V,

8) x.’"y."x.%: et [y,

9) \/x+\/x+\/m = yaxHite,

2

10) Jx B R e L2

2

11. MUROKKOB KOK DUSTURU

AT - [ [
e ) vl
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12. KVADRAT TONLIKLOR

D x*+px+q=0, x1,2=—§i‘/§—q;

_ AVh2—
ax®? +bx+c=0, x1,2=%;
_ NI
ax®*+2kx+c =0, x;, =%.
2) Viyet disturlart:
X tx,=—p=—2 % x,=q="5
1 2= P=ETp XX =4 =,

x? +px+q = (x — x)(x = x3);
ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3).

3) ax? + bx + ¢ = 0 tonliyi Giclin a + b + ¢ = 0 sorti 6donirss, x; = 1 Vo

x = —olur;
4) ax? + bx + ¢ = 0 tonliyi Giclin a — b + ¢ = 0 sorti 6donirss, x; = —1 Vo
X, = —=olur;
5) ax? + bx + ¢ = 0 tonliyi ticlin ac + b = —1 sorti 6donirss, x; = c Vo
1
Xy =~ olur;
6) ax? + bx + ¢ = 0 tonliyi U¢lin ac — b = —1 sarti 6danirss, x; = —c Vo
1
X, = ——olur.
13. XOTTi TONLIKLOR SISTEMI
by = . . . .
{alx T Oy =6, Xatti tanliklor sisteminda:
axx + by = ¢,
1) & =21 - & sy sistemin sonsuz sayda holli var;
a; by c3
2) & 21 sy sistemin yegano holli var;
az b,
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b . . . .
3) L =2 2L jso, sistemin holli yoxdur.
b [«

az 2 2

14. SILSILOLOR

a) Odadi silsilo:
1) Silsilonin Umumi (n-ci) hoaddi:
a, =a, +d(n—1);
2) Silsilonin forqi:
d= % (n > m), xtsusi halda d = a,, — a,_1;
3) n+k =m+lolduqda, a, + ay = a,, + a;;

+ e + PR
4) k == oldugda, n < m lglin @) = =" n > m {igiin @, =
Ag—ntagin.

2
5) Silsilanin ilk n haddinin cami:

s, = Gten , _ 2atdeoy),
2 2
6) S,, har hansi diisturla verilsa,

an, = Sn - Sn—l-

b) Handosi silsilo:
1) Silsilanin Gmumi (n-ci) hoddi:
an=a q" " (q#1);
2) n > k olduqda, a,, = a; - q™7;
3) n > k olduqda,

(n— k) tokiso, q = F . (-k)citiss, q = iJ:
k k

An+k=m+1iso,a, a,=a-a;
5) ag = ax—; " a4 (k > 1);
6) k = MTm oldugda, a2 = a, - a;
7) Silsilanin ilk n haddinin comi:
n4d— "1 -
Sp =0 (gl > 1; Sy = (lgl < 1;

8) Silsilanin ilk n haddinin hasili:

Dy =/ (a; - ax)™;
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9) Sonsuz azalan hoandasi silsilonin hadlar comi:

s =2
1-q
15. LOQARIFMLOR

1) log,N=x; a*=N (a>0;a #1,N > 0)voal°8VN = N
borabarliklori eyni glclidir;

2)log, 1 =0; 3)log,a=1;
4)log,(MN) =log, M +log, N; 5) loga% =log, M —log, N
6) log, N™* = nlog, N; 7)log, VN = lloga N
logy N
8)logab—10ga 9)long—lgb
10) log,m b™ = Eloga b;
11) 1g(10° - b) = n + Igh; 12) g2 = n — Igb.
16. BIRLOSMOLOR

n —_ — — e — m' .
DAL, =m(m—-1)(m—=2)-(m—-n+1)= ot (m = n);
P, =ml=1-2-3m; 3)6"——m=n,(+‘n),,

- Pm
4) cp = Cpn = B)CR = Ci =1,
6) G = m; 7)Cn =G ™"
8). Ck =ckzl +ck_,.
17. NYUTON BiNOMU

) (x+a)" =x"+Cix" ta+ Cix"2a? + -+ Clxa™t + a™
2) Ayriligda ixtiyari hoddin diisturu: Ty, = CEx™ ¥ a¥;
3) Binomial smsallarin comi: C2 + Ci + CZ + -+ CR~ 1 + ¢ = 2™
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1) Hadisanin ehtimalinin klassik torifi:

18. EHTIMAL

P(4) = % (m-alverigli hallarin say1, n-eyni imkanl hadisalorin sayt);

2) Uyusmayan hadisalorin cominin ehtimali:
P(A+ B) = P(A) + P(B);

3) Hasilin ehmitali:
a) Asili olmayan hadisalor G¢in:
P(A-B) = P(A) - P(B);

b) Asili hadisalor Ggiin:

P(A+B) = P(4) + P(B) — P(A- B).

P(A-B) = P(A) - P(B\A);
¢) Uyusan hadisalorin cominin ehtimali:

19. m ODODIi VO ONUNLA OLAQOLI ODODLORIN
QIYMOTLOR CODVOLI

m = 3,1415927 ---

lgm = 0,4971499 ---

1
—=0,3183099 ---
m

1 _
lg—=1,5028501---
T

2m = 6,2831853 -+

lg2m = 0,7981799 ---

1
— =0,1591549 ---
2n

1 _
lg— =1,2018201 ---
an

7?2 = 9,8696044 ---

lgn? = 0,9942997 -

1
— =10,1013212
T

1

lg= = 1,0057003 ---

2

1

==

.-
= Igvm = 0,2485749 --- lg = = 1,7514251 -
= 1,7724539 --- 0,5641896 ---
1 p—
7 lgvm = V2 lg—— = 1,6009101--
> 0,3990899 - Van
=1,2533141 - 03989423 -~
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Ig\/g = 0,0980599 -

2
\/: =0,7978846 ---
b4

Ig % =1,9019401 -
m

Ir
= 1,4645919 ---
1
-4 1 .
V2 = Ig¥/m = 0,1657166 - \ lg% =1,8342834 ---
0,6827841 ---
2,5066283 -
P
57‘[
= 4,1887202 - Iggn = 0,6220886 - % =0,5235988 --- |g§ =1,7189986 -

20. BUCAQ VO QOVSLORIN RADIAN VO DOROCO OLCULORI

mA°, 180°

— o
(rad = j5o0 A

= Qpqq *

21. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN ISAROLORI VO BOZi

QIYMOTLOR CODVOLI
|
Funksiya- riblor 1l Il v
larmn
adlart
| 1 11 v 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270°| 360°
sina + + - - 0 ﬁ E 1 0 -1 0
1 2 2
1
cosa + - - + 1 ﬁ ﬁ - 0 -1 0 1
2 2 2
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ox yox
\/g y
tga + | -+ | - 0 = 1 V3 0 0
3
dur dur
yox
YyoXx- \/§ YOX-
ctga + | - + | - V3 1 X 0 0
dur 3 dur
dur

22. TRIQONOMETRIK FUNKSIiYALARIN CEVIRMO

DUSTURLARI
Bucaglar
- 90°t+a | 180°+ 270° 3607
ta —-a
Funksiyalar
sina —sina +cosa +sina —cosa —sina
cosa cosa +sina —cosa tsina cosa
tga —tga +ctga ttga +ctga —tga
ctga —ctga +tga *ctga +tga —ctga

23. OSAS TRIQONOMETRIK EYNILIKLOR

. o 2 4. sina .
1) sin“a + cos®a = 1, ) oea — L9
cosa ) . . —1-
) = ctga; 4) sina - coseca = 1;
5) cosa - seca = 1, 6) tga - ctga = 1;

1.
cos?a’
9) sina - cosa - tga - ctga - seca - coseca = 1.

8) 1+ctg?a = cosec’a =

7) 1+tg?a = sec’a =

sin2a’
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24. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN BiRININ

O BIRILORI ILO IFADOSI
Funksiyalar sina cosa tga ctga
\/7 tga 1
sina ++/1 — cos?a > =
sin +J/1+ tg?a | +/1+ ctg?a
1 ctga
++/1—sin?a cosa > 2
cosa +/1+tg?a | +y/1 + ctg?a
sina +v1 — cos2a tga 1
tga +V1 - sinfa cosa ctga
T sina | __cosa 1 o
ctga sina +V1 —cos?a tga

25. TOPLAMA TEOREMLORI VO BOZi NOTIiCOLORI

1) sin(a + B) = sina - cosp * cosa - sinf;
2) cos(a + B) = cosa - cosB F sina - sinf;

tglatpP) =—=

1Ftga: tg,B
5) sin2a = 2sina - cosa;
2tga
7) 2a = 9z _.
1-tg2a

(X 1 cosa,
2

9) sin?

11) szn3a = 3sina — 4sina;

. 2tg%
13) sina = —g;
1+tg 2
a
2tgZ
15) tga = —24;
) g 1—tgzg'

17) sina + sinff = ZSin#

ctgarctgf+1,

4) Ctg(a + B) = ctgBtctga’
6) cos2a = cos*a — sina;
. 1—ctg2a_
8) ctg2a = g1’
0{ 1+COSa
10) cos? s
12) cosBa = 4cos3a — 3cosa;
1-tg?2
14) cosa = %;
1—tg2§.
16) ctga = W,

COS—
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18) cosa + cosp = 2605# * coS a;—ﬁ;

19) cosa — cosp = —Zsin# - sin %;
in(atp). in(fta).
20) tga + tgp = %, 21) ctga *+ ctgf = %,

22) cosa + sina = V2(45° —a);  23) cosa — sina = \/2sin(45° — a);
24) 1+ sina = v2cos?(45° — %); 25) 1 — sina = 2sin? (45o - %)

V2sin(45°+a), 2a,

26) 1 £ tga = = 27) 1 - tg*a =5
_ 2, _ _ cos2a,
28) 1 —ctg a = Tin?a

29) cosmx - cosnx = %[cos(m + n) x + cos(m — n) xJ;
30) sinmx - sinnx = %[cos(m —n)x — cos(m + n)x];

31) sinmx - cosnx = %[sin(m + n) x + sin(m — n) xJ.

26. TORS TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR DAXIL OLAN BOZi

BORABORLIKLOR
1) sin(arcsinx) = x;  cos(arccos x) = x;
tg(arctgx) = x; ctg(arcctgx) = x;
2) arcsin(sinx) = x va arcsin(—x) = — arcsin x;

3) arccos(cos x) = x Va arccos(—x) =1 — arccos x;
4) arctg(tg x) = x va arctg(—x) = —arctgx;
5) arcctg(ctg x) va arcctg(—x) = m — arcctgx;

6) sin(arccos x) = V1 — x?; 7) cos(arcsinx) = V1 — x?2);

8) tg(arcsinx) = 7, 9) ctg(arcsinx) = 1;x2;
10) sin(arctgx) = ﬁ’ 11) cos(arcrgx) = ﬁ’
12) tg(arccosx) = - 2; 13) ctg(arccos x) = ﬁ;
14) sin(arctgx) = m' 15) cos(arcctgx) = W.
16) tg(arctgx) = %; 17) ctg(arctgx) = ;.
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27. TORS TRIQONOMETRIK EYNILIKLOR

T[.
2’

1) arcsin x + arccos x = %; 2) arctgx + arcctg =

28. TEST TAPSIRIQLARI

Testlor, qapali tipli (elektiv-secici) vo agiq tipli (inventive-ixtiragi)
tapsiriglardan ibarat olmagla iki nov olur.
1. Qapali test tapsiriglar, verilmis cavablardan (adston bes cavabdan) bir dogru
cavab1 segmoya asaslanan tapsiriglardir.
NUmuna 1. x = —2 odadi, ax® + 4 g¢oxhadlisinin koki iss, bu goxhadlini

vuruglarna ayirin.

A) (x—2)(x22+2x+4) B) (x+2)(xj—2x+4) )

D) 2(x — 2)(x% + 2x + 4) E) (x +2)(x* — 2x + 4)

Oa(-2)*+4=0>a=1/2

P +4=2(x*+8) =2 (x+2)(x? —2x +4). Cavab.C®

2. A¢iq testlor (g tipdos olur.

a) Birinci tip (hesablama) tapsiriglarda hesablama talob olunur, test hall edilir,

cavab tam vo ya kosr oadod olmalidir.

NUmuna 2. Ragomlari cominin iki mislina borabar olan iki rogomli odadi

tapin.

O Axtarilan adad ab olsun. Sorto goro:
10a+b=2(a+b)>10a—2a=2b—b > 8a=nh.

Demali, a = 1 vo b = 8 olar. Cavab. 18. @

b) Ikinci tip (se¢im) tapsiriglarin cavabi miioyyan adadlor ardicilligindan

ibaratdir. Belo tip tapsiriglarda, verilonlordon sorusulana uygun olan bir neg¢o

dogru cavabi segmok talob olunur.

NUmuna 3. Diizbucaqli igbucaga aid olan1 gostarin:

1. Yalniz bir xarici bucagi kordur.

(x+2)(x%2-2x+4)
2

2. Katetlorin kvadratlar1 comi hipotenuzun kvadratina barabordir.
3. Sahosi Kkatetlorin hasilina borabardir.

4. 30°-li bucaq qarsisindaki katet hipotunuzun yarisin borabordir.
5. Iti bucaglarimn comi 90°-dir.
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Cavab. 2; 4, 5.
¢) Uglincl tip tapsiriglar, uygunlugu miioyyon etmoys aid olan tapsiriglardir.
Bu tip testlordoki ¢oxluq soklindo toqdim edilmis siyahi vo ya cadvalin
elementlori arasindaki uygunlugu miiayyan etmok talab olunur.
Numuna 4. Uygunlugu miiayyan edin.
1. 40 2. 42 3. 44

a) 700-un 6%-dir.

b) 12%-i 9.6 olan adadin yarisidir.

¢) 160-1n 30%-dir.

d) 200-0n 22% -dir. Cavab. 1-b; 2-a; 3-d
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[ FOSIL
TAM ODODLOR
§ 1. COXLUQ ANLAYISI

Riyaziyyatin osas anlayiglarindan biri ¢oxluq anlayisidir. Coxlug,
riyaziyyyatin ilk anlayislarindan biri oldugundan ona torif verilmir, lakin izah
edilir. Glndalik hayatda miisahida etdiyimiz vo miiayyan monada ortaq
xususiyyatlora sahib olan obyektlor toplusu, mosalon, masinlar, agaclar,
ulduzlar, adoadlar, insanlar, quslar, heyvanlar vo sair kimi mixtslif topluluglar
coxlug amala gatirir deyirlar.

Coxlugu toskil edon seylora onun elementlori deyilir. Masalon, cit
adadlar goxlugunun elementlari 2, 4, 6, ... ; tok adadlor ¢oxlugunun elementlori
iso 1,3,5, ... adadloridirlor. Umumiyyatlo, coxluglar 4, B, C, ... kimi boyik
harflorla, onlart amoala gatiran elementlor iss a, b, c, ... kimi kicgik harflorlo
isaro edilir.

A ¢oxlugu a, b, ¢ elementlorindon tagkil olunmusdursa, hamin ¢oxlug
A ={a, b, c} soklinds yazilir. a elementinin A ¢oxluguna aid olmasi fakti a €
A, aid olmamas1 iso a € A kimi isaro olunur. Masalon, B ilo tok ododlor
coxlugunu isaro etsok, 3 € B,8 € B, 117 € B, imumiyyatalo iso (2k + 1) €
B, (2k) € B yazmaq olar (k € Z).

Toarif. Elementlorinin say1 sonlu olan ¢oxluga sonlu ¢oxlug,
elementlorinin say1 sonlu olmayan ¢oxluga isa sonsuz ¢oxluq deyilir.

Moasalon, bir maktabin X sinfindo oxuyan sagirdlor, bir komandanin
futbolgulari, mesodoki agaclar (bunlarin say1 no gadar ¢ox olsa da) va s. sonlu
coxluglar, butin tam odadlar, tok adadlar, clit adadlar, diiz xattin ndgtalori, 5-
a2 bolinon adadlar va s. isa sonsuz goxluglar omols gatirirlor. Heg bir elementi
olmayan ¢oxluga bos ¢oxlug deyilir vo @ kimi isars edilir. Masalon, sinx = 2
tonliyinin koklori, 2-ya bolinon tok odadlor, 500 yasli adamlar va s. bos
coxluga misal ola bilar.

Hor bir ¢oxlug asagidaki tisullardan biri ilo verils bilor:
1) elementlorini gdstormoklo: masalon, A = {—1,2,5};
2) ementlorinin alinmasi tisulu gostarilmoklo: masalan,

B={x:x*+x—-2=0}.
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Burada, B ilo x2+x—2=0 tonliyinin koklori g¢oxlugu isaro
olunmusdur. Bu iisulla parca, interval vo yarimintervalarin néqtalori coxlugu
uygun olaraq asagidaki sokilda gostorilir:

[a,b] = {x:a < x < b},
(a,b) ={x:a < x < b},
[a,b) = {x:a < x < b},
(a,b] ={x:a < x < b}.
3) Elementlorinin tok-tok noqtslor soklinds bir qapali ayri iginda
verilmasi ilo. Masoalon sokil 1.

Sakil 1

Bu Usula, Eyler — Ven diogramui vo ya hondasi gosteris deyilir.

A ¢oxlugunun biitiin elementlori B ¢oxlugunun da elementi olarsa, A
coxlugu B-nin altcoxlugu, yaxud hissasi adlanir vo A< B kimi isaro edilir.
Masalon, A sado adadlor ¢oxlugu, B natural adadlor ¢oxlugu olarsa, Ac B
olmasi aydindir.

Ac B vo Bc Aoldugda A va B-ya barabar coxluglar deyilir. Masalon,
5-don boyiik olmayan ciit natural ododlor ¢oxlugu A = {2, 4} vo x% — 6x +
8 = 0 tonliyinin koklori goxlugu B = {2, 4} borabor ¢oxluglardir.

Tarif. A vo B ¢oxluglarinin har ikisinin elementlorindon ibarat olan
coxluga, bu coxluqlarin birlagmasi deyilir vo A U B kimi isara olunur.

Qeyd: Ortag olan elementlar bir dofa gotirilir.

Tarif. A va B ¢oxluglarinin ortaq elementlorindan ibarst olan ¢oxluga,
bu coxluqglarin kasismasi deyilir vo A N B kimi isars olunur.
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Toarif. A ¢oxlugunun B ¢oxluguna daxil olmayan elementlorindon
ibarat olan ¢oxluga, A vo B coxluglarinin fargi deyilir vo A\B kimi isars
olunur.

Masalan,
A={0,2,4,6,8,10}, B ={0,3,6,9,12}
iso, onda
AUB=1{0,2,3,4,6,8910,12}, AnB ={0,6},
A\B = {2,4,8,10}
olacag.

Elementlori odadlor olan goxluglara adadi coxluglar deyilir.
Bundan sonra asagidaki odadi goxluglar nazardon kegirilocok:
Natural adodlor ¢oxlugu (N);

Tam adadlor ¢oxlugu(Z);

Rasional adodlor ¢oxlugu(Q);

Irrasional adadlor ¢oxlugu(i);

Hoqiqgi odadlar ¢oxlugu(R);

Kompleks adadlor ¢oxlugu (C).

o Uk~ wbdE

§ 2. NATURAL 9DOD ANLAYISI

Coxluq haqqinda damisarkon, onun elementlorinin sayini bilmok
Zorurati ortaya ¢ixir. Bunun {igiin iso ¢oxlugun elementlorini saymaq lazimdir
(agar mimkiinso).

Qadim zamanlarda insanlar halo yenico danismagi vo oddan istifado
etmoyi Oyronorkon saylardan yalmiz bir vo ikini tamyirdilar. ikidon artiq
ogyalara sadaCa olaraq “gox” deyirdilor. Sonradan asyalarin sayilmasi prosesi
todricon inkisaf etmis vo miiasir say sistemi yaranmigdir.

Sayma naticasinds alinan odoadlors natural adadlor deyilir vo Umumi
sokilds n ilo isars edilir. Masalon, 1,5, 8, 200 vs s. natural adadlordir.

Natural oadadlari vahiddon baslayaraq ardicil olaraq siraya diizsok, aldo
edilon

1,2,3,..,n,..
diiztilist natural sira adlandirilir.
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Hor bir natural odadlo agyalarin miqdarini, eloca do sira ndmralarini
goOstormok olar.

Natural ododlori yazmaq dcin 1,2,3,4,5,6,7,8,9 vo 0 kimi
isaralordon — rogemlordan istifads edilir. 1-don 9-a kimi olan isaralor giymatli
ragamlor adlanir. Qiymatli rogomlorin va sifirun (onuncu isara) kdmayi ilo
istanilon adadi yazmaq olar. Masoalon, natural adodlor asagidaki kimi yazilir.
On vahid (toklillar), bir onlugu vo ya ikinci mortobonin bir vahidini amoalo
gotirir. Ikinci mortobonin on vahidi (onluglar), tgiincli mortobs vahidini
(yUzluklari) amals gotirir. Bes yiizliik, iki onluq va dord toklikdon ibarat adad
524 kimi yazilir. Goriindiiyi kimi hor bir rogomin giymati yalmz onun
isarasindon asili olmayib, hom dos tutdugu mévgeyindon asilidir. Buna goéra do
bizim islatdiyimiz onluq say sistemino movgeli say sistemi deyilir. ©dadin
yaziliginda har hansi vahidi olmazsa, onun yerina sifir yazilir. Masalon:
510; 206 vs s.

Ddérdinct, besinci, altinet va s. kimi martaba vahidlori do bu gayda ils
dizalir. ©dadin sonundan baslayaraq har U¢ mortaba bir sinif amalo gotirir.
Mosalon, 24 319 507 ododi Ui¢ sinifdon ibaratdir. Umumilikda siniflor belo
adlanir:
tokliklar, minliklar, milyonluglar, milyardhglar (bilyonluglar), trilyonluglar,
kvadrilyonluglar,  kvintilyonluglar,  sekstilyonluglar,  sentilyonluglar,
oksilyonluglar, nonilyonluglar, desilyonluglar,
undesilyonluglar va s.

Mosoalan, 141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 ododi
belo oxunur: 141 undesilyon 592 desilyon 653 nonilyon 589 oktilyon 793
sentilyon 238 sekstilyon 462 kvintilyon 643 kvadrilyon 383 trilyon 279
milyard 502 milyon 884 min 197.

Say sistemindo hor mortobs vahidi on sado vahiddon toskil edilmisso,
onu onlug say sistemi, iki sads vahiddan toskil edilmissa, ikilik say sistemi, U¢
sado vahiddan toskil edilmissa, onu Ucliik say sistemi va s. adlandirirlar. Biz
ancaq onlug say sistemindon istifads edocayik. Masalan,

71446 = 7-10* + 1- 103 +4-10 + 6.

Natural siranin elementlori asagidaki ti¢ xassoyo malikdir:

1. Reflektivlik: a = a.
2. Simmetriklik: a = b olarsa, b = a olur.

35



3. Tranzitivlik: a = b vo b = c olarsa, a = c olur.

Italyan riyaziyyatcis1 Peano, natural siranin 9sas xassolorini asagidaki
aksiomlarla ifads etmisdir:

1. Vahid heg bir natural adoddan sonra galmir. Bagsqa s6zlo vahid natural
stranin on Kicik (birinci) ododidir.

2. Hor bir n adadindan sonra galon va ondan bir vahid boyiik olan yegana
n' ododi mdévcuddur. Yani, vahiddon basqa har bir natural adoddon
avval galon vo ondan bir vahid kigik olan yegano natural odod vardir,
an boyuk natural adad ds yoxdur.

3. n' =m'olarsa, n = molur.

4. n odadi miiayyan xassays malikdirsa vo n’ adadinin do homin xassoya
malik oldugu isbat olunursa, onda hamin xassa biitiin natural sira ti¢iin
do dogrudur.

Sonuncu aksioma, “riyazi induksiya aksiomu” da deyilir. Bu aksioma
dayanarag, riyazi indksiya Usulu olarak adlandirlan asagidaki iisul s6ylans
bilor: n € N odadins bagli olan har hanst S(n) toklifinin dogrulugu, n =1
Ucun gostorilib, n =k Uclin gobul edildikdon sonra n =k 4+ 1 Ugln
gostarilirss, 0 zaman s6zl edilon toklif blitiin n-lar tigin dogrudur. Ols alinan
toklifo uygun olaraq n = 1 avozino n = 2, n = 3 vo s-do alina bilor (bax §
99).

§ 3. NATURAL 9DODLOR UZORINDO HESAB OMOLLORI VO
ONLARIN XASSOLORI

Tarif. Verilon iki odada gora ti¢lincll adadin tapilmasina hesab amoli
deyilir.

Toplama, ¢ixma, vurma va bélma hesab amallari olaraq adlandirilir.

I. Toplama. Verilan iki adoda gdrs onlarin cominin tapilmasi amoalino
toplama amoali deyilir.

Mosoalon, 17 + 24 = 41; 10 + 26 = 36.

Umumi sokildo: a + b = ¢ olduqda, a, b adodlori toplananlar, c iso
com adlanir. Burada, “+” isarasi toplamani, “ =" isarasi iso baraborliyi
gostorir.

Latinca plus (plyus) “bdylik” monasidadir.
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Toplama amalinin agagidaki xassalori vardir:
1. Toplananlarin yeri dayisdikdo com dayismir:

5+43=3+5(=8);12+5=5+12(=17).

Umumi sokilde: a + b = b + a.
Bu xassays toplamada yerdayiima (kommutativlik) ganunu deyilir.
2. Bir sirada olan toplananlari, onlarm comi ilo avoz etdikdo com
doyismir:
7+5+18=(7+5)+18 =7+ (5+ 18) = (30);
24+16+35=(24+16) + 35 =24+ (16 + 35) = (75);
Umumi sokilde:a+b+c=(a+b)+c=a+ (b+c).
Bu xassays toplamada gruplasdirma (assosiativlik) ganunu deyilir.
3. a) Barabar adadlorin Uzarina eyni adad alava edilarsa, barabar
adadlor alinar:
5=55+4=5+4(=9).
Umumi sokilda: a = a;olarsa, istonilon b ododi Gglin a +b =a; + b
olar.
b) Mixtalif adadlar Uzarina eyni adad 2lava edilarsa, yena miixtolif
adadlor alinar:

7+ 10,74+ 5#10+5, yonil2 # 15.

Umumi sokilda a # b olarsaa + ¢ # b + c olar. Bu xassays toplamada
monotonlug ganunu deyilir.

Muixtalif ododlori toplamaq uciin eyni moartabads vahidlori bir-birinin
altinda siitun goklindo yazilir vo sagdan sola olmagqla martobolor izro toplama
omoali aparilir. Masalan,

T N

+ 752 + 12295
W 215 W 708986
1647 710391
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Toplama amalinin diizgiin yerins yetirildiyini yoxlamaq ti¢un, toplama
awvalco yuxaridan asagiya dogru (martobolor Uizra) aparilirdisa, ikinci dofo
asagidan yuxariya dogru aparilir.

Ododlari sifahi toplamaq ii¢iin yaxst olar ki, avvalca tokliklori, sonra
onluglari, daha sonra yiizliiklori vo s. ayriliqda topladigdan sonra alinan
naticalar yenidon toplansin. Masalan,

544+72=504+70+4+2=120+ 6 = 126.

I1. Cixma. Malum coms va toplananlardan birino gors o biri toplananin
tapilmasi amalina ¢ixma amoali deyilir. Masalan,

237 — 125 = 112,1000 — 550 = 450.

Umumi sokildo a —b = ¢ oldugda, a azalan, b cixilan, ciso farg
adlanir (¢ + b = a).

Toplama “+” (plyus) va ¢ixma “—" (minus) isarasi ilk dofo XV osrdo
italyan alimi Leonardo da Vingi vo alman alimi Yan Vidman (1460 - ?)
tarafindan islonmisdir. Latinca minus “ki¢ik” manasindadir.

Iki adoddon birini o birindan ¢gixmagq iigiin, onlar eyni martobo vahidlori
bir-birinin altinda olmaq sortilo siitun soklinds yazilir vo sonra asagidaki
gayda ilo ¢ixilir. Azalanin hor hanst mortobs vahidi ¢ixilaninkindan kigik
olarsa, ondan soldaki mortaba vahidlorindon biri “xirdalanir”. Bunu
gOstarmoak tigiin yaxsi olar ki, “xirdalanan” odod Uzorinds ’ isarasi yazilsin.
Moasalan,

927 7'2'6 47'31'2
— 512 — 557 - 908
415 169 46404

Sifahi ¢ixma ti¢lin tamamlama iisulundan istifado etmok olverislidir.
Masalon, 127-dan 75-i ¢ixmaq tigiin, 75-0 avvolca 25 sonra da 27 olave
etmoklo 127 aliriq. Demoli, 127 almaq uglin 75-0 254+ 27 =20+ 20 +
+5+ 7 =40 + 12 = 52 olave etmisik. Axtarilan forq 52 olar.

Cixma oamplinin dizgin yerina yetirildiyini asagidaki iki tsulla
yoxlamag olar:

1) Forqi ¢ixilanla topladigda azalan alinmalidir:
Moasoalan, 223 — 130 = 93.
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Yoxlama: 130 + 93 = 223.
2) Azalandan fargi ¢ixdigda ¢ixtlan alinmalidr.

Homin misalda, 223 — 93 = 130 olmalidir.

Qeyd. Toplama ila ¢zxma garsiligls tars amallordir. Bu oslagadan istifado
edorak toplama amolinin diizgiinliiylinii ¢rxmanin kémayi ilo asagidak: iki
usulla yoxlamaq olar. Masalon,

255 + 136 = 391.
Yoxlama:
1) 391 — 255 = 136; 2) 391 —136 = 255.

I11. Vurma. Toplananlarin hamisi eyni oldugu halda comin tapilmasini
nozardan kegirok. Masalan,

7T+7+7+7+7+7+7+7+7+7=70.

Ogor 7 adadini 100 dofs toplamali olsaydiq nega Satir yazmaq lazim
golacayini va bir 0 godor dofs toplama amolinin aparilmasindaki ¢atinliyi
tosovviir etmak olar. Bu isi asanlasdirmaq tigiin eyni toplananlarin cominin
tapilmasini 7 X 10 = 70 kimi yazir va vurma adlandirirlar.

Eyni toplananlarin cominin tapilmasi amoline vurma amoali deyilir.
Masalon,

7 X100 = 700; 12 x5 =60; 150 x 4 = 600.

Umumi sokilde: a X b = cvayaa-b = ¢ kimi yazilir.

“x”, yaxud “” ilo isaro edirlor. ““” isarasi riyaziyyata 1698-ci ildo
alman alimi Q. Leybnis (1646 - 1716) torofindon daxil edilmisdir.

Qeyd. Vuruglar harfar oldugda va ancaq bir dana adadi vurug olduga,

vurma isarasi yazilmir. Masalon,
ab, abc,3ab,5abc, 8abcd.

Vurma amolinin asagidaki xassolori vardir:

1. Vuruglarin yerini dayisdikds hasil dayismir. Masalan,
2:5=5-2(=10); 32-15 = 15 32(= 480).

Umumi sokilde: a-b = b - a.
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Bu xassoys vurmada yerdayisma (kommutativlik) ganunu deyilir.
2. Bir sirada duran hadlori onlarin hasillari ila avaz etdikds, hasil
dayismir. Masalan,

3:5-8=(3-5)-8=3-(5-8)(=120).
Umumi sokilde: a-b-c=(a*b)-c=a-(b-c).
Bu xassays vurmada gruplasdirma ganunu deyilir.
3. a) barabar adadlaor eyni bir adada vurulanda, barabar adadlor
alinar. Masalan,

5=5-5-3=5-3(=15).

Umumi sokilde: a = a; = ab = a,b.

b) bir-birindan farqli iki adadi sifirdan forgli eyni bir adada
vursag, fargli adadlor alarig:
5+7-55-4+7-4(20 + 28).

Umumi sokilde:a #b > a-c# b c.
Bu xassays vurmada monotonlug ganunu deyilir.
4. Vurmada paylama ganunu:
a) Ccami, miayyan bir adada vurmagq tcln har toplanan: hamin
adada ayri-ayri vuraraq naticalari toplamagq kifayatdir. Masalon,

(124+6):5=12-5+6-5(=90).
Umumi sokilde: (a + b)c = ac + bc.
Buna vurmada toplamaya nazaran paylama (distributivlik) ganunu deyilir.
b) farqi, muayyan bir adada vurmaq iiciin azalanla ¢ixilant hamin
adada ayri-ayri vuraraq, birinci naticadon ikincini ¢ixmaq
kifayatdir. Masalan,

(25—-12)-4=25-4—-12-4 (= 52).

Umumi sokilde: (a — b)c = ac — bc.

Buna vurmada ¢ixmaya gora paylama (distributivlik) ganunu deyilir.

Soylanilon ganun va xassslorin hamisi isbatsiz verilmigdir. Asagida
gostarilon Gsulla bu takliflordan har birini isbat etmoak olar.
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NUmuns tigiin ¢ixmaya nazaran vurmada paylama ganununu isbat edok
(galan takliflorin isbat edilmasi oxuculara maslshat goraldr).

a —b = d olarsa, ¢gixmanin torifine géro a = b +d olar. Buradan,
ac = (b + d)c (monotonluq xassasi), ac = bc + dc (vurmada toplamaya
gora paylama ganunu), dc = ac — bc (¢ixmanin tarifino gora) yazib, d = a —
b oldugunu nazars alsaq,

(a—b)c =ac—bc
olar.

Hesab omollori vo onlarin xassalorinin yaxsi monimsanilmasinin
golocokdo qarsiya ¢ixacaq hor hansi riyazi omoliyyati somoarali yerino
yetirmak Uguin boyik shomiyyati vardir.

Vurma amalini yerino yetirmok tgun:
a) birragomli odadloarin hasillari (vurma cadvali) azbarlonir;
b) iki yuvarlag® adadi vurmagq iiciin sifirlar1 nozors almadan adadlorin
hasilinin yanina vuruqlardaki sifirlarin say1 qodar sifir slave edilir.
Masalan,

5000 - 400 = (5-1000) - (4-100) =5-1000-4-100 =
=5-4-1000-100 = (5-4)(1000 - 100) =
= 20-100000 = 2000000.

Qisa sokilda: 5000 - 400 = 2000000;
c) coxrogomli adadin birrogemli odado vurulmasi asagidaki kimi
aparilir;

215-6=(200+10+5)-6=200-6+10-6+5-6 =
=(2-6)-100+6-10+5-6 =1200+ 60 + 30 = 1290.

Qisa sokildo:
215
X 6 Vo ya 215-6 =1290
1290

1 Yuvarlaq adalor, sonu sifirla qurtaran odadlordir
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d) coxragomli adadlar bels vurulur:

234 -423 =234 - (400 + 20+ 3) == 234-4-100 +
+234-2-10++234-3 =936-100 + 468 - 10 +
+702 = 93600 + 4680 + 702 = 98982.

Qisa sokildo:
423 423 -234
X 234 846
1692 Vo ya + 1269
+ 1269 1692
846 98982
98982

Coxragamli adadlorin vurulmasinda ragamlarinin say1 az olan adadi
vuran kimi goétirmok olveriglidir. Vuruglarinin arxasinda sifirlar olarsa,
sifirlar1 nazors almadan hamin adadlori vurarag, hasilin yanina hamin sifirlar
yzmaq lazimdir. Masalan,

12600 12600 - 1400
X 1400 126
504 + 504
+ 126 Vo ya 17640000
17640000
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Vuruglarin orta ragamloari sifir olarsa, vurma amali asagidaki kimi
yerino yetirilir:

1214 1214 -503
x__ 503 6070
3642 + 3642
+ 6070 Vo ya 610642
610642

Vurma zamani hasildoki rogemlorin sayr vuruqglarin ragomlorinin
sayinin caming, ya da ondan bir vahid az olur.
Vurma oameolini yoxlamaq ti¢iin, onu basqa Dbir tisulla yenidon yerina
yetirmak lazimdir.
IV Bolma. Hasil va vuruglardan birina gora, o biri vurugun tapilmasi
amolina béma amoli deyilir vo a: b = ¢ kimi yazilir
(a = bo).
Burada a-bdlinan, b-bélan, c-ise gismetdir. Masalan,
75:5=15(75 =5-15),  210:3 = 70(210 = 3 - 70).
Bolmo isarasi (:) riyaziyyatda ilk dofo 1684-cli ildo Q. Leybnis
torofindon daxil edilmisdir.
Natural adodlori bolmok tigiin asagidakilar: bilmok vacibdir:
a) ikiragoamli adadlarin birragoamli adadlors bélinmasini oazbardan bilmali;
b) odadi 10,100, 1000 va s. adadlarine bélmak tigiin sagdan uygun olaraq
bolinanin bir, iki, U¢ va s. ragamlorini nazora almamaq lazimdir.
Nozars alinmayan adad qaliq olacaq. Masalan,
765:10 = 76 (5 qalq); Dogurdan da 76 - 10 + 5 = 765.
c¢) yuvarlag adodlori bolmok iiciin, sifirlar1 nazors almadan bélmok (agor
bollndrsa) vo homin sifirlar1 qgismatin yaninda yazmaq lazimdir.
Moasalan,

12000:3 = (12:3) - 1000 = 4000.
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d) birragamli adodos blmo:

1) 432 | 3 Yoxlama 2) 225 |4  Yoxlama
- 3 144 144 x 3 20 |56  56x4
13 432 25 224
- 12 24 + 1
12 1 225
— 12
0

e) coxragamli adadlarin bélinmasi:

87 x 112 32165 | 112
287 — 224 287
287 976
+ 574 — 896
32144 805
+ 21 — 784
32165 21
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Bolmanin dizglinluyinu yoxlamaq Gglin gismati bolons vurub qaligla
toplamaq lazimdir. Bu halda boliinon alinarsa, demali, b6lmo amali diizgiin
yerino yetirilmisdir.

V. Vurmada va bélmada xususi hallar.
1) odadi vahida rduqda adad dayismir:

f) Odadi sifira vurdugda sifir alinar:
7-0=0;0-17=0;1-0=0.
g) o©dadi vahida boldiikda adad dayismir:
3:1=3;5:1=5; a:1=a.
h) Sifirdan forqgli adadi 6ziina boldikda vahid alinwr:
8:8=1;2716:2716 =1; a:a=1(a # 0).
i) Sifir, sifirdan forgli istanilon adada boltnir va gismatda sifir alinur:
0:17=0;0:101=0; 0:a =0 (a # 0).
1) Sifira bélmak olmaz.
omallar sirasi
Toplama va ¢ixma birinci pilllo amallari, vurma va bélms iss ikinci

pillo amallari adlamir. Miixtalif omallor vo métorizo istirak edon misallarm
halli zamani asagidaki ardicilliq gozlonilmolidir:
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1) Bir motorizo daxilindo eyni pillo amallori yazildiglari
ardicilligla, miixtalif pillo amallorindan isa avvalca ikinci, sonra birinci pillo
omoallari yerino yetirilmalidir;

2) Kigik motarizo, orta moratizs, boylik motarize daxilindoki vo
nohayat, métariza xaricindoki amallor ndvba ilo yerina yetirilir. Masalon,

(207 —17 +25-9: 15) - {(60 — 18(22 — 19)) : 2} = 615

misal1 agagidaki ardicilligla hall edilmalidir:

1) 25-9 = 225; 2) 225:15 = 15; 3) 207 — 17 = 190;
4) 190 + 15 = 205; 5)22 — 19 = 3; 6) 18- 3 = 54;
7) 60 — 54 = 6; 8) 6:2 = 3; 9) 205 - 3 = 615.

9mallarin bazi xassalari

1. Verilan adada comi alava etmak (i¢lin, comin har bir toplanant noévbo
ilo hamin adadas alava etmak lazimdir. Masalan,

5+(17+12+21)=5+17+12 + 21 = 55,
a+b+c+d)=a+b+c+d.

2. 9dadi hasila vurmag tglin, avwalca adadi birinci vuruga vurmag,
alinan naticoni ikinci vuruga vurmag, sonra alinan naticoni tigiincii vuruga
Va s. alinan naticani sonuncu vuruga vurmaq kifayatdir. Masalan,

5-(7-2-3)=35-2-3=70-3 =210,
a(bcd) = abcd.

3. Cami bir adada bdlmak Uglin, har bir toplanant hamin adada bolarak,
alinan naticalori toplamag kifayatdir. Masalon,

(244+18+4+6):3 =24:34+18:3+6:3=8+6+2 =16,
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(a+b+c)n=an+b:n+cn

4. Hasili bir adada bolmak digiin, vuruglardan birini hamin adada bolarak,
aliman qismati galan vuruglara vurmag kifayatdir.Masalan,

(27:5:4):9=(27:9):5-4=3-5-4 =60,
(a-b-¢c):d=(a:d)-b-c

5. odadi hasila bolmak tglin, hamin adadi birinci vuruga bolmak, alinan
Naticani ikinci vuruga va s. bolmak kifayatdir.Masalan,

256:(16-2-4) = (256:16):2:4 = (16:2):4 =8:4 = 2,
a:(b-c-d)=[(a:b):c]:d.

Omoliyyati sadalogdirmok (glin, hesab omollorinin  ganun vo
xassalorindan istifads edoarok amollarin yerina yetirilmasi sirasini doyismok
olar. Elo hal ola bilor ki, méterize daxilinds amallar yerina yetirilmadan,
vurmada paylama ganunundan istifads edilsin. Masalon, (14 + 48 — 16) - 5
hasili

(14+48—-16)-5=46-5= 230
avozine
(14 +48—16) -5 =70+ 240 — 80 = 230

kimi do hesaplana bilor.

§ 4*. VURMA VO BOLMO NOTICOSINDO ALINAN ODODLORIN
ROQOMLORI SAYININ TOYIN EDILMOSI

Teorem 1. [ki vurugun hasilindon alinan 2dadin raqamlorinin sayi,
vuruglarin raQamlari sayinin camina Va ya ondan bir vahid kigik olan adada
barabardir.

o Tutaq ki, m ragamli M vo n rogomli N odadlori verilmisdir.
Aydindir ki, 10""1 < N < 10™.Hor torofi M > 0 ododins vurag;
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M-10""1<N-M<M-10".

M - 10" todadindo m +n — 1, M - 10™adodinds iso m + n ragom
vardir. Buradan belo natico ¢ixir ki, M - N hasili an goxu m + n ragomli, an
aziisom +n — 1 rogomli adoddir. m

Masalon,213 - 25 = 5325 (3 4+ 2 — 1 = 4 rogomli alindi),

916 - 42 = 38472 (3 + 2 = 5 rogomli alind).

Teorem 2. Bolmo zamani, gismatda alinan adadin ragamlorinin sayi,
boélunanla bélanin ragamlari sayinin farqina va ya ondan bir vahid boyik
olan adada barabordir.

0 a adadi bolinan va m rogamli, b adadi bdlon vo n ragamli, g adadi
isa gismet olsun. Onda a = bq olar. Tutaq ki, g gismatinds x sayda ragam
vardir. Onda bg yan + x voyan + x — 1 ragomli adad olar (Teorem 1-o
gora). Demoli, m = n + xyaxudm = n + x- 1.Buradanx =m —n
voyaxudda x =m —n+1alnir. m

Masalon, 11128 : 52 = 214(5 — 2 = 3 rogomli),

2800 : 112 = 25(4 — 3+ 1 = 2 rogomli).

§ 5. SAD® VO MUROKKOB ODODLOR

Natural odadlor sada vo mirakkob olmagla iki yers ayrilir. Biitiin
natural adadlor vahids va 6ziina bélindr. Bu adadlorin ¢oxu vahidls, 6zlindan
basqa, digor ododlora do bolunir. Masalon, 15-0 godor olan ododlordan
2,3,5,7,11, 13 ododlori yalmz vahids va 0zline bélundr, 4, 6,8,9,10,12,14
odadlarinin hor biri isa vahidlo 6ziindon basqa, diger adodlora do boltnir.
Bunu asagidaki codvaldon gérmok olar.

1 |1

2 1,2
3 11,3
4 11,24
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10

11

12

13

14

15

1,5

1,2,6

1,7

1,2,4,8
1,39
1,2,510
1,11
1,234,612
1,13
1,2,7,14

1,3515

Torif 1. Yalmz vahida vo 0zlino béliinon natural adedo sada? adad,
vahidls 6zlindon basga bolani olan natural adodos iss mlirakkab adad deyilir.

Torifdon gorindiyld kimi, vahid no sads, no do mirokkab odadir.
2,3,5,7,11,13 sado, 4,6,8,9,10,12,14 iso mirokkob oadadlordir.

Qadim yunan alimi Eratosfen sads adadlorin natural adadlor igarisindan

“se¢ilmosi” tiglin, “Eratosfen sobakasi”

etmisdir:

deyilon asagidaki tisulu toklif

OWvalca natural sira yazilir, sonra siranin avvalinds torifo gora segilon
birinci sads adod (iki) saxlanilir, sirada onun misillarindan ibarst olan adadlor

isa pozulur (Ustindan xatt ¢akilir) :

1,2,3,4,5,6.7, ,9,;£f,11,}/2,13,1/(,15,...,1/%,151,...

22Sada” adod yerins “osli” adod da deyilir.
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Ikidon sonraki sada odod — ii¢ saxlanilir, misillori iso pozulur:
1,2, 3,5 7,9, 11,13,15,17,19,21,23,25,..., 151, ..

Ucdoan sonra golon sads adad — bes saxlamilir, misillari isa pozulur:

1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 25, 29, 31, 35,37, ...,151, ...

Omoliyyati bu qayda ilo davam etdirmoklo istonilon natural odods godor
olan sado odadlori segmok olar. Sado adadlori segarkon odadlor sirasini hor
dofa yenidon yazmaga ehtiyac yoxdur. Gostarilon amoliyyat ilk dofo yazilan
natural sira {izarinds aparila bilor.

Belo sual oluna bilor: verilon natural adadin sads olmasini bilmak Ggn,
yuxarida gostarilon amoliyyati na gadar davam etdirmok lazimdir?

Yuxarida gostorilon omoliyyat zamani ikinin misillarini pozarkon 4-
adok, t¢tn misillarini pozarken 9-adok, besin misillarini pozarken 25-adok
sads odadlorin segildiyini gérmak cotin deyildir. Demali, 439-un sads vo ya
mirokkeb olmasini  bilmok istayirikss, onun 2,3,5,7,11,13,17,19
adadlarins bolindb-bolinmadiyini yoxlamaq lazimdir. Ciinki, 19-dan sonraki
sado odadin kvadrati homin odaddon boylkdir. 439 hamin odadlora
bolinmadiyindon sads adoddir. Asagida isbatsiz veracayimiz teorem bu tsulu
tatbig etmays imkan verir.

Teorem. ¢ adadi, kvadrat onu asmayan sads adadlarin heg birina
bolunmirsa sadadir. Masalon, 79 adadi, kvadrati onu asmayan 2, 3, 5, 7
adolarinin heg birina bélinmadiyindan, sads adoaddir.

§ 6. BOLUNMO OLAMOTLORI

Ododin bazi slamatlorino osaslanarag, onun verilon adods bollnib-
boélinmadiyini gabaqgcadan bilmoyin bdyik oshomiyyati vardir. Asagidaki
tokliflor bunu bilmoys imkan verir.

1. Ancaq son ragomi 2-ys,5-9, 10-a bolinan oadoadlor uygun olaraq

hamin adoado bolundrlar;

2. Ancaq son iki ragaminin amolo gotirdiyi ikirogoamli odod uygun

olarag 4-o025-5,50-ys, 100-0 bdlinan adodlor uygun olaraq hamin

odods bolindrlar;
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3. Ancag son {i¢ ragaminin amoala gatirdiyi tgragomli adad uygun olaraq

8-9,125-9, 250-y9, 500-9, 1000-2 bdltinan adadlar uygun olaraq hamin

odads bolundrlor;

4. Ancag rogamlarinin comi 3-9,9-a bollinon odadlor uygun olaraq

hamin adadoa bolundrlar;

5.Ancaq 2-ys va 3-2 boliinon ododlor 6-ya, 3-a va 4-3 boliinan adadlor

12-ys, 3-2 va 5-0 bollinon adadlor 15-2 béllndr;

NiOmuns Gglin 3-0 va 9-a bolinma slamatinin isbatim1 verak (galan
olamatinin isbati oxuculara havalo edilir).

o Tutaq ki, (abcde) * besraogomli ododdir. Onda,
(abcde) =a-10*+b-103+ ¢c-10> + d-10 + e =
=a-999 +a+b-99+b+c-99+c+d-9+d+e=

=(@-9999 + b-999+4+ ¢c-94+d-9ND+ (a+b+c+d+e).
Comin bolinma olamatina gbro  (abcde) — odadinin 3-0 vo 9-a
bollinmasi Gglin a + b + ¢ + d + e, yani homin adadin ragomlari comi 3-o vo
9-a boltinmalidir

§ 7. SADO VURUQLARA AYIRMA

Teorem 1. Vahiddan boyuk har bir natural adadin on azi bir sada
vurugu var.

o Verilon odad a olsun. a sads adoddirss, 6zl elo axtarilan sads vurug
olar, miirakkab adoaddirss vahidlo a-dan fargli bir a; adadins bélinmalidir. a,
sado odad olarsa, onu a Ugiin sads vurug olaraq gobul etmok olar, murokkob
odod olarsa, bir a, adadina (vahidlo a;-don forgli) bélinmolidir. Yeno do
alinan a,-nin sads va ya mirokksb oldugunu miioyyanlosdirib amaliyyati bu
gayda ilo davam etdirsok a > a; > a, > a3 > - > a, alariq. Burada, a
natural adod oldugundan, ondan kigik olan adadlor sonlu sayda olar. Belsliklo,
alinan axirinci bolon sads vuruq olacaqdir. m
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Odadi sado vuruglarina ayirmag, onu sade vuruqglarm hasili soklindo
gostormok demokdir. Masalan,

36=2-2-3-3; 42=2-3-7;,513=3-3-3-19vss.

Verilon ododi sado vuruglarina ayirmagq ti¢iin onu ikidon baslayaraq
novbo ilo sado odadlora bblmoklo amoaliyyati davam etdirmoak lazimdir.
Yuxarida gostorilon misallardaki  vuruqlar uygun olaraq asagidaki kimi
tapilir:

36 |2 4212 513(3
1812 213 171]3
913 717 573
313 1 1919
1 1

36 =2%-32 42=2-3-7 513 =33-19

Sads vuruglara ayirmanin komoayi ilo bir odadin basqa bir ododo
bolinmasi G¢lin Gmumi slamat gostarmak olar.

Teorem 2. Bir adadin basga adada bolinmasi Ugln, bdlanda olan
vuruglarin hamisinin, boliinanda olmasi zoruri vo kafidir.

o Sartin zaruriliyi: a: b = q oldugunu forz edok. Onda a = bq. a vo
bq borabor adadlor oldugundan onlarin sads vuruglari da eynidir. Demali, b-
nin butlin sads vuruglar1 a-nin sads vuruglari igarisinds olmalidir.

Sartin kafiliyi: Dogurdan da, agor a ododina b-nin biitiin vuruglari
daxildirss, onda hamin vuruglar1 bir qrupa, galan vuruglar iso ikinci grupa
daxil etmoklo, a adadinin vuruglarmi iki gqrupa ayirmaq olar. a adadini birinci
grup vuruglarmm hasilina bolsak, ikinci qrup vuruglarmn hasilini alarig.
Demoli, a adadi b-ys bolunir. m

Mosoalon, 756 adadi 84-0 bollinmolidir. Ciinki 84 = 2%3-7 vuruglarmin

hamis1 756 = 22-33-7 vuruglarinda vardur:
756:84 = 3% =09,
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Qeyd. Bilindiyi kimi sort vo hékm olmagla teorem iki hissadan
ibarotdir. Sortin dogrulugundan hokmiin dogrulugu ¢ixarsa, sort kafidir
deyilir. Hokmiin dogrulugundan sortin dogrulugu c¢ixarsa, soart zaruridir
deyilir.

1. a,b,c,d sado ododlor, m, n, k, e natural ododlor oldugda A = a™b™ckd®
iso A adadinin tam bélanlarinin (misbat) say1 d(A) olsa, onda

dA)=m+1Dn+1)k+1)(e+1)

disturu ilo tayin edilir.
Maslan, 120-adadinin bélanlorinin sayini tapagq:

120=2-2-2-3-5=2%.31.51
d(120) = B+ (1 + (1 + 1) = 16.

2. A adadinin bélanlarinin comi Gglin

am+1 -1 bn+1 -1 Ck,+1 -1 de+1 -1

T=—"1 b—1 c—-1  d—-1

diisturu dogrudur. Burada, a, b, ¢, d adadlori A adadinin sads vuruqlaridir.
Misal. 120 adadinin sads olmayan bdlanlorinin comini tapin.
O 120 = 23 - 3! - 51 oldugundan,

23+1 -1 31+1 51+1 -1

T=——1 321 5-1

=15-4-6 = 360

olur. Sads bolanlorin comi 2 + 3 + 5 = 10 oldugundan, sads olmayanlarin
bolonlerin comi: 360 — 10 = 350 olur. @

3. Tam A =a™:b"-c*-d® adodindon kigik vo onunla garsiligh sada
olan adadlarin say1 (N) tgin

voaptcan(1-0)(1-5)(1-3) (1-3)
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diisturu dogrudur.
Misal. 120-don kicik vo onunla garsiligli sads olan adslorin sayini tapin.

ON=23-31-51(1—%)(1—§)(1—§)=4-2-4=32..

4. A odadinin bélanlorinin hasili (b(A)) tgiin

a4
b(A) =42

diisturu dogrudur.
Misal. 120 adadinin bolonlarinin hasilini tapin.

16
O b(120) = 1202 = 120%. @
§ 8. N BOYUK ORTAQ BOLON (OBOB)

20 ododinin 5-0 boélunmasi 20:5 =4 kimi gostarilir. Burada 20
bolinan, 5 bélan, 4 iso gismetdir. Hor hansi adadin bdlanlari sonlu sayda,
boélunanlari isa sonsuz sayda olur. 20 adadinin 1, 2,4, 5,10, 20 kimi 6 boloni,
20,40. 60, 80, ... kKimi sonsuz sayda bolinanlari vardir. Verilan adadin 6z0nd
nozars almasag, ona béliinen an Kicik adad vo onun bélindlyi on bdyik adod
var. Homin adadlar uygun olaraq an Kigik boliinan va an boyuk bolan adlanir.
Moasalan, 25 adadinin an Kigik bolinani 50, an boyik béloni isa 5-dir.

Tarif. Bir nego ododin bolindlyl odadlorin an boyiliyiine hamin
adadlarin 2n boylk ortaq boloni deyilir.

a va b adadlarinin an bdyiik ortaq béloni ©BOB (a, b) va ya [a, b] kimi isara
olunur. Masalan, 40 va 60 adadlori Ugiin 2,4, 5,10, 20 ortaq boélonlordir. Bu
adadlarin an boyiiyii 20 oldugundan, ©BOB (40, 60) = 20.

Bir nego odadin an boyiik ortaq bdloninin sifahi olaraq tapilmasi gatinlik
tOradarsa, hamin odadlori sads vuruglara ayirib, hamisinda istirak edan (ortaq
olan) vuruglarin hasilini gétiirmak lazimdir:

9BOB (36,42,510) =?
36 =2%-3%;42=2-3-7;510=2-3-5-17.
9BOB (36,42,510) =2-3 = 6.
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Bir ne¢a adaddan biri (an Kigiyi) hamin adadlorin on béyiik ortaq béloni
ola bilor. Masalon, 8 adadi 8, 24, 32 adadlarinin on boylk ortaq bélonidir, yani

OBOB (8,24,32) = 8.

Vahiddon basga ortaq boloni olmayan adadlore garsiligli sado adadlor
deyilir. Masalan, 4 va 5 adadlori qarsiligh sado adodlordir.

Bir nega adadin an bdyik ortaq bdlonini ardicil bélma Gsulu ils tapmaq
daha faydalidir.

Qayda. 7ki adadin an boyiik ortaq bélanini tapmag ticiin, avwalca bdyiik
adadi kicik adada bdlmak, sonra kicik adadi galiga bolmak, birinci galigt ikinci
qgaliga bélmak vo amaliyyvati qaligda sifir alimana gadar davam etdirmok
lazimdir. Bu halda axirinct bolon verilan adadlorin an boyiik ortag bolani
olacagdr.

Masalon, 9K0B (1494,720) =? 1494720
—1440|2

54

720 |54

—-54 |13

180
— 162

18

54 |18
— 54 |3
0

Demoli, ©9BOB (1494,720) = 18. Bu gayda Evklid alqoritmi adi ilo
Moshurdur.

§ 9. ON KiCIK ORTAQ BOLUNON

Tarif. Verilon adadlorin har birina béltnan on Kicik adads onlarin an
kicik ortaq bolunani deyilir. a va b adadlorinin on Kigik ortaq boliinani
9KOB (a,b) va ya (a, b) kimi isara olunur. Masaloan, 2 vo 3 adadloari Ugln
6,12,18... ortaq bolinanlordir. Bu ortaq béltnanlarin an Kigiyi 6 oldugu
liclin 9KOB (2,3) = 6.
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Bir nego odadin on kigik ortag bolinonini sifahi olaraq tapmaq catinlik
tOrodarso, bu ododlori sado vuruqlara ayirib, onlardan on bdyiylnun
vuruglarmi o biri odalorin burada olmayan biitiin vuruglar1 ila vurmag
lazimdir. Masalon,

OKOB (36,42,210) =?
36=2-2-3-3;42=2-3-7;210=2-3-5-7;
OKOB (36,42,210) =2-3-5-7-2-3 = 1260.

Bir nego ododdon boyliyli galanlarmin hamisina boliinarss, bu adad
verilon adadlorin an Kigik ortaq bolineni olur.Masslan, 6,12, 24 odadlarinn
an boylyi olan 24, bunlarin hor Uctino bélindiyiindon, 9K0B(6,12,24) =
24 olur.

Qarsiligh sado adadlorin on kigik ortaq boélinani, hamin adadlarin
hasilina barabardir. Masalon, 9K0B(11,23) = 11 - 23 = 253.

Qarsiligh sado olmayan odadlorin on kigik ortag boliinani, hamin
adadlarin hasillorindan kigikdir (niya?).

Bir negos adadin an Kicik ortaq béllnenini tapmagq tigiin isbatsiz gobul
edocoyimiz asagidaki teoremdan ds istifade etmok olar.

Teorem. Iki adadin an boyiik ortaq bolani ila an kicik ortag béliinaninin
hasili, hamin adadlarin hasilina barabardir.

a Vo b odadlari lglin teorem

9KOB (a,b) -9BOB (a,b) =a-bvoyala,b]-(a,b) =a-b,

ya da
a-b

[a,b] = @b

kimi yazilir. Malason,
(60,24) = 12, [60,24] = 120,
12 -120 = 60 - 24 (= 1440).

Qeyd. ¢ adadi, a va b adadlorinin ortaq olmayan sada vuruglarinin
hasili isa, onda
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1 aT'b = (9BOB(a, b))?
2)a-b-c = (9K0B(a,b))?

barabarliklari dogrudur. Masalon, 30 vo 40 odadlori tigun

30=2-3-5,40=2-2-2-5;c=2-2-3 =12,
(30,40) = 10,[30,40] = 120

oldugunu nazors alsaq,
30-40

= 102 -40-12 = 1207
12 0%, 30-40 0

oldugunu goriirik.
§810. TAM O9DODLOR

Natural adadlar sirasinda toplama vo vurma kimi hesab amollori homisa
aparila bilar. Yoni, ixtiyari iki natural adadin cami v hasili do natural adaddir.
Cixma amalini iso natural adadlor sirasinda hamisoe aparmagq mimkan olmur.
Molason, 9 — 7 = 2 natural odod oldugu halda, 7 — 9 odadi natural adodlor
sirasinda yoxdur. Bu ¢atismazligi imumi sokildo aradan qaldirmagq tigiin a vo
b kimi istonilon iki natural adadin forgini nazoardon kegirak.

1. b adodi natural sirada a-dan sonra galon adadlardan biri olsun.
Onda b — a forqi, homin siradaki adadlordan biri olacag.
2. b va a odadlori natural siramin eyni yerinda olsun, yani b =

a. Bu halda borabar adadlorin forgi b — a olur. Homin adadi “0”-la (sifir)
isara etmok gobul edilmisdir. Bu odadls bos ¢oxlugun elementlarinin sayini da
gOstormok olar. Sifir ododini natural siramn ovvalindo yerlosdirmoklo
genislonmis natural sira deyilon

0,1,2,3,...,n,..
sirast oalda edilir. Bu siranin adadlori manfi olmayan tam adadlor ¢oxlugunu
toskil edir.
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3. b odadi natural sirada a-dan avval golon adad olsun. Bu halda b — a
farqi indiyadok Oyrondiyimiz adadlor igarisindo olmayacaq. Bu forq zamani
b-nin a-dan nec¢o vahid gqabaqda olmasindan asili olaraqg, oaldo edilon yeni
odalor

-1,-2,-3,...,—n,..

kimi isara olunur va manfi tam adadlor siras: olaraq adlandirihir. Masalan,
natural sirada 3 ododi natural sirada 4 ododindon 1 vahid avval galdiyindan,
3 —4 = —1 olur. Eloca do 12 ododi natural sirada 25 adadindon 13 vahid
ovval galdiyindon, 12 — 25 = —13 olur.

Gostormok olar ki, natural adadlorin har birino uygun bir monfi tam
odod vardir. Dogrudan da comi sifira barabar olan odadlori oks adadlar
adlandirsaq, natural siranmin har bir adadi ilo oks olan yeni —1,—-2,—3 va s.
adodlarini alarig. Manfi tam adadlor, genislonmis natural sira ils birlikds tam
adadlor swrasint (coxlugunu) toskil edir vo

0,+1,%£2,%3,...,4n,....

Ya da
..,—m,...,—3,—2,-1,0,1,2,3,...,n,...

soklinda yazilir. Tam adadlor goxlugu Z harfi ilo gostorilir.

Belaliklo, toplama, vurma va ¢ixma amallarinin yerino yetirilo bildiyi
coxlugu, yani tam odadlor ¢oxlugu aldiq. Bu g¢oxlugdaki ixtiyari m vo n
odadlori Uglin m+n,m-n,m —n odadlori yens do tam ododlordir.Yoni
ixtiyari mn € Z Uglin m+n€Zm-n€Z, m—n€Z minasibatlori
dogrudur.Maloson, m =5n=12isom+n=5+12 =17,

m-n=5-12=600m—n=5—-—12 = —7 olur.

CALISMALAR

1. Asagidaki tokliflorin dogru olub-olmadigini yoxlayn.
58



1) A = {d6rdbucaqli} olduqgda:
a) romb € A; b) kvadrat € A; ¢) altibucaqli € A;
d) cevra € A4; e) paralelogram € A4;
2) B = {n (100-dok natural adadlor)} olduqda:
a)2€B; b)27€B; ¢)37€B; d) 53 €B; ¢)81E B;
f) 120 € B; g) 80 € B.
2.7054032; 506070809; 21345098 odadlorini stzlorlo oxuyun.
3. 4444444 odadindoki hor bir ragemin giymati eynidirmi?
4. On boyiik tigragemli adadls an bdyiik birragemli adadin forgini tapin.
5. Bir ginds diilgerlordon biri 22, o biri iso 18 stul hazirlayir. iki diilger
birlikds 280 stulu ne¢a gline hazirlayar?
6.8,16,24,...ve 64,32, 16, ... misbot tam adodlor sirasin1 davam etdirin. Har
sirada neg¢a odad oldugunu demak olarmu ?
7. Ulduz ils avaz olunan ragemlari tapin:

a) 4 %1 b) *86* ¢) 2 x4 d) * % 345 *8
+ %235 - 2x%2 X *2 — *x18 |11+
5% 8= 3x14 52 * 67 *
— k% () — kk X
i
0

8. Atanin ayliq omok haqqi oglununkundan 3 dafa goxdur va ona gora do har
ay oglundan 160 manat ¢ox alir. Atanin vo oglunun ayliq amak haqqin1 tapin.
9. Ug parca granitin birlikda gokisi 156 kq-dir. Birinci parca ikincidon 18 kq
agirdir, ikinci pargamin gokisi Uc¢lincidon 15 kq yunguldir. Hoar granit
pargasinin ¢okisi ne¢o kilogramdir?

10. Misallar1 hall edin:

2) (((8x—98):2+56)-36—268):500 = 4
b) 208: (112 — (100 — 3x) - 4:23) = 2;

C) (21344:16 + (1540 — 978) + 32 - 74): 52;
d) ((87 —24x):3:29 + 15):4 = 4.
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11. Bir gatar muoyyan mosafoni 10 saata gedir. O, siiratini saatda 10 km
artirarsa homin mosafoni 8 saata gedor. Qatarin siiratini vo getdiyi mosafoni
tapin.
12. Saatda 40 km slrotlo gedon qatardaki sorniginin pancoradon oks
istigamotda gedan va uzunlugu 75 m olan qatarin onun garsisindan 3 saniyaya
kecdiyini miisahido etmisdir. ikinci qatarm siiratini toyin edin.
13. 50-ys dok olan sado ododlori yazin.
14. 149; 349; 949; 1289; 1519; 2639 odadlorindan sads adadlori segin.
15. 11-2 bolinms alamatini tapin.
16. n* + n ododinin ciit oldugunu isbat edin.
17. Ragamlari eyni olan tgragomli adadlarin 37-ys béltndiynd isbat edin.
18. n-in hans1 qiymotlorinde n* — 1 adodi 3-2 boltinar?
19. Ugrogemli odoadin yaminda homin odoadi yenidon yazdiqda alman
altiragomli odadin 7; 11 va 13-o bolundiyiind isbat edin.
20. n3 — n ifadasinin 6-ya boltndlyind isbat edin.
21. Asagidaki adadlorin © BOB-ni tapin:

(7; 28); (15; 24); (30; 42);

(12; 27); (85; 17); (18; 30);

(42; 56); (56; 48); (84; 60);

(66; 11; 44);(88; 33; 11);(12; 18; 2).
22. Asagidaki ododlorin 9K OB-ni tapin:
[42; 48]; [70; 30]; [15; 12];[8; 36];
[30; 12]; [25; 7]; [22; 11]; [18; 32];
[13; 42; 21];[18; 36; 54];[14; 7; 42]; [26; 6; 52].

23. a va b adodlari garsiliqli sads olmadiqda a — b va a + b odadlori qarsiliglt

sado ola bilormi?

24. 99-a bolunan adadlarin ragamlari cominin 18-dan kigik olmadigini isbat

edin.

25. ¢ adadins béllnan iki natural adadin an bdylik ortaq bélaninin do hamin ¢

adadins boéllindlyund ishat edin.

26. n-in heg bir tam giymatinds (n® + 1) ododinin 3-5 bolinmadiyini isbat

edin.

27. 1-don 200-dok natural adadlorin hasilinds (200!-ds) neco iki vurugu var?
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28. Ug nofor oldo etdiklori goliri (parca, paltar, mixtolif ev osyalar1 vo s.)
bolarkan biri, o birinin bélgusu ilo razilagmur. Galiri neca bélmalidirlor ki hor
licii raz1 qalsin?

29. n3 — n? — 2n ifadesinin 2-yo bolindlyini isbat edin.

TESTLOR

1. 1Iki natural ododin hasili 29-a barabordir. Bu adalorin comini tapn.
A)11 B)12 C)18 D)30 E)29
9BOB (ab) _,
9KOB (a,b)
A; Bla C): D5 B):
3. 9KOB (a,b) = 19 olarsa, (a + b) cominin béyuk giymatini tapin
A)27 B)38 C)20 D)39 E)24
4. 200 odadinin natural bélanlarinin sayini tapin.
A)12 B)14 C)20 D)30 E)15
5. a va b adadlorinin ortag olmayan sads vuruglarinin hasili 9-dur.
9BOB(a,b) =11
olarsa, ab hasilini tapin.
A) 1072 B)679 C)1209 D)1089 E)99
6. 9(4a + 2) = bb2 iso a-ni tapim.
A)32 B)30 C)18 D)36 E)24
7. Qarsihigli sads adadlor cltini gostarin.
A) (24;27) B)(35;42) C)(18;25) D)(18;24) E)(6;9)
8. Odadi 14-o boldikds natamam gismot 5, qaliq 4 olur. Odadi tapin.
A)59 B)12 C)74 D)66 E)29
9. Asagidaki natural adalor tigiin uygunlugu miiayyon edin.
1) 1044 2) 25064 3) 28248
A) 12-yo bolinir B) 9-a boliinir  C) 5-o bélundr
D) 8-o béllnir E) 18-o bélundr

a 1
2. —==>olarsa,
b 5

9KOB (24;36)

10. Hesablayn: 9BOB (24;36)
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II FOSIL
ADI KOSRLOR
§ 11. ADi KBSR ANLAYISI

Bilirik ki, tam odadlor ¢oxlugunda toplama, ¢ixma vo vurma amollori
homiga mimkindir. Lakin tam adadlor ¢oxlugunda bélma amoali ¢ox vaxt
miimkiin olmur, basga s6zls iki tam adadin bélinmasindan alinan gismot tam
adod olmaya da bilir. Tam odadlorin béliinmasi naticasinds % soklinda
adadlor almir ki, hamin adadlor kasr adlanir.

Tarif: Vahidin barabar hissalori goxlugundan ibarat olan adadlors kasr

deyilir.
Kasr iki adadin nisbati soklinds yazilarsa, ona adi kasr deyacayik.
Masalan,
2 41 15
=,—,— VaSs.
5’ 2’133

% adi kasrindo m — surat, n — maxrac olub, kasrin hadlari adlanir. « —

» isarasi kosr Xotti adlanir vo «b6lmo» s6zUnl ovaz edir. Kasri yazarkan,
homisa avvalco bu isarani sonra iss hadlori (svvalco goriiniisca bdylyl)
yazmaq lazimdir. Adi kosrin surati ilo moxraci arasinda asagidaki
munasibatlor ola bilar:

1. m < n. Bu halda adi kesr diizgiin kasr adlanir.
2 3 8 116
Mosalon, =,=,—, — Vvas.
574736 213
2. m > n. Bu halda adi kasr diizglin olmayan kasr adlanir.
3 17 19 42 51 125
Mosalon, 1,=,—,—,—,—,— VoS.
3°17° 3 "18 17" 33
Gorindlyu Kimi, 1 yerina istays uygun olaraq, surat Vo moXxraci eyni
. . . 3 7 12
olan istanilan kasr yazila bilar. Masalon, 1 = S=;=5, Vs

Dizgin olmayan kasrlorin suratini moxracine bdlmoklo tam hissani
ayirib, hamin kasri tam ododlo diizgiin kasrin birlosmosi kimi yazmaq olar. Bu
sokildo olan kasrlora garisig kasrlar (adadlaor) deyilir.

19 1 4 1 15 3
Mosalon, —==6=, - =1-, —=3=-VvoSs.
3 3’ 3 37 4 4
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Qayda. Dizgiin olmayan kasri garisig kasra gevirmak Ucun kasrin
suratini maxracina bolib, gismati vo galigi tapmaq lazimdir. Qismat tam
vahidlorin sayimi, galiq isa vahidin hissalarinin sayini gostaracakdir.

Masalon, 2 = 62; 25 =267

5 57 8 8

Qarisiq adadi diizgiin olmayan kasr sokline salmaq lazim galarss, onda
asagidaki qaydadan istifado edilmalidir.

Qayda. Qarisig kasri (adadi) diizgiin olmayan kasra cevirmak Ggln
tam hissani kasrin maxracina vurub, surati Ustiine alava etmakla suratda
yazmad, maxraci isa oldugu kimi saxlamaq lazimdur.

2 12:3+2 38 3 254+3 103
Masalon, 12= = == 25== =— VoSs.
3 3 3 4 4 4

§ 12. KOSRIN HODLORININ DOoYiSMoSi iLo
QiYMOTININ DOYiSMOSi

1. Kasrin maxracini dayismayarak, suratini bir neca dafo artirdigda
Vo ya azaltdigda kasrin
giymati da bir o gadar dofo artar va ya azalar.

Mosalan, % kasrinin suratini 2 dofo artirsaq hamin kosr da 2 dofo

. 32 6
artacag, yoni — = -.

Umumi sokildo:
a - . an an - a
> kasrinin suratini n dofs artirsaq — olar; burada — kasri ;—dsn n

dofa boyukdur.
2. Kasrin suratini dayismayarak, maxracini bir ne¢a dofa artirdigda
Va ya azaltdigda, kasrin qiymati da uygun olaraq bir o gadar dafa azalar

Vo ya artar.
5 .. e e ey - 5 5
Moasalan, - kasrinin moxracini iki dofo artirsaq, prtaiee olar.
Dogrudan da,
5

o= % + %, yani maxraci iki dofs artirdiqda 2 kasri iki dofo azalaraq

5
— olur.
12

Umumi sokildo:
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% kasrinin maxracini n dofo artirdiqda ﬁolur, burada ﬁ kasri %—

don n dofo Kkigikdir.

3. Kasrin surat va maxracini eyni zamanda bir ne¢a dafa artirdigda v
ya azaltdigda kasrin qiymati dayismir.

Masalan,

Umumi sokildo:

Axirinct xassa, Kasrin asas xassasi adlanir. Bu xassonin kémayi ilo
hadlori boyik olan kasr, hadlari nishaton Kigik olan kasrlo (ager miimkiinss)
avoz edilir ki , bu omal kasrin ixtisar: adlanir.

Moasalon,
54 54127 _ 2
81  81:27 3
Kasrlori ixtisar etmok ti¢tin asagidaki iki tisuldan istifads olunur:
18 6 2

. .. 54
1) Ardicl ixrtisar: — = — = - = =,
81 27 9 3

i 54 2 - . ..
2) Tam ixtisar: a3 (' bunun Gglin kasrin surat va maxracini

onlarin ©BOB-ns bélmoak lazimdir).

Qeyd. Kasrlori ixtisar edarkan diggotli olmaq gerokir. Bels Ki, kosri
ixtisar etmok, onun surat vo moxracini eyni bir odods bdlmok demok
oldugundan, kasrin surat vo ya moxraci Vo ya har ikis com (vo ya forq)
oldukda, eyni bir adad dediyimiz vurugun onlarin har birinds olmas1 garakir.

Moasalan,
=22 kesri ixtisar oluna bildiyi halda (a adadins), “=> kasri ixtisar

oluna bilmoaz (surotdoki ikinci toplananda a vurugu olmadigindan). Odur ki,

ixtisardan ovveol kosrin surot vo moxrocindo lazim olan omollor yerino

yetirilmalidir.

Misallar. Asagidaki kasrlori ixtisar etmok olarmi?
9+14 _ 23

1. — = = (olmaz).

36 36

16-5 11 _ 1

2. — = —= == (olar).
64-9 55 5

25-7+15 190 38
(BT 199 38 jar),
15:3+7-10 115 23
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2a+5ab 2+5b
. = —— (olar).
4a 4
2a+5ab+2
" 4a+3ab
olmadigindan).

(olmaz. Suratdaki Gglincil toplananda a vurugu

§ 13. KOSRLORIN ORTAQ MOXROCO GOTIRILMOSI VO
KOSRLORIN MUQAYiSosi

Bir  neco  kosrin  giymatini  doyismodon  moxraclorinin
borabarlogdirilmasine onlarin ortagq maxraca gatirilmasi deyilir.
Qayda. Kasrlori ortag moaxraca gotirmok tgtin:

1) onlarin moXxraclorinin 9K 0 B-ni tapmag,

2)  maxraclori hamin 9K0OB-ls avaz etmak,

3) bu halda maxracinin nego dofo artdigimi, yani tamamlayict vurugu
hesablamag,

4) slratlori, uygun tamamlayici vuruglara vurmaq lazimdir.

Mosalan, 2%% kasrlorini ortaq mexraca gatirak.
9KOB (3,5,7) = 105.

105:3 = 35; 105:5 = 21; 105:7 =15 oldugundan, verilan
kosirlorin tamamlayici vuruglai uygun olaraq 35,21,15 odadalari olur vo
verilon kasiralor asagidaki sokildo ortag moxraca gatirilir:

35 21 15

70 21 60
105 105 105°

2 1 4
3 5 7

Kasrlor agagidaki kimi miiqayisa olunur.

1) Maxraclari eyni olan kasrlardan surati béylk olan kasr béylkdur.
16 13 115 42 .. . . 13 16 42 115
Moasalon, —,—,—,— koasrlorini artan sira ilo dizok: —,—, —,—
17717 17 17 17°17° 17" 17
(stratlorin artan giymotlorine uygun).
Umumi sokildo:
s Vo gkesrlerinde p > rolarsa, Z > S olar (“ > - bayiik, “ < 7-kicik
isaraloridir).
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2) Moaxraclari mixtalif olan kasrlor, ortag maxraca gatirildikdan sonra
1-ci qayda ilo mugayisa edilir.
40 21 44

5 3
Masalan, = BT

- ,g,% kasrlorini mugayise etmak {iglin onlar
soklinds yazdigdan sonra % > g > % oldugunu goriiriik.
3) Suratlori eyni olan kasrlardan, maxraci boyik olan kasr kicikdir.
Moasalan, % > %, clinki 7 > 5.
Umumi sokildo:

s vo Z kosrlorinds g < r olarsa, §> 2 olar.

§ 14. KOSRLORIN TOPLANMASI

1. Maxraclari barabar olan kasrlari toplamag iiciin onlarin suratlorini

toplayib, suratda yazmaq maxraci eyni ilo saxlamaq lazimdir.

13 14 13+14 27 1
Mosalon, — +— = =—=-
54 54

54 54 27
. . . b c b+c
Umumi sokilde: -4+ == —.
a a a

2. Maxraclari muxtalif olan kasrlari toplamaq U¢ln, awalca onlar: an
kicik ortaq maxraca gatirmak, sonra maxraclari barabar olan kasrlarin
toplanmasi qaydasi ila toplamaq lazimdir:

3 4,5 45 48 50 _ 45+48+50 _ 143 23
D b e B
4 5 6 60 60 60 60 60 60
. . . a c ad+bc
Umumi sokildo: =+ = =
b d bd

Qeyd. On kicik ortaq maxrac dedikda, alo alinan adadlorin ortaq
maxraclarinin an kigiyi nazarda tutulur.
3. Qaris1q kasrlari, elaca do tam adadla kasri asagidaki qayda ilo

toplamagq lazimdur:
a) 22431=28432_5Z_¢gl,

5 4 20 20 20 20
)  3+4:=7

wIN

0 I+6=62,
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11 7 3 11 7 3
d) 1ZE+13E+55_(12+13+5)+E++E+E

33+35+45 113 38
——=30—=31 —.
75 75

30 + o~
Demoali, garisiq kasrlari, elaca da tam adadla kasri toplamaq tgln, tam
Vo kasr hissalari ayriligda toplayib, tami tam, kasri da Kasr yerinda yazmaq
lazimdir. Alinan kaSr hissa dlzgin olmayan kasr olarsa, tami ayirmaq va

tamlarin camina alava etmak lazimdir.

§ 15. KOSRLORIN CIXILMASI

1. Moxraclori barabar olan Kkasrlori ¢ixmaq iigiin  azalanin
suratindan ¢ixilanmn suratini ¢ixmagq, maxraci iSa eyni ilo saxiamaq lazimdir.

Moasalan,
25 _ 9 _ 259 16 _ 1
32 32 32 32 2°
L . - a c a—c
Umumi sokilda: -—— = —
$ b b b

2. Maxraclari mixtolif olan kasrlari cixmagq ticiin awalca onlart ortag
MaxraCa gatirmak, sonra isa azalamin suratindon ¢ixilanmin suratini ¢ixib,

alinan fargin altinda ortag maxraCi yazmaq lazimdir. Masalon,
13 2 91-30 _ 61

105 °
__ad-bc

15 7 105
c
d bd

SHE)

Umumi sokildo:

3. Qarisig kosrlorin cixilmast.
a) Azalamin kasr hissasi, ¢ixilanin kasr hissasindan boyiik oldugda tami

tamdan, kasri da kasrdon ¢ixmagq lazimdir.
Moasalan, 53—33=2ﬂ:23;
4 2 4 4

b) Azalamin kasr hissasi, ¢ixilamin kasr hissasindan kigik oldugda
azalanin tam hissasindan bir vahid géturib, hamin kasr hissasina alava etmak,

sonra isa bundan avvalki qayda ilo ¢ixmaq lazimdir.
Masolon, 12 = —82=122-82=112-82=3
2 3 6 6 6 6

o lu
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C) Tam adaddon garisig kosri Vo ya Kosri ¢ixmaq iigiin, tam
adadin bir vahidini ¢ixilanin kasr hissalarine xirdaladigdan sonra awoalki
gayda ilo ¢ixmagq lazimdir.

Mosolon, 43 - 15 2 =427 _ 152 =273
7 7 7 7

Qeyd. Tam adadlarin toplanmast va ¢ixtlmasindak biitiin xassalor Kasr
adadlar Ugun da dogrudur.

§ 16. KOSRLORIN VURULMASI

a) Tamu kasra va ya kasri tama vurmagq tgtin, vurma amalinin tarifindon
istifads edorak, gayda ¢ixaraq:

5-2 v ya 2.5 hasillori 2 kesrinin 5 dofo toplanmasi demokdir, yani
3 3 3

_242+2+2+42 _ 10

5.E=E+E+Z+Z+Z .
3 3 3 3 3 3 3 3

Demoli, g kosrini 5 dofo artirdiqda % kosri alnir. Umumiyyatlo, %

kasrini n dofo artirmaq liglin ya surati n dofo artirib, moxraci avvalki kimi
saxlamaq, ya da surati doyismodon moxraci n dofo azaltmaq lazimdir.
Buradan asagidaki qayda alinir.

Qayda. Koasri tam adada vo ya tam adadi kasra vurmaq Ucln kasrin
suratini tam adada vurub moaxraci eyni ilo saxlamaq, ya da mimkiinsa, maxraci
tam adada bolub, surati eyni ilo saxlamagq lazimdir.

Moasalan,
12:2=221_3 12.3_128_g9 2.5 _3
4~ a4 4~ a4 18 18:6 3
Birinci misalda 12-ni i—e vurdugq. Basqa s6zlo 12 adadinin % hissasini
tapdiq. Ikinci misalda iso 12 odedinin % hissasini tapdiq. Demoali, adadin

hissasini hesablamag, adadi hissa géstaran kasra vurmag demokdir.
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Masalon, 42-nin g hissasini hesablayaq:
5 425

2-—=——=35.
6 6

b) Kasrin kasro vurulmasi, birinci kasrin ikinci kasr gostaran hissasini
tapmaq demokdir. E-Un % hissasini tapmaq tcun % . % hasilini hesablamaliyiq.
Basqa sozlo g-ﬁn yarisint tapmaliyiq. Kosri iki dofo kigiltmak (glin ya
moxracini ikiys vurmag, ya da miimkiinsa suratini ikiys bélmak lazimdir, yani

4.1 4 2 4 1 _ 42 2

=—=>wvoya -r-=—= -,
5 2 5:2 5 5 2 5 5

Qayda. Kosri kasra vurmaq Uglin surati surata, maxraCi moaxraca
vurmag va birinci hasili suratda, ikincini iso maxracda yazmagq lazimdir.

Moasalan,
34 3-4 3
45 4-5 5
Umumi sokildo:
a c_ac
b d bd

C) Qarisiq kasrlori vurmaq Ugln, awalca onlart diizgiin olmayan kasra
cevirmak, sonra isa kasrlorin vurulma gaydasi ilo vurmaq lazimdir.

Moasalan,
2 1 179 17-9 51 1
343532732 -2 787
¢) Qarisiq Kasri tama, ya da tami garisiq kasSra vurmagq tigiin, garisiq
kasri diizglin olmayan kasra cevirib tam adadin kasra vurulmasi qaydast ilo

vurmaq lazimdir.

Moasalan,
225—8 5—40—131
37 37 3 7%
Bu sokilda ododlorin vurulmasini paylama ganunu ilo do etmok olar.
Dogrudan da,
225—(2+2) 5—10+10—10+31—131
3 7 3) 7 3 373
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§ 17. KOSRLORIN BOLUNMOSI

a) Tam odadi tam ododa bdlmok, surati béliinana, maxraci ise bdlans
borabor olan kasri tapmag demokdir. Belslikls, istonilon iki tam adadin

gismatini yazmag olar.
7-9—7-8-6—8—4—1160-24—60—5—21
9 T 6 30 73T 24 20 T2

b) § 16-da 12-nin i hissesinin 3 oldugunu gostordik. indi bunun tors

masaloni nozardan kegirak. Yani i hissasi 3 olan adadi tapag:
1 3 3 1
—=3=>x=3:-.
% Y=oy
3 ododini i-s b6lmak, homin adadds nega dono i oldugunu tapmaq
demokdir. Tam vahidds dérd dsnai oldugundan, 3 vahidds 3 dafs ¢ox, yani
4-3 =12 dono i olar.

Demoli, x = 3:% = 12. Buna uygun olaraq

14'2 143 — 21
-3_ 2 - .

Qayda. Tam adadi kasra bolmak iiciin tami kaSrin maxracine vurub
aliman hasili suratda yazmag, verilan kasrin suratini iso moxracda yazmaqg

lazimdir.

Mosolon, 24:% =22 _ 3¢,
5 4

Umumi sokildo
b ac
a.c = b .
c) Kasrin kasra bélinma qaydasim miiayyan etmoak i¢lin avvalca bir
misal hall edok. =:—-=? Aydindir ki, bu misali hall etmok, — kasrinin 2
kasrinda negos dofa yerlosdiyini tapmaq demokdir.
39

g . % =X
olsun. Onda,
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8 20 20 8’
9-8x=20"3,
_20-3_5
*T98 %
Demali,
3 9 _3-20(_5)
820 8-9\ 6/

Qayda. Kasri kasra bdlmak Ggtn, birinci kasrin suratini ikinci kasrin
maxracina vurub suratda yazmaq, sonra da birinci kasrin maxracini ikinci
kasrin suratina vurub moxracda yazmaq lazimdir.

Moasalan,
5_3_54_10_11
64 6:3 9 9’
5.3 5 _ 3% _ 418
) 97 93 27 27
Umumi sokildo:
ac _ad
b'd  bc

¢) Qarisiq kasrlari bdlmak Ugiin, avvalca onlar1 diizgiin olmayan kasra
cevirmok, sonra da kasrlorin bolinmasi gaydasi ilo bélmok lazimdir.

1 4 2519 25-5 125 11
122585 = 25 “219 38~ 3%
Qeyd 1. Bozi hallarda kasrlorin bélinmasini vurma il (ikinci kasrin
torrsing) avoz etmoak alverisli olur. Masalan,
ac a d B ad_ 1_3 _
b'd b ¢ be °3%°

4_28_31
39 9

A w
w3

7
3

Toarf. Hasili vahids borabor olan iki adods, garsiligl tars adadlar
deyilir.
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Masalan,
1
5:==1
oldugundan, 5 ilo %, qarsiligl tors adadlordir.
Masalon, 21 ilo —, —= ilo —3, 2 ilo 2, imumiyystlo ailo = vo < il
21" 3 4 3 a b
Z qarsiligli tors adadlordir.

Aydindir ki, har hanst adadlo garsiligh tars olan adadi tapmaq Ggiin
vahidi hamin adada bolmak lazimdur.

5 . . .5 7 . it . .
Masalan, ~-nin qarsihigh torsi 1: - = imumi sokilda iso %—nln torsi

g olur. Sifirdan basqa biitiin adadlorin garsiligh torsinin varligi aydindir.

Qeyd 2. Tam odadlor lzarinds vurma va b6lme amollarinin bitln
xassalari kasr adadlor liglin do dogrudur.

Yuxarida dediklorimizdan kasrlors aid asagidaki {i¢ asas masslo alinir.

1. 9dadin hissasini tapmag. odadin hissasini tapmaq U¢lin, adadi,

hissa gostaran kasra vurmagq lazimdir. a adadinin % hissasi a - % = % olur.
Masalon, 55 adadininz hissasi 55 z = 55T3 = 33 olur.
2. Hissasina gora adadi tapmag. Hissasina gora adadi tapmaq tgun,
adadi, hissa gostaran kasra bolmak lazimdir. £ hissosi b olan oded b : s ==

b.
b-% =229 olur.
p p

Masalan,% hissasi 21 olan odod 21 : % =21 - g = 213—'4: 28 olur.

3. ki adadin nisbatini tapmaq. Iki adadin nishati, birinci adadin
ikincinin neca hissasini tagkil etdiyini gostarir. a-nin b-ya nisbati % kimi
gostarilir.

Moasalon, 13 adadinin 52-ya nisbati g = i olur. Dogrudan da, 13

ododi 52 adadinini hissasidir.

CALISMALAR
1. Kasrlari ixtisar edin.

72



24 820 225 111 315 1242 2375

360’ 41’ 75 *936° 495’ 594 1375
2. Asagidaki kosrlori ixtisar etmok olarmi?

9+4 13-5 | 250 . 6-7+6-11
39 ' 64 ' 5-13+47-5' 42 '
3. Hans1 kosr boyukdur?
3 11, 171 2 .2 9 .6 11
SVo =, o= Vo ZVo——; - Vo .
5 15’ 215 3’5 24’ 7 13

4. Omollari yerina yetirin.
3 8 17 15 7 11 7 13
Q) ottt ntz T n

1 8 1 5). 1, (26 5\,
b) (3_4_5_1)_(5_5)’ 30+(45 8)’

C) x-i tapin. %—(x—s—sl) =%, (Z—x)— ==
(G-x)+5=2
5. Ifadolori miigayiss edin.
4-(23+13) - (62+43):2v012-13.2,;
(52-32):62+(42+1%)-2vw023 -4 21

6. x-1 tapin.

(11+22)-33 2 '88+1
2 3/°74 5) 9" 4

8. Bir kitabin I faslinda onun bitin sahifalorinin % hissasi, Il foslinds %

hissasi, 111 faslinds iso galan sohifalari yerlosir. IIT fasilds | va 1l fasillordoki
sohifalordon 207 sohifo az olarsa, | fasilda negs sohifs oldugunu tapin.

9. iki nasos birlikto hovuzu 8 saata doldurur. Il nasos hovuzu 13% saata

doldura bilarss, 1 nasos nego saata doldurar?
10. ©mollari yerina yetirin.
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TESTLOR

1. Moxraci 126 olan negs ixtisar olunmayan diizgtn kasr var?

A) 37 B) 118 C)36 D)76 E) 27
2. % hissasi 28 olan adadi tapin.

A) 16 B) 28 C)54  D)49 E) 56
3. Surati 7 olan nega diizglin kasr var?

A) 6 B) 5 C)7 D)3 E) 4
4. Asagidaki adadlordan hansi i <x< % sortini 0doayir?

7 1 7 13 2
A) 5 B) 9 kv D) 3, E)
1001 1 1
5. Hesablayn. =ttt toT
5 20 7 4 4
A5 B) ;3 O+ D)5 E)5
2

6. a-nin nega natural giymotindo @ kosri natural ododdir?

A1 B) 2 C)3 D)4 E)5
7. x-in hans natural giymatindo 1"—1 kasri duizgin, g kasri diizgtin olmayan kosr
olar?
A) 8,9,10 B)7,89 C)9,10 D)1,2,10
8. %; kasrinda x-in yerino hansi rogomi yazdiqda diizgiin olmayan kosr
alinar?
A)5,6,3 B)3,7,8 C)4,58 D)7,8,9 E)4,5,6

9. Hesablaym. 7-3 2_7.2
14 14

10. Uygunlugu miioyyan edin.
1x=0,5);y=2@3), 2x=3;y=4

1

3

A) (x + y) cominin tam hissasi 7-dir.

B) (x + y) cominin tam hissasi 2-dir.

C) x: y nisbati 3: 2 nisbatinds barabardir.

_ 1 . _
3.x—2,y—

D) (x — y) fargi <-a barabardr.
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E) (x + y) cominin kasr hissasi g -9 borabordir.

111 FOSIL
ONLUQ KOSRLOR VO MUTONASIB BOLMO
§ 18. ONLUQ KO9SR ANLAYISI

Bilirik ki, adi kasrin maxraci sifirdan forgli istonilon tam adad ola bilor.
Indi, bu kasrlorin xtisusi bir néviini 6yranok. Moxraci 10,100, 1000, ... va s.
kimi ododlar (belo adadlori 10™ (n = 1,2,3,...) ilo gostaracayik) olan adi
kasrlora xisusi ad-onluq kasr adi verilmisdir.

Tarif. Maxraci 10™ soklinds olan kasra onluq kasr deyilir.

1 125 23 9 37 3769 .
Mosalon, —, —, —, , , Vs S. onluq kasrlordir.
10’ 10’ 100’ 1000’ 1000’ 1000

Onlug kasrlor asagidaki qayda ils bir satirds yazilir:

)

Verilon Kkasrin surati yazilir va sagdan baslayaraq, maxracdoki
stfirlarin sayt gadar ragam verglla ayrilir, roQom sayt az oldugda gabagina
stfirlar alava olunur.

Mosoalon, yuxaridaki onluq kasrlor

% = 0,1 (stfir tam onda bir),

% = 12,5 (on iki tam onda bes),

2= = 2,23 (iKi tam yiizdo iyirmi tig),

9 .
500 = 0,009 (sifir tam minda doqquz),

% = 0,037 (stfir tam minda otuz yeddi),

% = 3,769 (¢ tam minda yeddi yiiz altmis dogquz)

soklinds yazilir v oxunur.
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Bu halda verglldon sagdaki ragamlara onlug isaralar, soldakilara iso
tam deyilir. Onluq kosrin sonuna va tamin avvalineg slave edilon sifirlar onun
giymatini doyisdirmir.

Masalon, 0,51 = 0,510 = 0,5100; 032,21 = 32,2100 = 32,21.

Bu sifirlara, giymatsiz rogom kimi baxacagiq, qalan biitiin hallarda sifir
giymatli  rogomdir. Umumiyyatlo, onluq kasrlords giymeatsiz rogomlor
yazilmir. Bu xassadan onluq kasrlori ortaq moxraca gotirmok Uglin istifada
olunur. Onluq kasrlari ortaq maxraca gatirmok, onlarin onlug isaralorinin
saymi barabarlasdirmak demokdir. Masalon, 0,3-lo 0,415 kasrlorini ortaq
moXraca gotirmok Ugiin 0,3-lin axirma iki sifir olavs edilir. 0,300 ilo 0,415
onluq kasrlori eynimaxracli kasrlordir.

Onluq kasrlor adi kasrlorin xiisusi bir novii oldugundan, har bir onlug
kosr adi kasr soklinds gosterila bilar, lakin bunun torsi Gmumiyystlo dogru
deyil. Yani, elo adi kasrlor var ki, onlar1 onluq kasr soklinds dogiq gostormok

mumkin deyil. Masalan, z = % = 0,6, yoni % adi koasri onlug kasr saklinda

gostarils bildiyi halda, % adi kasri onluq kasr soklinds gostarils bilmaz.

Bilirik ki, onlug say sisteminds yazilan adadlords har martabs vahidi
Ozundan ovvalkindon 10 dofo kigikdir. Masalon, 3333 odadini 3000 +
300 + 30 + 3 kimi yazib, har bir haddin 6zlindon avvalkindon 10 dofo
kigik oldugunu goririik. Verilon oadoadin sonuna toklikdon sonra 3 ragomini
yazsag, ona tokliklar sinfinin vahidindan 10 dofs Kigik olan oadad slavs etmis
olurug. Vahiddon on dofa Kigik olan hissalori ayirmaq ti¢iin ododdan sonra
vergil® yazilir. Beloliklo, yeni alinan odod 3333,3 kimi gostorilir. Bunu
asagidaki kimi do gOstarmok olar:

3333,3=3000 + 300 + 30 + 3 + %
Vergildon sonra m sayda 3 olarsa, onda bels yazilirlar :

3333,333---3==3000 + 300 + 30 + 3 +
[ ——

msayda

3Verg[]ldan sonra isaro Kimi ilk dofs Sotlandiya riyaziyyatcist Con Neper (1550-1617), sonralar Alman
alimi I.Kepler (1571-1630) istifado etmislor. Hazirda ABS vo Ingiltoradon basqa (bu 6lkelords ndgto
istifado olunur) biitiin diinyada bu isars istifads olunur.
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3 3 3 3
+E+E+_1000+"'+m7' (1)

AnQdn_q - A10q, b1b, ... by, soklinda har bir onluq kasri

a,10" + Ap— 110"—1 + ap_10""2 4+ -+ a,10% + a,10 +
bm-y | bm
+a0+ +102+E+ + ot o )
kimi gostormok olar. (1) ifadssi (2)-nin
a3:a2:a1:a0:3V9b1:b2:“':bm:3

olan haldaki xiisusi giymatidir.

Onluq kasrlori timumi sokildo

a= anan—q1 ... 10y, b1b2 bm = A,b1b2 bm

kimi gostorilir. Maslon, 2,15; 30,17; 0,125; 50,001; 18,2004 va s. onluq
kosrlordir.

§ 19. ONLUQ KOSRLORIN 10™-3 VURULMASI VO BOLUNMOSI.
ONLUQ KOSRLORIN MUQAYIiSosi

ApA10y ... An, b1b, ... by, kosrindo har bir mortabs vahidi 6ziindan
soldaki vahiddan 10 dofs Kigikdirss, 6ziindon soldaki ikinci vahidden 100
dofa, Uglncli vahiddan 1000 dofs vo Umumiyyatlo n-ci vahiddon 10™ dofo
Kicik olar. Elo buna goérs do, onlug kasrds vergili k ragem sola koglrtdikds
kasrin giymoti 10% dofo azalir, saga kogiirtdiikdo 10% dofo artir. Masalon,

256,1703 - 102 = 25617,03
kasrinda vergulil iki rogom saga kogiirditytimiiz ti¢iin adad 100 dofo boyudi
Vo ya
256,1703:103 = 0,2561703

kasrinda verguli 3 ragom sola kdglrdlyumiizdan, adadi 1000 dofo azaltmus
olurug. Demali, onlug kasrda vergiilii atirigsa kasr, on tistii onluq isaralarinin
say1 dofo artir. Masalon, 315,0578 onluq kasrindo dord dono onluq isarasi
olduguna gora, vergill atarsag, odod 10* dofo artaraq 3150578 odadine
cevrilir.

Onluq kasrlori mugayiss etmok iigiin asagidaki qaydadan istifads edilir:
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1) Tam va onluq hissaladaki ragamlaor uygun olaraq eyni olub, vergiila nazaran
eyni qaydada yerlasarsa, hamin kasrlar barabardir. Masalon,
23,165 vo 23,165 eyni, 23,165 ilo 231,65 iso mixtalif kasrlordir;

2) Bir nega kasrdan tam hissasi boyiik olan kasr béyikdir. Tam hissalari
eyni olan kasrlordan hansinin onlug isarasi boyukdiirsa hamin kasr béyukdir.
Moasalon, 13,345 vo 13,347 kasrlarinin tam hissalori eyni olub 345 < 347-
dir. Demali, 13,345 < 13,347.

Bozi hallarda ododlori yuvarlaglagdirmaq lazim golir. Bunun Ugiin
asagidaki qaydadan istifads olunur.

Qayda. Yuvarlaqlasdirma zamani onlug kasrin atilan sonuncu ragami,
0,1, 2,3,4 oldugda, 6ziindan awalki ragem dayismadon saxlanilir; 6,7,8,9
oldugda isa, saxlanilan ragoma bir vahid alava edilir. Atilan ragam 5 olarsa,
ondan awalki ragam, tok oldugda ona bir vahid alava edilir, cut oldugda isa,
doyismadon saxlanilir. Masalon,

23,592 ~ 23,594
0,276 = 0,28;
8,935 ~ 8,94;

103,425 =~ 103,42.

Bu adadlorin hanusi yiizdo bira goder yuvarlaglasdirilmisdir. Istonilon
onlug kasri oavvalcodon verilmis tortibo Qgodor yuvarlaglagdirmaq olar.
Moasalon, 23,756452 adadini 0,1-o godar yuvarlaglasdiraq:

23,756452 =~ 23,75645 =~ 23,7564 =~ 23,756 = 23,76 = 23,8.

§ 20. ONLUQ KOSRLOR UZORINDO OMOLLOR

1. Toplama. a) onluq isaralarinin sayr eyni olan kasrlarin toplanmast.

4 isarosi “toqribi boraborlik” demokdir.
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15,246 + 1,263 =?

15246 + 1,263 = 15 —00 4 263 _ 2464263
’ 52 = 227000 T 1000 1000
= 1622 _ 16509
~ 71000 0 T

yani, 15,246 + 1,263 = 16,509.

Bu naticoni agagidaki qisa yazilisin komayi ilo do almag olar :
15,246
+ 1,263
16,509.

Qayda. a) Onluqg isaralorinin sayt eyni olan kasrlori toplamaq Ugun,
uygun martaba vahidlori va onlug isaralori alt-alta yazilir va tam adadlarin
toplanmast kimi toplanir. Alinan comda toplananlardan birinds olan sayda
onluq isara ayrilir.

b) Onluq isaralarinin sayr miixtaolif olan kasrlori toplamagq ticiin onlart
awWalca ortaq maxraca gatirmak, sonra bundan awval gostarilon gayda ilo
toplamaq lazimdur.

Misallar. Asagidaki kasrlori toplayin.

1.25,121 + 0,451 + 217,145;

2.5,001 +102,2031 + 0,1 + 20;

3.9,19 + 210,0164 + 0,5,

1. 25,211 2. 20,0000 3. 9,1900

+ 0,451 5,0010 210,0164

217,145 102,2031 + 0,5000

242,807 + 0,1000 219,7064
127,3041

Vardis alds etdikdon sonra kosrin sonunda sifir yazmadan da toplamami
yerino yetirmok olar. Masalon,
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29,192
+115,0167
0,5100
144,7187

2. Cixma.

a) Onluq isaralorinin sayt eyni olan kasrlari ¢ixmagq tigiin, uygun martaba
vahidlori va onlug isaralori alt-alta yazilr vo tam adadlorin ¢ixilmast kimi
cixtlr. Alinan forqds azalandaki (va da ¢ixilandaki) onlug isaralorinin say
godar onlug isara ayrilir;

b) onlug isaralorinin sayr miixtolif olan kasrlaori ¢cixmaq iiciin avoalca
onlart ortaqg maXxraCa Qotirmok, sonra isa yuxaridaki qayda ilo ¢ixmagq
lazimdr.

Misallar.

1) 5,23 — 2,39; 2) 340,3 — 21,765; 3) 20,435 — 2,5

523 340,300 20,435
— 2,39 — 21,765 — 2,500
2,84 318,535 17,935

Kifayat godar vardis alds etdikdon sonra kasrin sonunda sifir yazmadan
da ¢rxmani yerina yetirmok olar (3-cii misalda oldugu kimi).
3. Vurma. 3,2 -2,35 hasilini hesablayaq:

3,2 235—32 235—7520—7520—752
T 10 100 10000 o

Qayda. Iki onlug kasri bir-birina vurmaq Uclin verglli nazora
almadan, onlart tam adadlor Kimi vurmagq va hasilda sag tarafdan vurulan va
vuranda olan qadar onluq isara ayirmagq lazimdir.
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Misallar.

1) 2019
X 25
10095

+ 4038

5047,5

2)

7,005 3) 23,2
X 0,04 X 1,43
0,28020 696
928
+ 232
33,176

4. Bolma. a) onlug kasrin tam adada bélinmosi.

Misal.

26,112 : 2 =

1,2765 : 5 =

_26112:2 13056

12765:5 2553

1000~ 1000 _ 130%6

10000 10000

= 0,2553.

Demoali, onlug kasrin tam adads b6linmasi, tam adadlarin bélinmasi
kimidir; bu halda alman qaliglar1 daha kigik onluq hissalorine xirdalayir vo
galigda sifir alinana qadar b6lmoni davam etdirirlor.

Misal.
21,317 |4
—20 5,32925
13
- 12
11
— 8
—
— 36
10
— 8
20
— 20
0

0,0235 |4
— 20 |0,005875

35
- 32
~ 30
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b) onlug kasrin onluq kasra bélinmasi.

2544'12_2544'12_2544-10_2544 10_212 1_212
TTTTT100 10 T 100-12 0 12 100 10~V

Qayda. Onlug kasri onlug kasra bélmak tictin bélnan va bolunani 10™
saklinda adada vurmagla bblan tam sakila gatirilir va onluq kasrin tam adada
béltinmasi kimi bolundr.

Mosalon, 125,2072 : 2,12 avazina bolinen vo boloni 102 — yo
vurmagqla alinan 12520,72 : 212 bdlmoni yerins yetirmoak kifayotdir.

B6lma zamani asagidakilar nozara alinmalhidir:

1. Qismatda tam alinmadigda, onun yerinda sifir tam yazilir.

2. Bolinanin roQamini galigin yamna gatirdikdon sonra alinan adad
bdlana boliinmadikda qismatda sifir yazilir.

3. Bolinanin axirincer ragamini gatirdikdan sonra b6lma qurtarmirsa,
onda galigda sifirlar yazaraq bolma amoli davam etdirilir.

4. Tam adadi onluq kasra boldikda, kasrda vergiilii atib, onlug isaralarin
sayr gadar tam adadin yaninda sifirlar yazilr vo alinan tam adadlor bolunar.

§ 21. DOVRI KOSRLOR

Indiys kimi qaligsiz bdlma omoallorini nozordon kegirdik, lakin bu
homisa mimkiin olmur. Masalon, 19:23 gismotini hesablayadg.

190 23
— 184 0,82608
60
— 46
140
— 138
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200
— 184
16

Gorunduyd kimi bélma amoliyyati ardicil olaraq davam edir. Belo
hallarda gismotds lazim olan sayda rogom alindiqda omsliyyati dayandirmaq
olar. Bu sokildo alinan odod gismot adlanir. Sads olmasi {iglin gismatdo iki
onluq isara ilo Kkifayatlonsak, onda gismatin tagribi giymatini 0,01-0 godar
dogigliklo goétiirmiis olurugq. Qismotdo alinan 0,82608... kasrindo 2
rogomindon sonrakilart nozoro almadiqda qismoti 0,01-0 godar dogigliklo
oksiyi ilo (0,82) hesablamis oluruqg. 0,83 gotiirsak (2-don sonraki ragomlar
atilir vo ikiys bir vahid slava olunur) gismoti 0,01- godor dagigliklo artig ilo
hesablamis olariq. Bu tisulu moashur rus akademiki A.N.Krilov (1863 — 1945)
vermisdir.

Misal. 37:1,3 amalinin 0,001-a godar dagigliklo oksiyi ilo giymatini
hesablayin.

B6Ima prosesini gismotdo alinan onluq kasrin moxraci 1000 olanadok
davam etdiririk.

370 13
— 26 28,461
110
— 104
60
— 52
80
- 78
20
— 13
70
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Demali, 37:1,3 = 28,461 (0,001-0 (qodor kasiyi ilo  togribi
giymatidir).

BOlmo prosesini davam etdirsak, gismotdo 28,461538461538... Kasri
alinacaqdir. Vergiildon sonraki 461538 ododi tokrar olunmagla amoliyyat
sonsuz davam etdirilo bilor. Blmo naticasinds alinan bels adoadlor dévri onlug
kasrlar, tokrar olunan odods isa onun dovri deyilir.

Tarif. 1. Dovri bilavasito verglldon sonra baglayan kosro saf dovri
onluq kasr deyilir. Masalan,

0,333...; 0,218218218...vas.
2. Dovru bilavasito vergiildon sonra baslamayan kasro garisig
dovri onlug kasr deyilir. Masalon,
0,24666...; 0,514767676... Vvas.

Dovriindon asili olaraq yuxarida sloda etdiyimiz dovru kasrlor uygun

olaraq asagidaki kimi do yazilir:
0,333...=0,(3);0,218218218 ... = 0,(218);
0,24666...= 0,24(6); 0,514767676...= 0,514(76).

§ 22. KOSRLORIN CEVRILMSI.

1. Adi kasrin onlug kasra cevrilmasi. Adi kosrin moxracinds 2 vo
5 vurugundan basga heg¢ bir sado vurug yoxdursa, onda hamin kosr doagiq
olaraq onluq kasrs ¢evrils bilor.

Tutaq ki, % kosri verilmisdir; burada b = 2™ - 5™ (m vo n monfi

olmayan tam odadlordir). Belo kosrlorin moxraclorini 10% soklina salmagla,
onlar1 onluq kasr soklindo ifado etmok olur (burada k, m va n odadlrinin
boyiyudir). Masalan,

3-23 24
—=—-=—=10,024;
125 5323 103 ’ !

7 7-22 28
- =5o5 = 5 = 0,028
53.2  53.2:2 10

250

Adi kasri onluq kasra ¢evirmok tgtin iki Usuldan istifads etmok olar.
1) Moxraci sada vuruglara ayirma yolu ila;
2) Surati maxraca bélmaklo.
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11 11-5:5 275
= = = 0,275.
2:2:2:5  2:5:2:5:2:5 1000

11
Masalon, — =
40

110 |40 %= 0,275
—~ 80 0275
300
— 280
200
— 200
0

Demaoli, hor iki halda eyni natico alinir.

Ogor adi kasrin moxarcinds 2 va 5-don slave sads vurug olarsa, onda
homin adi kasri talab edilon daqiglikls tagribi (artig1 v ya askiyi ilo) onlug
kasra gevirmok olar. Cevirma zamani saf vo ya qarisiq dovri onluq kosr alina
bilar.

2. Onlug kasrin adi kasra ¢evrilmasi. Onluq kasrlorin adi kasrs
cevrilmasinin asagidaki hallarini nazardon kegirak.

1) Sonlu onlug kasri adi kasra ¢evirmak U¢lin onu maxraci il yazib,

ixtisar etmak lazimdir. Masalan,
0125 === =1, 342 =322 32 g
1000 8 100 50

2) Saf ddvri onlug kasr surati dévra, maxraci isa dévrdaki ragemlarin
sayt gadar 9 olan adi kasra barabardir. Masalon,

0121212 ..=0,(12) = = = =,
99 33
Dogrudan da, 0,121212...= — + — 12
100 10000 1000000

torafin ortaq vurugu 0,01 olan sonsuz azalan handasi silsilo oldugunu nazara
alsaq (8§ 146-ya bax. Sonsuz azalan hondasi silsilnin comi S = % dusturu ilo

),

+ -+ yazib, sag

12 1

hesablanir. Burada, a = —, g = —
100 100
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12 12

[ 1 ~100-1-99 "33
100 ~ 100

oldugu goriniir.
3) Qarisig dovri kasr, surati ikinci dovra gadarki adadla birinci dévra
godarki adadin fargina, maxraci isa dovrdaki ragmlarin sayr gadar 9 va
birinci dovra gadar olan ragamalrin sayr gador sifir olan adi koSra
barabardir. Masalan,

4126 —41 817

0,412626 ... = 9900~ 1980

oldugunu gostarok.
Dogrudan da,

0412626 .. = = 4 25 4 26
100 10000 1000000

yazib, sag torafdoki birinci toplanandan sonra golon hadlorin sonsuz azalan
handasi silsilonin comi oldugunu nozars alsaq (silsilonin birinci haddi a =

6 - 1
o000 Ortaq vurugu g = —),
26 26
g _ 10000 _ Tooo0 _ 26 _ 26 _ 13
L1 100—1799.100 9900 _ 4950
100 ~ 100

olur. Bunu yerins yazsaq,
26 41:99+26 41-100 —41+26

0412626 ... = 100 + 9900 9900 9900

_ 4100—15 4085 817
9900 9900 1980

oldugunu goriiriik.
Saf vo qarisiq dovri onluq kasrlorin adi koasra gevrilmasi qaydasini

sado muhakims ilo do almaq olar. Masalon,
0121212 .. = .
Dogrudan da, x = 0,121212 ... olsun. Onda, 100x = 12,121212 ...
yazib, bunlari torof-tarofas ¢ixsaq,
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100x —x = 12 = x = —, yoni 0,121212...= =
99 99

olur. Homin gayda ilo 0,412626 ... kasri ugiin
x =0,412626 ... = 100x = 41,262626 ... = 10000x = 4126,2626 ...
yazib, torof-torofa ¢ixsaq,

10000x — 100x = 4126,262626 ...— 41,262626 ... -

4126 — 41

9900x = 4126 —41 > x = 3900

oldugunu goriirik.
§ 23. FAIZ VO ONA AID UC 9SAS MOSOLO

Odadin yuzda bir hissasins faiz (aslinds, bir faiz), minds bir hissasins
do promil (sslinda bir promil) deyilir. Basqa sdzla, moxraci 102 olan kasrlor
faiz, 103 olan kasrlor iso promilli gostarir.

Faizo aid asagidaki ii¢ mosaloya ¢ox rast galinir.
1. ©daodin faizinin tapilmasi. a odadinin p %-ni tapmaq Ucln, p %
avozine torifs goro 1% goturmokle masalo a adadinin 1% hissasini tapilmasina

getirilir; buradan da
a

= Too P

Qayda. odadin faizini tapmagq Uc¢lin adadi 100-2 bolub faiz gdstaran
adada vurmagq lazimdur.
Misal. 235-in 46%-ni tapag.
O x=2>_1081.
Demoli, 235 odadinin 46%-i 108,1-dir. @
2. Faizina gora adadin tapilmasi. ©dadin p faizini bilorak, homin adadi
tapag. Yeno do p % avazine torifo gors 1%0 gotursoak, masaloni hissasine goroa

odadin tapilmasina gatirmis oluruq. Bildiyimiz kimi, onda

p 100 a 100
T T -
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olur. Yani,
x = % 100.

Qayda. Faizina gora adadi tapmagq ugiin verilon adadi, faiz gdstaran

adada bollb, yiza vurmaq lazimdr.
Misal. 28%-i 42 olan addi tapag:

O x=2-100 = 150.

Demsali, 28%-i 42 olan odod 150-dir. @

3. Iki adadin faiz nishatinin tapiimasi. a adadinin b adadins olan faiz

nisbatini tapmag Ugln % nisbatini yiiza vurub yaminda % isarasini yazmaq
lazimdir:

X = %- 100% (% isarasi 0,01 vurugunu avaz edir)

Misal. 140 ododi 220-nin negs faizidir?
140 700

O x==—100% = ?% =~ 63,6%.

220

Demoali, 140 adadi 220-nin 63,6% —ni toskil edir. @
§ 24. NISBOT. TONASUB.

Tarif. Bir ododin ikinci adods bélinmasindon alinan gismato nishat
deyilir.

Mosalan, a:b = q.

Bolmonin biitlin xassalori, nisbato do aiddir. Vahidi nisbato bolmaklos,
onunla tars olan nishat almaq olar. 1:% = g nishati, % nisbatinin torsi olan

nisbatdir.

Tarif. Iki nisbotin boraborliyine tonasiib deyilir. Mosalon, a:b = c:d
tonasubiinds a va d konar hadlor, b vo ¢ iso orta hadlor adlanir.

Tonasiibiin agagidaki osas xassesi vardir.

Xassa.Tonaslbiin konar hadlorinin hasili orta hadlarinin hasilina
borabardir:a-d =b - c

o Dogrudan da, % = g Vo ya a: b = c:d tenasiibunin har torsfini b - d
hasilina vursag,
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c
-bd =

E-bd, ad = bc

Sal S|

aliriq. m
15:5=18:6 tonasubli g¢in 15-6=5-18(=90) borabrliyi
dogrudur. Bu xassaya gors tonasiibii asagida gostorilon sokilds dayismoak olar:
a_¢ na_b o pnd_co a4 _ 0.

1);_61, Z)C—d, 3)b_ ,4) —

a Cc a

b_d gb_a pe_d
S)Z_C, G)d_c’ 7)a_b’ 8)

Cox zaman verilon tonasiibun hadlori Uzarinds muxtalif amoaliyyatlar
aparmagla yeni tonasiblor alinir ki, bunlara téramo tonasublar deyilir.

Asagidaki kimi térama tonasiiblorden masals vo misallar hallinda ¢ox
istifado edilir:

atb ctd athb ctd

1) _— = 2) _— =
b d a c

atb _ a, atb _ c+d

3) c+d ¢’ 4) a-b  c-d

Bunlardan birincisini isbat edak.

a c a c atb ctd
oab=cd-o-=->5-+1=-4+1->="==
b d b d b d

21

Misal. Isbat olunan xassoni = = % tonasuibiines tatbiq edin.

14
O
a) S="ao R0 BB 35,10 =25 14 5 350 = 350;
14 10 14 10 14 10
by 2= 21 _ D07 _5,7.10=14-5=> 70=70. @
14 10 14 10 14 10

Qalan hallar da oxsar yolla isbat edilir (bunlarin isbatin1 oxuculara
hovals edirik).

Biz iki nisbatin barabarliyindon danigdiq. Barabar nisbatlorin say1 ¢ox
da ola bilir. Masalan, borabar
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41 _% _4_ _4n

by b, by by

nisbatlorin asagidaki xassosi vardir:

aj+az+az+--+ay _ ﬂ (1)

by+by+bs+-+by, by

a; az as In k
4 _2_B_..=2—F olsun.
b1 b2 b3 bn

a, = blk, a, = bzk, as = b3, k, . an, = bnk
Bu giymotlori (1)-ds yerins yazsaq,

kb1+kb2+kb3+'“+kbn blk k k
= — =
b1+b2+b3+"‘+bn bl

dogru baraborliyini olds edorik. m
§ 25. MUTONASIB BOLMO

Tarif. Odadin, nisbati avvalcodon verilmis iki vo daha ¢ox barabor
olmayan hissalars béllinmasina mitonasib bélma deyilir.

Masala. Iki fahlodon biri iki giin, o biri iso ii¢ giin isloyarok eyni bir isi
yerina yetirib, birlikds 60 manat aldilar. Har fohlo ne¢o manat almalidir?

O Masalani hall etmok (i¢lin 60 adadini 2 : 3 nishatinds iki hissaya
bélmoak lazimdir.

Bunun Uguin avvalca hissalorin comini tapiriq. Sonra verilon adadi
homin coma bdlmaklo bir hissays diigon payi tapib, onu hisso gOstoran
adadlara vurmagla axtarilan adadlori toyin edirik. Belaliklo,

1)2+3=5 2) 60:5 = 12

3)12-2 = 24 4)12-3 =36
Vo ya

1) =2 =24, 2) 2=-3=36.
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Demali, 1-ci fohlo 24 manat, 2-ci fohlo 36 manat almalidir. @

Ogor a adadini avvalcadon verilmis x,y, z Kimi U¢ adadin nisbatinds
hissalora ayirmaq tolob edilirss, onda hamin odadlori asagidaki gayda ilo
tapmaq lazimdir:

a a
1) x+y+z "X 2) X+y+z Vi 3) x+y+z .

Bu hali istanilon sayda adadin nisbatins do tatbiq etmok olar. a adadini
X1, X3, X3, ..., Xn 9dadlarinin nisbati kimi hissalore ayirmagq tolob edilirss, onda
hor hansi i-Ci hissays uygun adod

_ a
_x1 +x2+"'+xn

ai Xi
kimi tapilar.

Hisso gdstoran ododlor kosr olarsa, onda oavvalco koasr adodlarin
nisbatlorini tam adodlarin nisbatlori ilo avoz etmok, sonra iss bundan avvalKki
halda oldugu kimi hissalors ayirmaq lazimdir.

NUmuns G¢lin 242 adadini g:g nisbatinds iki hissays ayiraq. Bunun

tciin g:g nishatinin avazino ona borabar olan g% = 10: 12 nisbatini
goturmok olar.
| odod —=2—. 10 = 110, Il adod iso ——— - 12 = 132 olar.
10+12 10+12
Dogrudan da,
110 + 132 = 2420 110:132 = 10: 12 = 2 =2 =212
15 15 3 5

olar. Istonilon sayda kosr nisbatler ii¢iin asagidaki qayda dogrudur.

Qayda. ©dadi, verilan nishatdo mutanasib hissalara aywrmagq iigiin
hamin adadi hissa gostaran adadlarin comina béllb, gismati nisbatin hadloring
novba ilo vurmagq lazimdur.

Bozi hallarda verilon adadi elo hissolora ayirmaq tolob edilir ki, bir
hissaya diison pay, mixtalif nishotlordo muxtslif olsun.
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Masalon, 175 odadini elo ¢ hissoys ayiraq ki, birincinin ikinciya
nisbati 2: 3 kimi, ikincinin Gglnclys nisbati isa 4: 5 kimi olsun.
O Hamin adadlori a, b, c ilo isara edok. Sarta gora
a:b=2:3vob:c=4:5.
Buradan goriindiyu kimi, ikinci adoads birinci nishbotda 3 hisss, ikinci
nisbatds 4 hisso uygun golir. ©vvalca bu hissalorin an kicik ortag bélinasnini
tapaq:

OKOB (3,4) = 12.

Birinci nisbatin har torofini 12: 3 = 4-5, ikinci nisbatin har torafini
12:4 = 3-o vuragq:

a:b=8:12; b:c =12:15.

Demali, 175 odadini 8:12: 15 nisbtinds Ug hissaya bélmaliyik.
Yuxaridaki gqaydaya asasan hamin adadlori tapag:

175
8+12+15

1) .8 =140; 2 12 = 60; 3) .15 = 75.

8+12+15 8+12+15

Homin adadlor 40, 60 vo 70-dir....... o

Indi odadin tars nishatdo boliinmasini nozardon kegirok.

Masala. 84 adadini 3,5,6 odadlari ilo tars nisbotdos Ui¢ hissays ayirin.

O 84 odadini a: b = 5: 3 (3: 5-in tors nisbati) vo b:c = 6:5 (5: 6-nin
tors nisboti) kimi U¢ hissays ayirmaq lazimdir. Bundan avvalki misalda oldugu
kimi 9KOB (3,6) = 6.

a:b = 10: 6 (nisabtin har torafini 6: 3 = 2-ys vurduq), b: c = 6:5.

Demoli, verilmis adadi a: b:c = 10:6:5 nisbatinds hissalara
b('jlmeliyik

1) -6 =24 5

-10 = 40; 2) ;0 3) ——

10+6+5 10+6+5 10+6+5
Axtarilan adodlor 40, 24 va 20-dir. @

Qayda. odadi verilan adadlarls tars nisbatda bélmak Ggiin, bu adadi

verilan adadlarin tarsi ila mitanasib hissalara bélmak kifayatdir.

-5 =120.
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§ 26. RASIONAL ODODLOR

Torif. Ixtisar olunmayan % kasri (n # 0, m,n € Z) soklinds géstorilo

bilon adadlors rasional adadlar deyilir.

Rasional odadlor ¢oxlugu (Q), indiysa godar Oyrondiyimiz ododi
coxluglart (N vo Z) ohato edir. Dogrudan da n = 1 olduqda, rasional adod
m tam odadina gevrilir, yani N« Zc< Q. Sifirdan fargli har bir r ododi tUgun

yegans r =% kosri vardir. Burada ©BOB(m,n) = 1-dir, yani m vo n
garsiligli sado oadadlordir.
= vo — soklindo adodlora oks adadlor deyilir. Mosolon, 5 ilo —5; § i|9—§
oks adodlordir.
% Vo % soklinda adodloro garsiliglh tars adadlor deyilir.

Masalan, 5 ila %, Vo g ila gqarslllqll tors adadlordir.

Rasional adadlor (izarinds hesab amallori asagidak: kimi tayin olunur:

m T mstnr m r mr
—t-=——;—-=— (n#0;s#0),
n s ns n s ns

mr ms
—i—=—(n#0;s#0;r#0)

n s nr

Vo n eyni isarali oldugda r = % rasional odadi musbot, mixtalif isarali

oldugda isa moanfidir.
Rasional odadin isarasini toyin edorkon asagidaki molum xassalordan
istifads olunur:
1) Hor bir rasional r adadi asagidaki minasibatlardan birini 6dayir:
r<0 r=0 1r>0;
2) %(n + 0) mUsbatdirSa,—% monfidir.
3) Mushat adadlarin cami mishat, manfi adadlorin comi isa monfidir.
Miixtalif isarali iki adadin cominin isarasi, miitlag giymatca® boyiik olan
toplanann isarasi kimidir.

. . . . >
>a adodinin miitlaq giymati|a| = {a, @20,

—a, a <0 Kimitoyinolunan |a| 2ddino deyilir.
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4) Eyniisaraliiki rasional adadin hasili miishat, mixtalifisarali iki rasional
adain hasili iso manfidir.

Miixtalif isarali vuruglarin sayi ikidon ¢ox olarsa, hasilin isarasi belo
toyin edilir: monfiisarali vuruglarin say1 tok olarsa, hasilin isarasi monfi, ciit
olarsa miisbat gobul edilir (Ugtincii va dordiincii xassoler, “isaralar ganunu”
olaraq da adlanir).

Stfirdan fargli rasional adadin torsi hamin igaralidir.

r Vo s muxtolif rasional adadlor olsun. r — s > 0 olarsa, r > s;

r—s < 0olarsa r < s olur.

Rasional adodlorin asagidaki xassolorini yadda saxlamaq lazimdir:

1) Rasional adadlar icarisinda an Kicik va an boyiik adad yoxdur;

2) Musbat (manfi) rasional adadlar icarisinda an Kicik (an boylk) adad
yoxdur;

3) Ixtiyari iki rasional adad arasinda he¢ olmasa bir rasional 2dad var.

CALISMALAR.

1. Gostarilon amallori edin:

a) 3,02:(12,986:4,3) — 4,1 -(88,56:21,6);

b) 9—2,7856:0,32+190:0,608—8,795;
0,1375-904—270,5-30,612

4,5:0,6-0,09:(:2,5)

0,32+0,7—-(5,3-3,88)’

.[[(0,6+0,425—%):0,02]+3,5

d) 35:

10,05+4,95+22—12
7 7
2. x-itapmn:

25;*31 +1,523 = 10.

3. Bir hovuza ¢ boru ¢okilmisdir. I borudan dagigeds 2,4 vedro, Il
borudan bundan 1,5 dafa gox, Il borudan iss II borudakimin 0,8 hissasi gadar

su tokiilir. Ug boru birlikde hovuzu 6,75 saata doldurursa, hovuz negs vedra
su tutur?

94



4. Uc fohla brigadasi yolu tomir edirdi. | brigadada biittin fahlolorin 36 %-
i ¢alisir. IT brigadada ¢alisan fahlolorin say1 birinci brigadadakinin g hissasini

toskil edir. Qalan fohlalor III briqadada isloyirlor. | brigada fahlalorinin 111
brigadadan 6 nofor az oldugunu bilorok, U¢ brigadada comi nega fohlo
oldugunu tapin.

5. Qayiq 15,6 km/saat slrotlo gedorok toyin olunan yero 2 saat 15
dogigoys ¢atmugdir. Biitiin yolu 45 dag. tez getmok ii¢iin gayiq hansi siiratlo
getmoali idi?

6. Yer kiirasinin quru hissasi sahasinin su hissasi sahasina nisbati 1: 2,4
kimidir. Quru hissesinin sahasi 149 min. km?-dir. Yer kiirasinin su hissesinin
sahasi no godordir?

7. Daniz suyunun 5%-i duzdur. 80 kq daniz suyuna na godor distillo
edilmis su gatmaq lazimdir ki, tarkibinds 2% duz olsun?

8. 1ki adadin comi 240-dir. Birinci adadin 40%-nin, ikinci adodin 60%-
ni toskil etdiyini bilarak, homin adadlori tapin.

TESTLOR

1. m adodinin 0,6 hissasi 72, n adoadinin 0,4 hissasi 36 olarsa, %

nisbatini tapin.
A) 0,5 B) 2 C) 0,75 D)1,75 E)3

2. Hesablaymn: 0, (47) + 3, (52)

A) 2 B) 4 C)3 D)3,99 E)39

3. 3adadi 75 adadinin negs faizidir?

A) 10% B) 2% C) 20% D) 4% E) 5%

4. Kvadratin torafinin uzunlugunu 30% artirsaq, onun sahasi negs faiz
artar?

A) 30% B) 60% C) 50% D) 45% E) 69%

5. 480 odadi 3; 4 va 5 odadlori ilo miitanasib hissalors boliinmiisdiir.
Alinan adadlardan an kigiyini tapin.

A) 120 B) 110 C) 160 D)200  E)90

6. x-itapm: x:0,(7) = 3:0,(5)
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A)035 B)2,(5) C)42 D)4,(2) E)3
7. (5833 +2,17%): (5,832 — 5,83 - 2,17 + 2,17%)-nin 37,5%-ni tapmn.

A)5 B) 20 C) 25 D) 30 E)3
8. Hesablayn: 7,152 — 2,852 + 0,3
A) 10 B) 43 C) 43,3 D)53  E)103

9. Uygunlugu miiayyan edin.

Da=0,(4); b=225 2)a=0,(2); b=2,(7)
3)a=54; b=108

a Vo b adadi b adadinin koasr hissalorinin comi 1-dir.
a adadi b adadinin torsidir.

a odadi b odadindon 2 dofa Kigikdir.

a Vo b adadlarinin tam hissalorinin comi 2-dir.

. A va b adodlorinin tam hissalorinin comi 15-dir.

10. Hesablayin:

moow»

IV FOSIL
HOQIiQi ODODLOR
§ 27 QUVVOTO YUKSOLTMO

Torif. Eyni vuruglarin hasilina gzivvat deyilir.

Mosolon, a-a - a - ...- a hasili quvvatdir (n istonilon natural adoddir).
—_— ———
n dafo

Burada tokrar olunan a vurugu giivvatin asast, tokrar olunan vuruglarin
say1 n isa quvvat (st adlanir. n sayda a vurugundan ibarat olan qiivvat qisaca
olarag a™ kimi yazilir:
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ara-a-..ra=a".
R —

n dafs
Qiivvato aid bir nego misal gostarak:

1)5-5-5 -5 = 5%; 2)7,3:7,3-7,3 = (7,3)%
2
3)152-152=(151) ; 4)0,512 = (0,512)".

Quivvatin iistii vahid olduqda yazilmir. a adadinin {istii iki olarsa “a
kvadratr”, i olarsa “a kubu” kimi oxunur (a?, torafi a olan kvadratm sahosi,
a? isa tili a olan kubun hocmi oldugu iigiin).

Qiivvatin qiymatini hesablama amolina, giivvata yiiksaltma amali
deyilir.

Rasional adodlorin xassalorindan bilirik ki, manfi vuruglarin say1 ciit
olarsa hasil musbat, tok olarsa hasil manfi olar. Bu xasseni vuruqlarmn eyni
oldugu hala totbiq etsok, asagidaki qaydani alariq.

Monfi adadin ciit qlivvati misbat, tak quvvati isa manfidir. Masalan,

(=a)? = a2; (=a)3 = —a3; ..., (—a)?" = a®"; (—a)?*+1 = —g?n+1,

§ 28. TAM MUSBOT USTLORIN XASSOLORI

Tam miisbat iistlii qlivvatlor asagidaki xassolora malikdir.

1. Osaslar1 eyni olan qlivvatlari vurdugda hamin asasin iistlori toplanir:

am - qh = am+n_
o Dogrudan da
m dafa n dafs
a™-a"=a-a-..;d-a-..-d = a
m+n dofe

m+n_ ™

- a a 2 a 3
Misal. - (51) = (5sc)
2. Osaslar1 eyni olan qiivvatlori boldikds asas saxlanilmaqla tstlor ¢ixilir
(m > n g6turaldr):

am

a” _ _m-n
anr
0 Dogrudan da
m dafa

a™ _ awa.ca —

— = =a-a-.ca=a™"" =

a aa-...a

m-n dafo
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Misal. (x + y)™: (x+y)" = (x +y)™ ™™

3. Hasili qiivvata yiiksaltmok ti¢iin, vuruglarin har birini ayri-ayri hamin

quivvats yiiksoaltmak vo alinan naticolori bir-birine vurmaq lazimdir:

(abc)™ = a"b™c™.

0 Dogrudan da
n dafs
(abc)™ = abc-abc-...-abc =
n doafo n dofo n dafa
~ —t— N
aa...axXb'b...bxcc...c=a"bh"c". m
Misal.

(3.5xyz)* = (3.5)%x° -y - 2% = 42,875x%y 32,
4. Qiivvati qiivvata yiiksaltmak iigiin, qiivvat iistlorini bir-birina vurub, asasi

ovvalki kimi saxlamaq lazimdir:
(a™)" = g™,

o Dogrudan da

n dofs

——
(am)n =gMm-qm-.. -qm = gmtm+-+m — gmn_ g

n dofs

Misal. (a?b3c®)3 = a®bc18.

5. Kasri qlivvats yiiksaltmak ii¢iin siirat va maxraci ayri-ayr1 hamin qiivvata
yiiksaltmak va birinci naticani ikinciys bélmak lazimdir:

a\m a™
G =5
o Dogrudan da,
m dafs m dafa
(a)m _a a a_aa..a
b/ ~ b b " b bb.b
m dafe

3
: @3\ _ @+»)°
Misal. ( (x_y)z) = )

am

bm.

Tam miisbat iistlii qiivvatlorin bu xassslorinden tors istiqgamatds istifads

etmok bir ¢ox hallarda slverisli olur. Masalon,

(7,5)% - 43 - 5% = (7,5- 4~ 5)% = 1503 = 3375000.
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§ 29. KOKALMA. KOKUN HESABI QiYMOTI

x,y,z U¢ adod olsun. Bu adadlorin x¥ = z sartini 6dadiyini forz edok
(moasalon, 43 = 64).

Indi homin odoadlordon ixtiyari ikisi verildikds {igiinciisiiniin tapilmasi
hallarin1 nozardon kegirok:

1) x = a vo y = n verilir. Onda molum asas vo qlivvat Ustlino gors
quvvati (z-1) tapmaliyiq: z = a™.

Bu halda qlivvats yiiksaltma amalinin kémayi ils z-i tapiriq (n natural
odod olan hal1 nazardan kegirdik). Masalon, x = 5vay = 3 ligiinz = 5% =
125.

2) z=a vo y = n verilir. Onda x™ = a. Demoli, malum quvvato vo
glvvat Ustline gors asasi (x-i) tapmaq lazimdir. Bu amoaliyyata kdkalma deyilir
vo x = X/a soklinda yazilir. Masalon, z=32voy =5 (i¢iin 32 = x° = x =
2. Demoli, /32 = 2. Umumi sokli asagida izah edocayik.

3)x =a vo z= b verilir. Onda a¥ = b. Bu halda malum asas vo
glivvata gors, qUvvat tistiinii axtarmaliyiq. Bu amaliyyata logarifmloma deyilir
Vo y = log, b soklinda yazilir. Masalon, x =3voz =9 10¢in9 =3Y =y =
2. Demoli, logz 9 = 2 (logarifmloms ilo VI fasildo mosgul olacagiq).

Indi n istonilon natural odod oldugda kokalma omalini nozeorden
kecirak.

Tarif. n-ci quvvati a-ya borabar olan odads (x), a adadinin n-ci
daracadon koki deyilir vo x = Xa ilo isaro olunur. Burada, n-o kokiin
doaracasi deyilir.

Tarifs gore (Ya)" = a.
Masalon, /8 =2 wvo 23 =8.
Qeyd. n-ci daracodon kok tglin

Va = a'/™
borabarliyi gobul edilmisdir.
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Istonilon haqiqi® adadin ciit qiivvati manfi olmadigindan, manfi adadin
clit doaracadon haqiqi kékii yoxdur. Vahidin istonilon doracadon qiivvati vo
kokii yena do vahids borabardir.

Torif. Manfi olmayan adodin monfi olmayan kokiine hesabi kok deyilir.
Mosslon, V625 = 25, ¢iinki 252 = 625. Burada, (—25)? = 625 olduguna
baxmayarag, torifs gora, —25 adadi hesabi kok deyil.

Quivvats yiiksaltma amoalinds oldugu kimi, kékalma amolinds don = 2
olduqda ona “kvadrat kok”, n = 3 olduqgda iss ona “kub kok” deyilir.
Koékalma amoali, giivvata yiiksaltma amoalinin torsidir. Ona gora do onlardan
birini o biri vasitasi ilo yoxlamaq olar.

Mosslon, 53 = 125 oldugundan, /125 =5 boraborliyi dogrudur.
Bundan sonra, xiisusi gqeyd olunmadiqda, *%/a-iin hesabi giymoti nozordo
tutulacaqdir.

§ 30. TAM KVADRAT OLAN COXROQOMLI
ODODLORDON KVADRAT KOKALMA

Asagidaki borabarsizliklari nazardon kegirak (bax VIII fasilo):
1<x<100 olarsa, 1 <+/x <10,

100 < x < 10000 olarsa, 10 < +/x < 100,
10000 < x < 1000000 olarsa, 100 < +/x < 1000.

Buradan gorindr ki, tam kvadrat olan natural adad:
a) Bir vo ya ikiragamli olarsa, onun kvadrat koki birragamli;
b) Uc va ya dordragomli olarsa, onun kvadrat kékii ikiragamli;
¢) Bes va ya altiragomli olarsa, onun kvadrat koki ¢ ragamli ododdir.
Moasalan,

V9 =3,V36 =6,V81 =9;
V625 = 25,1681 = 41,9025 = 95;
V12321 = 111, /490000 = 700.

634-cii paraqrafa bax.

100



Umumiyyatlo, ragamlarinin sayi, 2n olan adadlorin kvadrat koki n
ragamli, 2n 4+ 1 sayda olan adadlorin kvadrat koku isa % =n+1

ragamli adaddir. Masalon, 16 rogomli ododin kvadrat koki 8 ragamli, 23
23+1

2
Tutaq ki, v576-ni hesablamagq istayirik.

Yuxaridaki qaydaya géra V576 ikiragamli adad olmalidir:

rogomli adadin kvadrat koku = 12 rogomli adad olacaqdir.

V576 = 10x + y.
Kokiin torifina gora 576 = (10x + y)?2.
576 = 100x?% + 2 - 10xy + y2. (1)

Bu barabarliklordan goriinir ki, sol tarafda 5 dono yiizliik, sag torafdoki
birinci toplananda iso x? dono yiizliik var (ikinci toplananda da yiizliik ola
bilir). Buradan,

x% < 5.
x?% odadi 5-don Kigik vo ona yaxim daqiq kvadrat olan adoddir. Demoali, x =
2. Bu giymati (1)-do yerins yazaq:
576 =100-4+2-10- 2y + y?,
176 = 40y + y? )
Axirinct barabarliklardon goérindir ki, sol terafds 17 dons onlug, sag
torafdoki birinci toplananda iso 4y dono onluq vardir(ikinci toplananda da
onlug ola bilir). Demali,
4y <17,
y< %, yaxud, y < 4.
Demoli, y = 4 ola bilar. Bunu (2)-do yoxlayaq:
176 =4-10-4+16 - 176 = 176
oldugundan, y = 4.

Ogor 4 adadi (2) baraborliyini 6domass, onda 4-don Kigik adadin hamin
borabarliyi 6domasini yoxlamaq lazimdir.

Beloliklo, 10x + y = 10 - 2 + 4 = 24. Buna goro do

V576 = 24.
Qayda. Coxragamli adaddon kvadrat kok almaq iigiin onu, sagdan
baslayaragq iki-iki aywrmaq lazimdwr. Bu halda son qrupda birragamli adad da

ola bilar.
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Kokun ilk iki ragamini tapmaq tcun soldan | grupda olan adadda
yerlagan an boylik tam kvadrat olan adaddon kvadrat kok alinir. Kokiin ikinci
ragamini tapmaq t¢tin | qrupdan, kokin ilk raqaminin kvadrati ¢ixilir va
forqin yamina Il qrupdaki adadlor yazilr. Bundan sonra alman forgin
onluglarimin sayni, kékiin ilk ragaminin iki mislina b0lmak lazimdir, alinan
tam adad yoxiamadan kegirilir. Kokiin sonraki ragamlari do hamin Gsulla
tapilir.

Misallar.
1. 10336225 adodinin kvadrat kokiinii tapin.
O Misali asagidaki marhalalorls hall edok:
1) verilmis adodi sagdan baslayaraq iki-iki qruplara ayririq:
V10'33'62'25.

2) 10 adadino daxil olan va ona yaxin tam kvadrat olan odod 9-dur. v9 = 3.

V10336225 =3 ...

3) V107336225 = 3...  (133-birinci qaliqdir)

133

4) \/10'33'62'25 = 3 ... (6, g odadinin iki mislidir)

-9
6133

5) Birinci qaligin onluglarini (13-0) 6-ya boliib, alinan gismati (2-ni) 6-nin
yanina yazirlq. Alinan 62 adadini 2-ys vurub 133-iin altinda, 2 adadini eyni
zamanda 3-iin yaninda yaziriq. Omaliyyati bu gayda ilo davam etdirsak,
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v/ 1033’62’25 = 3215

- 9
62 133
+ 2 — 124
641 962
+ 1 — 641
6425 32125
5 — 32125
0
alariq. @
Daha bir misali da nozordan kegirak.
2. 1117249 adadinin kvadrat kokiini tapin.
\V1'11'72'49 = 1057
-1
20 11
+_0 — 00
205 1172
+ 5 — 1025
2107 14749
7 — 14749
0

§ 31*. TOQRIBi KOKALMA

Ovvalcs tam kvadrat olmayan adadlordsn 1-o godar doqiglikls toqribi
kvadrat kdkalmani misalla aydinlagdiraq:
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V643 =25

-4
45 243
+ 5 — 225

18

Aydindir ki, 252 < 643 < 262, homginin 643 = 252 + 13
oldugundan, 25 adadi oksiyi ilo, 26 odadi iso artigi ilo 643-Un 1-o qodor
daqiqlikls kvadrat kokiidiir.

Indi iso, % \2) ﬁ doqiglikla togribi kvadrat kokalmani misallarla
aydinlasdiragq.

Misallar. 1. 2-don %—s gadar daqiqlikls kvadrat kok alaq:

V2 = 2:302 _ [1800 _ /1800
302 302 30

v1800-U 1-2 gadar daqiglikls hesablayaq:

18'00 = 42
- 16

82 200
+ 2 — 164

36

Aydindir ki, v2-nin - qadar daqiglikl qiymati oksiyi ilo 3= = 1,4,

artg ilo = = 1,43(3) olar.

2. /2 - ni 0,01-0 godar dogigliklo hesablayagq:

N 2:1002 _ /20000
T4l 1002 T 100 '
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yazmaq lazimdir.

\2'00'00 = 141

- 4
24 100
+ 4 — 96
281 400
+ 1 — 281
282 119

3. 2-don 1.%-9 gadar daqiqlikls kvadrat kok alaq:

yazilir. Basga sozlo, avvalco 2-ni 2.000000 ..

V/2-nin 0.01-a qodor doagiqlikle qiymeti oksiyi ilo % = 1.41, artig1 ilo % =

Bu da avvalki qayda ilo aparilir, lakin har dofs galigin yanina iki sifir

.(cit sayda sifir) soklinda

V2 =1,4142
1
24 100
+ 4 - 96
281 400
+ 1 — 281
2824 11900
+__ 4 - 11296
28282 60400
+ 2 — 56564
28284 3836
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Onluq kesrdon kok alarken, vergiildon sonra tok sayda rogom olarsa,
yanina bir sifir slave edilir, sonra da ciit-ciit ayrilir.
Mosalan,

/314,345 = \[3'14",34'50 = 17,72

-1
27 214
+ 7 — 189
347 2534
+ 7 — 2429

+/314,345-in oksiyi ilo toqribi qiymati 17.72, artigi ilo qiymati isa 17.73
olur.
§ 32. IRRASIONAL ODOD ANLAYISI

Togribi kvadrat kokalma qaydasindan istifads etmoklo 2-nin koklari tigiin
asagidaki qiymatlori almaq olar:

14<+vV2<15
141 <V2 < 1.42
1.414 <2 < 1.415
1.4142 <2 < 1.4143
1.41421 <2 < 1.41422
1.414213 < V2 < 1414214

Bu prosesi istonilon qoder davam etdirmok olar.
Teorem. Kvadrati 2-ya barabor olan adoad yoxdur.

2
0 Oksini forz edok. Tutaq ki, V2 rasional adoddir, yoni v2 = % Onda (%) =

2 olur. Buradan m? = 2n?. Bu borabarliys gora m ciit odaddir (Sag torof 2-
ya boélundiyindan, sol taraf do 2-ys béllinmalidir). Odur ki, m = 2k yazmaq
olar. Bu giymoti m? = 2n? barabarliyinds yerno yazag;

(2k)? = 2n2,
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4k? = 2n?,
2k? =n?.
Axirinc1 barabalik gostorir ki, n do cut adoddir. Bu da, % kosrinin ixtisar

olunmayan olmasi sortine ziddir. Yoni v2 rasional odod deyil. m

Homin {isulla gostormoak olar ki, kvadrat1 3,5,6,7,8,10,11,12,13 va c.
olan odadlor do (goriindiigii kimi belo ododlor sonsuz saydadir) rasional
odadlor igarisinds yoxdur.

Bu ciir odoadlor parcalarin Olciilmoesi, triqonometrik funksiyalarin
qiymatlorinin hesablanmasi va s. proseslords do alinir.

Kigiyinin uzunlugu a, bdylyuniin uzunlugu iso b olan iki diz xott
pargasmin uzunluglarim miigayise edok. Bunun Uglin a parg¢asinin (yani
uzunlugu a olan parganin) b parcasinda nega dofo yerlosdiyine baxag. ©ger
a pargas1 b pargasi tizorinds tam n dofo yerlasorse, onda b pargasi a-dan n
dofo boylikdiir deyirik (b = n + a). a parcasi b pargasi tizorinds tam odod dofo

yerlosmazso, onun % hissasinin b pargasi tizorinds nega dofo yerlasdiyini

tapiriq vo s. Ogar % pargas1 b (izarindos m dofs yerlosarsa,
a

=2, ., ="
b = LTm=-—--a 1)
kimi yaza bilorik.
a Vo b kimi iki parca tclin (1) minasibati 6donacok sakilds % Kosri varsa,

homin pargalar ortaq 6l¢ulidir deyilir. Masalon, uzunluglari

a=2, b=10 (10 =5-2); a =4, b=10 (10 = 2,5-4);
a=38, b =10 (10 =1,25-8)
Vo s. olan pargalar uygun olaraq ortaq olgiiliidiirlor.
Elo parcalar da var ki, onlar {igiin (1) miinasiboti 6donilmir. Beloa
parcalara ortaq 6lclstz parcalar’deyilir. Masalon, kvadratin torofi ilo konar
ortaq Olglisiizdiir. Dogrudan da, kvadratin torofi a = 1, diaqonali da b iso,

7Ortaq 6lgiistiz pargalarin 6lgiilmosi zamam irrasional adadlorsin alinmasi, godim Yunanistanda Pifagor
moktobi torafindon milsyyon edilmisdir. Sonralar Evklidin “Balangiclar osarinds bu masols daha otrafli
verilmigdir.
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Pifagor teoremino géro b? =2, buradan da b =+/2 almr. Yuxarida
g6stormisdik ki, V2 ododi % kosri goklindoa gostarilo bilmir.

Demoli, rasional adoadlor ¢oxlugunda kvadrat kdkalma noticesindo
aliman miloyyan ndv sonsuz sayda adadlor, ortaq 6l¢iisiiz parcalarin olgiisiinii
ifado edon adadlar va elaca do bir ¢ox bagqa hallarda alinan adadler rasional
adodlar igarisinde yoxdur. Belo ododlar dovri olmayan sonsuz onlug kasr
soklinda gostarilir va irrasional adad adlandirilir.

Ovvalki hallarda oldugu kimi, burada da qiivvate yiiksaltmenin tarsi
olan kokalma omolinin yerino yetirilo bilmosi iigiin rasional oadadlor
¢oxlugunu yeni alinan adadlor hesabina genislondirmok zarurati ortaya ¢ixir.

Torif. Dovri olmayan sonsuz onluq kasr soklindo gostorilo bilon
odadlars irrasional adadlar deyilir.

Mosalan,

V2 = 1.41425 ...,v/3 = 1.7320508 ..., ™ = 3.141592653589793 ...,
e = 2.71828828459045 ... .

Irrasional odadin istonilon sayda onluq isarosini tapmaq {isulu
goOstarilmis olarsa, irrasional adad verilmis hesab edilir.

Verilon ododi ifads edon sonsuz onlug koasrin hor hanst onlug
isarasindon (n sayda) sonra golon rogomlarini atdiqda, hamin adadin oksiyi ila

gOtliriilmiis % dogiqliklo, saxlamlmis axirinci onluq isaresini bir vahid
artirdiqda iso hamin adodin artig1 ilo gotiiriilmiis % dagiglikls tagribi giymotini

aliriq. Mosolon,3.14159 odoadi m-nin oksiyi ilo gétiiriilmiis 10~° daqigliklo,
3.14160 odadi iso artign ilo gétiiriilmiis 10~> doqigliklo toqribi giymetidir.

§ 33. IRRASIONAL O9DODLORIN MUQAYiSOSi Vo
ONLAR UZORINDO OMOLLOR

1. Iki irrasional odadi ifado edon onluq kesirlor eyni olarsa, homin ododlor

eynidir.

2. Iki irrasional adoddon tam hissasi boyiik olan adod boyiikdiir. Tam hissalor

eyni olduqda, kasr hissolor onluq kasrlorde oldugu kimi miiqayise olunur.

Moasalon, 3.4137182534 ... vo 3.4137182524 ...adadlorindo tamlar va
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vergiildon sonra golon sokkiz rogom eynidir. Birinci kosrin dokkuzuncu
rogomi (3) ikinci Kasrin dokkuzuncu rogomindon (2) biyiik oldugundan,
birinci kosr boyiikdiir:
3.4137182534 ... > 3.4137182524 ....

3. iki miisbot irrasional adodin comi elo adado deyilir ki, o, homin adadlorin
oksiyi ilo gotiirlilmiis ixtiyari toqribi giymetlorinin comindon boyiik, artig ilo
gotiirlilmiis ixtiyari taqribi qiymeotlorinin cominden kigik olsun.
4. ki miisbot irrasional odadin hasili elo adodo deyilir ki, o, homin adadlorin
oksiyi ilo gotiiriilmils ixtiyari toqribi qiymatlarinin hasilindon boyiik, artigr ilo
gotiirlilmils ixtiyari taqribi qiymeotlorinin hasilindon kigik olsun.
5. Irrasional odadi n-ci glivveto yiiksaltmok, homin odadi n dofs 6z-6ziino
vurmaq demoakdir.

Irrasional ododlor iizorindo aparilan tors omolloro rasional ododlords
oldugu kimi (diiz amallars asaslanaraq) torif vermok olar.

Moanfi irrasional adadlor izorindo amallor, monfi rasional adoadlor
iizorinds aparilan amallors uyqun olaraq aparilir.

Rasional adadlar iizorinds aparilan amallarin biitiin xassalari irrasional
adadlera ds aiddir.

§ 34. HOQIQI ODODLOR

Miiasir riyaziyyat méhkom montiqi asaslar iizerinds qurulmus adadlor
coxluguna asaslanir. Miixttalif riyazi ¢cevirmalori sorbast yerina yetira bilmak
licin odad anlayisinin genislondirilmasini 6gronmoyin bdyiik ohomiyyati
vardir. indiys kimi bir neca dofs adad anlayisinin genislondirilmosini gordiik.
Bu zaman adadi ¢oxlugun biitiin xassalorini saxlayib, yeni isars vo ya torif
gabul emakls ondan dana genis olan yeni adadi ¢oxluq alirdiq.

Rasional vo irrasional ododlor c¢oxluglarinin hor birini ayriliqda
nazarden kecirmisdik. Bu iki ¢oxlugun birlosmesi hagiqi adadlor ¢oxlugu
olaraq adlandirilir. Bu coxlugun elementlori arasindaki miinasibat vo amollari
aksiomlar vasitosilo vermoklo hagigi adodlarin aksiomatik qurulusu sldo
edilir.

Torif. Elementlori arasinda asagidaki omol vo xassslor dogru olan
coxluga haqiqi adadlor coxulugu deyilir va R ils isars olunur.
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Toplama amali. R ¢oxlugunun ixtiyari x vo y elementlori cltiins, bu
coxluga daxil olub, homin elementlorin cami deys adlandirilan vo x + y ilo
gostarilon yegana element garst qoyulur vo bunun li¢iin asagidaki xassolor
Odonilir.

Dx+y=y+x (toplamada yer dayisma xassasi);

2) (x+y)+z=x+ v+ z); (toplamada qruplasdirma xassasi)

3)R-do x + 0 = x boraborliyi 6donacok sokildo “0” (sifir) elementi var
(stfirin varligixassosi),

4) R-ds ixtiyari x U¢iin x + y = 0 baraborliyini 6doyan y aks elementi var (aks
elementin varligi xassasi).

R-doa sifirin vo hor bir elementin oks elementinin yeganaliyi asanligla
isbat edilo bilar.

Vurma amali. R ¢oxlugunun ixtiyari x vo y elementlori cltiine, bu
coxlugua daxil olub, hamin elementlarin hasili deys adlandirilan va xy (vo ya
x - y) ilo gostarilon yegano element garsi qoyulur va bunun {igiin asagidaki
xassolor ddonilir.

1) xy = yx (vurmada yer dayismo xassasi);

2) (xy)z = x(yz) (vurmada qruplasdirma xassasi);

3) R-do sifirdan forgli va vahid adlanan els 1 elementi var ki, goxlugun ixtiyari

x elementi U¢lin x - 1 = x baraboarliyi 6donir (vahidin varligi xassasi);

4) R-da har bir x # 0 Uglin onun tarsi adlandirilan voxu = 1 barabarliyini

Odayan u tars elementi var (tors elementin varligi xassasi);

5) (x + y)z = xz + yz (toplamada vurmaga gora paylama xassasi).
Yuxaridaki xassalori 6doyan adadlor ¢oxlugu meydan omolo gotirir.

Qeyd. x-in oks elementi - x, x # 0-1n tors elementi iso % ilo gostorilir.
x+(-x)=0, x-lzl.

x
Nizamilik. R ¢oxlugundan gotiiriilmiis ixtiyari x vo y elementlori {iglin
asagidaki ic miinasibatdon ancaq biri dogrudur.

x<y, x=y, x>y.NCZcQ

Yuxar sarhad. A c R ¢oxlugunun ixtiyari x elementi i¢lin R ¢oxlugunda x <
z minasibatini 6doyan bir z elementi olduqda, A ¢oxluguna yuxaridan
mahdud ¢oxluq, z adadine do ¢oxlugun yuxar: sarhaddi deyilir.
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Aydindir ki, z adadi ¢oxlugun yuxari sarhaddi iss, istonilon & > 0 tgun
Z + a odadi do yuxart serhaddir. Yoni yuxaridan mohdud ¢oxlugun istonilon
sayda yuxar1 sorhaddi var.

A ¢oxlugunun yuxart sohoadlorinin on kigiyine onun dagqiq yuxar
sarhaddi deyilir.

Analoji yolla ¢oxlugun asagidan mahdudlugu, asag: Sorhaddi va daqiq
asagi sarhaddi tayin olunur.

Aksiom. Yuxaridan (asagidan) mohdud ¢oxlugun daqiq yuxari (asagi) Sarhaodi
var.

Masalon, A = {x:0 < x < 1} ¢oxlugu tg¢in y < 0 borabarsizliyni
0dayan har bir y adadi onun asagi sorhadi, 0 iso doqiq asag1 sarhaddir. Elaca
do, z = 1 barabarsizliyni 6doyan har bir z adadi onun yuxari sorhadi, 1 iso
daqiq yuxari sarhaddir.

Biitiin hoqiqi adadlor ¢oxlugu (—oo, 00) kimi isara olunur. Istonilon
X € R 0¢ln —oo < x < oo miinasibati dogrudur.

§ 35. 9DOD OXU. HOQiQi ODODLORIN
HONDOSI TOSVIRI

Uzorindo hor hansi O ndqtasi vo milayyon istigamot segilmis diiz xott
verilmis olsun. O néqtasini baslangic noqto adlandirib, diiz xott zorindos
musbat istiqamot se¢ok (adston diiz xatt Ufiliqi vaziyyatds, istiqamot do soldan
saga olmagqla, sol torof monfi, sag torof iso mishot gobul edilir). O
nogtssinindon sag terofdo, yoni miisbat istigamstde uzunlugu bir uzunluq
vahidi olan 0A pargssini geyd edok. OA pargasina 6l¢i vahidi deyilir.

Tarif. Uzarindo baslangic noqto, istiqamot vo 6lcii vahidi olan diiz xatta
adad oxu deyilir. x-i adad oxunun misbat tatorafinds yazib, adod oxunu Ox
ilo isara edocayik (sokil 2 a)

i \[ \

Ay O A X

Sakil 2a
Haqiqi adadlar adad oxu iizerinds asagidaki qayda ilo gosterilir.
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Verilmis a ododi miisbat, yoni a > 0 olduqda, adad oxu {zarinds O
ndqtasindan baglayaraq sag torofds uzunlugu a adadine borabar olan parca
ayirib, onun son ucunu A ilo isaro edok. A ndqtasine a adadinin odad oxu
Uzorinda handasi gostarilisi deyilir. Verilmis adod manfi oldugda (b < 0),0
ndqtasindan baslayaraq sol torafde uzunlugu —b adadina barabar olan parca
ayirib, onun son ucunu A ilo isars edok. A; noqtesi adod oxu Ulzarinds b
odadinin hondasi gostorilisi olacaqdir. O noqtesi sifirm (a = 0) hondasi
gOstoriligidir (sokil 2). a adodina A ndqtesinin koordinati deyilir vo A(a) kimi
yazilir.

Sokil 2 b-do A; (=5), Az (—22),4; (13) noqtolori qeyd edilmisdir.
Buradan goriiniir ki, hor bir hoqiqi odods adad oxu {izerindo bir ndqts
uygundur.

441 A-) () A;; Al x

Sokil 2 b

Indi odod oxu iizerinds bir A ndqtesinin verilmis oldugunu farz edok.
OA pargasmin uzunlugunu a(a > 0) ilo isaro edok. Ogor A noqtosi
baslangicdan sagdadirsa koordinati a adadi, soldadirsa koordinati - a adadi
olacaqdir. Demali, adod oxu Uzarinda yerlogon har bir A noqgtosine miioyyon
bir haqiqi adod uygundur.

Yuxarida deyilanlorden ¢ixir ki, haqiqi adadlar goxlugu ilo adad oxunun
noqtalori ¢oxlugu arasinda qarsiligh bir qiymatli uygunluq var, yani har bir
haqiqi adads adad oxu iizerinds bir ndqte v torsine, adad oxu ilizarindoki har
bir ndqtays miioyyan bir haqiqi adad gars1 durur.

§ 36. HOQIQI ©DODIN MUTLOQ QiYMOTI
Torif. Verilmis a ododinin miitlag giymati (vo ya modulu),

lal_{—a, a<o,
“lag, a=0
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kimi tayin olunan va |a| ilo gostorilon adads deyilir.

Torifdon gorindlyd kimi adadin miitlaq giymati manfi deyil (Ja| = 0),
garsihiqli oks odadlorin miitlag giymeotlori eynidir (| —a| =|a]) voa <
|a| ,a = —|a| borabarsizliklori dogrudur. Son iki borabarsizlikdon,

—lal £ a < |al

oldugu aydindir.
Misal. |5| = 5; [-5| = 5;

V3 = V3| = ~(V3 — VB) = VB — V3.

Miitloq qiymat, riyaziyyat vo onun totbiglorinde c¢ox istifado
olundugndan, onun xassalarinin atrafli olaraq 6yranilmasi ¢ox vacibdir.
Xassd 1. Bir negco haqiqi adadin cominin miitlog qiymati, homin adadlorin
miitlaq giymoatlarinin comindan boyiik deyildir.

Verilmis a Vo b adodlori ticiin bu xassa

la +b| < |a| +[b] (1)

kimi yazilir.
0 a Vo b adadlari eyni isarali oldugda

la +b| = |a| + |b],
forqli isarsli olduqda iso

la +b| < |a| +|b|
oldugu aydindir. Son iki ifadedon do, istonilon a vo b odadlari tigiin (1)
barabarsizliyinin dogrulugu goriiniir.

(1) barabarsizliyinin komayi ilo istonon sayda toplanan {igiin xassonin
dogrulugu oxsar gaydada isbat edils bilor. Masalon,
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la+b+c| <|a|l+|b+c|<lal+|b| +|c],

yoni
la+b+c| <|a|l+|b|+|c|

barabarsizliyi dogrudur.m
Xassa 2. Forgin miitlaqg giymati, azalanla ¢ixilanin miitlaq qiymatlori
forgindan kigik deyildir.

la — b| = |a| —|b]. )

0 Xassa 1-1 nazara alib, asagidaki omoallari edok:
la| =|(a—b)+b| < |a—b|+|b| -
la| < |la—=b|+|b]| = (2).m
Natica. Forgin miitlag giymoati iigtin
la — bl = |lal - |bl| 3)

borabarsizliyi dogrudur.
O Xassa 2-ya goro

la—b| = |a| —[b] vola—b|=|b—a|=]|b|—|a] =—(|a] - |b])

yazib, miitloq qiymstin torifine gore (3) barabarsizliyini alds edirik. m
Xassa 3. Hasilin miitlag qiymati, vuruglarin miitlaq qiymatlori hasilina
barabordir.
Xasso iki vuruq tiglin
la-b|=lal-|b]

kimi yazilir.
Xassonin dogrulugu miitlaq qiymetin torifinden goriiniir.
Xassa 4. Qismoatin miitlaq qiymoti, béliinonlo bolanin miitlaq qiymatlori
nisbatina barabardir (bolon sifirdan farqli oldugda):
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- =% (b % 0).

Bu xassonin do dogrulugu miitloq qiymatin tarifindon gorinur.

§ 37. RASIONAL UST ANLAYISININ
UMUMILOSDIRILMOSI

Tam miisbat TUstli qlivvatlorin  xassalorini  28-ci  paragrafda
oyronmisdik. Qiivvatin kokalma ilo bagli daha iki xassasini gdzdon kegirak.
Xasso 1. Koku qlvvata yiiksaltmak tictin, kokalti ifadani hamin giivvata
yiiksaltmak lazimdur.

(Va)" = Var. )

DDogmdanda’ (%)nz %%%: ma-a - —-a= a*.m
ndafa ndafo
Misal 1. (V5)? = /52 = /25,

Xassd 2. Qiivvatdon kék almagq tigiin giivvat tistiinii kokiin tistiino bolmak

lazimdir.

n

am = am (2)
(2) ifadesindan gorunir ki, m adodi n-in bdloni iso kokalt1 ifadedon tam kok
alinir.

o Dogrudan da,
1 1 1 n
m«/an:("{/a)n:m\/a-m\/a-----m\/azaE-aE-...-aﬁ:aE -

n dafa ndafa

4
Misal 2. V625 = /5% = 52 = 52 = 25;
4
V81 =14/3t=31=3.
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Qiivvotdon kokalma zamami istlorin nisbatinin tam olmadigi hali
n p
nozardon kegirok. (2) ifadosino goro Va™ = am = a1 (Burada, % kosrindo
ixtisar varsa, Z kosri onun ixtisardan sonraki sads halidir. Masalon, Ya% =
4 2 5 . . L . .
as = a3 = Va?) soklindo yazdiqda, oldo edilon a9 ifadosi elo bir koko
barabardir ki, bu kokiin tistii g kosrinin moxracing, kokalt1 ifadonin iistii iso bu

kosrin suratina barabardir:

Q3

= q\/aP.

m n
at =am=aqa

2 4 3 s
Misal 3. ¥a2 = a3; Vb* = b3; Vab = az = Va3; V315 = 35 = V/35.

Tam istlii qiivvetlor liglin sdyladiyimiz biitiin xassolor kosr dstlii
quivvatlar ti¢lin do dogrudur.
Manfi tam Gstlor. 28-ci paraqrafdaki ikinci xassado m > n sortini gobul
etmasak, bazi hallarda naticodo monfi iistlii adod alinir:

a* =X XN = a_n Vo a* =—ax =i
ax+n ax+n aXan an’
Buradan,
1
-n _ 1
a =

Demali, manfi {istli kemiyyat els bir kasra barabordir ki, onun surati

vahid, moxraci iso homin komiyyatin miisbat iistlii qlivvati olsun. Masalan,
1 1 1

-m _ . £-2 —

— .52 =
X X 52 ~ 25

Yuxarida tam miisbot {istlii qiivvetlor iiglin sdylonon biitlin xassalor
manfi tam tistlii giivvatlor ii¢iin do dogrudur.
-m

-n -m+(-n) — a—(m+n)'

Mosalon, ama™™=a
Sifir iist. a™a™ = a™*™ oldugu molumdur. Burada, m v n istonilon tam
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adad ola bilar. Xususi halda m = 0 olarsa,

o,n 0+

a’a™ = a®*" = a" voyaa®a" =a"
olar. Sonuncu barabarlikdon géruntir ki, a # 0 oldugda a® = 1 olmalidir.
a = 0 olarsa, 0° soklindos geyri-miioyyan ifado alinur.

Belolikla, asast sifirdan forqli olan sifir iistlii giivvat vahida
barabardir, deya bilarik.

Misallar. 1. [5,4: (0,9:0,65) + 2,7]° = 1;

2.(0,92615)% = 1; 3.(9999)° =1 vos.
Yazilan har {i¢ misalda asasin sifir olmadigr diggoto alinmigdir.
§ 38. IRRASIONAL USTLOR

Irrasional qiivvatlor iigiin:

o miisbat irrasional adad olduqda, a adadinin oksiyi ilo goétiiriilmiis hor
hans1 taqribi rasional qiymatini @, Vo artigi ilo goétiiriilmiis hor hansi taqribi
rasional giymetinini iSo a ils isars etsok,

1) a>1icun

a% < a% < a%,

2) 0 < a < 1 uglinss
a% < g% < g

olar.
3) a mishat odod Vo @ manfi irrasional adad olduqda,

yazmaqla, yuxaridakia oxsar olaraq menfi irrasional {stli qiivvatlor
haqqinda miihakims yiirtitmak olar.
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Rasional stlii qiivvatlor haqqinda sdyladiyimiz biitiin xassslar, haqiqi
ustli qivvatlora do aiddir. Masalan,

x%xB = xa+ﬁ’ (xa)ﬁ — xaﬁ’ X% B = ya=B

CALISMALAR

1.a+ b comive a — b forqgi asagidaki hallarda rasional adad ola bilormi?
a) a Vo b adadlorindon biri rasional, o biri irrasional adad olduqda,
b) har ikisi irrasional adad olduqda.
2. ab hasili agagidaki hallarda rasional odad ola bilormi?
a) vuruglardan biri rasional, o biri irrasional adad olduqda,
b) har ikisi irrasional adod olduqgda.
3. a : b gismati asagidaki hallarda rasional adad ola bilormi?
a) a rasional, b irrasional adad olduqda,
b) har ikisi irrasional adad olduqda.
4. Vahidlo ortaq 6lguli olmayan a pargasi, a + 3; a — 4; 2a pargalari ilo
ortaq Ol¢iilii ola bilarmi?

Ll e . b a
5. a va b ortaq 6l¢lsuz parcalar iss, a vo 33

Vo b; % vo %ortaq olclii
ola bilormi?
6. Borabarsizliklorin hollini adod oxu iizorinds gostorin.
|x] <5x|=3,|3x] <7,
|x +5| <6,|x —3| >4,|3x — 4| = 10.
7. Haqiqi adadloar tizarinds gosterilon amallari yerins yetirin (0,01-2 qoder
daqiqliklo).

1)<+ 217374 ...; 3,(83)+2,03453.... ;
2) 5,1543 ... — 3,14; 15,3434...—17,0276...;
3)3.113..x 2,115 ...; 0,3543 ... X 2.025 ....

8.2 + /5 cominin oksiyi vo artig1 ilo qiymotlori cadvalini tertib edin (5
onluq isarays qoder doqiqlikls).
9. Qiivvatlori hesablayin.
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-1
a) —0,2572: (—0.25)2; b)9-(2) .
10. Asagidaki adodlarin hansi boyiikdiir?

a) (—5)° yoxsa (—5)7%; b) (g)_3 yoxsa (%)3

11. Hesablayin.
-0173-(04)° 1714272

2 (2) 7+ () rorsros2

3 \3 3 3
12. Asagidaki ifadslari elo ¢evirin ki, monfi list galmasin.
a(a-b) = 2a(m-n)
3(m-n)~1’ 57 1(m+n)~2 "’

13. Tam ifads goklinds yazin.

GE+y)

T -
G-
14. ©meollari yerina yetirin.
(@?2+bH)(a*+a?b2+b7%),
(G +yD+y™ .

15. Tonliklori hall edin:

Q) B+xHB—-4x1)=5-(1H?%;

b) 6x71 — x = 1.

mn* a+b

1

. . a
3(m—-n)3’ (a—bh)2" 1
a

1
b
1)
b

+

TESTLOR

1. Hesablayin. v15 + 3v24 + /|3\/ﬂ — 15|

A)2v3 B)6 C)4 D)V3 E)O
2. a =21 —+/20 vo b = v/20 — /19 ododlori iigiin asagidakilardan hans:
diizglindlr?
A)a=b B)a>b Cla<b D)a<b E)a=bh
3. —4,5; —0,7; 3,7 va 2,04 adodlorinin tam hissalarinin comini tapin.
A)0 B)l1 C)-1 D)4 E)9
4. \J75 + /27 — 6 ododinin tam hissasini tapimn.
A)13 B)12 C)11 D)7 E)8
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5. 25° 512 ododinin rogomlori comini tapin.
A)25 B)12 C)7 D)15 E)8

6. m > —4,7 sortini 6dayan monfi tam odolorin sayini tapim.
A5 B)3 C)6 D)4 E)2

7. x-in nega tam giymatinda % kasrinin giymati tam odaddir?
A2 B)3 C4 D)5 E)6

8. |3x 4+ 12| + |x — 1] ifadesinin on Kigik giymatini tapin.
A)12 B)13 C)5 D)15 E)1

9. Uygunlugu miiayyan edin.
1L (x+3)2%+ @ —-v2)?2=0
2. (x+3)2+(x-2-y)2<0
. |x=3|+|x+2—-y|=0
A)x+y=8 B)x+y=-8 C)lxy=3v2 D)x+y=32
E)x+y=3++2

10.-9,3; —4; 3,2; 7,3 adadlorinin kasr hissalarinin comini tapin.

V FOSIL
COBRI iIFADOLOR VO ONLAR UZORINDO OMOLLOR
§ 39. COBRI IFADO VO ONUN 9DODIi QiYMOTI

Hesabdan molumdur ki, adadlorin toplanmasi yerdoyismo ganununa

tabedir. Masalon,
74+5=5+7(=12); 35+42 = 42 + 35 (= 77) Vo s.

Bu ganun yalniz 5 vo 7 adadlari va ya 35 vo 42 odadlori Ggln deyil,
ixtiyari adadlor Ugun do dogrudur. Odur ki, toplananlardan birini a, 0 birini b
harfi ilo isara etsok, toplama omali Gglin yerdoyismo ganunu

at+tb=b+a
kimi olar. Bela bir masals hall edok.

Masala. Diizbucaqli soklinds olan ii¢ idman zalindan (sokil 3) har
birinin toraflori m metr vo n metrdir. Bunlarin sahalori comini (S) tapmali.
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O Moasalanin sortina gora, bir idman zalinin sahasi m - n kv. m-dir.
Onda ii¢ idman zalinin sahalori comi S = mn + mn + mn kv. m olacaqdir.
Belaliklo, moasalonin halli Gi¢lin S = 3mn kv. m diisturu alindi. O

m m m m

Sokil 3

Bu va buna bonzor diisturlarin sag torafi tigiin “cobri ifads” s6zii do

isladirlor.
Toarif. Rogom vo ya horflorlo isare edilmis odadlorin omol isaralori ilo
birlagdirilmasindan alinan yazilisa cabri ifada deyilir. Masalon,
a+?2 .
b=3’
Va S. cabri ifadalordir.

Gorundayu kimi, cabri ifads yalniz bir adoddan va ya harfdan ds ibarat
ola bilor. Qisa olmaq {iglin “cobri ifade” ovazino ¢ox zaman “ifads” do
deyirlor.

Cobri ifadadalar Uzarinda amollari yerina yetirarkan, agar cobri ifadada
motarza yoxdursa, onda avvalca qlivvata ylksaltma, sonra vurma va bélma va
nohayat toplama va ¢ixma amolini yerina yetirmak lazimdir.

Mosalon, a? + bc ifadasinds avvalco a-ni giivvato yiiksaltmak, sonra
b-ni c-ys vurmag, daha sonra alinan hasili a?-na slave etmok lazimdir. (a +
b) - c ifadasinda avvalco a vo b adadlorini toplamag, sonra isa alinmis comi

3mn; 8abc; 12(p+4q); ¢; (4+7)-6; 45

be . . o
c-ya vurmaq lazimdir. % ifadasinds avvalca a, b va ¢ adadlorini bir-birino

vurmag, sonram va n adadlorini vurmag ve nohayat, birinci hasili ikinci hasils
bélmak lazimdir.

Cobri ifadado ancaq eyni daracali amollor istirak edirsa, onlar
duzulduklari sira ila yerina yetirirlar.
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Cobri ifadads istirak edon harflori onlarm adadi giymatlari ilo ovaz edib,
talob olunan bitiin amallori apardigdan sonra alinan adada cabri ifadanin
adadi giymati deyilir. Masoalon, a harfi ilo 4 adadi nazards tutulmussa, onda

a=4, —a=-(4)=—-4
a? =42 =16, —a%?=-4%=-16,
a’+a=4*+4=16+4 =20,
a+a®=4+4%=4+64 =068

olur.
Misal. a = 3 vo b = —5 oldugda, (a + b)(a — b) vo 2 ifadalorinin
odadi giymaotlorini hesablayaqg:
O(a+b)a-b)=[3+(-5][3-(-5]=
= (3-5)(3+5)=(~2)-8 = —16;
a’®+b®> 3°+(=5)> 9+25 34 17

a2 —b? 32—(=5)2 9-25 -—-16 8

Qeyd. +a vo ya a ifadssi istonilon isarali adad Vs ya sifir ola bilor. a = =7
oldugda a menfi, a = 7 oldugda a musbst giymst alir. Bunun kimi do —a
ifadasi mushat, manfi vo ya sifir giymat ala bilor. Masalon, a = —3 olduqgda
—a ifadasi musbat, a = 4 olduqda iss —a ifadasi moanfi giymat alir.

§ 40. HORFLORIN MUMKUN QiYMOTLORI

Horoflorin  bazi giymatlorinds asagidaki cobri ifadalori nazordon
kecirak.

1. % ifadosinin @ = 0 oldugqda monas1 olmur.

3

2. ifadosi x = +4 olduqda 6z monasini itirir.

x?-16
3. zitgb ifadosi a = gb oldugda 6z monasini itirir (b istonilon hagiqi
adaddir).
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4, 5+ x2,3 — %x3 (a + 3b)? ifadolorinin horflorin istonilon giymeatlorindoa

Moanas1 vardir.
Tarif. Cobri ifadays daxil olan harflarin onu monali edon bitln
giymatlori coxluguna hamin harflorin mimkin giymatlari coxlugu deyilir.

Masalan, % ifadosi Uclin  a = 0 giymotindon basga a-nin biitiin

giymetlori, ifadosi cln  x = +4-don bagsqa x-in butin giymotlori

_3
x2-16
mumkin giymatlordir.

Cobri ifadonin adi, onda isladilon sonuncu amoldon asilidir. Masalan,
asagidaki cobri ifadolordo 2a + 3b, a +b%c, x + 2 -toplama, 5 — 2a, a? —
2x  5a-3b
vy’ a+b?

g- ¢ixma, (x —y)(a + b), xy?, (x —y)z, (m? —n?)c?- vurma,
- bélme, x°, (a + b)3, (a? + b + 1)% - qlivvato ylksaltmadir.
Hesabda 20 — 15 ifadasi yegana monaya malikdir. Yoni, 20 — 15

ifadasi 20 adadi ila 15 adadinin fargini (5 adadini) géstarir. Cobrds iso 20 —
15 ifadosi,

(+20) — (+15) va(4+20) + (—15)

olmagla iki ciir basa diistilo bilor. Har iki ifadslonin noticonin eyni olmasina
baxmayaraq, birinci ¢ixma, ikinci isa toplamadir.
Daxilinds toplama va ¢ixma amollori olan, —a + b + ¢ — d ifadssins,

(—a)+ (D) +(+o)+ (—d) voya(—a) + b+ c+ (—d)

olmagla com kimi dos baxila bilor. Odur ki, cobrds 20 —15vo—a+ b + ¢ —
d kimi ifadslora cabri com, onun toplananlarina isa cabri camin hadlori
deyilir.

§ 41. BIRHODLILOR VO ONLAR UZORIND® OMOLLOR

Yuxarida 6yrandiyimiz cabri ifadslori iki qrupa ayirmagq olar.
1. Tam rasional cabri ifadalor.
2. Kasr rasional cobri ifadalor.
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Tarif. Rogom va harflorls isars edilmis odadlordon, toplama, ¢ixma, vurma
vo bblma amollori vasitosi ilo diizaldilmis cobri ifadsloro rasional cabri
ifadalar deyilir. Masalan,

a’+b?  (x-y)3+x%+y? x+3
a2-b2’ 5(x2+y2) ' y

x+y, a’h?,

Toarif. Rasional cobri ifadods horfi ifadoys bdlmos amali olmadiqda ona tam
rasional cabri ifada deyilir. Masalan,

2 a® — b? 5x%2 —7x +3
- ab, ) 2 )

1,54 4x%y.
3 c ,54x, 0,4x°y

Tarif. Rasional cobri ifadads horfi ifadoya bélma amoli oldugda ona kasr
rasional cabri ifada deyilir. Masalon,

2x a+b m>+m+1

5
’ ’ ) 0,4 e
x+y a—b>b m+1 *

2b°

Tarif. Ancaq adad va harflarin hasili va bélinmasindan amols golon rasional
cabri ifadalara birhadli deyilir. Masaloan,

14x2 5a3
, 3abc3, —_—

5, a, 12ab, 3x%y?,

Gorindiyu kimi, bir horflo vo ya bir ododlo yazilmis ifado do
birhadlidir.

Tarif. Horfi vuruglarmm garsisinda duran adoadi vuruga amsal deyilir.

Yegans amsali olan va eyni harfi vuruglari qiivvat soklindo gostarilon
birhodliys onun standart sokli deyilir. Masslon, 2ax®, v3a?b3xy, 0,5xyz
birhadlilori standart, 2v2ax, 2a%b-3-ac vo 3-2,5xyx birhadlilori iso
standart olmayan sokilda verilib.
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Aydindir ki, haqigi adadlarin va natural tstli qlivvatlorin vurulmasindan
istifado etmoklo homigo standart olmayan birhadlini standart soklo gatirmok
olar. Masalan,

2V2ax =+V8ax,  2a%b-3-ac = 6a3b, 3:2,5xyx = 7,5x%y.

Cabri ifads yalmiz harfi vuruglardan ibaratdirss, onda bu ifadanin
omsal1 vahid gétiiriiliir. Masalon,ab va ya 1- ab. Vuruq 1 vo ya —1 olduqda
yazilmir; 1+ ax = ax, (—1)a?b = —a?b.

Bozon miixtalif vuruglari olan hasilds bir vo ya bir negs horfi bas horf
hesab edirlor. Bas horfdon basqga, biitiin adadlorin va harflorin hasili amsal
hesab olunur. Masalon, y-i bas horf qobul etsok, 12a?bc3xy ifadasinin omsal
12a?bc3x; x va y-i bas horf gobul etdikds iso12a?bc3olur.

Toarif. Bir-birinin eyni olan vo ya bir-birindon yalniz omsallart ilo farglonon
birhadlilora oxsar hadlar deyilir.

Mosalon, 15a%xy vo 1la?xy ifadolori oxsar, 4xy? vo 13x2y iso oxsar
deyillor.

Tarif. Oxsar hadlarin caminin bu comls eyni olan birhadli ils avaz edilmasins
oxsar hadlarin islah deyilir.

Qayda. Oxsar hadlori islah etmok iiciin onlarin amsallarini toplayib, alinan
comin yamina harfi ifadani (vuruq olaraq) yazmaq lazimdir. Masalan,

15a%b — 31a?b + 8 a?b = (15 — 31 + 8)a?b = —8a?b;

5 5 3
(=7a%b3) + 11a?b3 + <—§a2b3) = (—7 + 11 _E) a’b3 = Ea2b3;
X — X — X — X — X —
5. Y IV 3. y:(5+1—3)- Yo3.222
x+y x4y xX+y x+y x+y

Vo S.
Toplama. Tutaqg ki,
—7a,+15ab, +12a?b, +5a,—11ab
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birhadlilorini toplamag tolob olunur. Bu birhadlilorin comi asagidaki ifado
olacaqdir:

(=7a) + (+15ab) + (+12a?b) + (+5a) + ( —11ab).

Bu ifads cabri com oldugu ii¢iin onu

—7a + 15ab + 12a?b + 5a — 11ab
kimi yazimaq olar. Oxsar hadlori islah etsak,

12a?b + 4ab — 2a

alarig.
Qayda. Birhadlilari toplamagq iiciin onlar: 6z isaralari ila birlikda bir-birinin
ardinca (Cabri com kimi) yazmaq va varsa, oxsar hadlari islah etmak lazimdur.
Qeyd. Ancaq isaralori ilo forglonan birhadlilor aks birhadlilor adlanir.
Masalan,

15x2y vo (—15x2y); (—0,7a?) vo 0,7a>.
Iki oks birhadlinin comi sifra borabordir:

15x%y + (—15x%y) = 15x?y — 15x%y = 0,

(=0,7a?) + 0,7a?> = —0,7a* + 0,7a® = 0.

Cixma. Tutaq ki, bizo—12a3b3 vo +7ab? kimi iki birhadli verilmisdir. Bu
birhadlilorin forqi :
(=12a3b3) — (+7ab?)
kimidir. Cixma amali toplama amolinin tarsi oldugundan yuxaridaki ifadani
(=12a3b3) + (=7ab?)
kimi do yazmagq olar. Buradan da birhadlilorin toplanmasi gaydasi ilo
—12a3b3 — 7ab?
alinir.
Qayda. Birhadlini ¢ixmagq ii¢iin onu azalanin yaminda aks isara ilo yazmag,
varsa, oxsar hadlari islah etmok lazimdir. Masalan,
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(—3a3b) — (—2%a3b) = —3a3b + Z%ae’b = —0,5a3b.
Vurma. Tutaq ki, 4,5a2bc va —4ab?c? birhadlilorini bir-birino vurmag talob
olunur.
Vurma amoalinin yerdayismo Vo gruplasdirma ganununa asasan
45a%bc - (—4ab?c®) =45 (=4)-a’-a-b-b*>-c-c3 =
—18a3b3c*.

Qayda. Birhadlilori vurmaq iigiin onlarin amsallarint vurub, hor iKi
vurugda olan eyni harflarin qiivvat Ustlorini toplamaq, yalniz bir vurugda
olan harflori 6z Ustli ilo hasilda yazmagq lazimdir. Masalan,
12x3y2%z - 5x°y* - 0,1xyz3 = 6x%y7z%.

Quvvati qlivveto yilksoltma gqaydasindan istifado edorok, 3x2y

birhadlisini kvadrata vo kuba yuksaldok:
(3x%y)? = 3x%y - 3x%y = 9x*y?;
(3x2y)3 = 3x%y - 3x%y - 3x2%y = 27x®y3.

Qayda. Birhadlilori quwvato yiksaltmok iigiin vuruglarin hor birini hamin
guvvata yiksaltmok va alinan naticalari bir-birina vurmagq lazimdur.
Misallar.

1) (2a3bc)* = 2*(a®)*b*c* = 16a'?b*c?;

(i) = Loy =t

3) (—0,3a3xy?)3 = —0,027a°x3y"®.
Bolma. Tutaq ki, 25a*b3c¢? birhadlisini 5ab?c birhadlisine bolmak talob
olunur:

25a*b3c?: 5ab?c.

Bunu yerina yetirmok U¢iin eyni asasli qiivvatlorin bir-birina bélunmasi

gaydasindan istifado etsok, asagidaki borabarliyin dogrulugunu gostararik:
25a*b3c?: 5ab?c = 5a3bc.
Yoxlama.
S5ab?c - 5a3bc = 25a*b3c?.

Qayda. Birhadlini birhadliya bélmak tgtin:
a) bollnanin amsalint bélanin amsalina bolmak;
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b) boélinanin har bir harfini alinan gismatda yazmaq va Ustini bélinands va
bolanda olan harflarin Gstlari fargina barabar gotlirmak lazimdir.
Bu gaydani tatbiq edarkon asagidakilar asas géturulmalidir:
1) Hor hanst bir harf ancaq boliinands olarsa, hamin harf gismatds 6z st
ilo yazilir.
2) Bollinands va bélonds olan har hansi bir horfin Gstii barabor olarsa,
homin horf gismotdo yazilmur.
3) Bolondaki hor hans1 harfin Gstii béliinandski hamin harfin Gstiindan
boyiik olarsa, yaxud bélands olan hor hansi horf béliinands olmazsa, onda
birhadlilori tam bdlmak olmaz, basqa s6zla hamin horf gismotdo manfi
ustlo yazilir.
Misallar.
1) —6a3b?c: (—2a?bc) = 3ab;
2) 0.12 x™2yn~1: (—0,6x"3y""2) = —0,2xy;
3) 0,24m3n?:0,12m?n*p3 = 2mn~2p~3.

§ 42. COXHODLILOR VO ONLAR UZORINDS® OMOLLOR

Tarif. Bir ne¢a birhadlinin cabri comina ¢coxhadli deyilir.
Mosalan.

1 3
12x%y + 3xy? + 2; Exs - Zx“ +3x% — 2x + 1.

Coxhadlini amals gatiran birhadlilor onun hadlari adlanir.

Coxhadlinin hadlarinin say1 iki vo ya ii¢ oldugda ona uygun olaraq
ikihadli vo ya tchadli deyilir. Masalon, a3 + 7, x” + 2yz, 5ab? — 3a?b
ifadolori ikihadli, ax? + bx + ¢, y3 — 4ay? + 3 ifadolori iso Ughodlidir.
Bitun hadlori standart gokildoa olan ¢oxhodlinin oxsar hadlori islah edilmis
olarsa, ona coxhadlinin standart sakli deyilir. Yuxarida yazdigimiz biitiin
coxhadlilor standart gokildadir.

Coxhadlinin hadlarinin garsisinda duran horfi vuruglar onun amsallar:
adlanir

Birhodlido oldugu kimi, ¢oxhadlida do bas horf segilobilor. Bu halda bas
harfin on yuksak qlivvati goxhadlinin daracasi adlanir. Masalon x-i bag horf
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gobul etsok, ax + b-bir doracali, ax? + bx + c-iki dorocali, ax3 + bx? +
cx + d-isa ¢ doracali coxhadlidir (a # 0). Umumiyyatls iss, a, # 0 oldugda
apx™ + a1 x" 1+ ax"2 + -+ ap_1x + ag

ifadasine n daracali coxhadli (polinom) deyilir.
Tarif. Coxhadli bas harfin azalan vs ya artan doracalorina gors diiziilmiisss,
ona diiztlmisg ¢oxhadli deyilir.

Masalan,

5x6 —4x5 —7x3 +2x2 —x+2, 1-3x+7x3—6x*+2x°
coxhadlilori uygun olaraq 6 Vo 5 daracali diiziilmiis ¢oxhadlilordir.

Aydindir ki, har bir birhadli da, bir haddi olan goxhadlidir.

Oks birhadlilordo oldugu kimi, iki oks ¢oxhadlinin do comi sifirdir.
Masalan,

apx™ + a;x" 1+ -+ a_1x + ag
+ (—(apx™ + a;x" 1+ -+ a,_1x + ay)) = 0.

Toplama. Tutaq ki,

—8a?b + 5ab? — 9b? vo 5a’b — 13ab? + 4b*
coxhadlilori verilmisdir. Bunlarin comini

(—8a?b + 5ab? — 9b?) + (5a*b — 13ab? + 4b?)
kimi yazib, qruplagdirma ganununu nazars alib, oxsar hadlori islah etsok,

—8a?b + 5a%b + 5ab? — 13ab? — 9b? + 4b? =

—3a?b — 8ab? — 5b*
alirq.
Qayda. Coxhadlilori toplamaq tigiin onlarin biitiin hadlarini 6z isaralori ila
birlikdo ardicil (cabri com Kimi) yazmagq, varsa, oxsar hadlari islah etmak
lazimdir.
Moasalan,
3a? + 3ab — 7b?; a® — 4ab + b?; a? + 8b?

coxhadlilorini toplayag;

3a%? + 3ab — 7b? + a® — 4ab + b? + a® + 8b?% =

= 5a% — ab + 2b2.
Cixma. Tutag ki,
10x3y? — 8x%y — 5xy3
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coxhadlisindon
3.5x3y2 + 0,7x2%y — 6xy3

coxhadlisini ¢ixmaq talob olunur.

Bunun Ggiin birinci gcoxhadlini ikinci goxhadlinin aksi olan ¢oxhadli ilo
toplayag:
(10x3y? — 8x%y — 5xy3) — (3.5x3y% + 0,7x%y — 6xy3) =

=6.5x3y% — 8,7x%y + xy3.

Qayda. Coxhadlini coxhadlidon ¢ixmaq iigiin, ¢ixilamin biitiin - hadlarini

azalanin yaminda oks isara ilo yazib, varsa oxsar hadlari islah etmak lazimdir.

Masalon, Gx+§y—§z)—(—§x—%y+iz) =

1 2 1 2 1 1 1 1

9
== -y —= - —y——z=1- 1-y——2z.
2x+3y 5Z+3x+2y 42 6x+ 6y 2OZ

Coxhadlinin birhadliys vurulmasi. Tutaq ki, 2x% — 5xy + y? coxhadlisini
2xy birhadlisina vurmag talob olunur. Coxhadli cabri com oldugundan
paylama ganununa goro

(2x% = 5xy + y?) - 2xy = 2x?% - 2xy — 5xy * 2xy + y? - 2xy
yaza bilorik. Buradan birhadlilori vurma qaydasina goros

(2x% = 5xy + y?) - 2xy = 4x3y — 10x2y? + 2xy3

olur.
Qayda. Coxhadlini birhadliya vurmagq i¢tin goxhadlinin har bir haddini hamin
birhadliya vurmaq va alinan hasillori toplamaq lazimdur.
Misallar.

1) (5m? + 10mn — 4n?) - (—%mn) = —§m3n — 5m?n? + 2mn3;
2) 1%ab . Gazb —%ab2 —gb3) = a*b? — 2a%b® — 19—0ab4.
Coxhadlilorin vurulmasi. Tutaq ki, x +y —z ¢oxhadlisini m —n +p
coxhadlisina vurmag talab olunur. Onlarin hasilini
x+y—z)((m—n+p)
kimi yazib, comin vurma qaydasina gora
x(m—n+p)+ym—n+p)—zim—-—n+p)
aldos edirik. Buradan da, paylama ganununa gora
xm—xn+xpt+ym—-yn+yp—zm+zn—zp

130



olur. Demali,
x+y—2z2)m—n+p)=xm—xn+xp+
m-—yn+yp—zm+ zn — zp.
Qayda. Coxhadlini ¢oxhadliya vurmaq tctin, birinci goxhadlinin har bir
haddini ikinci goxhadlinin har bir haddine vurub, alinan hasillori toplamag,
oxsar hadlor varsa, onlari islah etmok lazimdir.
Masalan,
(a* +3ab — b*)(2a — b) = 2a® + 6a*b — 2ab* — a®b —
3ab? + b3 = 2a® + 5a*b — 5ab? + b?
Qeyd. Hasilin hadlarinin say1 (oxsar hadlori islah etmodan avval) vurulan vs
vuranin hadlorinin saylari hasilinae barabordir.
Moétarizeni agmaqg ve mitarizoys almaqg. Qarsisinda miisbat isarasi olan
motarizoni agmag uguin, motorizo daxilindoki hodlorin isarasini saxlamagla
hadlor métarizesiz yazilir. Masalon,
2xy? + (5x%y? — 4x3y? 4+ 3y*) = 2xy? + 5x%y? — 4x3y? + 3y*.

Qarsisinda monfi isarasi olan motoarizoni agmaq Uglin, moterizo
daxilindaki hodlarin isarasini oksina doyisib, hodlari métorizesiz yazirlar.
Masalon,

2
0,8a%b — <8ab —4a?b — §a3b + 2) =
2
0,8a%b — 8ab + 4a?b + §a3b -2=
= —4,8a%b — 8ab +2a%h — 2.

Verilmis ifadoni garsisinda monfi isarasi olan méterizoys almaq Ugciin
homin ifadonin bitln hodlorini oks isaro ilo métorizo daxilinde yazmaq
lazimdir. Masalon,

xty —x3y? +x%yd —xyt+ 1=
—(—x*y + x3y? —x?y3 + xy* — 1).
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§ 43. MUXTOSOR VURMA DUSTURLARI

Bozi hallarda ¢oxhadlilori vurarken naticani birdon yazmag mimkin
olur. Bunu, mixtasar vurma diisturlar: deyilon asagidaki diisturlarin kémayi
ilo yerino yetirirlor.

1. iki adad cominin kvadrati barabardir: birinci adodin kvadrati, plyus
birinci adadla ikinci adad hasilinin iki misli, plyus ikinci adadin kvadrati:
(a +b)? = a? + 2ab + b>.
2.1ki adad farqinin kvadrat1 baraboardir: birinci adadin kvadrati, minus
birinci adadls ikinci adad hasilinin iki misli, plyus ikinci adadin kvadrati:
(a —b)? = a?® — 2ab + b>.

3. Iki adadin forgi ilo cominin hasili onlarin kvadratlar1 forgins

barabardir:
(a—b)(a+b) =a?*—b?,
yaxud,
a’ —b?> = (a—b)(a+b).

4. ki adad cominin kubu barabardir: birinci adadin kubu, plyus birinci
adadin kvadrat ilo ikinci adad hasilinin t¢ misli, plyus birinci adadla
ikinci adadin kvadrati hasilinin ii¢ misli, plyus ikinci adadin kubu:

(a+b)® =a®+3a%b + 3ab? + b3.
5. Tki adad farginin kubu barabardir: birinci adadin kubu, minus birinci
adadin kvadrat ilo ikinci adad hasilinin t¢ misli, plyus birinci adadle
ikinci adadin kvadrati hasilinin ii¢ misli, minus ikinci adadin kubu:

(a —b)2® = a®—3a?b + 3ab? — b3.
6. iki adad comi ila onlarin farginin natamam?® kvadratimn hasili, bu
adadlarin kublar1 comins barabardir:

(a + b)(a? —ab + b?) = a® + b3, yaxud

a®+ b3 = (a+ b)(a® — ab + +b?);
7. iki adad forgi ilo onlarin cominin natamam kvadratimn hasili, bu
adadlarin kublar: fargine barabardir:

(a—b)(a?+ab +b?) =a®— b3, yaxud
a3 —b® = (a— b)(a® + ab + b?);

842 — ab + b? va a? + ab + b? ifadalari uygun olaraq a + b va a — b-nin natamam kvadratlar: adlanir
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Yuxaridaki disturlarin dogrulugu ¢oxhadlilorin vurulmasi qaydasi ilo
yoxlanilir. Misal iigiin iigiincii vo dordiincu dusturu yoxlayaq:
a) (a—b)(a+b) =a%+ab—ab+b? =a? - b?
b) (a + b)® = (a+ b)*(a + b) = (a® + 2ab + b?)(a + b) =
a3+ a’b + 2ab + 2ab? + ab? + b3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3.
Qeyd. Miixtssar vurma diisturlarindaki a va b, istonilon adad vo ya cabri
ifads ola bilor.
Misallar. Asagidaki omollori yerina yetirin.
1) (2a + 5b)? = 4a%? + 2+ 2a - 5b + 25b? = 4a? + 20ab + 25b%;
2) (0,5a — 2b)? = 0,25a% — 2-0,5a - 2b + 4b? = 0,25a? — 2ab + 4b?;
3) (5a — 3b)(5a + 3b) = (5a)? — (9b)? = 25a® — 9b?;
4)(5-2v3) =52 —2-5-2v3 + (2v3)" =25 — 2073 + 12 = 37 — 203,
5) (3-VZ)(3+v2) =32 - (V2) ' =9-2=7,

6)(2a+2 b) =203+ 2a?h + = ab? + —b¥

7) (2a® —3b%)3 = 8a° — 36a6b2 + 54a3b* — 27bh°;
8) 6445 + 27b° = (4a2)? + (3b)® = (4a? + 3b)(16a* — 12a2b + 9b?);

9):a® - 1255° = (%a)3 — (5b%)* = (2a—5b2) (2a® + 2ab? + 25b*).

Misal holli zamani miimkiinsa, araliq hesablamalar1 etmodoan naticoni
bir basa yazmaga vordis etmak lazimdir.

Yuxaridaki diisturlardan bozilorini hondasi olaraq gosterok. Bu
mogsadlo uzunluqglart uygun olaraq a vo b olan iki pargadan 4-cii sokildo
gOstarildiyi kimi diizbucaqlilar vo Kkvadratlar qurag. Buradan, torsfinin
uzunlugu a + b olan kvadratin sahasinin, toraflori a vo b olan iki kvadratin
saholari ilo, uzunlugu vo eni uygun olaraq a vo b olan iki diizbucaqlinin
saholari comina barabar oldugu goriiniir.
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a a? v ab a

(a—b)?

—a—-b—

Sakil 6

5 va 6-c1 sakillardo uyqun olarag, iki adod forginin kvadrati Vo iki adadin
kvadrat1 forqi diisturlarinin handosi izah1 verilmisdir.

§ 44. MUXTOSOR VURMA DUSTURLARININ TOTBIQI

Muixtasar vurma diisturlar1 hesablamalar1 sadslosdirdiyindon, muxtalif
riyazi hesablamalarda tez-tez istifado olunur vs biz do irslido yeri goldikca
istifada edacoyik. indi isa, onlardan bazilarini misallarla izah edok.

1. iIstanilon coxhadlinin kvadratinin hesablanmasi. Miixtesor vurma
disturlarinin  komayi ilo istonilon ¢oxhadlinin kvadrati hesablana bilar.
Moasalan,
a) (a+b+)=[a+b)+c)>*=(a+b)* +2(a+b)c+* =
(a+b+c)? =a?+b%+c?+2ab+ 2bc+ 2ac;
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D) (@a+b+c+d)?=[(a+b)+(c+d)]?=(a+b)?+2(a+b)(c+d)+ (c+d)?=>
(a+b+c+d)?=a?+b%+c?+d?+2ab+ 2ac+ +2ad + 2bc + 2bd + 2cd.

Umumi sokilds isa,

(a; +a,+az+-+ay)?=al+a%+ai+-+a2+

+2a.a, + 2aqa3 + - + 2a4a, + 20503 + -+ 2a,_1a,
diisturunun  dogrulugu géstarilo bilar.
2. Sifahi va cald hesablama. Hesablanacaq ifadedon asili olarag, cald va
sifahi hesablamalarda miixtosor vurma diisturlar1 miixtalif sokillords istifads
edilo bilir.
Misallar.
1. 39 - 41 hasilini tapm.
039 =40—-1, 41 = 40 + 1 oldugundan,

39:41=(40—-1)(40+ 1) =40 — 1= 1600 — 1 = 1599. @
2.61% = (60 + 1)2 = 3600 + 120 + 1 = 3721.

3.87% = (90 — 3)2 = 8100 — 540 + 9 = 7569.

Vahids yaxin onluq kasrlorin kvadratini vo kubunu hesablamagq tgtin do
mixtosor vurma diisturlarindan istifade etmok olar. Bels ki, a istonilon Kigik
onlug kasr oldugda, onun kvadrati vo kubu daha kicik olur. Ona gora ds tagribi
hesablamada a? vo a3-nu atmaq olar. Buna goro do, asagidaki toqribi
borabarliklar yazila bilar:
1+a)?~1+2a;(1+a)®~1+3a.

Misallar.

1.1,0012 = (1 +0,001)% ~ 1+ 20,001 = 1,002;
2.1,0023 = (14 0,002)3 =~ 1 +3-0,002 = 3,006;
3.0972 =(1-0,03)2~1—-2-0,03 =0,94;
4.098% =(1-0,02)>~1-3-0,02 =0,94.

Bu omollors alisdiqdan sonra, kasr hissasi Kicik olan istanilon onlug
kosrin kvadrati vo kubu da togribi hesablana bilor. Masalon, tam hissasi a, kasr
hissasi +a olan onluq koasrin kvadrati tigiin

(axa)’=a’+2'a-«a
togribi baraborliyi yazila bilar.
Misallar.
1.3,0022 = (3+0,002)2 9+ 2-3-0,002 =9,012.
2.9,972 = (10 — 0,03)? ~ 100 — 2-10- 0,03 = 99,4.
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§ 45. KOKUN 9SAS XASSOSI

Kokiin, yani kokalmanin (§ 29-a bax) asagidaki osas xassasi var:
Teorem (kokiin asas xassasi). KOkin va kokalt ifadanin Ustl eyni bir
natural adada vuruldugda va ya bolundikda kokun hesabi giymati dayismaz:
Na = "Vamve ya "Vam = "Va. (1)

o Dogrudan da, dogru olan

1 n 1
Ra="Val =am vo "Va® = amm = am
borabarliklarinin son toraflorinin borabarliyindon, (1)-doki har iki barabarliyin
dogrulugu oldo edilir. m
Misallar.
V2 =327 = VT V5= V52 = W,
WVa? = *Va* = "Vab ="Va®  vos.

Kokiin va kokaltr ifadenin Gstiinin 9BOB-ni varsa, onda homin xassaya
osasan , kokun vo kokalti ifadonin Ustlind homin ododo bdlmak olar. Buna
Ustlorin ixtisart deyilir.

Misal. ¥/8a®b3 = /(2a?b)3 = v2a?b.

Kokiin osas xassasino goro Ustlori mixtolif olan kdklorin Ustlorini
barabarlosdirmok olar.

Misallar. 1. Asagidaki ododlori qiymatlorina gors diiziin.
V25, 8, 3280, Ve Va.

O 9K0B(3,2,12,4,3) = 12. 12 adadini har bir kokiin Gsttina bolmakla
tamamlayict vurugu tapib, kokiin vo kokalt1 ifadonin tstlind hamin adada
vursag, agagidakilari alariq:

V25 = 'V/25% = '3/390625 , V8 = '3/8° = '4/262144, '3/280 = '¥/280,
V6 = "Ve3 = {216, V4 = 'V/4* = 'V/256.
Buradan da /25 > v8 > '3/280 > 4> 16. @
2.a) Y3 —V4 b)3/3 =2 adadlerinin isaralorini miisyyanlosdirin.
Oa)¥3-—V4="43%-"43 =381 - {64 >0
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('3/81 > '3/64 oldugu iigiin);
b) 43 —VZ = {37 — YT = 45— 4B > 0
(Y9 > ¥/8 oldugu iiciin). @

§ 46. COBRI IFADOLORDON KOKALMA

a) Cobri comdon kok almaq ciin®, agor miimkiinsa, ovvelco kok
altindaki omallori yerina yetirmali, yaxud eyni ¢evirmolorin kdmayi ilo onlari
ikinci daracali amoallarlo avaz etmoali, sonra da kok almali.

Misallar.
HV8+5-9=V4=2
2) Va3 +3a?b +3ab2 + b3 =3/(a+b)3 =a+b.

Unutmamali ki, cabri Comin kékii ayri-ayri toplananiarin koklorinin

comina barabar deyil, yani
VIe£9 #V16+V9;Vath = Vat Vb.
Dogrudan da, V16 +9=v25=5+V164+V9=4+3=7 5=7.
Vi6-9=v7, V16-V9=4-3=1  JV7=1

b) Hasilin kokii ayri-ayri vuruglarin koklori hasilina baraboardir:
Vabc = (abc)% = a%b%c% =%a-Vb-%c voya Ya- Vb3 = Vabc.
Misal.
V450 =V2-9-25=v2-32-52 =v2-V32-V/52 =2-3-5 = 15V2.

c) Kasrin koku surat va maxracin koklari nisbatine barabardir:

1 1
- - n n
njla a\n an va va njla
f(z) =T =ag WYa Tz =y
pn

. 1875 625 5555 252 25 25
Misal. = = = =
5292 1764 2:2:3:3:7-7 223272 2.3.7 42
d) Quvvatdan kdk almaq tciin qlvvatin Gstiind kokin Gstina bélmak lazimdir:

n m
am™ =an,

9[Jmumiyya'[la cobri comdan kék almaq olmaz. Lakin bozi hallarda kokalti ifadoni gevirdikdon sonra kok
almag mumkin olur.
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6 1
Misal. '4/236 = 231z = 232 = v/23.
e) Kokdan kok almaq Gglin koklarin Gstlarini bir-birina vurmaq lazimdir:

"y = e

Misal. V352 = *¥/52 = %&/5Z = 45,

§ 47. KOKLOR UZORINDO SADO CEVIRMOLOR

Koklor Uzarinds gevirmalor dedikds asagidakilar nazardos tutulur.
1) Vurugu radikal isarasi altindan ¢cixarmaq. Bunun tigiin tam kékii alina
bilon vuruglarin kokiinii alib, kokiin garsisinda yazmagq lazimdur.
Misallar.

1.3/9x*y87% = 2\ [Bx?y3 )2 - z = 2 3x2y3 2z = x2y*2Vz;

m3|n3 n3 m3|n3-n3m m3|n3(1-m) m ns3 3
2 Iy _ 1 == =——3Vyl—-m=v1—m.
n\m3 m?2 n m3 n m3 n m\/ v

2) Vurugu radikal isarasi altina salmaq. Bunun iigiin vurugu radikalin
Ustlina barabar quvvata yuksaldib, radikal isarasi altinda yazmagq lazimdr.
Misallar.

1. m2n¥mn? = ]i/(mzn)" .mn2 = \m2Fnkmn? = Ym2k+Ink+z,

3 1 3 1 3 a3b3c3+1
2. abc\/l + m = \/a3b3c3 (1 + a3b3c3) = \/a3b3c3 ' W:
Vadbh3c3 + 1.
Koklor Gizorinds lazim olan sado ¢evirmalari yerino yetirdikdan sonra
alinan ifadays kokiin sada sakli deyilir.
Misal.

a? —6ab +9b2

v22a2(2b —a) = 2aVv2b —a.

2a — 6b 2a*b — a® B 22(a —3b)? a*(2b —a) B
a a? (a—3b)?
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Oxsar koklar. Tarif. Eyni olan vo ya yalniz omsallari ilo forglonan koklara
oxsar koklar deyilir.

4 ) .
Moasalon, Vax?; gbCS\/axz; Vax? oxsar koklordir.

Umumiyyatls, koklorin oxsarhigimni miisyyan etmok Gictin, avvalca onlar
Uzorinds lazim olan gevirmslari aparmaq lazimdir.

Misal. \/7 , Vs 1/ 4x5y5 koklorinin oxsarligini gostorin.
01) 3\/7 3[4aGy? _ 1 i/i

C?
3[x2y? _ 3 x2y22? [AvZ o2
2) 54 \/2-33-22 ~ 6 A 4x?y?,
3) V4x5y5 = 3/ (xy)3 - 4x2y? = xy/4x2y2.

Demoli, verilon koklor oxsardir. @

§ 48. KOSRIN SUROT VO YA MOXROCININ
IRRASIONALLIQDAN QURTARMAQ

Kasrin moxracini (suratini) irrasionalligdan qurtarmag, hamin Kasri
ona barabar va moxracinds (suratinds) kdk olmayan yeni kasrlo avoz etmoak
demakdir.

Tutaq Ki,s vo k irrasional ifadslordir. s - k hasili rasional cobri ifads
olarsa, onlara garsiligl gosma vuruglar deyilir,

Misallar. Biri verilon garsiliql qogsma vuruglardan digorini tapin.

1) s = ¥/x olarsa, k = Vx™~1 olur. Ciinki, s - k = x-dir. Xiisusi halda n = 2
olarsa, vx-in qosmas1 v/x olur.

2) s =+/a + Vb olarsa, k = va F /b olur.

3) s = ¥a — Vb olarsa, k = Va™ 1 + Va™2b + Van3p2 4 --- + Vb1
olur.

Kasrin suratini (maxracini) irrasionalligdan qurtarmaq tigiin, onun surat
Vo moxracini suratin (moxracin) qogsmasina vurmaq lazimdir (n = 3 olduqda,
bozon qosma avazina tamamlayici da isladilir).

Asagidaki miimkiin hallar1 nazardan kegirak:
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a) Moxrac (surat) birhadli oldugda:

L m_mVn myn o m _ m k1 Akt
‘vn o vnvmn n .%_%.k/nk—l_ n ’
g Vi _ymin _ n_ N _ MnNek it n

"m omWn T mvn m Kk Kk

. 45 4532 4y5i3? 45 _ 455 _ 45 _ 20
Msal S =wm =" 3 VR B~ %s Be Be

Qeyd.. Bundan sonra xiisusi olaraq geyd olunmadiqda, ancaq maxracin
irrasionalligdan qurtarilmasini izah edocayik.
b) Maxrac cobri com olduqda.

m__ mEaE _ mEa—E)
1. Tk G oI = ok n>0, k>0, n=#k).
m  m@En+k)  m@En+Vk)
2. TV = T =k n>0, k>0 n+xk)
m _ mnFE)  mnFVk) 5
3 i = e~ ek 0 0V F k>0

4 m = m((n+Vk)—VD _ mEntVE=D
VI (VR ) (VAR —T) (Vi) - (VD)2
mEAHE—D _ mEmnE—VD) (n+k—1)-2v7k)

(n+k-D+2Vnk (n+k—1)2-ank ,(n, k, 1> 0).
5 —Mm m32Fnk+ VD) mn2¥nk+Vk?)
Ve G ATk VeE) ntk :

§ 49. KOKLOR UZORINDO OMOLLOR

Kaoklarin cabri comi. Umumi sokilda bir nego kokiin cobri comini bir koklo
avaz etmok miimkiin olmur. Lakin, toplananlar arasinda oxsar koklor olarsa,

onlar1 qruplagdirmaq va ortaq vurugu motarize xaricina gixarmaq olar.
Misallar.

1. Asagidaki ifadoni sadologdirmali.

(x? —2y%) /itz—x/(x+y)3(x—y)— Y [y =y

x=y

O (? = 2y) |72 =G+ P —y) — 5 x?yT - yi =
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1 2
(x? —23/2)36_},\/962 —y2 = (x+y)}/x* —y? —xy_y\/x2 —y?=
X2 — 2y2 y2
— 2 oy ——— 2 —_ =
VxZ -y ( =y G +y) x_y)
— [z —pXiwyioxity?oy?r P o
=.x%—=y o =y VX Y .O

2. Tonliyi holl etmali.

25 16 4

4254 |—+16+ |—+4 =33
x x x

OJ25(1+x)+\/16(1+x)+\/4-(1+x):33:>5 ’1+_x+4 f1+_x+2 flﬁ=33=>
X X X X X X
2
11/1i=33=> ”—":3:(/”—") =325 _95
X X X b

1+x=9x=>8x=1>=x=0,125.
Yoxlamagla tapilmis adadin tonliyi 6doadiyins inanmag olar. @
Koklarin vurulmasi. Ustlori eyni olan koklorin vurulmasi qaydasimi
bilirik:

Va- Vb - Ve = Vabc.

Ustlori miixtalif olan koklari vurmaq tigiin avvalca, koklarin Gstlarini
baraborlasdirmak, sonra da Ustlori barabar olan koklorin vurulmas: kimi
vurmaq lazimdir.

Misallar. Ifadolori sadoalogdirmoali.
1. (Bavx+1)(2ab¥Vx —2) = 6a%3/(x + 1)3Y(x — 2)2 =
6a23/(x + 1)3(x — 2)2.

2. "6x(5 +2v8) - v/3v2x — 243x = 4/6x(5 +2v6) - 4\/(3\/2_— 2V3x) =
= 4\/6x(5 +2v6)(3V2x — 2V3x) = 4\/6x(5 +2v6)(18x — 124/6x2 + 12x) =

= 4\/6x(5 +2V6)(30x — 12xV6) = 4\/6x(5 +2v6) - 6x(5 — 2V6) =
= /(6x)2(25 — 24) = 3/(6x)? = Veéx.

Koklarin bélinmasi. Ustlori eyni olan koklorin bolinmasi qaydasini bilirik:
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%_na

EEN
Ustlari mixtalif olan koklari bolmak Gctin avwalca, koklarin Ustlorini
barabarlasdirmak, sonra da Ustlari barabar olan kéklarin bélinmasi gaydas:
ilo bolmak lazimdir.
Misallar. ©mollari yerina yetirmali.

1. xyi/}:\/x_y.
O 0y 75 = 1457 Y = [ = Y. @
2. (x/2xy — xy\/x—y): (f/2x3y - \/x—y)

O Bitun koklarin Ustlorini barabarlosdirak:
(xy2Zxy = xy xy): (V2xy - Jay) =
= (x/2%x3y? —xy{aiy?): (Vaxy — Ya?y?) =
= (({/8x9y3 _ i/x9y9) : (6\/2x3y _ 6\/x3y3).
Sonuncu ifadods, g¢oxhadlilorin vo Ustlori barabor olan koklarin
bolinma qaydalarindan istifado etmoklo amaliyyati yerina yetirok:

Vexdyd = x%y?  _ Yf2xdy - xPy?
F8x%3 + 4x%y>  4xby2 + {/2x6y* + {/x6y6
i/4x9y5 _ i/x9y9
F4x%y5 + {2x9y7
i/2x9y7 _ i/x9y9
F3/2x%7 + Yx%°
0

Demali,
(xy/2xy — xy\/x_y): (6\/2x3y - xy) = V4x6y2 + {2x0y* + {/x0y® =
= xi/Z_y +x32y2 +xy = x(i/2—y+ V2y* + y). o

Koklarin quvveate yuksaldilmasi. Koki qlivvato yiksaltmok iiciin kokaln
ifadani glivvats yiksaldib, naticadan hamin daracadan kok almaq lazimdir.
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Dogrudan da ("Va)* = Va-"Va--"a="a-a-a="Va"

ndafo ndafa

Misallar.
6
2.1 96,1236 .__ 1 1236 . _1 10,2
L (202 g7=) = 20012 - gz = 64012b° - — = 64a10D2.
Misal holli zamani1 kokiin istiiniin vo qlvveatin ortaq bdloni varsa, ixtisar
etmok alverisli olur. Bu gayda ilo yuxaridaki misali asagidaki kimi da hall
etmok olar:

6
1 1
) = 200120 oy = 64at%he - g = 64a’ b

2

1
2a?b -
( Vab?

2 (\/15+@+\/15—@)

15429 +2,[(15+ V29) (15 - V29) + 15 ~ V29 =
304+ 2v225-29 =30+ 2v196 =30+ 2-14 = 58.

§ 50. MUROKKOB KOKALMA DUSTURU

Teorem. v A + /B soklindo kok tigiin
VAEVE = (AR [V ®

borabarliyi dogrudur.
o Isbat digiin baraborliyin hor iki torofini kvadrata yilksaldok:

2 A+VAZE—B |A—VAZ—B
</Aim/§> = > + > >

A+VAZ—B _|A2-A2+B A-VA’—B
2 + =
2 4 2
A+VB=A+VB.
Olds edilon dogru barabarlik, (1) borabarliyinin dogrulugunu géstarir. m

VA ++/B soklindoki kéke miirakkab kok, (1) diisturuna da miirakkab kékiin
dusturu deyilir. (1) dusturunun totbigi, A%> —B tam kvadrat oldugda
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olverislidir. Belo ki, A% — B tam kvadrat olduqda (1) diisturu, mirakkab koki
sado koklorls ifads edir.

Misallar. 1. a) /2 + v/3; b)v/4 —v/7 koklorini sads koklorls ifads edin.
O aA=2,B=3 Vvo A2—B=4-3=1 tam kvadrat oldugundan, (1)
disturuna goro

/2+\/§=j2+\/24—3+J2—\/24—3=EJrﬁ:

\/§+1=\/§(\/§+1)_

V2 2 '
b) A=4,B=7voA%?— B =16 —7 = 9 tam kvadrat oldugundan, yeno do
(1) dusturuna gora

’4_ﬁ=\]4+\/216—7_\]4—\/;6—7=

7 1 V7+1 N2(/7+1)
22T T 2
olur. @

2. Asagidaki barabarliyin dogrulugunu géstarin.

JZxZ —2{x* =16 = Jx2 + 4 —/x2 — 4
O A =2x%B =4x* — 64 vo A*> — B = 4x* — 4x* + 64 = 64 tam kvadrat
oldugundan

2x2% + Va4x* — 4x* + 64 2x2% —\4x* — 4x* + 64
2x%2 —2\/x* - 16 = -

2 2
2x2+8 2x% —8
=\/ > —\/ > =Jx2+4—+x2 -4

olur (Misalin soklindoan, onun x2 — 4 > 0, yani x < —2va x > 2 (gciin
dogru olacagi aydindir). @
3. Verilan ifadoni sadslosdirin.
2+v3 2—V3
V2+/2+V3  V2-V2-3
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O Hor iki kasrin moxracindoki /2 ++/3 va v/2 — V3 ifadalori tigiin A2 —
B = 4 — 3 =1 tam kvadrat oldugundan, (1) dusturunu tatbiq edok:

2443 N 2-v3 2++3 N
VZ+V2+VE VZ-V2-v3 ﬁ+\/ﬁ_1+JT_1
2++3 2 — \/_

[2+ 2—1 143 -3
V2 - V2 + 7 V2 + \/_
V2@ +V3) VI2-V3) ((2+\/_)(3—\/_)+(2—\/_)(3+\/§))=
24143 24+41-+3 3B+V3)3-+3)
Z6-2v3+3V3-3+6+2V3-33-3)=2-6=12. @

§ 51. ODODLORDON TOQRIBI KOKALMA

Odadlardan tagribi kvadrat vo kub kék almaq tsulunu izah etmak gin,
awvalco asagidaki iki teoremi verak.

Teorem 1.va ~ b iso, Va ~ (b + %) : 2 togribi borabarliyi dogrudur.
o (b + %) :2 ifadesini kvadrata yliksaldib, sorts asasan b? ~ a oldugunu

nozars alag:

2 2
a 2 a a
b+z b +2a+b—2 a+2a+a a b+3 -
2 4 4 ' 2

Teorem 2. ¥a ~ b iso, Va = (Zb + %) :3 togribi boraborliyi dogrudur.
Bu teorem do Teorem 1 kimi ishat olunur (Bunu oxuculara hoavalos

edirik).
Odadlardan togribi kvadrat kok va kub kdk almag tglin isbat etdiyimiz
1 a
Vax3(b+3) M
Va~3(20+53) @
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diisturlarindan istifade olunmasi alveriglidir.

Qeyd. b ododi olaraq, kvadrat kokalmada kvadrati, kub kékalmada iso kubu
a-ya yaxin olan adod alinir.

Misallar. Asagidaki kvadrat vo kub koklori tagribi olaraq hesablayin.

a)V132; b) V1702;  ¢)3/15,6.
O a) V132 ~ 11 gobul edok (Cuinki, 112 = 121 ododi, 122 = 144
adadina gbra 132-ys daha yaxindir). Onda (1) diisturuna géro
1 132 1
V132 = 5(11 + F) = 5(11 +12) = 11,5.
Daha dogiq kok almag tolob olunursa, v132 =~ 11,5 gobul edib,
yuxaridaki ameliyyati tokrar etmok lazimdir:
1 132 1
V132 = E( , 11’5) ~ 5(11,5 + 11,48) = 11,49;

b) V1702 = 41 oldugunu diggats alib, yens (1) disturunu tatbiq edok:

1 1702 851
V1702 = §<41 + T) = 20,5+ H ~ 20,5+ 20,76 = 41,26;
¢) 3/15,6 ~ 2 gebul edib (ciinki, 23 = 8; 33 = 27-dir), (2) disturunu totbiq

edok:

3156 ~ —(4 + 15—6) =22~ 263 @

Analitik mihakima yolu ilo 3-don biylk doarocalordon do togribi
kokalma diisturlar: ¢ixarila bilor. Masalon,

Va~ 5(4b+ =); (b~ ¥Va)

Umumiyystls iso,
Vax (- Db+5s), (b~ Va) (4)
togribi diisturu dogrudur.
Indi, togribi kok almaq tgiin
va?+b=a+ % (5)

disturunu totbiq edok (qeyd etmok lazimdir ki,
b\* b?
—_— = 2 _— 2
(a+2a) a+b+4a2>a +b

oldugundan, bu diisturla alinan natica homiga doqiq qiymatdon boytik olur).
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Misal. V39 =36 + 3 ~ 6 + % = 6,25.
(6,25)% = 39,0625 > 39.

CALISMALAR

Cobri ifadalorin odadi giymatlorini hesablayin.

3aZb+>-b 2

2P, = _2. p = —2 oldugda.
2a-a:b 3
x%2-y?-2xy

————; x=-5;y=-7o0l :
G2y X 5y 7 olduqda

Motarizalori agin va sadalosdirin.
3.4m?b — (mb? — (=5m?b — (2m?b — 1) — (1 - 3mb?))) — (~m?b).
4.A—(B-2A-(A-B))—(A+B), A=a?*—-3ab+b*vo B =a’+
+6ab — b? olduqda.
5. (2x3 — 0,02x + 0,4x°)(0,5x® — 0,1x2 + 0,03x%).
6.(y-3(y-20-1)) (v-3--2-0-1))
7. (24a%b° — 40a°b* — 56a°h%): (—22a*b?).
8. ((3m3n — 6m3n?):3mn + (3mn — 1) -mz):%mz.
9. a)a® —4ab+?; b)m?+ab+?; c)m?+-mn+? ifadolorini tam
kvadrata tamamlayin.
10. n tam adad oldugda, (2n + 1)% — 1 ifadssinin 8-5 galigsiz béliindiiyiinii
isbat edin.
11. n3 — n ifadesinin 6-ya qaligsiz boliindiiyiinii isbat edin. Bundan istifado
edorok,

n3 —5n, n®+ 11n, n3 —19n,n® — 25n
ifadalorinin 6-ya qaligsiz boliindiyiinii isbat edin.
12. Kasr hissasi % olan garisiq oadodin kvadrati yeni bir qarisiq kasrdir. Yeni
alinan qarigiq adadin tam hissasi avvalki tam ilo bundan bir vahid boyiik
odadin hasiling, kasr hissasi ise %—9 barabardir. Bunu ishat edin.

13. (11 %)2 , (7 %)2 , (15 %)2 , (13 %)2 , (149 %)2 givvatlorini hesablayin.
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14. a-ni kigik qiymatinds asagidaki togribi barabarliklorin dogrulugunu
gostarin.

~1+ a.

1 1
1+a a'l—a

15. Toqribi hesablayn.

1 _ 1 _ 1
1,004’ 1,0003" 1,00005
16. Kokiin asas xassasindon istifads edorok, sadolosdirin.

18 64a?b® | Sy 2(n—-1) j(n—1)2. 6/ 40, _ )8
a) T225512y18 b) x/n a b ; O+ x*(a —x)8.
17. Eyniliyi isbat edin.
=1 [(Zgyzmit = 2N (Zy@mI Dk (burada a > 0 vo m,n, k natural

odadlordir).
18. Koklorin Ustlorini barabarlogdirin.

2k [a?b 2k+1 3
Q) V2mn, Y3m2n™ vo '¥m3n?; b) ’;—dva /—%.

19. Koklori sado soklo salin.

a)S/—1%x7y, b) a 16ZC5.

20. Koklorin oxsarligini isbat edin.

a) aZnHip3ntl 4 bmt b) m+in (m+")2 (m+n)2
qn-1’ m-n '

21. Omollari yerina yetirin.
5 3 26

Vo it w )\/_\/_ ViT-2’

a+1 1 a V3-a
C)(T—l_a \/__\/_+1). a+1 , (a>1);

d (G~ Vab )(“*f ) @>b>0.

22. Omollori yerins yetirin.

a) 3 x+1 _ 3 x—1 _ 3 1 .
x2-2x+1 xX2+2x+1 x*-2x2+1"
b) <\/7a3b 2avab +a \/7> <a 7ab — a®b )

C) ("{/x3m+5 + an4m+4 + m\/x5m+3): "{/xm+2;
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d) (3{/\/% + \/ﬁ)z; V45 + 2V15;
Va—x <a+W B W) : (v— _ W)

e) Ya-%x - Va+iax

23. Asagidaki hasilin a vo b-don asili olmadigini gostorin:

ab

((W—W)(Wﬁ/ﬁ) B \/_)  2v28

10.

11.

12.
13.

14.
15.

Va—vb ~%/10(a+b)’

TESTLOR

x2 —7x+ 2 =0olarsa, x? + iz ifadasinin giymatini tapin.
X
A)45 B)4 C) —45 D)9  E)49

Vuruqlara ayirin. x* + 64y*
A) (x —8y)?(x +8y)> B)(x? —4xy +8y?)? C)(x%+ 8y?)?
D) (x? — 4xy + 8y?)(x? + 4xy + 8y?) E) (x? —8y?)(x? + 8y?)

9(5a + b)? + 12(5a + b) + 7 ifadasinin on kigik giymotini tapim.
A7 B) 2 C)3 D)5 E)4

Asagidakilardan hanst x* — 11x? + 10 ifadosinin vuruqlarindan biri
deyil?
A)x?—-10 B)x+1 C)x—1 D) x — V10 E)x —11

21 (—x?)7 - (—y3)? g birhadlisinin amsali ilo qivvatinin hasilini
tapin.

A)21 B)-147 C)7 D)147  E)—140

a? + b? = 104;ab = 50 0larsa |a — b| =?

A2 B)3 C)4 D)5 E)6

. . .. 6 5 3

Ifadoni sadoalogdirin. 7l + —1

A)33+v2-5 B)3/3+V2 C)5 D)3vV3 -5 E) 4
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_ x24xy+0.25y2
16. 2x + y = 6 olduqgda, —rosy

17.A) 0.5 B)O03 C)5 D) 4 E)3
18. Uygunlugu miiayyon edin:

ifadasinin glivvatini tapin.

19.1.m = %xsyzz6 2.m=30x"y3z> 3.m = 25xy°z + x?y3

20. A) doracasi 15-dir  B) dorocasi 16-dir

21. C) doracasi amsalindan 2 dofo kigikdir D) birhodli deyil E)
coxhadlidir

22. Uygunlugu miioyyon edin.

23. 1.a®?+b% =50, ab=7

3. a?+b?2=25 ab=45

4, a’?+b*=40, a+b=10

2. Aa—b=4 B)ab=30 C)a+b=8 D)a—b=4 E)a-—
b=0

VI FOSIL
KOMPLEKS 9DODLOR
§ 52. KOMPLEKS 9DOD ANLAYISI

Biz indiys kimi odad anlayisinin bir ne¢a dafa genislondirilmasina rast
golmisik. Hor dafa bu geniglondirma avvalca halli miimkiin olmayan miayyan
mosalalorin hall edilmasine getirib ¢ixarirdi. Massalon, hesabda, kosrlori daxil
etmoklo bdlon sifirdan fargli oldugda istonilon iki tam adadin bolinmasinin
mimkinliyd, cabrds monfi adadlori daxil etmoakls istonilon iki odadin forgini

tapmagin miimkiinliiyii va S.
Cobri tonliklarin halli ilo masgul olarkan elo tonliklars rast golirik ki,
onlarin hogigi adedlor ¢oxlugunda halli olmur. Masalon, x? = —1 sado

tonliyinin haqigi koku yoxdur, ¢iinki, hagiqgi adodlor arasinda kvadratt —1-o

borabar olan adod yoxdur.
Demoli, ya bels tonliklorin hallinin olmamasi ilo razilagsmali, ya da
hagiqi adad anlayisini elo geniglondirmaliyik ki, onun kdmayi ilo yuxaridaki
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nov tonliklor hall oluna bilsin. Bu magsadlo yeni i isarasi qodul edilir voi 2 =
—1 kimi tayin olunur. i-ys xayali vahid deyilir. Bu zaman yuxaridaki tonliyin
koklori x, , = =i olacaqdir.

Tarif. a + bi soklinds olan ifadays kompleks®® odod deyilir.

Burada, a, b haqiqi adadlar, i isa xayali vahiddir.

a, kompleks adadin haqiqi hissasi olub, a = Re (a + bi)'! ilo, b iso
kompleks adadin xayali hissasi olub b = Im (a + bi) kimi isars olunur. a +
bi ifadasino kompleks odadin cabri sakli deyilir. a vo b-ys uygun olaraq
kompleks adadin birinci va ikinci tagkil edicilari do deyilir.

a = b = 0 olduqda, kompleks adad sifra barabar hesab olunur. Elaca
doa + bi = Oolarsa,a =b = 0olur.

Bu toklifden ¢ixir ki, iki kompleks adad yalniz vo yalniz o zaman
borabor hesab edilir ki, onlarin haqiqi va Xayali hissalori uygun olaraq
barabar olsun, yani

a+ bi=c+ di

boraborliyi yalniz vo yalmz a = ¢, b = d oldugda dogrudur.

Dogurdan da, a + bi = ¢ + diolarsa, a — c + (b — d)i = 0, buradan
a—c=0, b—d=0,ysnia=c, b=dalnr.

b = 0 oldugda alinan a + 0 - i kompleks odadinin hagiqi a adadi ilo
Ust-Usto disdityti gobul olunr. Demali, hagiqi adadlor kompleks adadlorin
xuisusi halidir. @ = 0 oldugda isa 0 + bi = bi odadini aliriq ki, buna sirfxayali
Vo yaxud sadaca xayali adad deyilir.

Tarif. a — bi adadina z = a + bi kompleks adadinin gosmast deyilir vo
Z = a — bi kimi isars olunur:
a—bi=a+1b.

10 “Kompleks” sozii ilk dofo 1831-ci i1ds boyiik alman riyaziyyateist Karl Fridrix Q a u s s (1777-1855)

torofindon riyaziyyata daxil edilmis vo “heyot” monasini dastyir.

11, T o T s Uy g 7)o " P o
Reelle” va “Imaginair” fransiz sozlari olub, uygun olaraq “haqiqi” va “xayali” demakdir. i “imaginair’

sozuinln bag harfidir.
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z Vo 7 adadlori garsiliglt gosma kompleks adadlor adlanir. Tarifdon aydindir
ki, hogigi adadin qogmasi 6ziino (a = a), xayali adadin qogmasi isa onun
(—1) ilo hasilino (b1 = —ib) borabordir.

§ 53. KOMPLEKS 9DODLOR UZORINDO HESAB OMOLLORI

Ixtiyariz;, = a; + byi Vo z, = a, + b,i kompleks odadlori verilmis
olsun.
Toplama. z; = aq + byi Vo z, = a, + b,i kompleks adadlarinin cami

z =2z+2z, =(a; +a,)+ (by + by)i
soklinda toyin olunan z kompleks adadins deyilir.
Qayda. iki kompleks adodi toplamaq iigiin onlarm haqiqi vo xayali hissalorini
uygun olaraq toplamaq lazimdir. Masalan,
14+20+B8+)=10+8)+2+1)=9+3i,
B+5)+MA-3)=B+4)+(B-3)=7+2i.

Aydindir ki, har bir kompleks adads, haqigi va xayali adadin comi kimi

do baxmagq olar:
a+bi = (a+0-i)+ (0+bi) = (a)+ (bi).

Cixma. z; Vo z, kimi iki kompleks adadin forgi z; = z, + z minasibatini
0doyon z = a + bi  kompleks adadins deyilir va z; — z, = z kimi yazilir.

Bu torifo goro

z =12z, — 27, = (a; + byi) — (az + byi) = (a; — az) + (by — by)i
olacagi aydindir
Qayda. Iki kompleks ododi ¢ixmagq {i¢iin uygun olaraq onlarm hogigi va
xayali hissalarini ¢ixmaq lazimdir. Masalon,
1+3D)-T7+D)=0-7)+@B-1i=-6+2i
B8+5)—(4—-30))=B8-4)+GB-(-3)i=4+8i.
Yuxarida deyilonlars osason ixtiyari z = a + bi kompleks odadi Ggun
z+z=a+bi+a—-bi=2aq,
z—z=a+ bi— (a—bi) =2bi.
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Demoli, garsiligl gosma iki kompleks adadin comi haqiqi adad, forqi
isa xayali adaddir.
Vurma. z; = aq + byi Vo z, = a, + b,i kompleks adadlarinin
hasili
z =122, = (a;a, — b1b,) + (a;b, + a,by)i

soklinda toyin olunan kompleks odods deyilir. Bu torifdon ¢ixir ki, iki
kompleks adodi vurmagq iigiin, onlari ikihadlilorin vurulmasi kimi vurub i? =
-1 oldugunu nazars almaq lazimdir.
Misal.

B+20)(5-i)=3-5-3-i+10i —2i* =17 + 7i.

(a + bi)(a — bi) = a? + b?> + i(ab — ba) = a? + b>.

Demoli, garsiliqgh qosma kompleks adadlarin hasili haqigi adad olub,
haqiqgi va xayali hissalarinin kvadratlarinin comina barabardir.
Bdlma. z, # 0 oldugda, z, - z = z; borabarliyini 6doysn z ododine z; =
a; + bii Vo z, = a, + b,i kompleks adadlaorinin nisbati deyilir z = Zz—lz kimi

yazilir
Gostarak ki, z, # 0 olarsa, z adadi birgiymatli olaraq tayin olunur. z =
a + bi olsun. Tarifo asason
(az + bzl)(a + bl) =, + bll

Vo ya
a,a —b,b = a4,
{bza +a,b = by,
buradan da
_ a1a; + bib, __bya; —ab,
- ai+b: 77 ai+b?

alinir ki, bu da z-in birgiymatli toyin olundugunu gostorir.
Bolmonin naticasini belo do yazmag olar:

ai+bii _ aqay+bib; | bia,—aqb; .

a,+b,i aZ+b2 aZ+b2
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Misal.
3+2i _3-2 2+3 1 5
1—1 1+1 " 1+1° 272"

Verdiyimiz qaydalardan alinir ki, hagiqi ododlor (izorinds aparilan
hesab amollarinin asas xassalori kompleks odadlor tgiin do dogrudur, yani

1) zy+2z,=2,+7, 2) (24 +2z3) + 23 =21+ (2, + 23),
Nz1"2,=2"71, 4) (21" 73) " 73 = 21(2 " 23),
5)(z1+23) 23 =21 " 23+ 7y " Z3.
Natica. i2 = -1 oldugu nazora alinmagqla, kompleks adadlar Uizarinda hesab
amallari hagiqi adadlar Uzorinda oldugu kimi aparilur.
Verdiyimiz toriflords z; Vo z,-ni uygun olaraq z; Vo z, ilo avoz etsok,
asagidaki ifadolori alariq:

1. 7z + 7, = (a; — byi) + (a, — byi) =
(ay +az) = (by + by)i= 7z, + 25

2. 73 =73 = (a; — byi) — (a; — byi) =
(ay —az) = (by — by)i=7 — 73

3. 717 = (ay —bi)(a; — byi) =

(aya; — biby) — (a1by + azby)i =7, 2 ;

4 Z _ alibli _ a1a2+b1b2 blaz—albz . (Z) .
"7z ay-byi aZ+b? aZ+b2 72/’

5. Quvvatin qosmasi qosmanin giivvatine barabardir:

") = (@)™
Riyazi induksiya Usulu ilo 5-ci xasss asanligla isbat olunur.
Quvvata yiksaltma. Kompleks ododlorin natural quvvatlorindan
danismazdan avval xayali vahidin giivvatlarini nozardon kegirak:

i=1i i*=i*ti=] i°=i8i=1i,

i?=-1, i®=i*i?=-1, i10=i%-i% = —1,
=i%i=— i7=i*i3 = it =183 =,
i*=i*-i*=1, i®=i*i*=1, i?=i%-i*=1
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Buradan gorundr ki, i-nin natural quvvatlori ancaq i, —1,—i vo 1 ola
bilar, bunlar da har dord addimdan bir tokrarlanir. Odur ki, istanilon natural
ododin 4k+n(k=0,1,2,3,...; n=1,2,3,4) kimi g0storilmasindon
istifado edorak, xayali vahidin natural giivvatlorini simvolik olaraq asagidaki
sokildo yaza bilorik (i** = 1 oldugundan):

( i, n=1 olarsa,

ak+n _ 4 -1, n=2 olarsa,
—i, n=3 olarsa,
1, n=4 olarsa.

Bu munasibatdon istifado edorok, z = a + bi kompleks odadini
istonilon natural quvvato yiiksaltmok Gglin onu adi ikihadlinin qlivvats
yuksaldilmasi kimi guvvats yiiksaldib, xayali vahidin guvvatlarinin ifadasini
nozars almaq lazimdir.

Masalan,

(a + bi)® = a® + 3a®bi + 3ab?i? + b3i3 =
(a® — 3ab?) + (3a?b — b?)i

§ 54. MUSTOVI UZORINDO KOORDINAT SISTEMI.
IKi NOQTO ARASINDAKI MOSAFO

Mistovi Uzorinds bir-birina perpendikulyar olmagla, O ndqtasinds
kasisan va 6lcl vahidlari do uygun olaraq OE;va OE, olan (|OE;| = |OE,| =
1) iki odad oxu gotirok. Bu oxlardan birini Ufgi voziyyatdo gétiiriib, absislar
Vo yaxud X oxu, o birini iss saquli vaziyyatds go6turiib, ordinatlar va ya y oxu
olaraq adlandirag. Bu iki ox mistavi Uzarinda diizbucagli koordinat sistemi
amalo gatirir. O ndgtasine koordinat baslangict, absislar va ordinatlar oxlarma
koordinat oxlari, onlarm yerlosdiyi miistaviys iso koordinat mustavisi deyilir.
Aydindir ki, koordinat oxlar1 koordinat miistavisini dord hissays ayirir. Bu
hissalara riiblar va ya koordinat bucaglar: deyilir. Onlari, yuxari sag bucaqdan
baslamaq sorti ilo saat aqrobi horokotinin oksi istiqamatda I, II, I, 1V
rogamlari ils isars edirlor (sokil 7).

x oxunun koordinat baslangicindan sag torafa istigamatini musbat, sol
torafa istigamatini iso monfi, y oxunun koordinat baglangicindan yuxariya
istigamatini mishat, asagiya istiqgamatini monfi gobul edak.
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Mdstovi Uzorindo goOturulmis istonilon A noqtesinin  voziyyatini
koordinat sistemindo miiayyan etmok olar. Bunun ugiin A nogtesindan
koordinat oxlarma AM va AN perpendikulyarlarini endiririk (sokil 8).

négtasine, A ndqtasinin x oxu lzarina proyeksiyast, N ndqgtasing iso y
OXu Uzarina proyeksiyast deyacayik.

OM = x vo ON = y odadlorino A ndqtasinin koordinatlar: deyilir (x
absis, y ordinat).

A noqgtesinin absisinin x vo ordinatinin y olmasi A(x,y) kimi yazilir.
Aydindir ki, O ndgtesinin koordinatlar1 (0, 0)-dir. x vo y-in isarasi ngqtonin
hans1 riibdo olmasindan asilidir (cadval 1).

Y YA

11 1

O @ ; "
1 v @] M =x

Sakil 7 Sokil 8

X OXu Uzerinda yerlogon istonilon m ndgtonin y oxu 0Uzarindo
proyeksiyasi va elaco do y oxu Uzarinds yerlagan istonilon ndgtenin x oxu
Uzarina proyeksiyast O nogtesi ilo Ust-Usto diisdiiyiindon, x oxu Uzarindaki
bltin nogtalorin ordinatlar va y oxu Uzarinda yerlason butin noqgtalarin
absislari sifirdur.

Cadval 1
| 1 1l v
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Yuxarida deyilonlordon aydindir ki, koordinat miistovisi Uzarinds
gotiiriilmiis hor bir ndgtays bir clit x vo y haqigi adadi uygun galir. Tarsin,
har bir x vo y hoqiqi ododlor cuttine do koordinat mustavisindo yerloson
muoayyan bir A ndgtesinin koordinati kimi baxmag olar. Bunun tiguin absis oxu
Uzarinds koordinati x olan, ordinat oxu Gzarinds iss koordinati y olan négtani
qurub, homin noqgtolordon oxlara ¢okilmis perpendikulyarlarin kosismo
ndqtasini tapmaq lazimdir. Bu yegana néqta A(x, y) olacaqdir.

9-cu sokilde A(1,4), B(0,4), €(3,-2), D(-2,0), E(—2,-3),

F (0, —2) nogtalori qurulmusdur.

Indi diizbucaqhi koordinat sistemindo koordinatlar1 ilo verilmis
M, (x1,y1) Vo My (x5,y,) Kimi ixtiyari iki nogto arasindaki moasafoni toyin
etmok Uglin dustur ¢ixaraq (sokil 10). Bunun l¢lin M, ndgtasindsn x oxuna
M, N,, M; nigtasindan x oxuna M; N; va M, N,-yo M, E perpendikulyarlarini
cokok. Noticods diizbucagli M;EM, ii¢bucagimi alariq. M;M, = d olsun.
Sokildon aydindir ki, ON; = x4, ON, = x5, N{\M; = y;, N,M, =y,,
MiE = NiNp, = x; —x1, EMy; =y, —y1.

[ \ X

Sokil 9 Sokil 10

Pifagor teoremina asason
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(M1 My)? = (MyE)? + (EM,)?
Vo ya
d? = (x3 —x1)* + (¥, — y1)?

alinir.
Axirinc1 barabarlikdon iki ndgte arasindaki moesafo tiglin

= —x)% + (v, — y1)?

diisturunu alariq (mosafa miisbat kamiyyat oldugundan kokiin hesabi qiymati
gotardalar).

Demaoli, mistavi Uzarinda iki ndqts arasindaki masafa hamin ndgtalarin
eyni adli koordinatlart forginin kvadratlart cominin kvadrat kokiina
barabordir.

Ogor nogtalordan biri, masalon M, koordinat baslangici ilo Ust-lste

diisorso, onda mosafa diisturu
d = /Xf +y}

Misal. M, (5,—7) va M,(2,—3) ndqtalori arasindaki masafani tapag:

soklino diisor.

d=+yJ(2-52+(-3+7)2=V9+16=5,
d = 5 uz. vahidi.

§ 55. KOMPLEKS ODODLORIN HONDOSI SOKLI.
KOMPLEKS ODODLORLO VEKTORLAR ARASINDA OLAQO

Muistavi izarinds diizbucaqli koordinat sistemi gotiirak vo koordinatlari
a Vo b olan M noqtasini z = a + bi kompleks adadinin handasi gostarilisi
oldugunu gobul edok. Aydindir ki, bu zaman miistavinin hor bir négtasine
muoayyan bir kompleks adad va tarsins, har bir kompleks adads mistavinin
muayyan bir ndqtasi garst qoyulmus olar. Xiisusi halda, biitiin hagiqi adodlor
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(b = 0) Ox oxu uzorinda yerlogon négtalorls, sirf xayali adadlor iso (a =
0) Oy oxu Uzarinda yerloson noqtalorlo gostarilirlor (sokil 11). Odur ki, Ox
oxuna haqigi, Oy oxuna iss xayali ox da deyilir vo uygun olaraq Re vo Im ilo
gOstorilir. Koordinatlar1 (0,1) olan ndgte xayali vahidi (i) hondasi olaraq
gostorir. M(a,b) vo M(a,—b) noqtolori uygun olaraq z vo z kompleks
ododlorini tosvir edir. Aydindir ki, M vo M néqtalori hogigi oxa nozeron
simmetrikdirlor.

Kompleks odadlori handasi gdstarmoak (ciin istifade olunan xOy
mustovisina kompleks mistavi deyilir.

z = a + bi kompleks odadini hondasi gdsteron M (a, b) noqtasine
baslangic1 koordinat baglangicinda olan OM vektorunun sonu kimi do baxmag
olar (sokil 12).

Y

YA

b -------- A[((l, b) M(a,b)
S

O @ x o
O A x
=f ”"""‘ij\l[(a,, —b)
Sakil 11 Sokil 12

Demoli, koordinat baslangicindan ¢ixan har bir vektora bir kompleks
adad Vo tarsina, har kompleks adads koordinat baslangindan ¢ixan bir vektor
uygun golir. Bundan istifado edorok kompleks odadlorin comini va fargini
hondasi olaraq tasvir etmok olar (bunu oxuculara havals edirik).

§ 56. KOMPLEKS 9DODLORIN TRIQONOMETRIK SOKLI

z = a + bi kompleks adadini hondasi olaraq gostaran noqts M(a, b)

olsun (sokil 12). OM masafasini r, OM vektorunun hagigi oxun misbat
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istigamoti ilo amoala gotirdiyi bucagi ¢ ilo isara edok (aydindir ki, ¢ bucag 0°
ilo 360° arasinda yerloson istonilon bucaq ola bilor). 7-0 kompleks adadin
mitlaq qiymati (modulu), ¢-ya iso arqumenti deyilir vo r = |z],¢ =
argz kimi yazilir. M nogtesindon Ox oxuna MA perpendikulyarinm endirok.
0OA = a, AM = b oldugunu nazars alsag, 0AM diizbucaqli tighucaginda

OM? = 0A% + AM? = 1% = a® + b?,
A =0Mcosp = a =rcosg,

AM = OMsing = b = rsing
oldugundan,

z=a+ bi=z=r(cosp + ising)
olur. Belalikls, z = a + bi kompleks adadi tgiin
z =r(cosg + ising)

gOstarilisini alirig. Bu miinasiboto kompleks adadin trigonometrik sakli,
deyilir. GOrlndlyu Kimi, cabri sokilds verilmis kompleks adadi triqgonometrik
sokildo gbstormoak tigiin yuxaridaki barabarliklordan olds edilon
r =@ TR,
tge :% > @ = arctan%
diisturlarindan istifado etmok lazimdir. Son diisturdan ¢ -ni bir giymatli tayin

etmak (glin a va b-nin igarasine asason M ndgtesinin hansi riibds yerlogdiyino
diggot edilmolidir:

a>0,b>0 olduqda, 0 < ¢ < m/2,

a<0,b>0 olduqda, /2 < ¢ <,

a <0,b <0 olduqda, m < ¢ < 3m/2,

a>0,b <0 olduqda, 37/2 < ¢ < 2m,
eloco do
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_ _{O, a>0, _ bi _{n/Z, b >0,
¢=arga=1,a<0 ¢ =ABGD=132p<0.

z = 0 odadinin modulu sifir, arqumenti qeyri-miayyandir.

Qeyd etmok lazimdir ki, ¢ bucag 2mk (k =0, +1, £2, £3,...)
toplanan1 daqigliyi ilo hesablanir. Belo ki, verilmis r U¢lin ¢ vo ¢ + 2km
bucaglarina eyni bir z kompleks odadi uygun golir.

Aydindir ki, Z = a — bi = r (cosg — ising).

Misal. 1. z; = —2 + 2i; 2. z, = 3i; 3. z3 = 4 ododlorini
triqgonometrik sokildo gostarin.

Ol r=lzl =Va+4=2V2 tgp =—1; g = = (clinki
M, (—2,2) noqgtasi ikinci ribds yerlosir) oldugundan

z, =242 (cos%ﬂ + isin%n). o

02 T2=|Z2|=\/§=3, (p2=E

2’
s . . T
Z, =3 (cos;+ lsm;). [

O3 ry=lz;l=4; ¢3=0,
z3 = 4(cos0° + isin0°). @

§ 57. TRIQOMETRIK SOKILDO VERILMiS KOMPLEKS
ODODLOR UZORINDO OMOLLOR

Trigometrik sokildo  verilmis kompleks odoadlorin toplanmasi vo
¢ix1lmasi cabri sokildo verilmis kompleks adadlorin toplanmasi va ¢ixilmasi
kimidir.

Vurma. Tutaq Ki,
z1 = r1(cos @, + ising,) Vo z, = ry(cos @, + isin@,)

1

kompleks adadlori verilmisdir. z; z, Vo i— ifadolorini tapagq:
2

z12, = 11(cos @ + ising,)ry(cos @, +ising,) =
212, = 1115((cos @4 cos @, — sin; sing,) +
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+i(sin ¢4 cos ¢, + sin@, cos ¢1)).
Burada,
cos(¢@1 + @) =cos @1 Cos Y, — sin@4 sin @,,
sin(p; + @,) = sin ¢, cos ¢, + sing, cos ¢,
oldugunu nazors alsaq,
7121 = 1i1(cos(@y + @) + @ sin(p1 + ¢2)).
Demali,
|212,| = |z11|2;| Vo arg (z12;) = argz, + arg z,.

Qayda. Trigonometrik sokilda
verilmis iki kompleks adadi vurmag tgln ¥
modullart  vurmagq, arqumentlori isa m
toplamaq lazimdir.

Bu gayda istonilon sonlu sayda
vurug U¢in da dogrudur.

Indi z, z, hasilinin handasi izahim
verok. Bunun l¢ln  forz edok Ki, ore, M
kompleks mustavido z4,2, Vo 212, 2
adadlaring, uygun olaraq 0—1\/11) , TM£ Vo
OM  vektorlari qarst durur (sokil 13).

OM  vektoru OM, vektorundan, onu
saat ogrobinin oks istigamatinds ¢, Sokil 13
bucagi gqadar dondarib, uzunlugunu iss r, dofo doyismoklo alinir.
Xdususi halda, istonilon kompleks adodi i-ya vurmag, hondssi olarag
ona uygun vektorun uzunlugunu saxlamaqla onu saat oqrobinin oks

istigamotindo ~ bucag godor déndormok demokdir.
Misal.

m,

P4
O 2

3(cos§+ i sing) 4 (cosg +i sing) = 12 (cos%(p+ i sin%‘p).

Bolma. Indi verilmis kompleks adadlorin nishatini nazarden kegirak:

z; _ N (cos @+ isingy) 11 (COs@q+i sin@q)(cos@,—ising,) _

Zy 1, (cos @+ 1 sin@y) 15 (Cos@,+ 1 sin @y)(cos@,— i sin@y)
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_ 11, (cos@i+ising;)(cos(=¢y)+1i sin(—=¢,)) _
T cosZ@,+ sin2¢,

= :—; (cos(p1 — @2) + +i sin(@; — @3)) =

2 =2 (cos(gy — @2) +1i sin(pr — 92)).
2 2
Buradan da,

Z1 Z1
—| = ; argl\—) =arg z, —argz,.
Z2 Z1

Qayda. Trigonometrik saokilda verilmis iki kompleks adadi bOlmak Ugiin
bolunanin modulunu bélanin moduluna bélib arqumentlori cixmaq lazimdur.
Quvvata ylUkssltma. z =1 (cos¢@ + isin¢) olsun. z™ ifadasini tapag.
Burada, n- istonilon natural odaddir.
Teorem. z = r (cos ¢ + isin @) kompleks adadi Gi¢lin
z" = r"™* (cosng +ing)
diisturu dogrudur (bu diistura Muavr*? disturu deyilir).
o n=1 oldugca teorem dogrudur. Riyazi induksiya tisulunu tatbigq edok.
n = k—1 c¢in
z8=1 = rk=1(cos(k — 1)@ + isin(k — 1)¢),
yani teorem dogrulugunu gabul edib, n = k ti¢iin dogru oldugunu gostorak:
z¢ = 21z = ¥ 1(cos(k — 1) + i sin(k — 1)¢)
r(cosp + ising) =¥ (cos ke + isin kg).
Demoli, teorem istonilon natural k € N igiin dogrudur. =

Misal. (1++3 i)lo ifadosini hesablayin.

O Ovvalco 1+ /3 i ododini triqgonometrik soklo cevirib, daha sonra
Muavr disturunu totbiq edok:
T

r=+v1+43=2 tg(p:\/§;(p=§;
o T C s T
1+\/§—2(cos3+lsm3).

10 T m\10 10m 10w
(14++3i) = 21° (cos§+ ising) = 210 (cosT+ isinT) =
=210 (_cne® _ icin®) = —99 ;

=2 (cos3 lsm3)— 2°(1++V3i). @

1

T2

12 A, De Muavr-Fransa riyaziyyatgisidir (1667-1754)
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Muavr diisturundan vo kompleks adadlarin barabarlik sortindan istifados
edorak, istonilon goxgat bucagm sinus vo kosiniusunu bir gat bucagin sinus
va kosinusu ilo ifado etmok olar. Masalon, sin3¢ Vo cos3¢ (cln distur
¢ixaraq:

z= cos@ +1ising
oldugda
z3 = cos3¢ + isin3g,
iki hodd cominin kubu dusturuna goérs da
z3 = cos3¢ — 3cos ¢ sin®¢ + i (3cos?p sing — sin® @)
yazib, sag toroflori barabarlosdirak vo kompleks adadlarin barabarlik gartindan
faydalanag:
cos3¢@ +isin3¢ = cos3p — 3 cos @ sin?g + (3cos?psing — sin3¢) =

cos 3¢ = cos3@ — 3cos@sin®@

sin3¢ = 3cos 2@ sing — sin3g.
Kokalma. 3/z ligiin diistur ¢ixaraq. Bunun iigiin

7{/r(cos @+ i sing) = p(cosh + i sinh)
gobul edib, p Vo 6-m1 tapaq. Boraborliyin har iki torofini n doaracodon
glvvata ylksaltsok:
r(cos@ + i sing) = p" (cos nB + i sin nh).
Aydindir ki, trigonometrik sokildo verilmis iki kompleks odad
borabardirss, onlarmn modullar1 baraboar, arqumentlori iss bir-birindon 27k ilo
farglonir. Odur ki,

r=p"nl=¢+2nk=>p= Yr,0=
olur. Belalikls, kompleks adadlordan kdk almag tglin
Nz =4r (cos e+2mk 4 i sin —(p+2nk)
n n

disturu olds edilir. Gostarmok olar ki, bu diisturda k > n olduqda, alinan

p+21k

ifadalor k-nin birinci n  giymatinds alinan ifadslorin eyni olacaqdir. Bunun
isbat edilmasini oxuculara maslohot goririk.

Misallar. 1. Y1 =7
O W1 = %cos0°+i sin0° = V1 = cos% + isin%.

Vahidin n darocadan koklarini gy, €1, ..., £, 1lo isara etsok, buradan
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2 2m 4t 4n
& =16 =cos—+ i sin—; & = cos—+ isin—, ..,
n n n n

2O |y sin—zn(:_l). ()

&,—1 = CO
2. V-1=7

n n — n m+2mk . . T+2nk

O V—1= Ycosmt+ isinm=> —1:cosT + sin——.

Monfi vahidin n daracadan koklorini &, &, ....,€,_7 ilo isaro edok.

Onda,
T P (4 — 3T .. T
cos—+ 1 sin—, & =cos—+ 1Sin—,
n n n n

% =
n+2m (n—1) PY

& = 60557”+ isinsf, e &1 = cos%(n_l)+ [ sin
+1-in muxtalif daracadan kdklarindan ikihadli tanliklarin hallinda ¢ox
istifada olunur.

3.x* + 16 = 0 tonliyini hall etmali.
O x= V-16; x=2V-1.

Demali,
Xog = 28_0, X1 = 28_1, Xy = 252, X3 = 253

Buradan, —1-in n doracadan koklarina gors (n = 4),

& = cosz+ isin%=?(1+i);
& = cos%+ isins%r: —g(l—i);
_ Sm . 5w V2 .
£2=cosT+ isin—-= —7(1+1);
_ 7w Tm V2 .
e3=cosT+ lSll‘lT=7(1—1)

oldugunu nazoars alsaq,
xo=V2(A+10), x=-—V201-10), x=—21+10),
x3=V2(1-1i). @
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§ 58. COXHODLILORIN BOLUNMBOSI.

Verilmis iki ¢oxhadlinin har biri G¢linct coxhadliys qaligsiz béliinarss,
bu coxhadliya verilon goxhodlilorin ortag béloni  deyilir. Masalon, x + 1
ikihadlisi

x3+1vo x3+2x2+2x+1

coxhadlilorinin ortag bolonidir.

Tarif. Iki coxhadlinin ortag bolonlarindan doracasi on yiiksok olanina
onlarin an boyuk ortaq bolani deyilir. Masalan,

x3+5x2+8x+4vo x3+4x%+5x+2

coxhedlileri tigiin x + 2 ifadasi ortaq bolon, x? + 3x + 2 ifadasi iso on
boyik ortag bélandir.

Comin bélunma gaydasindan istifads edoarak, ¢oxhadlinin birhadliys
bolinma gqaydasini miisyyan etmak olar. Tutaq ki, asagidaki bélma amolini
yerina yetirmok tolob olunur:

(6a?b?- 15ab* + 9a3b®): 3ab?.
Bunun dglin ¢coxhadlinin har bir haddini birhadliys bolurik:
(6a?b?- 15ab* + 9a®b®): 3ab? = 6a®b?: 3ab*- 15ab*: 3ab? +
9a3b®:3ab? = 2a — 5b% + 3a?b3.
Qayda. Coxhadlini birhadliya bélmak tictin coxhadlinin har bir haddini
birhadliya bolmak va alinan gismatlori toplamagq lazimdir.

Bu gaydadan bels ¢ixir ki, coxhadli birhadliys yalniz o vaxt boliinar
ki, coxhadlinin har bir haddi verilon birhadliys tam bélinsun.

Tutaq ki, bizo x-o nazoron diiziilmiis f(x) ¢oxhadlisi verilmisdir vo
bu ¢oxhadlini, daracasi onun daracasina barabar vo ya kigik olan basqa bir
q(x) ¢oxhadlisine bélmok talob olunur.

Umumiyyatls, f (x) goxhadlisini g (x) ¢oxhedlisine bolmak, el g(x)
Vo R (x) coxhadlilori tapmag demakdir ki,

f)= g q(x) +R (x) 1)
barabarliyi 6danilsin. Burada, R (x) (qaliq) ¢oxhadlinin daracasi g (x) bélon
coxhadlinin daracasindan kigikdir. Masalan,
fO)=x>+x3+x2+1
coxhadlisini
qlx) = x>+ x+ 1
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cohadlisine bolak:
Yuxarida dediyimiz kimi elo g (x) vo R (x) ¢oxhadlilari tapmaliyiq ki, (1)
borabarliyi 6donilsin. Bu sorti 6doyan g(x) vo R(x) coxhadlilori (g(x)-
gismat, R (x) isa qaliqdir):
gx)=x3—x>+ x+1 vo R (x) = —2x.
Dogrudan da,
fO)=x5+x3+x2+1=03—-x?+ x+1)(x*+ x+ 1)—2x =
x4+ —xt - -+ P x+x?+ x+ 1-2x =
XH+xP+xi+1>
AP+t +1=x0+ 3+ a2+ 1
R = 0 olduqda, (1) borabarliyi asagidaki kimi olur:
fG) = g(x)q).

Bu halda deyirlor ki f(x) c¢oxhadlisi q(x) coxhadlisino qaligsiz
boliiniir. Oks halda qaliqli bélma alinir.

Iki ¢oxhadlinin bir-birina barabar olmas: iiciin onlarin eynidaracali
hadlorinin amsallart barabar olmalidir va torsina, eynidaracali hadlarinin
amsallart barabar olan ¢oxhadlilor barabardir, yoni

P,(x) = apx"+ a;x™ 1+ ax" 4+ ...ap_1x+ay,

Va

Qn(x) = box™ + byx™ 1 + byx™ % + -+ by_1x + by,
coxhoalilori barabordirss, yoni B, (x) = Q,,(x) iss,
ag=by, a; =by,a, = by, ... ap_1 = by_1,a, = by.

Coxhadlini goxhadliya bdlmok iigiin ¢ox vaxt asagidaki iki tisuldan

istifads olunur:

1. Qeyri-mioyyan omsallar Usulu.

2. Bucaq bdlmasi.
Bu tisullar1 ayriligda izah edok;
1. Tutag ki, x® + 2x? + x + 3 goxhodlisini x? + x + 2 ¢oxhadlisino bélmok
tolob olunur. Bolon ¢oxhadli ikidaracali oldugu iigiin, galiq ¢oxhadlinin
doracasi birdon yiiksak ola bilmoz. Buna gors do

x3+2x>+x+3=(x?>+x+2 )Ax +B) + Cx + D. (2)
Bu baraborliyin sag vo sol taraflori coxhodlidir:
x3+2x>+x+3=Ax3+Bx* + Ax* + Bx + 2Ax + 2B+ Cx + D
Vo ya
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3 +2x2+x+3=A4Ax3+A+B)x*+ (24+B+C)x + 2B +D.
Iki coxhadlinin baraborlik sortindon istfado etsok:
X3 A=1
x’| A+ B =2
x |2A+B+C =1
x°|2B +D =3

A, B, C Vva D-ys nazoron alinmig sistem tonliyi hall etsak,
A=1;,B=1,C=-2;D=1.
Bu giymaotlori (2) barabarliyinds yerins yazagq:
B Hx?+x+3=0G*+x+2 )x+1)—2x+1.
Demali,
x)=x+1,R(x) =—-2x+1.

2. 2x5 + x* + 2x3 — 4x? + 2x + 4 coxhadlisini x3 + 2x + 1 ¢oxhadlisine
bolak:

_2x5+ x*+ 2x3— 4x%+ 2x+4 | x3+2x+1
2x° F 4x37F 2x2 2x2 + x —2

_x*—2x3-6x2+ 2x+4
x*F2x?Fx

_—2x3-8x2%+x+4
+2x3+4x42

—8x% + 5x + 6 (qaliq)

Demali,
2x° + x4+ 2x3 —4x* + 2x + 4 =
(2x?+x—2)(x®+2x+1) —8x? + 5x + 6.

§ 59. BEZU TEOREMI VO ONUN TOTBIQi

Coxhadlilorin - bollinmasi  vo vuruqglara ayrilmasinda, eloco do
coxhadlinin koklorinin mlayyan olunmasinda ¢ox istifado edilon vo Bezu
teoremi olaraq adlandirilan asagidaki teoremi isbat edok.

Teorem (Bezu teoremi). x-a2 nazaran n daracali P,(x) ¢oxhadlisinin
x — a ikihadlisina bolinmasindan alinan qalig (R), bu c¢oxhadlinin x = a
oldugda aldigi giymato (P, (a)) barabordir.

o Tutag ki,
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P,(x) = apx™ + a;x" 1+ -+ a,_1x+a, =0, (ap#0).

P, (x) coxhadlisi x — a ikihadlisino boldiikds alinan gismati g,_; (x),
galigr R ilo isaro edok. Aydindir ki, gismot, x-o nozoron n — 1 doracali
coxhadli, R iso sabit kamiyyatdir.

B6lmoanin tarifine gora

P(x) =(x—a) q_1(x) +R. 1)

Bu boraborlik x-in batin giymetlorinde dogru oldugundan x = a

giymetlarinds do dogrudur. Odur ki, x = a olduqgda, (1) barabarliyi
P.(a)=(a—a): qp-1 (@) +R 2
soklini alir. Buradan da P,,(a) = R alinir. m

Ogor P,(x) coxhadlisi x —a ikihadlisina galigsiz boliiniirsa (R =

0),onda x = a ododi PB,(x) ¢oxhadlisinin kok olur:
P,(a) = 0.

Tarif. x dayigoninin P(x) g¢oxhadlisini sifra ¢eviran giymotine homin
coxhadlinin koku deyilir.

Masalon, x =2 ododi P(x) =x®>—x*4+2x34+5x2—x—-50
coxhadlisinin kokiidiir. Dogrudan da,

P(2)=25-2%+2-23+4+5-22-2-50=32-16+16+20—52 =0.

Teorem.  P(x) coxhadlisinin x — a ikihadlisina qaligsiz boliinmasi
Ucun a adadinin P(x) c¢oxhadlisinin kokii olmasi zaruri va Kafidir.

o Seortin zaruriliyi. Tutaq ki, P(x) ¢oxhadlisi x —a ikihadlisino
galigsiz bolinir: R =0. Onda, Bezu teoremino goro P(a) =
(a—a)q(a) =0 = P(a) =0, a adadi P(x) coxhadlisinin kékudr.

Sortin kafiliyi. Tutaq ki, a adadi  P(x) coxhadlisinin
kokudur: P(a) = 0. Onda Bezu teoremina goro (a —a)q(a) + R=0 =
R =0, yani P(x) coxhadlisi x —a ikihadlisina qaligsiz boliniir. m

Misallar.

1. (k2 +x—1)"+x?>—x+1)?"—2 coxhodlisinin x? —x
ikihadlisina qaligsiz boliindiiyiint gostarin.

O x? —x = x(x — 1) oldugundan, ovvalco c¢oxhaodlinin  x —1-0
bolunduylnl gostorok. Bunun {igiin verilmis ¢oxhadlido X ovozine 1
yazag:

(12+1-1)""+(1%2-1+1)"-2=2-2=0.

Demoali, verilmis ¢oxhadli x — 1-0 qaligsiz boliiniir.
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Indi coxhadlinin x-o qaligsiz béliindiiyiinii gdstorok. Bu mogsadlo
x = 0 olduqda, verilmis c¢oxhadlinin sifra borabor olmasini gdstormok
kifayotdir:

02+0-1)>"+(0?-0+1)"-2=2-2=0.

Beloliklo, verilmis ¢oxhoadli hom x-5, hom do x —1-0 qaligsiz
bolinduyindan, x(x — 1) hasiline qaligsiz boliinor. @

2. 2 k va l-in hans1 adadi giymatlorinds

K2 +x+D)+1(x?—x—1D+ 1, k(B +x+1D+ 21(x3—x—-1)+ 2
coxhadlilorinin har biri x + 1-a galigsiz boliintir?

O Verilan ¢oxhadlilorin x + 1-0 bolinmasi ti¢lin onlarm hor biri
x = —1 oldugda sifra ¢evrilmalidir:

{ kK(1-1+D+1Q1+1-1D+1=0, {k+l+1=0,
k(-1—-1+D+2l(-1+1-1)+2=0 —k—-214+2=0,
Alinan tonliklor sistemini holl etsok, k = —4, | = 3.

Demoli, k = —4vo | =3 oldugda verilmis ¢oxhadlilor x + 1-0
galigsiz boliiniir. @

Bezu teoreminin bozi  totbiglorini nozordon kegirok. x™ + a™
ifadasinin x + a ikihadlisine bélinmoasi mosalasine baxaq (Burada, n
natural odaddir). Asagidaki miimkiin hallar1 nazardon kegirok.

1. x™ 4+ a™ ifadesi x+a iki hodlisina bolinirken galig R = (—a)™ +
a™ olur. Buradan
0, n=2%k-1,
2a™, n = 2k.

Demoli, x™ 4+ a™ ifadesi n tok odod oldugda x+a ikihadlisina
qaligsiz  béliiniir. Mosalon, x5 + 25 ifadosi x + 2-yo qahigsiz boliiniir.
Dogurdan da R = (—2)%+32 =0.

2.x™ + a™ ifadssi x — a ifadssina bolinurkenqaliq R = a™ + a™ =
2a™ = 0 olur

Demoli, x™ + a™ ifadesi (x — a)-ya bolinmir. Mosalon, x* + 16
ifadasi (x — 2)-ya bolinmar. Cunki,
R=2*+16=32 # 0.

3. x™ — a™ ifadosi x+a ifadoasine bolinlrkon galiq (—a)™ — a™

olur. Buradan

R=(—a)”+an:{
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—2a",n =2k -1,
0, n=2k.

Demali, x™ — a™ ifadesi ancaq n clt odod oldugda x+a ikihadlisine

bolundr.

4. x™ —a™ ifadssi x —a ifadasino bollinirkon alinan qaliq, R =
a™ —a™ olur. Demoli, x™ — a™ ifadesi n-in bitin giymatlorinds (x —
a) —ya bolundr.

Misallar. 1. x7 — 128 ifadosi (x — 2)-yo galigsiz béliiniir:

R=(2)-2"=0.
2. x® — 729 ifadesi (x + 3)-o qaligsiz boliiniir:
R=(-3)°—-36=3%-3%=0.

R=(—a)"—a"={

§ 60. COXHODLILORIN VURUQLARA AYRILMASI

Cobri ifadslorin vuruglara ayrilmasi bir ¢ox coahatdon natural
adodlorin  cado vuruglara ayrilmasina oxsayir. Cobri ifadslorin  ododi
giymetini hesablayarkon, kasrlori ixtisar edorkon (cobri kosrlori) vo bozi
tonliklori hall edorkon vuruglara ayirmanin shamiyyati boyikdur.

Tutag ki, a = 27, b =36, ¢ =37, d =56 olduqda,

ab- ac +ad
ifadasinin  giymetini hesablamaq tolob  olunur. Bunun Gg¢ln hoarflorin
giymatlorinin verilmis ifadodo yazib hesablama aparsaq, hesablamanin no
godar yorucu Vs uzun oldugunu gorarik. Lakin verilmis ifadoni lazim olan
sokilds cevirsak , onun giymatini daha tez vo asan tapmag olar. Masalon,
paylama ganununa gora
ab—ac+ad = a(b—c+d) = 27(36 —37 +56) = 27-55 = 1485.

Goxhadli vuruglara ayirmagq, onu bir ne¢o ¢oxhadlinin hasili soklinda
gOstormok demokdir. Xususi halda, vuruglarm bir negasi birhadli do ola
bilor. Coxhadlilorin vuruglara ayrilmasinda on ¢ox istifado olunan tisullar
gOstarak:

I. Ortaq vurugu motariza xaricina ¢ixmagq.
a) Ortaq vurugu miiayyan etmok;
b) Verilon coxhadlini ortaq vuruga bolmak;
c) Ortaq vurugla gismatin hasilini yazmag.

171



Misal. 40m?n — 25m?n + 30mn coxhodlisini vuruqlara ayrilmali.
O Verilan ¢oxhadlide 5mn birhadlisi ortaq vurugdur. Ona gora do
40m?n — 25mn? + 30mn = 5mn(8m —5n + 6). @
II. Qruplagdirma iisulu. Vuruqlara ayirma zamani ¢oxhadlinin bitin
hadlorinds ortaq vuruq olmadiqda, bazan onlar1 elo qruplasdirmaq olur ki,
naticads ¢oxhadlinin ortaq vurugu miioyyanlogir. Bunu misallarla izah edok.
Misallar. Asagidaki goxhadlilori vuruglara ayirin.
1.m? + mn —5m — 5n.
O Gorundiyd kimi, biitin hadlords ortaq vuruq yoxdur. Odur ki, goxhadlinin
soklina uygun olaraq, onun hadlorini asagidaki kimi iki qrupa ayiraq:
m? + mn — 5m — 5n = (m? — 5m) + (mn — 5n).
Birinci grupda m, ikinci qrupda n ortaq vuruqdur:
(m? — 5m) + (mn — 5n)= m(m — 5) + n(m — 5).
Hor iki toplanan tguin ortaq vurug (m — 5)-dir. Onu motariza xaricina
¢ixaraq:
m>+mn—-55m—-5m=mm-5)+nm-5=m-=5)(m+n). @

2. 30ax — 34bx — 15a + 17b.
O Verilon goxhadlinin sakline uygun olaraq, onun hadlorini asagidaki kimi
gruplara ayiririq:

30ax — 34bx — 15a + 17b = (30ax — 15a) — (34bx — 17b).
Birinci qrup t¢iin ortaq vurugun 15a, ikinci grup glin 17b oldugunu nazars
alaq:

(30ax — 15a) — (34bx — 17b) = 15a(2x — 1) — 17b(2x — 1).

Noticadoa (2x — 1)-in ortaq vuruq oldugu alinir vo

30ax — 34bx —15a + 17b = 15a(2x — 1) — 17b(2x — 1) =

= (2x—-1)(15a — 17b). @

I11. MUxtasar vurma diisturlarimn tatbiqi.
a) a® + 2ab + b? = (a + b)? dusturunun totbigi:
Misal. 9x* + 12x%y + 4y? = (3x%)? + 2(3x% - 2y) + (2y)? = (3x% + 2y)2.
b) a? — 2ab + b? = (a — b)? dusturunun totbigi:

; 1 6 3 _132 1 3, 2_12_2
Misal. XX + 1—(Ex) —Z(Ex 1)+1 = (zx 1).
¢) a’* — b? = (a — b)(a + b) disturunun tatbigi:

Misal. 2x+3)?— (x—1)?=0Q2x+3—-x+1D)2x+3+x—1) =
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=(x+4)(3x+2).
¢) a®>—3a?b+3ab?— a® = (a— b)3 dusturunun totbigi:
3
Misal. 2Za3b6 — 2a2b%c? + ab?c* — =6 = (Eabz) -
64 8 27 4
2 2 3 3

3 2 3 2 2 3 2
= 2 . A2 . 2.(_,2 _ A2 == 2 _ _ 2
3 (4ab) 3¢+ 3ab (36) (3C> (4ab 36)'

d) a3+ 3 a?b + 3ab? + b3 = (a + b)? dusturunun tatbigi:
Misal. 27 +27x +9x2 + x3 =33+ 3-3%x + 3 -3x2+x3 = (3 + x)3.
e)a®+ b3 = (a+ b)(a?— ab + b?) disturunun totbigi:
Misal. 216 + 27m® = 27(8 + m®) = 27(23 + (m?)3) =
=272+ m?)(4 + 2m? + m*).
f) a®— b3 = (a—b)(a®+ ab+ b?) disturunun totbigi:
Misal. 27a® — 8 b® = (3a)® — (2b%)3 = (3a —2b?)(9a? + 6ab? + 4 b*).
IV. Oxsar toplananlara gatirmakla vuruqlara ayirma.
Misallar. Coxhadlilori vuruglara ayirin.
1. x3 + 3b x? — 4b?x.
Ox3+4+3bx?>—4b%x=x3—bx?> +4bx*>—4b’x=x%(x—b) +
4bx(x — b) = (x — b)(x? + 4bx) = x(x — b)(x + 4b). @
2. x> = 2(a+b)x + a® + 2ab — 3b>.
O x? —=2(a+ b)x+ a? +2ab — 3b? =
x?2—2(a+b)x+ (a+b)?>— (a+b)?>+a?+2ab— 3b% =
(x—(a+b)?— (a+b)*+ (a+b)*—4b* =
(x—(a+b)*—12b)* = (x—(a+b) —2b)(x — (a+b) +2b) =
(x—a—-3b)(x—a+b). @
V. Bir nega Usulun birgs tatbiqi.
Indi yuxarida gostorilon iisullarin birgs totbigini misallarla izah edok.
1. a?+12a+32=a*+12a+36—4=(a+6)>—4=
(a+6—-2)(a+6+2)=(a+4)(a+8).
2. 4a®b?*’(Qa+b)+4a*c?*(c—b)—4a’c?*Ra+c) =
4a?(b?(2a+b) + c*(c —b) — c?(Qa +¢)) =
4a?(b?(2a + b) — c?(2a + b)) = 4a*(2a + b)(b? — ¢?) =
4a’(2a + b)(b — c)(b + ¢).
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Belaliklo, muxtalif Gsullar totbig edoarok c¢oxhadlilori vuruglarina
ayirdiq. Lakin elo goxhodlilor do var ki, onlar vuruglara (haqiqi) ayrilmur.
Masalan,

a—b, a+b, a’>+b?, a’>+ab+b? a*—ab+b? a® +b3vos.
Torif. Vuruqglara ayrila bilon ¢oxhadliloro gatirilon, ayrila bilmoyon
coxhadlilora iso gatirilmayan goxhadlilar deyilir.

Mixtosor vurma diisturlarindan alinan asagidaki mixtasar bolma
diisturlarini yadda saxlamaq ¢ox faydalidir:

a%-p? (a—b)(a+b)
1 = =a+b;
) a-b a-b t 0
a%-bp? (a=b)(a+b)
2) = =a—b;
a+b a+b
a3-b3  (a-b)(a®+ab+b?
3) = a2 L= a%+ab+b%
a-b a—-b
a3+b3 a+b)(a®—ab+b?
gy S L@ abi) o g2 gp + b2,
Misallar.
XPoyd L @on@lrayty?) y
" xZ4xy+y? x2+xy+y? )
m®-n3 m3-n)(mbé+m?n+n?
2. = it )= mb + m?n+n2,
m3-n m3-n
1.3_ L 1) (242
g & 1 =(2x 1) (3x +2x+1)=lx—1
' %x2+%x+1 %x2+%x+1 2 '
4 ab+b® _ (a?+b?)(a*-a?b?+b*) a* — a?b? + b2
" a?+b? a?+b? '
n3-27 n—3)(n%+3n+9
= (23X ) = 2 43n+9.
n-3 n-3

§ 61. COBRI KOSRLOR

Tarif 1. Iki ¢oxhadlinin nisboti soklinda gdstorilo bilon kesro cobri va
ya rasional kasr deyilir vo
P (x)
Qm(x)
kimi isars olunur. Burada P,(x) Vo Q,,(x) uygun olaragn vo m doracali
coxhadlilordir:
P,(x) = apgx™ + a;x" 1 + a,x™ 2 + -+ ap_q1x + ap,
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Qm(x) = box™ 4+ byx™ 1 + byx™ ™2 + -+ byy_1x + by,.
Aydindir ki, adi kasrlor cabri kasrlorin xiisusi halidir. Dogrudan da,
a0=a1=a2=---=an_1=b0=b1=b2=--~=bm_1=0, an¢0,
b, # 0 Vs ay, b, - tam odadlor olduqda, g"((?) cobri kasri Z—" adi kasrina

m m

cevrilir.

Tarif 2. Cabri kasrin siiratindoki ¢oxhadlinin doaracasi maxracindoki
coxhadlinin daracasindan Kicik oldugda (n < m), hamin kasra dlzgiin kasr,
oks halda iso  (n = m) duzgun olmayan kasr deyilir.

3x%+2x-1 -
Mosalon, —————— duzgln kasr,
x>+3x“—4x+7
3x3-2x-10 x7+3x5+4x*—5x2+1

x343x2-4x+3 ° x443x3-5x2+42x—1
iso duzgin olmayan kasrlardir.
Verilmis cobri  kosr diizgiin olmayan kasrdirss, onu ¢oxhadlinin

coxhadliya bélinms gaydasi ilo

PG o, RO

Qm(x) Qm ()
sokilna goatirmak olar. Burada, L(x) c¢oxhadlisi, P, (x) ¢oxhadlisinin Q,,(x)
coxhadlisina bolinmasindan alinan gismat, R(x) isa qaliqdir. Bu amoliyyat
cabri kasrin tam hissasinin ayrilmast adlanir.

Misal.

2x3 +x%2+3x—1 10
x?—x+3 :2x+3_x2—x+3

Adi kosrlor lzorindo aparilan biitiin  amollor eyni gayda ilo  cobri
kasrlor Uzorinda do aparilir. Buna goéra do hamin mosolo tzarinds miifassol
dayanmayacagiq.
Py(x)Q (%) = Qm(x) Py(x) minasibati x-in Q,,(x) #0 vo Q;(x) #0
Pr(x) P(x)
Om (%) Qi (%)

kasrlori

sortini 6doyan bitun giymotlorinds  dogrudursa,
barabar kasrlar adlanir.

2
xX“—x+1
Mosalon, —;
x3+1

Vo ﬁ (x # —1) kosrlori barabardir, cunki
B+ 1=+ -x+1).
Buradan cabri kasrlorin asagidaki osas xassasi alinir.
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Xassa. Cobri kasrin siirat vo maxracini sifirdan forqli cobri ifadays
(xususi halda adads) vurmaq va ya bélmak olar:

Pa()a) _ Pa®)
o4~ ameny AX)F 0,Qm(x) # 0).

Cabri kasrin stirat vo moxracininn ortaq béloni varsa, ona ixtisar olunan
kasr, ortag boloni olmadigda iso, ixtisar olunmaz kasr deyilir.
Moasalan, harflorinin miimkun giymatlorinda
a a—b a%+b? x+1 x2+x+2
b’ a+c ad+b¥ x2—-x+5’ x3+x—1
ixtisar olunmaz kasrlar,
a*> a-b a(x+1) x*-3x+2
ab’ a?—b?’ b(x+1) x>—5x+6
isa ixtisar olunan kasrlordir.

§ 62. COBRI KOSRLOR UZORINDO OMOLLOR

Cabri kosrlorin toplanmasi va vurulmasi asagidaki qayda tizro aparilir:
Pp (%) Pi®) _ Pn()Qk()+ Qm(x)Pi(x)
Qm(®)  Qk(x) Qm () Qk (%)

Pn(x) . Pl(x) _ Pn(x)Pl(X)
i %~ ey (@m0 #F 0,20 # 0).

Bu qayda toplananlarin vo ya vuruglarin say1 istonilon sonlu sayda
oldugda da 6z glclinds qalir.
Misallar. Asagidaki amallari yerina yetirin.

1 x2+3 2¢ _ (x243)(x2-1)+2x(x3+x) _ 3x*+4x2-3
" ox34x 0 x2-1 (x3+x)(x2-1) T ox(x2+1)(x2-1)’
(x = +1,x # 0).
241 x2-1 _ (A+D(E-1) 0 xt-1 _
2 x3+1  x  (3+Dx x(x3+1) (x #-lx# 0)'

Coabri kasrlorin ¢ixilmasi vo bélinmasi, toplanma vo vurmanin torsi
kimi uygun olaraq asagidaki qayda ils aparilir:

Pa®) _ PIG) _ Pa)Q)~QmOPI)
om0 () e (@m0 #0,0u() # 0),

Pa(®) . PI(Y) _ Pa(0)Qi(x) .
o) 0 — omtopin (@m(0) # 0,Qi(x) # 0; P (x) # 0).
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Misallar. Asagidaki amallori yerina yetirin.

x%+3 2x (x2+3)(x2-1)—2x(x2+1) x*—2x3+2x%2-2x-3
1. — = = ,
x2+1 x2-1 (x2+41)(x2-1) x4-1
x24+1 x+3 _ x(x%+2)
x3-1" x (x3-1)(x+3) "

Qeyd 1. Cobri kosrlorin toplanmasi vo ¢ixilmast zamani ogor
moxXraclarin ortaq vurugu varsa, onda ortaq moXrac olarag hamin goxhadlilarin
hasili deyil, onlarin hamisina bdlnan on Kigik daracali goxhodli gottralir.

Misal.
x x2+3_ _ x(a?=x+1)+(x+1)(x%43) _
x2-1 x3-1 (-1 (x+1)(x2—-x+1)
x3—x2+x+x34+3x+x%+3 _ 2x3+4x+3

(=) (x+1)(x2—x+1)  (x—=1)(x+1)(x2—x+1)

Qeyd 2. Cobri kasrlor Uizarinds amallor apararkan, bazon toplananlarin
yerlorinin dayisdirilmasi hesabina kasrin moXracinin va ya suratinin isarasini
doyismok lazim golir. Bu zaman kasrin isarasi dayisir.

Misallar. Asagidaki amallari yerins yetirin.

2 o4x 2 x _27x
"x-y | y-x  x-y x-y  x-y’

2 (x=y)(x%+x-y) _ (=) (x%+x-y) __ (x=y)(x2+x-y) _ x2+x-y
' y2—x2 (y—x)(r+x) (x=y)(y+x) y+x

. 1 3 24+y? + . .. ..
Misal. (—+ 24 )(x X _ 22X ) ifadosini sadalosdirin.
x=y = y3-x3/\x?-y2  2(x-y)

1 3xy \.[x%*+y? x+y \
O (E + y3—x3)'(x2—y2 B Z(x—y)) -
x> +xy+y*—3xy 2(x* +y?) — (x +y)*

x3 _ y3 ' 2(x2 _ yZ)

x> —2xy+y?  x*—2xy+y*

(=2 +xy+y?) 20—y +y)

(x —y)? =

=2 +xy+y?) 2 +y)x—y)
x=y | x=y _ (x=y)2(x+y) _ 2(x+y)

x24xy+y2° 2(x+y)  (x—y)(x2+xy+y2)  x2+xy+y?
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CALISMALAR

240 | 2-i | 1420 | 1-2i . -
—+— -+ —— ifadosini hesablayin.
2—-1 2+1 1-2i 1+2i

. (1 + i)® ifadasini hesablayin.
: 2% (i® — i~°) ifadosini hesablayn.
T+, VY3 =20, Vi, V—i ifadalorinin bitiin kdklorini hesablayin.
. 1ki kompleks odadin hasili vo nisbati hansi hallarda hagiqi odod olar?
. (1 +i+/3)7 ifadasini hesablayin.
.x” + 7 = 0 tonliyinin buttn koklorini tapin.
. Bolmo amalini yerina yetirin.

a) (2x* + 5x3 — 20x% — 35x — 12) : (x2 — 2x — 3);

b) (x® + x5 + 2x* + x3 — x% — 2x — 2) : (x® + 2x2% + 2x + 1);

c) 3x% + x8 — 15x> — 5x* + 12x + 4) : (3x° + x* — 12x — 4).
9. Asagidaki kasrlardo bélmo amalini yerina yetrin.

xS

8) par
10. Asagidaki ifadslori vuruglara ayrin.
a)34a? — 68b% + 85; b)5x(2y —3) —3y(2y — 3) + 83 — 2y);
c) a* + 3a? + 4; c) x* + 4; d)a'? —3a® + 1.
11. 3105 + 4105 5dadinin 49-a va 181-5 boliinduylini gostarin.
12. a-min hansi tam giymatlorinds a* + 4 ifadasi sado odod olar?
13. a istenilan ciit odad olduqda,

a a° a

1278 "2
ifadasinin tam odod oldugunu gostarin.
14, x*1 —Q2n+ Dx™"1 4+ 2n+ 1)x" —1  coxhadlisinin - (x — 1)3
ifadasina qaligsiz boliindiiylini gostarin.
15. p-nin hans1 adadi giymatinds

x3 + px? —5x — 12
coxhadlisi x — 2 ikihadlisina galigsiz boliiniir?
16. a va b-nin hans1 gqiymatlorinda
x*—3x3+3x>+ax+b

coxhadlisi x? — 3x + 2 Ughadlisine qaligsiz béliinar?

o ~NoO UA W N P

x3+5x%2-6x—6
b) ————— ;

)x4+3x3+3x2+3x+2
x*4+x3-3x2+4

2 3
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17. Ifadolori sadolosdirin:
3a-1 1 4a-3  14-19a |, 3a-2

a) 1-2a2 = 2(a+1)’ (6a+6 " 18a%-18 9a—9)’

0 (C-5-m+ ) - ()

—— 232
c a-b _a+b. a‘b

Z_*_'Z+Z_:_Z'(a+b)2+(a—b)2 '
18. bg - s ifadasini elo iki vuruga ayirin ki, onlardan biri b£+ Z olsun.
TESTLOR

lz= il adadinin xayali hissasinin amsali ilo hagigi hissasinin comini

tapin.

A) 20 B) 9 C) -~ D) 0 E) 0,45
2.z =5 + 12i odadinin modulunu tapin.

A)13 B) 17 C)5 D) 12 E) 60
3. 2% ifadosini cobri sokildo gostarin,

9,7, 9 7. . . 7,9,
A)E-l-gl B)E_El C)7+i D)7 —i E)E+El
4. z = /3 + i kompleks adadini triqonometrik sokildo gdstarin.

A) 4(c05% +i sin%) B) 2 (cos% + isin %) C) 2 (cos% +isin %)
D)2 (cos% + isin%) E) 2 (cos% + isin %)
5. Hesablaymn. (1 + i)¢(1 —i)®.

Al B) 2 C) 64 D) 32 E) 16

6. x2 + 9 ifadosini vururuglara ayirm.

A) (x +3)(x + 3i) B) (x — 3i)(x + 3i) C)(x+3)(x—-3)
D) (x — 3)(x + 3i) E) (x +i)(x — 3i)

7.3x+1—i=10+ (x + y)i borabarliyindon y-i tapin.

A) 4 B) —4 C)3 D) 6 E)O

8.z = v/3—i ododinin arqumentini tapin.

A) == B) = c)Z D) B

9. Asagidaki kompleks adadlor Ugun uygunlugu tayin edin.
lz=4i 2.z= —6 3.z = 1+/3i
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A) 4 (cos% + ising) B) 2 (cos% + i sing) C)6(cosm+ isinm)
D) 4 (cos% + ising) E) 6(cos 2 + isin2m)
10. Hesablayin.

(1+v3)"

VII FOSIL
TONLIKLOR VO TONLIKLOR SISTEMi
§ 63. BORABORSIZLIK VO EYNILIK

Qadim Yunan vo Orob riyaziyyatgilar1 boraborlik, béyuk va kigik
isaralorindan indiki sokildo olmasa da istifade etmis vo lazim goaldikdo
fikirlorini hor dofo sézlo ifade etmislor. indiki sokilda baraberlik isarasini (=)
birinci dafs ingilis hakimi Robert Rekord (1510-1558) 6zinin cobrs aid
asarinds islotmisdir.

Tarif. Bir-birino "=" isarasilo baglanan iki cobri ifadays baraborlik
deyilir. Masalan,

12+7=19; x*+3=2x+5;

x+y+z=(x—-y)?>+y*2+3; a>—-b*=3a+2b-7.

Bu borabarliklordan birincisi adadi, o birilori iso harfi baraboarliklordir.
Borabarliyin sol va sag olmagla iki torofi vardir. ikinci braborlikde x? + 3
ifadasi barabarliyin sol, 2x + 5 ifadasi iso sag torafidir.

Asagidaki borabarliklori nazardon kegirok.

1) (a®?+ab+b?)(a—b) =a® - b3
2) (a?—b?)? + (2ab)? = (a® + b?)?;
3) 4(sin®x + cos?®x) =2(x +1) — 2(x — 1);

2_

4) X o xt 4;
x—4

5) sinx = —x

6) x?—6x=-5
Birinci Ug borabarsizliyin har iki torafi harflorin butin giymotlorinds
eynidir. Dorduncu barabarlik x-in 4-don forgli bitin giymatlorinds dogrudur.
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Lakin, besinci va altinci barabarliklor uygun olaragancagx = 0vox = 1,x =
5 oldugda dogrudur.
Torif. Igindoki horflorin biitin mimkiin giymotlorinde dogru olan
borabarliys eynilik deyilir.
Yuxarida gostordiyimiz birinci dord barabarlik, eloco do biitiin dogru
odadi barabarliklor eynilikdir.
Asagidaki eyniliklara daha ¢ox tesadif olunur:
1) (a+b)?=a?+2ab+ b?%
2) (a+b)®=a®+3a%b +3ab? +b3;
3) (a—b)(a+b)=a%-0b?
4) a3 —-b%=(a—b)(a®+ab+b?);
5) a®+ b3 = (a+b)(a®?—ab + b?);
6) sin’a + cos’a =1;

7) 1+tg?a= = sec’a, (a¢§+nk);

cos?a

8) gactga=1 (aink,a¢§+nk);

2, _ _ 2 )
9) 1+ctg®a= 5, = cosecta, (a # wk);

__ sina T __cosa
10) tga = —a (a * o+ nk) , ctga = —— (a = 7k) vos., (k€ 2Z).

Eyniliklorin li¢ osas xassasi vardir.

Istonilon A, B va C ifadolori tiglin,
1) A= BvoB =C olarsa, A = C olar (tranzitivlik)
2) A=Bolarsa, A+ C =B+ C olar
3) A = Bolarsa, AC = BC olar.

Bu borabarliklordo A, B va C ifadslorinin toyin oblastlarimin ortaq
hissesi nozords tutulur. iki komiyyatin eyniliklo borabor olmasi “= " isarosi
ilo gostarilir.

§ 64. TONLIK VO ONUN HOLLI

Tarif. Mochulu olan barabarliys tonlik deyilir
Tonliya daxil olan vo odadi giymotini doyismoayan komiyyatlor amsal,
muxtalif adadi giymatlor ala bilon va giymatlori axtarilan kamiyyatlor machul
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adlanir. Machullar adoton x,y, z, u, v, t vo s., omsallar iso a, b,c,m,n,p va s.
ilo igsara edilir. Tonliys daxil olan machullarin sayindan asili olaraq ona bir,
iki, uc Va S. machullu tonlik adi verilir.
Masalan,

1) 3x—2=4x -6,

2) x?—-8x=-7,

3) 3sin(x —y) + 2cosx = tg(x + y),

4) x+2y—2z2=3
tonliklarindan birincisi va ikincisi birmachullu, Gg¢lincist ikimachullu,
dordincisu isa tigmachullu tonlikdir.

Birmoachullu tonliyi imumi sokildo
fikx) = f,(x) 1)
kimi yazmagq olar. Burada f; (x) va f,(x) har hansi cabri ifadslordir.
Tarif. Machulun, tonliyi dogru adadi barabarliyia ¢eviran giymatina tanliyin
koki va ya halli deyilir.
Torifo gora, (1) tenliyinds x ovazins x, yazdiqda dogru olan
f1(xo) = f2(x0)
odadi barabarliyi alinarsa, o zaman x, adadi (1) tanliyinin koki ve ya hollidir.
Mosalon, 0,2,3 ododlori x3 + 6x = 5x% tonliyinin kokloridir (6zlintiz
yoxlayn).
Tonliyin koklarinin say1 haqqinda asagidaki hallar miimkiindiir.
a) Tanliyin yegana koku var. Masalon,
5x —6 =3x

tonliyinin yegano kokii vardir: x = 3.

b) Tanliyin bir ne¢a kokii vardir. Masalon,
@-2@+5) (x-) =+ =0

tonliyinin x; = —5; x, = —4; x3 = g; x4, = 2 olmagla dord kokii vardir.

c) Tanliyinin heg bir koki yoxdur. Masalan,
5 +3=5x+13
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tonliyinin he¢ bir kokii yoxdur. Dogurdan da, x-in istonilon giymati tgtin
tonliyin sag torafi sol tarafindon hamiso 10 vahid boyukdur.
¢) Toanliyin istanilon sayda kokii vardir. Masalon,

0,5x+10 =x—0,5x + 10

tonliyi x-in istonilon, sinx =1 s mochulun x =~ + 27k (k € Z) kimi
sonsuz sayda giymatinds dogru borabarliya cevrilir.
Tanliyi hall etmak, onun bitun koklarini tapmaq va ya onun hallinin
olmadigini géstarmok demakdir.
Eynilik, machulun bitin mimkin giymatlarinds dogru olduguna goéra
tonliyin xdsusi novaddr.
Tarif. Tonliyin halli naticesinds alinan, lakin onu 6domayan adads kanar kok
deyilir (bax 8 71, Misal 2, § 94).
Qeyd. Ola bilar ki, barabarlik bir adadi goxlugda eynilik, digar adodi goxlugda
isa tanlik olsun. Masalan:
1) Vx2 —x = 0 borabarliyi sag yarim oxda eynilik, biitiin hagiqi oxda
isa tonlikdir.

2) sinx =1 boraborliyi {§+ 27Tk} coxlugunda eynilik, biitiin adad
oxunda iso tonlikdir.

§ 65. EYNIGUCLU TONLIKLOR.
TONLIYIN 9SAS XASSOLORI.

Forz edok ki,
fi(x) = f2(x), )
01(x) = @, (x) )
kimi iki tonlik verilmisdir.

Tarif. Ogor (1) tonliyinin bitin koklari (hallori) (2) tonliyinin do
kokidurse, onda (2) tonliyino (1) tonliyinin natica tonliyi deyilir.
Notico tonliyin elo hallori ola bilor ki, o verilmis tonliyin holli olmasin,
Moasalan,

x—5=7vox?—10x + 25 = 49
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tonliklorindon ikincisi birincisinin naticasidir. x —5 =7 barabarliyini
kvadrata yukssltmoklo buna inanmag olar. Birinci tonliyin yegano x = 12
kokud ikinci tonliyin do kokidur. Lakin ikinci tonliyin x = —2 koku birinci
tonliyin koku deyil.

Tarif. Bir birinin noticasi olan tanliklora eyniguclii (ekvivalent) tanliklor
deyilir. Basqa sozloa, hallor coxlugu tist-Usta diigon tonliklor eynigicli tonliklor
adlanir. Masalon,

x—Dx+5)(x—4)=0vox3—-21x+20=0
tonliklari eyniglclidir, belo ki, —5, 1,4 adadlori har iki tonliyin kéklaridir
(6ziinliz yoxlaymn).

Holli  olmayan butin tanliklor do  eynigicli  tonliklordir.
Aydindirks, har biri Gguingu tonlikls eynigtcli olan iki tanlik da eynigtclidur.

Tutaq ki, @(x) (1) tonliyino daxil olan x-in bitin mumkin
giymatlorindo monasi olan hor hansi adod vo ya cabri ifadadir. Bu halda
asagidaki xassolor dogrudur.

Xassa 1. Tanliyin har iki torafino hor hansi1 odadi vo ya machullarin
mimkin giymotlorinde monasi olan eyni bir ifadoni slave etdikda, avvalki
tonliklo eyniglcli tenlik alinar, yoni (1) vo

fi(x) £ o(x) = f2,(x) £ @(x) ©)
tonlklari eynigucludur.

o Ovvalcs forz edokki, (1) tonliyinin hoalli yoxdur. Gostarak ki, (3)
tonliyinin da halli yoxdur.

Dogrudan da, (3) tanliyinin x, kimi he¢ olmasa bir halli olsa idi, onda

fi(xo) + @(xo) = f2(x0) + @(x0)
olardi. Buradan eyniliyin ikinci xassasina asasan

@(x0) = @(x0)

oldugundan,
f1(x0) = f2(x0)

alimir. Axirinci barabarlik gosterir ki, xg, (1) tonliyinin hallidir. Bu iss sorto
ziddir. Demoali, (1) tonliyinin halli yoxsa, (3) tenliyinin ds halli yoxdur.

Hoalli olmayan tanlikar isa eyniguclidur.

Indi farz edok ki, (1) tonliyinin halli var va x; onun hor hansi hollidir:
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f1(x1) = fo(x0).
Digor torafdon
@(x1) = @(xq)
oldugundan,
filx) + o(x1) = f2(x1) + @(x1).
Axiriner barabarlik gostorir ki, (1) tonliyinin har bir halli (3) tonliyinin
do hallidir, yani (3) tonliyi (1) tanliyinin naticasidir.
Indi iso gostorak ki, (1) tonliyi (3) tonliyinin noticasidir. Tutaq ki, x,
adadi (3) tonliyinin ixtiyari bir hallidir:
f1(x2) + 9(x2) = fo(x2) + @(xz).
Buradan da

f1(x2) = fo(x3)

alinir. Bu da (3) tonliyinin hor bir hallinin (1) tonliyinin do halli oldugunu
gostarir. Yoni (1) tonliyi do (3) tonliyinin naticasidir. Demali, (1) vo (3)
tonliklori eynigiicliidiir. m

Natica. Tonliyin hor bir haddini oks isars ilo barabarliyin bir tarafindon
0 biri tarafina kegirmok olar.

0 Dogurdan da,

fi(x) = f,(x) + f3(x)

tonliyinin har tarafino —f;(x) slavs etsak,

fl(x) —f3(x) = fz(x)

alariq. m

Bu xassaya asasan istonilon tonliyi, onunla eynigiclii vo sag torafi sifir
olan

fx)=0

soklinds tanliya gotirmok olar.

Xassa 2. Tanliyin har iki torafini sifirdan fargli adads vo ya machulun
mimkin giymotlorindo monasi olan ifadoys vurdugda (vo ya boldikds)
verilmis tonliklo eyniglcli olan tonlik alinar:

@) - 1(x) = o) - f(x) (@(x) # 0).
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Bu xassonin isbat1 1-Ci Xassonin isbatina oxsar qayda ilo aparildigindan, onu
oxuculara havals edirik.
Tonlik hallinds, onun asas xassalorindon istifado etmoklo asagidaki
marhalalar gozlonilmalidir.
1. Tonliyi kasrdon qurtarmag.
2. Machul daxil olan métarizalari agmag.
3. Oxsar hadlori islah etmok.
4. Almmis tonliyin ndviindon asili olaraq miivafiq holl gaydasini totbiq
etmok.
§ 66. TONLIKLORIN TOSNIFATI

Umumiyyatlos, tenliklor cabri vo transendent olmagla iki sinfo ayrilir.
Machullar Uzarinds yalniz toplama, ¢rxma, vurma, bélma, qlivvata yiksaltme
Vo kokalma amollari aparilan tanliklora cabri tanliklor deyilir. Cabri olmayan
tanliklara transendent tonliklar deyilir. Masalan,

3x—2=2x+5 3x2-15=12; 3xY2-x-2=0;

x+2

_ .. x3+2x+43 5
V2x+1 2; 1 X +2
cabri tonliklor,
3x2% —5.3x¥ + 6 =0; 2> 21— 7. xlox = 1000x2:

5 2
1 — sinx — cosx = 0; arccosx = arctgx
isa transendent tonliklordir.
Hansi sinfo aid olmasindan asili olmayaraq, iralido qarsilasacagimiz
tonliklor asagidaki novlors ayrila bilar:
a) 9dadi va harfi amsalli tanliklar. Mochuldan (vo ya mochullardan) basqa
hec bir harf daxil olmayan tonliya, adadi amsalli tanlik deyilir. Masalan,

3x+2=x+5 3x2-15=12; 3x**-5-3x*+6=0;
5 7
T4 xty+z=12 2lg(x+1) -3y =0.

Machuldan basga bir va ya bir ne¢a horf daxil olan tonliklara harfi amsalli
tonliklaor deyilir. Masalan,
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ax’?+bx+c=0; --——=15

ax® +2bx?> +cx+d =0; 3ax+by+cz=a? log,x—3ay=0.

b) Rasional tanliklar. Tanliyin sol va sag tarofi mochula nozaran rasional
ifado olarsa, ona rasional tonlik deyilir. Masalan,

3a+1=7a; x*+12=8x; —+—==2: (x—4)(x+5)=0;

x—4 x—4

a

x3 = 75x% — 1400x = 0; = b

x2 y2 ZZ
=2 S+o-5=1L
c¢) Tam tanliklar. Tanlikdo machula b6lmo amali olmazsa, ona tam tonlik
deyilir. Masalan,

£+E=2;£+X=1;
3 5 a 6
2 2 2
X y z
2 - . - — =
u® + 15 = 8u; Py b2+cz—1.

¢) Kasr tanliklar. Tanlikds machula bélma amoali olarsa, ona kasr tanlik

deyilir. Masalan,
1 5 12

e T

tg2x

—sin2x=0; 42=1,
cos2x a vy
d) irrasional tonliklor. Kok isarosi altinda (yaxud kosr qiivvato

yuksaldilmis) machulu olan tanliklors irrasional tonliklar deyilir. Masalon,
V2x+1=3;V3x—2=x; V2x =7 =5 —x;
Vi+Ve—2 +Vx—Vx—2 =2, Vx+2-33x+2=0.

§ 67. BIRMOCHULLU TAM TONLIKLORIN
DOROCOSINOG GORD TOSNIFATI

Tutaq ki, birmachullu tam f; (x) = f5(x) tonliyi verimisdir.
Tarif. Birmachullu tam tonliya daxil olan moachulun on yiiksok
glvvatina tonliyin daracasi deyilir. Verilon tonliyi sadslogdirib,
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fx)=0
soklina saldigdan sonra tonliyin daracasi tayin edilir. Masalon,
2x+1=0;, x—-1=0; 4x3—-3x>+5x—1=0
tonliklorindon  birincisi  vo ikincisi birdaracali, Ucungust ucdaracali
tonliklordir. Birmochullu tam tonliklor imumi sokildo asagidaki kimi yazilir.
ax + b = 0 (birdaracali),
ax? + bx + ¢ = 0 (ikidaracali).
ax? + bx? + cx + d = 0 (ligderacali),
ax* + bx3 + cx? + dx + m = 0 (dérddaracali),
ax® + bx* + cx3 + dx? + mx + n = 0 (besdoracali).
ax™ + bx" 1+ cx™ %2+ ..+ kx+1=0(ndoaracali).
Bu tonliklorin hamisinda a # 0 hesab olunur.
Tarif. Tonliyin sag torafi sifir, sol torafi iso mochulun giivvatlarine goro
diiziilmiis ¢oxhadli olduqgda, ona rasional cabri tanlik vo ya n daracali tanlik
deylir:

apx™ + a4 x" 1+ ax" P+t ap_1x+a, =0 (ag #0). (1)
P,(x) = apgx™ + a;x™ 1 + apx™ i + -+ a1 x + ay )

gobul etsak (n daracali coxhadli), (1) tenliyi qisa soildo
P,(x)=0 (1%

kimi do yazila bilor. Burada, a;-lor haqiqgi adadlor olub, tanliyin amsallar:
(i =0,n), aq-yiksak daracali haddin omsali, a, - sarbast hadd adlanir.
(1) soklindaki tonliklorin koklorinin varligi vo say1 haqqinda cabrin asas
teoremi®® adi ilo mohsur olan asagidaki teorem molumdur.

Teorem. Hoagiqi amsalli n doroacali tonliyin heg olmasa bir kokii vardir.
Teorem ilk dofo alman riyaziyyat¢isi Karl Fridrix Qauss (1777-1855)
torofindon isbat olundugundan, Qauss teoremi olaraq da adlandirilir (Bu
teorem tmumi sokildo-Kompleks amsalli n daracali tonliyin @ n sayda
kompleks kokii vardir, soklinds ifado edilir). Bu teoremdon asagidaki natico
alinir:

Natica. n doracali tonliyin n sayda kokii vardir.

13 Teoremin isbati ali cobr kursunda verilir.
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0 Qauss teoremina goro (1) tonliyinin heg olmasa bir kokii vardir. Bu kdk x;
olsun. Onda, Bezu teoremina (bax § 59) goro (1) tonliyinin sol torafindoki
coxhadli (x — x4) ikihadlisina bélinar.
(x —x)(agx™ 1+ byx™ 2 + byx" 3+ -+ by_x+by,_ 1) =0
(b1, by, ..., by_q-lor bdlma zamani alian yeni omsallardir).
Burdan
agx™ 1t + by x™ 2 + byx" 3 + -+ by_yx + b,_; = 0. 2)
Alinmus tonlik (n — 1) doracali cobri tonlik oldugundan onun da heg
olmasa bir kokii vardir (n > 1 isa). Bu kok x, olsun. Yena Bezu teoremina
g0ra (2) tonliyinin sol torafi (x — x,) iki hadlisine qaligsiz boliniir vo (1)
tonliyi
(x —x)(x —x)(@px™ 2 + c;x™ 3+ + cpgx + Cpp) =0
kimi yazila bilir (burada, ci,cy, ..., Ch_p-lor bdlms zamani alinan yeni

omsallardir).
Omoliyyati bu gayda il davam etdirsok, n-ci addimda tanlik
(x—x)(x —x3)(x —x3) oo (x — xp_1)(@px + b) =0 (3)
soklini, ai = —x, gobul edildikds is»,
0
ao(x —x)(x — x2)(x — x3) . (x — X)) (x —x,) =0 4)

soklini alir. Bu da, n doracali tanliyin n sayda kokiiniin oldugunu gostorir. m
Qeyd. n doaracali tonliyin koklori ilo omsallar1 arasinda olageni ifads

edan vo Umumi Viyet teoremi deyilon(n = 2 (iglin bax. § 82) asagidaki teorem

dogrudur: (1) tonliyinin amsallar1 ilo x4, x5, ..., x,, kOKlori arasinda

a
X1+ X+ ot xy, = ——
Qo
az,
X1X7 + X1x3 + o+ Xy Xy = o
0
_ _ a3,
X1X2X3 + X1X2X4 + i+ Xp_2Xp_1Xp = 2

X1XpX3 o Xp_1Xpy = (—1)"a—n
Qo
munasibatlori dogrudur.
X1, X2, .., Xy KOKlori bir birindon forgli oldugda deyirlor ki, (1)
tonliyinin n sayda mixtolif kokii vardir. Miixtalif koklora sada koklar do
deyilir.
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Ola bilar ki, tonliyin kdklarindon bazilari bir-birina barabar olsun. Bels
koklora tanliyin tokrarls kéklari deyilir. Tokrarl kok, tokrarliq doracasi gador
kok sayilir.

Tonliyin x;-ci koku k dofa tokrarlanan kokdirss, onda (4) barabarliyini

(x—x)(x —x3) o (x = xi)k (X = Xpg41) =0
soklinds yazmag olar. Masalan,
xX°—4x3=0=2x3(x*-4)=0>
Bx+2)(x-2)=0
oldugundan, x; = —2; x, = 2 tonliyin sado koklori, x3_5 = 0 iso ¢ dofo
tokrarlanan kokudur (Tokrarliq daracasi ii¢ oldugundan, 0 kokl U¢ dofa kdk
sayilr).

Tonliyinin koklorindon bazilori vo ya hamisi kompleks ola bilor.
Misallar. Verilan tonliklarin sol tarafini vuruglara ayirib, koklorini tapin.

1.x2-3x+2=0.

O Toanliyin sol tarafi,
x2-3x+2=x*-x—-2x+2=
x(x—1D-2x—-1D)=kx-1D(x-2)
salinds vuruglara ayrildigindan, tanlik,
x-Dx-2)=0
soklini alir. Buradan da, tonliyin x; = 1; x, = 2 kimi iki mixtalif koki
tapilir. @

2.x3+2x*-5x—6=0.

O Tonliyin sol torafini cevirib
x34+2x2-5x—6=x*(x+1D)+x(x+1)—-6(x+1) =
x+1D?2+x—-6)=(x+1)(x?2—-2x+3x—6) =
+D(x(x—2)+3x—-2) = +D(x—-2)(x+3)

soklinda vuruglara ayrildigindan, tonlik,
x+1DxEx-2)(x+3)=0
soklini alir. Buradan da, tonliyin x; = —1; x, = 2; x3 = —3 kimi ¢ mixtalif
kokii tapilir. @
3.x3+2x2+x+2=0.
O Sol torafi vuruglara ayiraraq, tonliyi
xx+Dx—Dx+2)=0
kimi yazib, x; = —i; x, = i; x3 = —2 aliriq. @
190



Teorem. ©gor x = a + bi kompleks ododi hagigi amsalli n daracali
tonliyin kokudirss, onda onun qosmasi olan z = a — bi odadi do onun
kokuadur.

o Tutaq ki, z kompleks adadi (1) tanliyinin hallidir:

apz™ + a;z" ' +az" %t + - +a,_1z+a, =0 (5)
Gostarak ki, z do tonliyin hollidir.

Dogurdan da (5) miinasibtindan

apz™ + az" '+ az" %2+ +ay_1z+a, =0
yazila bilar. Clnki, kompleks adad sifra barabardirss, onun qosmasi da sifra
borabar. Buradan da, comin vo qiivvatin qosmasi haqqindaki xassalora asason
(853)
a@"+a, @D +a,@" 2+ +a,_1(2) +a, =0.

Bu isa z-in da (5) tonliyinin halli oldugunu gostorir. m

Natica. Tok doaracali hagigi omsalli tanliyin he¢ olmazsa bir hagigi koki
var. Basqa sozlo, n tok oldugda (1) tenliyinin he¢ olmazsa bir hagiqi koku
var.

§ 68. TAM OMSALLI BIRMOCHULLU TONLIKLORIN
RASIONAL KOKLORININ TAPILMASI

Teorem. g rassional odadinin tam amsali

apx™ + a;x" 1+ ax"t+ -+ ap_1x+a, =0 (1)
cabri tonliyinin kokii olmast tigiin, p sarbast haddin, r isa yiiksokdaracali hadd
omsalinin bolani olmasi zaruridir.

o Tutaq ki, g kosri (1) tonliyinin kokudir (S6zu edilon koasrin ixtisar
olunmazlig1 gabul edilir). Onda

w(®) o)+ ) @ () ra o

Bu boaraborliyin hor iki torsfini r™-o vurag:
app™ + a1 pVIr + apVir + -+ appr*t+a,r"=0. (2)
(2) barrabarliyindon alinan
a,r™

=aep™ 1+ a;p"ir 4+ -+ ap_r™?
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boraborliyinin sag torafi tam odad oldugundan, sol tarafindoki aop” odadi do

T

tam ododdir. Bu da, p vo r qarsihigh sade oldugundan, ay-in r-o bélinan
olmasin1 gostorir. m

Bu teoremdon asagidaki naticalor alinir.

Natica 1. n doaracali tonliyin yiiksak doracali haddinin omsali vahid
oldugda, hamin tanliyin rasional kdklari tam adadlordir.

o Dogurdan da ay = 1 va r-do onun bdioni oldugundan, r = +1 olur.

Bu da g-nin tam adad oldugunu gostorir. m

Natica 2. Tam omsalli n doracali tonliyin tam koklori sarbasrt haddin
bolonloridir.

Isbat1 aydindir (Niya?)

Misallar. Yoxlama yolu ils asagidaki tonliklorin rasional koklarini
tapin.
1.3x3 —10x%> +9x — 2 = 0.
O Sorbast hadd —2 oldugundan, p adadi +1 va %2 ola bilar. Yiiksasdaracali
hoddin amsali da 3 oldugugundan, r ododi +1 vo *3 ola bilor. Odur ki, g

kasrlarinin bitiin miimkin hallar

[EnN
N

+1,+2,+; £

- 3" 73
olur. Yoxlama vasitasila inanmag olar ki, tanliyin kdklori 1, 2 vo %—dir (6zlnlz
yoxlayin). @

2.x*+x3—-7x*—x+6=0.
O 2-ci naticaya asasan tanliyin tam koklori 6-nin bolanlari igarisinda
olacaqdir:

Xy ==3; x, = —1;x3 = 1; x4, = 2 (6ziiniiz yoxlaym). @

§ 69. BIRMOCHULLU X9TLi TONLIKLOR
VO ONLARIN HOLLI

Ovvalco, asagidaki sade mosaloya baxag.
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Masala. Leyla, cibinds olan 5 manata 8 dono doftor aldigdan sonra 3
manati qaldi. Bir doftorin giymatinin tapilma qanununu miayyan edin.

O Bir doftorin giymoti x manat olsun. Leyla 8 doftoro 8x manat vermis
oluguna gora

8x+3=5
yaza bilorik. Bu da aranan ganundur. @

Bu sado moasalodon goriniir ki, elo hoyati masalolor var ki, onarin halli
birdaracali birmachullu tonliklorin hollina gotirilir. Bu da sozi edilon
tonliklorin oyronilma zoruratini ortaya ¢ixarir.

Birdaracali birmochullu tanliklarin on sads sokli olaraq

ax+b=0 (a=#0)
gobul edilmisdir. Bu tonlikds x-in yalniz birinci giivvati istirak etdiyindon,
ona Xatti tanlik do deyilir.

Cabrin asas teoremina gors xott tonliyin ancaq bir koki var va bu kék

b
x=—— (a#0)
a

kimi toyin olunur. a ilo b eyni isarsli oldugda x manfi, a vo b mixtoalif isarali
oldugda mushst, b = 0 olduqda isa sifir olur.
Misallar. Asagidaki tonliklari hall edok:
1.3x+2=x-3.
O Ovwvalca, machullar bir torafa (mumiyyatlo sol torafa), molumlari digor
torafa (mumiyyatlo sag torofo) kegirak, sonra da lazim olan omollari yerina
yetirak:

3x4+2=x—-323x—x=-3-2=22x=-5>

5
x=—>-.@
2

X—4  3x-2 _ 2x+1
2. T + 10 = 3 —-7.
O Tonliyin hoar iki torafini 30-a vurub, lazim olan amoallari yerins yetirok
(30, kasrlarin an kigik ortaq maxracidir):
6(x—4)+3(Bx—2)=10(2x + 1) — 210,
6x — 24 4+9x — 6 = 20x + 10 — 210,
6x + 9x — 20x = 10 — 210 + 6 + 24,
—5x = —170,
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x=—%’=34, x=34.@

X a X
3. St T (lal # |b]).
O Toanliyin har iki torafini kasrdon qurtarib, lazim olan amollari yerina
yetirok:
(a+ b)x+ ala—>b) =(a—Db)x,
(a+b)x —(a—b)x = —a(a—b),
(a+b—a+b)x=a(b—a),
2bx = a(b — a); x = ““;;‘”, (b % 0).
Ogor b = 0 olsa idi, verilmis tonlik
Z41=2
a a
soklina diisardi ki, bu tonliyin ds halli yoxdur (Oslinds iss b, tonlikda
verildiyindan, sifir deyil). @

§ 70. 9DODI OMSALLI TONLIKLORIN HOLLINDO
XUSUSI HALLAR

Asagidaki tonliklorin hallini nazardan kegirak.
L5(x+2)+3(x+5)=x+7(x+6).

O5x4+10+3x+15=x+7x + 42,
8x + 25 =8x+ 42,
25 =142
Noticodo mumkin olmayan borabarlik alinir. Bu da o demokdir Ki,
verilmis tanliyin halli yoxdur. Clnki 8x + 25 = 8x + 42 tonliyinds machula
hans1 giymat verilmasindan asili olmayaraq, sag toraf homiso sol torofdan 17
vahid boyiik olacaqdir. @

2.8(x—2) +3(x+1) =4x+7(x—12).
O8x—164+3x+3 =4x+ 7x — 13,
11x —13 =11x — 13.
Buradan 11x — 11x = =13 + 13 voya 0 - x = 0 alinir. Demoli, x-in
bitun giymatloari tanliyin hoallidir, yani tonliyin sonsuz sayda holli var. @
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3. 2x —1)(x+5) = (29 —5x)(x + 5).

O Tonliyi agagidak: kimi hall edok:
2x—1)(x+5)—(29-5x)(x+5) =0,
(x+5)2x—1-29+5x) =0,

(x+5)(7x—30) = 0.
Buradan,
x+5=0=x, =-5,
7x—3o=o=>x2=?.o

Qeyd. 3-cii misali holl edorkon, x +5 =0 ola bilocayini nazora

almadan, tonliyin har iki torafini x + 5 ifadasine bélsaydik,

2x —1 =29 — 5x,
2x +5x =29 +1,

7x = 30,
30
*=5

olurdu vs tonliyin bir kokiiniin itirmis olurdug. Bu geyddan goérinir Ki,
tonliyin har iki torafini moaghul daxil olan eyni ortaq vuruga boldiikds (ortaq
vurugu sifirdan forgli gebul etmokls) kokiin bazilori itmis olur. Buna sobab,
sifira barabar ola bilocok vurugu sifirdan forgli hesab etmokdi. Odur ki,
tonliyin har iki tarafini mag¢hul daxil olan eyni ortaq vuruga boldiikda diqgatli
olmaq lazimdur.

§ 71. MOCHULU MUTLOQ QiYMOT iSAROSI
DAXILINDO OLAN TONLIKLOR

Bozon moachulu miitlog giymet isarasi daxilinds olan tonliklori hall

etmak lazim galir. Masalan,
lx—2]=3; |5—x]=2x+1
belo tanliklordondir. Bu ndv tonliklorin halli mitlogq qiymatin torifine
osaslanir.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1 |x—-2]=3.
O Mutlag giymeatin tarifino asasan (bax. § 36),
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x—2=-=3 voya x — 2 = 3 yazib, buradan da uygun olaraq x; =

x, = 5 aling.
Yoxlama.
|-1-2]=3=1|-3|=3=>3=3;

|I5—-2|=3=13]=3=>3=3.

Hor iki kok tonliyi 6doyir. @

2.|15—x|=2x+1.

O Yeno mutlog giymatin tarifino osasan,

5—-x=—2x+1) voya 5—x=2x+1.

yazib, buradan da uygun olaraq

—x+2x=—-1-5=x; =—6,

—x—2x=1—5=>3x=4:>x2=§
aliriq.

Yoxlama.
I5—(=6)|=2(-6)+1=11 = —11;

=2'z+1>—=—.

|5 4| 4 11 11
3 3 3 3

Demoli, tanliyin kokl x = g -dir. x = —6 konar kokdir. @

-1 vo

Machulu mitlog giymat isarasi daxilinds olan tonliklori intervallart*

Usulu deyilan Gsulla da hall edirlor.
Misal 3. |[x — 1| + [x + 1| = 2 tonliyini hall edin.

O Verilon tonlikdo biri x = —1, digori iso x =1 olduqda sifira
cevrilon iki mitlog giymat isarasi var. ©dad oxu izarinds koordinati —1 olan
noqtoni M, koordinat1 1 olan néqtani iso N ilisars etsok, (—oo, —1), (—1,1)
Vo (1, ) olmagla ii¢ interval alimr. Bu ¢ intervalin hor birinds |x — 1] vo
|x + 1| ifadslorini mitlog giymot isarasindon istifado etmoyarok asagidaki

kimi yazmag olar:

1% fnterval - araliq monasini dasiyir.
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—(x—1), -1<x<1

—(x—1), x < -1
Ix—1|={
x—1, x>1

Vo
-(x+1), x<-1
|x + 1] ={x+1, -1<x<1
x+1, x>1
Bunlar1 digqate alsaq, verilon tanliyinin sol tarofi
(=00, —1) intervalinda —(x — 1) — (x +1) = -2,
(=1,1) intervalinda —(x—1)+ (x+1) = 2,
(1,00) intervalinda (x — 1)+ (x+1) =2
kimi olar.

Demoali, tonliyin halli, birinci intervalda —2x = 2 = x = —1; ikinci
intervalda 2 = 2 oldugundan, intervalin biitiin noqtalari; Uclncl intervalda
2x =2 = x =1 olur. Belalikls, verilon tanliyin halli

-1<x<1
borabarsizliyini 6doyan biutlin x-lor ¢oxlugudur. @

§ 72. BIRMOCHULLU BiRDOROCOLI TONLiK QURMAGA
AID MOSOLOLOR

Gundolik hoyatda qarsilasdigimiz ¢ox sayda hoyati, texniki vo s.
mosalalor tonlik qurmaq yolu il hall olunur. Bu yolla masalo halli glin
imumi bir gayda olmamasina baxmayaraq, tonlik qurma yolu ilo mosals halli
tictin agsagidaki tovsiyalora omol olunmasi faydalidir:

1) masoalada tapilmasi talob olunan machulu harflo isara etmok;

2) mosalada haqqinda danigilan basga moachullari, hamin horf va verilon
ododlorlo ifada etmok;

3) mosalonin sortino uygun olaraq verilmis ododlor vo machullar
vasitasilo bir-birins baraboar ifadslor qurmag;

4) alinan ifadslori borabar hesab edarok tonlik qurmag;

5) tanliyi hall edib masalonin sualina cavab almag;

6) agar masalads bir deyil, bir ne¢ca mochulun tapilmasi tolab olunarsa,
bunlarin birini tapdiqdan sonra qalanlarmi tapmag;
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7) hallin dizgunltyuni yoxlamag.

Toanlik qurmaq yolu ilo msals hallinde machullar tmumiyyatls x, y, z, t
Vo S. kimi harflarlo isara olunur.

Masals 1. Birinci bakda ikinci bakdakindan 2 dofo ¢ox benzin vardir.
Birinici bakdan 25 benzin goturib ikinciys toksok, hor ikisinds borabor
miqdarda benzin olar. Ovvolco hor bakda necgo litr benzin var idi?
O Tutaq ki, ikinci bakda x litr benzin var, onda sorto goro birinci bakda 2x
litr benzin olar. Birinci bakdan 25 litr goturib ikinci baka toksok, birinci bakda
(2x —25) litr, ikinci bakda iss (x+25) litr benzin olar.
Belalikls, sorto goro

2x —25=x+ 25> x = 50.

Demali, ikinci bakda 50 [, birinci bakda iso 2x = 2 - 50 = 100, yani
100! benzin var idi.

Yoxlama. 100: 50 = 2 olmas1 gostarir ki, birinci bakda ikinci bakdakindan
iki dofa ¢cox benzin var idi.
Demali, masalo diizgiin hall edilmisdir.

Cavab: 100/ vo 50. @

Masala 2. Tki velosiped¢i A montogesindon B montogasine yola diisdii.
Birinci velosipedcinin siirati saatda 15 km, ikinci velosipedcinin slrati saatda
12 km-dir. Birinci velosipedginin = B montagesina ikincidon 2 daq tez
catdigim bilorok, A ilo B arasindaki mosafoni tapin.

O A montagoesi ilo B montogosi arasindaki mosafo x km olsun. Birinci

velosipedci bu masafaya % saat, ikinci velosipedg¢i isa bu mosafaya % saat
vaxt sarf edacokdir. 2 dogigs saatin %—i oldugundan, velosipedgilarin yola sorf

etdiklori zaman forqi % saat olur. Odur ki,

1
L - _oso5x—4x=2>x=2,
12 15 30
yani x = 2 km olur.

Yoxlama. Birinci velosiped¢i 2 km yolu % saata, yoani 8 dagigoyo, ikinci

velosipedgi iso 2 km yolu % saata, yani 10 dogigays getmisdir. Demoali,
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birinci velosipedgi bu masafoni ikinci velosipedgidon 2 dagq. tez got etmisdir.
Cavab: 2km. @
Masala 3. Perimetri 30 sm olan tigbucagin toraoflorinin nisboati 7: 5: 3 kimidir.
Ugbucagimn toroflorini tapin.
O Tutaq ki, tighucagin kigik torafi 3x sm-dir. Onda orta torafi 5x sm, boyik
torofi iso 7x sm olur. Perimetrin torafino gora
3x +5x +7x =30
yazib, buradan da
15x=30=>x=2
aliriq. Buna gora do, tigbucagin toraflori uygun olaraq
3x=3-2=6sm
5x=5:-2=10sm
7x=7-2=14sm
olur (6ziiniiz yoxlayn).
Cavab: 6 sm,10 sm,14 sm. @

Masala 4. Toyyaro meydanindan eyni zamanda iki toyyara galxarag
eyni istigamatds A sohoarins ugur. Birinci toyyars saatda v km suratls, ikinci
toyyara iso birincinin siirstindon saatda d km az siiratlo ugur. Ikinci toyyaroanin
A soharino birinci toyyarodon t saat gec c¢atdigim bilorok, toyyars
meydanindan A soharina gadar mosafani tapin.

O Forz edak ki, toyyaro meydanindan A sohorina godor moasafo x km-
dir. Birinci toyyaranin saatindaki siirati v km oldugu ii¢iin o, bu yola % saat

vaxt sorf edor. Ikinci toyyaronin saatdaki siirati (v —d) km oldugundan,
ikinci toyyara bu yola vde saat vaxt sorf edor. Ikinci toyyars A sohorino

birincidan t saat gec ¢atdigi iglin zaman forgini t-ys borabar eds bilarik:
X X

——=t,
v—d v
xv —xv +dx =vt(v — d),
dx =vt(v — d),
_ vt(v=a)
==

Demali, toyyaro meydanindan A soharine gadar olan masafa

x = ”“Z“” km-dir. @
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§ 73. IKIMOCHULLU XOTTi TONLIKLOR SISTEMI

Mdovzuya kegcmozdon ovval asagidaki sade masalays baxaq.

Masala. Eyni mantagoadan biri digarindon iki saat sonra yola diison gatar
6 saat sonra ona catir. Qatarlarin orta siiratlori forginin 10 km/saat oldugunu
bilaorak, orta suratlori tatin.

O Bu qatarlarin orta siiratlorini uygun olarag x vo y ilo isara etsok,
goriisosnadak birinci gatar 8x, ikinci gatar iss 6y saat yolda olar. Odur ki,
sorto goro

y—x =10 vo 8x = 6y
yaza bilorik (hall sonra). @

Bu sads masalodan goriindr Ki, bazi hayati (aslinds iss har sahads bels
masalalor ¢oxdur) masalalarin hoalli iki machulu olan iki dons Xatt tanliyin
hallina getirilir. Bunu timumi sokilds aydinlasdiraq.

Tkimachullu Xatti tanliklarin iimumi sokli

ax+by+c=0 (1)
kimi yazilir. Asanligla yoxlamaq olar ki, bels tanliklorin sonsuz sayda halli
vardir. Belo Ki, x-a istonilon bir giymat verdikds, buna uygun olaraq y U¢ln
bir giymoat tapilir. Bunu adadi amsalli tonlik Uizarinds daha aydin gérmok olar:
2x—y=5
tonliyini hall etmok Uglin x-0 —1, 0, 3, 5, 7, ... giymatlorini vermokls, buna
uygun olaraq y U¢ln
-7,-5,1,5,9, ...
giymatlorini alarig.
2x — y = 5 tonliyi verilmis koordinat sisteminds grafik olaraq diz xstti ifado
edir. Bu diiz xattin bltin M(x,y) noqgtalorinin koordinatlar1 hamin tonliyin
hallari olacaqdir. Diiz xatt Gzarindoki ndgtalor say1 sonsuz oldugundan, veilon
tonliyin da hallor say1 sonsuzdur.

Qeyd. Yuxarida olo aldigimiz tonliyin hallor sayinin sonsuz olmasinin
sababi, machullarin sayi ils tonlik saymin (yani sort saymnin) fargli olmasidir.
Belo ki, imumiyyatlo har hansi bir masalonin hallinin tok doyarli ola bilmosi
Ucuin, machullarin say1 gadar birbirindon asili olmayan sartin (tenliyin) olmasi
lazimdir. Buna géro do bu fosilds Oyronscayimiz xotti tonliklor ugun
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mochullarm sayr qodor Xotti tonlik alib, Xotti tonliklor sistemi deya
adlandiracayiqg.
Xatti tonliklar sistemi. Yuxaridaki geyds osasan ikimachullu iki xatti
tonlik sistemi
ax+ by =cq,
{azx +by=cy (2)
soklinda yazilir. Burada, aq, a,, by, b,- sistemin amsallari, cq, c; isa sistemin
sarbast hadlaridir (hagigi vo ya kompleks).
Tarif. Verilmis sistemin hoar iki tonliyini 0doyan (xg,y,) odadlor cltiine
homin sistemin halli deyilir.
Xatti tonliklor sistemi asagidaki tsullarla hall edilir:
a) cobri toplama usulu,
b) avazetmo Usulu,
) migayiss Usulu,
¢) determinatlar tsulu,
d) grafik Gsulu.
Bu Usullardan har birini adodi amsall1 tanliklor sisteminin hallina tatbiq
edok.
a) Cabri toplama Usulu. Bu sulun mahiyyati, tanliklarin birini vo ya hor
ikisini mioyyan odado wvurub, mochullardan birinin  omsallarim
borabarlosdirdikdon sonra, tenliklori torof torofo cobri toplama yolu ils
machullarin birini yox edib, o birini tapmaqdan ibarotdir. Ovvalca bunu
imumi sokilda izah edok:
a;x +byy =cy,
{azx +b,y=-c,
sistemini alib, birinci tonliyin hor iki torofini b,-ys, ikincininkini iso —b;-o
vurub, olds edilon
a,byx + bib,y = c1 by,
{—azblx —byb1y = —cybq
tonliklorini torof torofs toplayag:
ab,x —abix = c1by, — cyby.
Burdan da,
C1by—C2b,

X =——777 (albz - azbl * 0)

aiby—azby
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Tapilmig x-in giymatini sistemin tonliklorindan birinds yazmagla y
toyin edilir. (Birinci tonliyi a,-y», ikinci tonliyi —a4-o vurmagla, avvalcs y-i
do tapmagq olardi).

x—3y=4, . . .
5x + 3y = —1 sistemini hall edin.

O Sistemin har iki tanliyinds ikinci hadlor birbirinden yalniz isarasi ilo
farglondiyindon, onlar1 torof-torofo toplayaq:

Misal 1. {

1

6x =3>x= E
1 . ... . L. . . 7

x = - qiymetini sistemin birinci tonliyinds yerins yazsaq, y = — alariq.
Yoxlama.

1 -7

PR ((4=4

5.l_|_3.__7=_1' -1 =-1.
2 6
.. . f 1 7 - (1 7 v g
Demoli, sistemin halli x = 7 Voy = —c, yani (E' _g) cutidir. @
. 4x +3y = —4, . L .

Misal 2. {6x +7y=9 sistemini hoall edin.

O Sistemin birinci tonliyinin hor iki tarafini 3-o, ikincininkini iso —2-ys
vurag:
12x + 9y = —12,
{—12x — 14y = —18.
Almmus sistemin tanlikloarini torof-toroafo toplayag:
—Sy=-30= y=6.
y-in bu giymatini sistemin birinci tonliyinds yerino yazaq:

11
4x+3-6:—4:x:—7.
Tapilan x = —% Vo y = 6-nin, yani (—%, 6) cutlindn sistemin holli

oldugu yuxaridaki qayda ilo yoxlanir. @
Qeyd. Baslangigda alo aldigimiz masalodas alds edilon sistemi cobri toplama
Usulu ila hall edak:
{y—x = 10,:{ y—x =10,
6y = 8x 3y —4x = 0.
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Sistemin birinci tonliyinin har iki torafini —3-2, ikincininkini iss 1-2

(yani tonliyi oldugu kimi saxlayaq) vuraq va toraf-torofs toplayaq:
{—By + 3x = —30,
3y—4x=0

Demoli, x = 30 km/saat-dir. Onda, y = x + 10 = 40, yani
y = 40 km/saat olur.
b) Ovazetmo Usulu. Bu uUsulla sistemi hall edarkan tonliklorin birindan
machulun har hansi birini o biri vasitasilo ifads edib, digor tonlikds yazmagla,
birmachullu tenlik alinir:

=>—x=-30=x=30.

{alx + by =cy,
ax + by = c,.

Birinci tonlikdon y = Cl;ﬂ (b, # 0) tapib, ikinci tonlikdo yazaq:
1
) Cc1—aqx _ _ Clbz—Czbl _
a,x + bz by =Cy=>X= _albz—azbl (albz a2b1 * 0)

x-in bu giymatini ikinci tonlikds yazib, y-i tapiriq.

. 2x+y =28, . . .
Misal 3. {Bx +ay=7 sistemini hall edin.
O Sistemin birinci tonliyindan x-i y vasitasilo tayin edok:
y =8—2x.

y-in bu giymatini sistemin ikinci tonliyinds yerins yazag:
3x+4(8—2x) =7=>3x+32—-8x=7= -5x=-25=>x=05.
x-in bu giymatini y-in ifadasinds yazag:
y=8—-2x=>y=8-2-5=8-10=—2.
Belaliklo, sistemin halli x = 5, y = —2, yani (5,—2) ciiti olur.

2:5-2=8 8 =8,
Yoxlama. {3 544-(=2)=7 {7 _; @
. 2x+ 3y =—4, . . .
Misal 4. {Sx +6y—7. sistemini hall edin.

O Sistemin birinci tanliyindon x-i y vasitasilo tayin edib, ikinci tonlikds
yerino yazaq:
—4 -3y —4 -3y
= =>5- 6y =-7>
X > > + 6y
—20—-15y +12y = 14 = y = -2,

Onda
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—4-3(-2) —-4+6
x = > =— = 1.
Demoli, x =1, y = —2.
Yoxlama.
2:-14+3-(-2)=-4 —4 = —4
{5-1+6-§—2§=—7 vwya {7277
Qeyd. Machullardan har hansi birinin amsal1 vahid olarsa, onu o biri
mochul ilo avaz etmok daha slveriglidir.
c) Mugayise Usulu. Bu tsulun mahiyyati, sistemin har iki tanliyindon
moachulun birini tayin edib, onlar1 barabarlisdirmokdan ibaratdir.
ax + b1y =cq,
{azx + b,y = c,.
sistemindan

=20% (b #£0)vo y =22 (b, #0)
b1 bZ

oldugundan,

C1—A1X _ C—AxX

by by

Alinmus birmachullu xatti tanliyi hall etsak,
c1by; — by
=—— b, —a,b, # 0).
a1by — azby (a1b; — azby )
x liglin tapdigumiz giymati y-in ifadslorinin birinde yazmagla y-i tayin edirik.
. 2x + 3y = —4,
Misal 5. {Sx +6y=—7

O Sistemin birinci tanliyindan

sistemini hoall edin.

—4 —2x

ikinci tonliyindoan iso

yazib, buradan

aliriq. Onda,
_—4-2-1 5
y - 3 - "

Demali, x = 1,y = —2 (6ziiniiz yoxlaymn). @
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§ 74. IKITORTIBLI DETERMINAT VO ONUN XASSOLORI

Verilmis haqigi (kompleks do ola bilar) a4, a,, by, b, adadlarindan
a,b, — a, b, cobri comini dizaldok.

Tarif. a;b, — a, b, soklindoki cobri como ikitartbli determinat™
deyilir vo
a; by
a, b,
kimi igara olunur.

(1) borabarliyina ikitortibli determinatin hesablanma diisturu deyilir.
Burdaki a4, a,, by, b, ododlori determinatin elementlori adlanir. a, vo by
elementlorinin  yerlosdiyi sotir determinatin birinci satri, a, Vo b,
elementkoarinin yerlogdiyi satir iso ikinci satri adlanir. Eloco do a; Vo a,
elementkarinin yerlosdiyi stitun determinatin birinci, b; Vo b, elementlarinin
yerlosdiyi siitun iso determinatin ikinci situnu adlanir. a,; Ve b,
elementlorinin yerlosdiyi diaqonla determinantin bas diaqonali, by Va a,
elementkarinin yerlosdiyi diaqonla isa yan diagonalr deyilir.

Torifdon aydin olur ki, ikitortibli determinati hesablamagq fiiciin bas
dioganal elementlorinin hasilindon yan diaqonal elementlarinin hasilini
cixmaq lazimdir. Masalan,

A= = a1b2 - a2b1 (1)

|g —42|:3_4_5.(_2):12+10:22.

Ikitortibli determinatin torifindon onun asagidaki xassolori alnir.
Xassa 1. Determinatin satirlorini uygun stitunlarla ovoz etdikdo determinatin
giymati doyismoz, yani
aq b1 a a;

a, byl = Iby b2|'

Bu xassodon goriiniir ki, determinatin satirlori ilo siitunlar1 eyni
hiiqugludur, yani satir ti¢iin dogru olan xassa sttun Ucun do dogrudur vo
oksina.

15 Determinant sdzii latinca determinarius sdziinden olub, toyin edici anlamim dasiyir.
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Xassa 2. Determinatin satirlorinin (stitunlarinin) yerlorini  doyisdikdo
determinatin yalniz isarasi doyisir:

a; bi| _ |az by
a; byl lag byl’
Natica 1. Satirlori (siitunlar1) eyni olan determinant sifira barabardir.
a; by _
a, b|" 0.

o Dogrudan da, determinantin iki sotri borabor iss, onlarin yerlorini
doyisdikda, determinat doyismoz. Diger torofdon, Xassa 2-ya goro
determinantin isarasi doyisar. Yani

A= —-A=>2A=0=>A=0. n
Xassa 3. Determinatin har hansi sotir (stitun) elementlarinin ortaq vurugu
varsa, onu determinant igsarasi Xaricina ¢ixarmaq olar:
a; by — K a; by
ka, kb, a, b,

Natica 2. Hor hansi iki satri (sUtunu) mitonasib olan determinant sifira
barabordir:

0 Hagigaton determinantin har hansi iki satri (sutunu) miitsnasib iss,
mutonasiblik amsalin1 determinant xaricine ¢ixarsaq, iki barabor satir (sitln)
alarig. Yoni determinant sifra barabordir. m

Xassa 4. Determinatin hor hansi satrinin (sttununun) bitin elementlori
sifir isa, 0 zaman determinant sifira barabardir:

|4 b1| 0 by _y.

0 ol~

10 by
Xassa 5. Determinatin har hansi bir satir (stitun) elementlorini eyni bir adads
vurub o biri satirin (siitunun) uygun elementloring olavs etsok, determinantin
giymati doyismoz:

a, by
a, b,
a, by
(az b,

a, +ma, by +mb,
az b,

a, +mby by
a, +mb, b,
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§ 75. XOTTI TONLIK SISTEMININ DETERMINANTLAR
VASITOSI iLO HOLLI

Asagidaki ikimacullu iki xotti tanliklor sistemins baxag:
a;x + by =cy,
{azx + by =c;. @
1 Va ¢y-nin heg olmasa biri sifirdan farglidir. Sistemi hoall etmok Gg¢iin onun
birinci tanliyini b,-yo, ikinci tanliyini —b4-9, vurub toraf-torafo toplayaq:
(aib; — azby)x = c1by — c3by.
Eynils sistemin birinci tonliyini —a,-ya, ikinci tanliyini iss a;-2
vurub, torof-tarofs toplayaq:
(a1by — azby)y = asc; — azc;.

Burada,
a; by
A= ab, —a,b; = )
102 204 a, b,
¢ by
A,=cib, — by = ,
x= C102 201 ¢, by
A= _ 191 G4
y= QG — @0 = g, o,

isars etsok, (1) sistemini onunla eynigiicli olan
(albz - azbl)x = Cle - Czbl, {A X = Ax,
vaya 2
{(albz — a;b1)y = ay¢; — axcy Yala- y =4, @)
sistemina gotirmis olurug.
Burada, 1) A= a,b, — a,b; # 0 olarsa, onda (2) sistemindon x vo y
yegano sokildo

x=y= 3)
kimi tayin olunur.
Demoli, A+ 0 olduqda, (1) sisteminin yegans halli var va (3) dusturu
ilo toyin olunur. Bu qaydaya Kramer®® gaydas: deyilir.
2) A=0, lakin A, A, determinantlarindan heg olmasa biri sifirdan
farglidir. Bu halda aydindir ki, (2) sisteminin vo demali (1) sisteminin halli

yoxdur (¢unki, (2) sisteminin sol torafi sifir, sag toraflodon isa he¢ olmasa biri
sifirdan forglidir).

16 Gabriel Cramer (1704-1752) — Isveg riyaziyyateist..
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3) A=A,= A,= 0, yani sistemin omsallar1 vo sorbast hadlori uygun
olaraq miitanasib olarsa (% = % = E—l = (k) ) onda sistemin sonsuz sayda
2 2

2

holli var.
Dogurdan da a; = ka,, b; = kb,,c; = kc, yazib, sistemin birinci
tonliyinds nozars alsaq:
k(a,x + byy) = kc,,
{ ax + b,y =cy.

Bu iso (1) sisteminin birinci tonliyinin ikingisinin naticasi oldugunu
gostarir vo sistem
a,x + b,y =c,

olmagla bir tonlikdon ibarat olur ki, bunun da sonsuz sayda halli var (bax. (1)
8§73). Bu hallori tapmag Gglin,machullardan har hansi biri (mosalan y) sarbast
moachul gobul edilorok, sag torofo kdglrilir va ona hor dofo muoyyan bir
giymet vermokls digori tayin edilir.

Yuxarida soyladiklarimizdan ¢ixir ki, xatti tanliklar sisteminin halli ola
bilir (bir donos ya da sonsuz sayda) va ya olmaya bilar. Halli olan sistems
uyusan sistem, holli olmayan sistems iso uyusmayan sistem deyilir (asagidaki
misallara baxinz).

Misallar. Asagidaki tonliklor sistemlorini hall edin.

{4x—7y=12,
3x 4+ 5y =8.
14 7 _s.e_2_7—
OA_|3 5|_45 3(=7) = 41,
12 =T e ar o
A1—|8 5|_125 8(=7) = 116,

A2=|‘31 182|=4-8—3-12=—4

oldugunu diggots alib, (3) diisturlarmi totbiq etsok, sistemin
116 4

X=— —

2177 ;|
hallini tapiriq (6zliniiz yoxlaym). Demali sistem uyusandir. @
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3|_21 i—1-(=3)=1,

3|_5 i —2(=3) = 6+ 5i,

= |2‘ §|:2i-2—1-5=—5+4i
oldugunu diggate alib, (3) diisturlarini tatbiq etsak, sistemin
x=6+5i,y=-5+4i
hallini tapiriq (6ziiniiz yoxlayin). Demali sistem uyusandir. @
Misallar. Asagidaki tonliklor sistemlorinin  hollinin olub olmadigin
muayyoanlosdirin (varsa tapin).
. {4x — 3y =12,
" x+2y=3.
o A=|‘1L 3|_11 A1—|12 - |=33,

2=} 132|=12—12=0

oldugunu diggots alib, (3) diisturlarmi totbiq etsok, sistemin
x=3,y=0
hallini tapiriq (6ziiniiz yoxlayim). Yani sistemin yegana holli var (uyusan
sistem). @
2x+3y =17,
{ 4x + 6y = 5.

12 3| _ 45 _ 4o _
OA_|4 ‘|=12-12=0,

7 3y e 12
8=z 6|_42 15=27 %0, A=

|4 ;|=10—28=—18¢0

oldugundan, sistemin halli yoxdur. Yani sistem uyusmayandir. @

3 {2x+y=3
4x + 2y = 6.
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O A=|2]]=2-2-4-1=0,

A=21=3-2-1-6=0, A=|?]|=26-4-3=0
oldugundan, sistemin sonsuz sayda holli var (ikinci tonlik birincinin
naticasidir vo atilir). Yoni uyusandir. Birinci tonliyi

y=3—-2x
soklinda yazib, sistemin hallini - onu imumi hall adlandiraq, (x, 3 — 2x) clti
soklinds yazaq. Hor dofo timumi hallds x -2 forgli giymatlor vermoklo ona
uygun y-in giymatlori tapihir. Bu hoallor, xususi hallor olaraq adlandirilir.
Masalan, x-in —2,—1,0,1,2 giymatlarine uygun xiisusi hallar (—=2,7), (—1,5),
(0,3),(1,1),(2,-1) olur. ®
Qeyd. (1) sisteminds ¢; = ¢, = 0 olarsa, sistem
ax+ by =0,
{azx +b,y=0 (1%)

soklini alir. (1*) soklindoki sistems, iki machullu bircinsli xatti tonliklor
sistemi va ya (1) sistemina ugun bircins sistem deyilir.
(1*) sisteminin soklindon gortnur ki, x = 0, y = 0 onun hallidir. Bu hallo
sifir hall va ya askar hall deyilir. Demali, bircinli xatti tanliklar sistemi homisa
uyusandir. Indi bircinli xotti tonliklor sisteminin no zaman yegana, no zaman
sonsuz sayda hallinin varligini miioyyan edok.

0 by a,
~ o b, a,
olmasindan vo (2) barabarliklorindon (Kramer gaydasindan) ¢ixir ki, A# 0
oldugda, bircins sistemin yegana halli var (Bu lallin sifir hall oldugu
aydindir); A= 0 oldugda isa sistemin sonsuz sayda halli var.
Misallar. Asagidaki bircins tonliklor sistemlarini holl edin.
1 {4x +3y =0,

" x+2y=0.

O A=[13l=5#0a=;=0, a=]; =0
oldugundan, sistemin yegans halli var (x =y = 0). ®

A= albz - azbl, A.X = 0’ Ay:

0
of =0

5 {2x—y=0,
"(4x -2y =0.

O A=[i5l=0, a=[g Tl =0 a=[i5[=0
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oldugundan, sistemin sonsuz sayda holli var. Ikinci tonlik birincinin
naticasidir. Onu atsag,
2x—y=0>y=2x

olur. Goruinduyt Kimi son barabarlikds har dofs x-o forgli giymatlor verib, y-
in uygun qiymotlorini tapiriq. Beliklo, (x,2x) cltl (Gmumi holl) verilon
sistemin sonsuz sayda hollorini miiayyan edir (x € C). Mosalon, (—1,-2),

(1/2,1), (1,2), (v3,2V3), (i,20), 2 — i, 4 — 2i), ... @

§ 76. IKIMOCHULLU iKi XOTTIi TONLIK SISTEMINIiN
QRAFIK USULLA HOLLI

Tutag ki, y

{alx +by=¢ (1)
ax + b,y =c, s

+~
)V

N\

sistemini grafik Gsulla hoall etmok
lazimdir. Bunun ticiin sistemin hor bir
tonliyinin mistovi Gizorindo bir diiz xotti 35 3 %0 >
ifado etmosini nozoro alib, miioyyan e
koordinat sisteminds onlar1 qurmaq

lazimdir. Aydindir ki, burada asagidaki

hallar mimkindr: Sokil 13*
1) diiz xatlor kasisir. Demoli sistemin yegans halli var va bu hall kesismo
nogtasinin koordinatlaridir.

2) dlz xatlor paraleldir. Demali sistemin hoalli yoxdur.

3) dlz Xatlor Ust-Usta diisiir. Demoli sistemin sonsuz sayda hoalli var.

. x—2y=1
Misal. {2x+;= -
O Miayyan bir koordinat sistemi gokib, onun Uzorinds, x —2y =1 duz
xattini (1,0), (0, —1/2) ndqgtaloring, 2x + y = 7 dlz xattini iss (7/2,0), (0,7)
nogtalorina goro qursaq, onlarin A(3,1) ndgtesinds kasisdiyini gorarik.
Demoli x =3, y =1 sistemin hallidir. @

" sistemini grafik Gsulla hall edin.
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§77. UCMOCHULLU UC XOTTi TONLIK SIiSTEM

a,x + be + CrZ = dz,

{alx + bly + c1Z = dl'
asx + b3y + C3Z = d3

sokilinda sistemoa Uigmachullu xatti tanliklar sistemi deyilir.
Belo tonliklor sisteminin asagidaki tisullarla hollni misallar Gzorinds
nozardan kegirak.
a) Mugayisa tsulu.
3x + 5y + 3z = 235,
{6x+2y—3z=—50,
2x + 3y +z =110
sistemini hall edin.
O Sistemin har (¢ tanliyindon mochullardan birini, masalon x-i tayin edoak:

x = 235—2y—3z ) (1)
— —50—2y+3z ) (2)
— 110-3y-z (3)

2

x tl¢tin aldigimiz bu ti¢ ifadonin miiqayisasindan
235-5y—-3z _ —50-2y+3z

3 6 '
235-5y—-3z 110—-3y—z
3 B 2

alimir. Bu, ikimachullu xatti tonlik sistemidir. Onu hall etsak, y = 20,z = 40
tapiriq. Bu giymatlori (1)-do nozors alsaq, x = 5 tapilir.

Yoxlama:
3:54+5-20+ 340 = 235, 235 = 235,
{6-5+2-20—3-40=—50, {—50=—50, o
2-5+4+3-204+40 =110, 110 = 110.

b) Cabri toplama Gsulu.
x+2y—z=2,
2x+y+z=7,
x+y+z=6
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sistemini hoall edin.
O Sistemin birinci tonliyini ikinci ilo, sonra da tglinci il toplayaq:
3x+3y =9 x+y=3,

{m+3y=8 “ya{m+3y=8
alariq. Buradan x = 1 vo y = 2. Bu giymatlori sistemdaki tonliklorin birindos
yerina yazsaq, z = 3 alariq. Beloliklo verilon sistemin holli x = 1,y = 2,
z = 3 olaraq tapilir (6zliniiz yoxlayin). @
¢) 9vazetma Usulu.

x+2y—z=2,
{2x+y+z=7,
xX+y+z=6

sistemini hoall edin.
O Birinci tonlikdon x = 2 — 2y + z tapib, onu sistemin ikinci va Ug¢Unci
tonliklorinds yerins yazagq:

{2(2—2y+z)+y+z=7, Vv va {—3y+3z=3,
2-2y+z+y+z=6 oYy —y+2z=4

Buradany = 2, z = 3. Bugiymatlori x = 2 + z — 2y boaraborliyinds
yerina yazaraq x = 1 alariq. Belaliklo verilonsisteminhallix =1,y = 2,z =
3 olaraq tapilir (6ziinliz yoxlayin). @

Qeyd. Migayiss ti¢iin son iki tisulda eyni misal aldiq.

d) Yeni machullar daxil etma Usulu. Bazon xotti olmayan tonliklor sistemi
yeni mochullar daxil etmoklo Xotti sistema gotirilir.

Misal. Asagida verilon sistemi holl edin

( 1
| x y z
{3 2,2_,
Xy z_ 4
F 1 3
—t——==-1.
X y z
O Sistemi hall etmok Ugiin
1 1 1
-—=u, —=v,—-=w
X y z

gobul etsak, asagidaki sistemi alariq:
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2u+3v—w=9,
3u—2v+ 2w = 14,
u+v—3w=-1.

Bu sistemi yuxarida gostordiyimiz tisullarin har hansi biri ila hall etsok,

u=+4,v=1w = 2. Noticado x :i ,y=1,z =% olur. ®
§78. KVADRAT UCHODLIDON TAM KVADRAT AYIRMA

Tarif. a,b va ¢ (a # 0) verilmis haqigi adodlor oldugda,
ax? + bx + ¢ (1)
ifadasine kvadrat tichadli deyilir.
x%-nin omsalim mdétarizo Xaricino ¢ixarib, verilon kvadrat Gchodlisini
asagidaki kimi ¢evirak:
. , b c
ax*+bx+c= a(x +—x+—).
a a
Zx =2 %x oldugunu nazars alib,
b c b c
a(x2 +;x+;) = a(x2 +2 -Zx+;)
borabarliyini yaza bilarik. Son métariza icerisindoki ifadays % adadinin

b? .
kvadrati olan I adadini olava edok vo ¢ixaq:

4q? a

2 2
ax? +bx+c=a<(x2+2-£x+ b—z)— b—+£>.
2a 4a
Burada,

b
x24+2-—x+ +
2a

2a 4q2

bz_( b\?

oldugunu nazors alag:
2 2_
ax2+bx+c=a((x+2%) _2 4ac)

4a?
Vo ya
2 2_
ax2+bx+c=a(x+£) _ brdac )
2a 4a
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Kvadrat tchadlinin (2) borabarliyi sokline salinmasina tam kvadratin
ayrilmasi deyilir.
Misallar. Asagidaki kvadrat tichadliorin tam kvadratim ayirin.

L 322 —6x+7=-3(x*+2x-1)=-3 ((x2+2x+1)—1—§)=

10
-3 ((x+ 1)? —?) =-3(x+1)?+10;
—3x2—-6x+7=-3(x+1)>+10.

2. 4x% — 12x + 2,4 = 4(x? — 3x + 0,6) =4<(x2—2-§x+§)—§+ 0,6)=
2

(3 2) o) oo

4x2—12x+2,4=4(x—3)2—6,6.

2

3. 2x? —7ax +6a? =2(x2—7—ax+3a2) =2<(x2—2-7—ax+
2 22

49a%\ 490’ 2\ ( _7_a)2_a_2 _ ( _7_(1)2_(1_2
16) 16 +3a>—2(x 4 1) - “\* 7% 8’

yani

2x% — 7ax + 6a? = (x——

§ 79. KVADRAT TONLIKLOR

Tarif. Sol tarafi machula nozaran ikidaracali goxhadli, sag torafi isa sifir
olan tonliya ikidaracoli tonlik vo vya kvadrat tonlik  deyilir.
Kvadrat tonlik timumi sokildo

ax’*+bx+c=0, (a #0) 1)
kimi yazilir. Burada a,b Vo c istonilon haqigi adadlor, x iss machuldur. a-
ya birinci amsal va ya yliksak daracali haddin amsali, b-ys ikinci amsal vo ya
birdaracali haddin amasli, c-ya isa Sarbast hadd vo ya sifir daracali haddin
omsali deyilir.
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Tarif. Kvadrat tonlikds ikinci amsal vo sarbast hodd eyni zamanda
sifirdan forgli oldugda ona tam kvadrat tonlik, onlardan heg olmazsa biri sifir
oldugda iss natamam kvadrat tanlik deyilir.

Torif. Tam kvadrat tonlikdo a = 1 olarsa, ona ¢evrilmis kvadrat tonlik
deyilir.

Hor iki torofi a-ya bolmoklo, ax? + bx + c = 0 tonliyi ¢evrilmis
kvadrat tonliya gatirilo bilir:

) , b c
ax +bx+c=O:>a(x +Ex+a):0=>
2, b ¢ 2
x*+—-x+—-—=0=>x"+px+q=0.
a a
Burada, = = p, < = q gebul edilmisdir.
Natamam kvadrat tonliklorin asagidaki novlori vardir:
1) ax?+bx=0 (c=0;b #0),

2) ax?+c=0 (b=0;c #0),
3) ax? =0 (b=0; c=0).

Indi sira ilo bu tonliklarin hallini verak:
1) ax? + bx = 0. Tonliyi holl etmok liglin x ortaq vurgunu métarize xaricine
¢ixaraq:
x(ax + b) = 0.
Buradan, x =0 va ax+b =0, noticodo iso x; =0 vo x, = —%
alinir.

Demoli, ax? + bx = 0 natamam kvadrat tonliyinin koklori

b
X1 :O;xz :_E

Misal. 5x2 + 4x = 0 natamam kvadrat tonliyini holl edin.
O x(5x+4)=0=>x=0,5x+4=0=> x1=0;x2=—§ o
2) ax? + ¢ = 0. Sorbast hoddi sag torafo kegirib hor torofi a-ya bolok:

2 __°¢ =+ ’_E
X 2 Van xl,z T 2

9gor a Vo ¢ amsallar1 miixtoslif isaralidirss, onda 2 <0 (—2 >0) vo

216



tonliyin

’ c ’ [
X1 = — —_—— X, = —_——
1 a i 2 a

olmagla iki haqiqi kokii vardir.
Dgar a Vo ¢ eyni isarali olarsa, onda = > 0 (== < 0) vo tonliyin koklori

gosma xayali olacaqdir:

+ |-< +i |~
X1 =X |—— = X1 =Tl |— .
’ a ’ a

Misallar. 1.36x%2 —225=0

225 225 15 5
O36x2=225=2x’="sx,=+ [=Z=+="=4+2>
36 : 36 6 2
5 5
X\==2 xp=.@
2. 9x2+4 =0,
4 4 2 2 2
Ox2=-sx,=+ [ -Dx,=+i2x=—=i,x,=-i.@
5 12 =T 5 12 = X3 1 b X2 =3
3.ax? = 0.

O Kvadrat tanliyin torifino gore a # 0 oldugundan, x? = 0. Odur ki, x = 0
tonliyin ikigat kokudur: x; = x, = 0. @

Qeyd. Elo kvadrat tonliklor var ki, onlar1 ax? + ¢ = 0 natamam kvadrat
tonlik kimi hall edirlor. Masalon, (x + m)? = n kvadrat tonliyini holl edok.
Bu moagsadls har iki tarofdon kvadrat kok alaqg:

x+m=+Vn x =-m-—+n, X, =—-m+n.

Misallar. 1. (x — 4)? = 64.
Ox—4=48=>x,=—4, x, =12. @
2.x2 —6x—16 =0.
Ox—-3)?=25>x-3=45>x=-2,x,=8.@

§ 80. KVADRAT TONLIiYIN KOKLORININ DUSTURU

ax’*+bx+c=0 (a#0) 1)
tam kvadrat tonliyina baxaq. ©vvalca tam kvadratin ayrilmasi qaydasi ilo
tonliyin sol torafini gevirsak:
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Vo ya

2 2 Vp2

b b“—4 b b4—4

(x+_) _ Zac:> NN ac.
2a 4a 2a 2a
Buradan da,
__ —btVb?—4ac
X12 =~ 5, - (2)

(2) disturuna kvadrat tonliyin koklori disturu deyilir. Bu dusturu sézlo
asagidaki kimi ifads etmok olar:

kvadrat tanliyin koklari barabordir: oks isara ilo gétiriilmiis ikinci haddin
omsall, plyus-minus kvadrat kok altinda bu amsalm kvadrati ilo sarbost
haddinin birinci amsala hasilinin dérd misli fargi, béltnsin birinci amsalin
iki misli.

Tarif. b? — 4ac ifadesine tam kvadrat tonliyin diskriminant: deyilir vo D =
b? — 4ac ilo isara olunur.

Diskiriminant vasitasilo (2) dusturu

—-b+VD 2%)

2a

X12 =
kimi yazilir.
Diskriminant latinca ayirdedici demokdir. Diskriminantin isarasindon
asili olaraq kvadrat tonliyin koklori tiglin asagidaki hallar miimkiindiir:
1) D > 0 olduqda tanliyin kéklori hagigi vo mixtalifdir:

_—b—+D _—b++D
MET T T, '
2) D = 0 oldugda tanliyin kéklori hagiqi vo borabordir:
xl = xZ = _%

3)D <0 (=D > 0) oldugda tanliyin koklari qogsma kompleks adadlordir:

_—b+i-D  —-b—iV=D
B 2a X2 = 2a '

Gorunduyu Kimi, haqiqi amsalli kvadrat tonliyin kompleks koklari
qarsthqli qosmadiriar.

X1
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Qeyd. Umumiyyatla, miiayyanlik tigiin tonlikarin hoqigi koklori
kigikdon boyliys dogru yazilir.

Misallar. Asagidaki kvadrat tonliklori hall edin.
1.2x2—=7x+ 6 =0.
OD=49-48=1>0,

7+V1 7+1 7-1 3 7+1 )
= = = ——= = ——= =
X1,2 2 ) = X1 2 2,x2 4
x1=§,x2=2..
2.x2 —5x+2 =0,
OD=25-25=0,x,=x,=>.@
3.x2+x+3=0
OD=1-5=-4<0,
—14+v—-4 —-1+2i -1+ 2i —-1-2i
X1 = 2 = 2 =>x1= 2 , X = > =
1, . 1,
x1=—5+1;x2=—5—1.0

Qeyd. ax? + bx + ¢ = 0 tonliyindo b = 2k (k-ixtiyari hoqigi ododdir)
yazsag, tanliyin koklorinin dlsturu bir godor sadslasir. Dogurdan da, (2)
disturunda b = 2k oldugunu nazars alsaq,

_ —ktVk?-ac
X2 =—

(2*)

a
alariq.

Misallar. 3x? — 20x — 52 = 0 kvadrat tonliyini hall edin.

O b=-20=2-(—-10) (k = —10) oldugundan, (2**) diisturuna gors
10+ V100 +156 _ 10+ V256 _10+16 _

X1,2 =

3 3 3
g = 10716 6, . _ 10416 _ 26
1= 3 =7 37 “F27 3 T 3
x1=—2
26 @
Xz—?.

ax? + bx + ¢ = 0 tonliyinin koklori disturunu
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b b2
—b +Vb?% — 4ac b b?% — 4ac a a2z ¢
X12 = =—5-x =——x |F—==
’ 2a 2a 4q2 2 4 a
b b2
2 c
M2= 3% T

sokilda dayisdirib, = =p, ==q qebul etsok,
x> +px+q=0 (3)
cevrilmis kvadrat tonliyini vo onun kokloari Giglin

2 g (4)

diisturunu alirig. Bu diistur bela oxunur:

Cevrilmis kvadrat tonliyin kokKlori borabordir:  2ks isarasi ilo
gotiirtilmiis ikinci hodd amsalimin yarisi, plyus-minus kvadrat kok altinda
hamin  amsalin  yarisimn  kvadrati  ilo  sarbast  haddin  forqi.
Misallar. Asagidaki kvadrat tonliklari hall edin.
1.x2—6x+5=0.

O p = 6,q = 5 oldugundan, x;, =3+V9-5=3+2= x, =1;
X, =5 @
2.x2 = 2\/3x+2=0.
Ox,=v32V3-2=V34+1=>x=V3-1 x,=V3+1. @
3.x2—-2x+5=0.
O x,=1+V1-5=142i= x,=142i; x,=1-2i. ®
Qeyd. (3) tonliyinda p # 2k ( k € Z) oldugda (4) dusturu yerina

X1,2 = ——_pi\/;ZT“q (4%)

dusturundan istifado etmok moslohatdir.
Misal. x%2 + 7x — 30 = 0.

—74y29+120 -7+V169 —7+13
O X12 = 2 = 2 -

—-7-13 -20 —-7+13 6
X1 = . =T=—10’x2=

_ P
X1,2 ——Ei
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Qeyd. Misal halli zamani isbat1 oxuculara havals olunan asagidaki
teoremloari bilmok olveriglidir.
Teorem. Tam kvadrat (1) tanliyinde a + b + ¢ = 0 iso, onda koklordan biri

1, digori iso —dur.

Mosalon, 3x2 — 5x + 2 = 0 tonliyi Ugiin x; = =; x, = 1-dir.
Teorem. Tam kvadrat (1) tonliyinde a — b + ¢ = 0 iso, onda koklordan biri
~1, digori iso — =-dur.

Masalon, 3x2 + 5x + 2 = 0 tonliyi igiin x; = —1; x, = —%—dir.
Teorem. Tam kvadrat (1) tenliyinds ac + b = —1 iss, onda kdklardan biri
c, digari iso —~dir.

Mosalon, 7x% — 15x + 2 = 0 tonliyi Giglin x; = %; X, = 2-dir.

§ 81. KVADRAT UCHODLININ VURUQLARA
AYRILMASI

Tutaq ki, ax? + bx + c kvadrat Uchodlisi vo onun x;,x, koklori
verilmisdir (ax? + bx + ¢ kvadrat Gchodlisinin koklori deyildikds, ax? +
bx + ¢ = 0 tonliyinin koklori basa diisiiliir).

CGoxhadlinin kéklorino géra vuruglara ayrilmasina asasan (bax §59)

ax? + bx +c = alx — x1)(x — x3) (1)
yaza bilarik. (1) barabarliyine kvadrat U¢hadlinin vuruglara ayrilmas: diisturu
deyilir.

Kvadrat tichadli x? + px + g sokilinda, x4, x,-do onun koklori iss, onda (1)
dusturu
x> +px+q=(x—x)(x—x) )

sokilina diisar.
X1 = X olduqda, (1) va (2) diisturlar1 uygun olaraq

ax® + bx + ¢ = a(x — x1)?,

x> +px+q=(x—x)>
sokilinds olur.
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Misallar. 1. x? + 7x + 10 kvadrat Gchodlisinin koklori x; = =5 va x, =
—2 olduguna goro

x> +7x+10 = (x +5)(x + 2).
2. 5x% + 3x — 2 kvadrat tichadlisinin koklori x; = —1 va x, = % olduguna

goro

2
5x2+3x—2:5(x+1)(x—§).

§ 82. VIYET TEOREMI

Farz edak Ki, x; Vo x, adadlori
ax’+bx+c=0 (1)
kvadrat tonliyinin kokloridir.
Teorem (Viyet teoremi). Kvadrat tanliyinin koklorinin comi oks isars
ilo gotiiriilmiis ikinci hadd amsalinin birinci hadd omsalina, hasili isa Sarbast
haddin birinci hadd amsalina nisbatina barabardir, yani

b c
x1+x2=—;, xl-x2=;. (2)

o Kvadrat tichadlinin vuruglara ayrilma diisturuna asasan
ax? + bx +c = alx — x1)(x — x3)
yazib, sag torafdoki motarzoalori agsaq
ax? + bx + ¢ = ax? — a(x; + x3)x + ax;x,,

buradan da, iki goxhadlinin borabarliyino asason

b
b=-a(x1+x,), *1tX2=—¢
c=axix,, Voya

_c
x1~x2—E

alinir (Eyni tisulla § 67-da gabul etdiyimiz Umumi Viyet teoremi do isbat oluna
bilir). m
Qeyd. x? + px + q = 0 gevrilmis kvadrat tonliyi ii¢iin (2) diisturlar1

X1t X =P, X X2 = Q. 3)
sokilini alir. Bu teoremin tarsi olan asagidaki teorem do dogrudur.
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Teorem. ki adodin comi m-a, hasili n-a baraboardirso, hamin adodlor

x> —mx+n=0
tonliyinin kokloridir.
Bu teoremin isabti oxuculara havals olunur.
Misallar. Dz vo tars teoremlordon istifads edorok koklori verilmis hoqiqi
amsalli kvadrat tonliyi qurun.
lLx,=-2;x,=6
Ox;+x,=-2+6=4, x;-x, =(—2) -6 =—12 oldugundan,
axtarilan tonlik
x?—4x—-12=0.@
2., =5—+/3;x, =5++/3.
O xq + x, = 10;x1x, = 25 — 3 = 22 oldugundan, axtarilan tonlik
x2—10x+22=0.@
3.x,=5-2i
O Hoqiqi amsalli kvadrat tonliyin kompleks koklori qgosma oldugundan,
X, = 5+ 2i-dir. Odur ki,
X1 +x, = 10;x1 - x, = 25 — (2i)% = 29
olur vo axtarilan kvadrat tonlik
x2—10x+29=0.@

§ 83. OMSALLARINA GOR® KVADRAT TONLIYIN
KOKLORININ ARASDIRILMASI

Yuxaridaki agiglamalarda gordiik ki, kvadrat tonliyin koklori (iki kok)
haqgiqi mixtalif, hoqiqi barabor, ya da garsiligli qosma kompleks adadlor ola
bilor. Odur ki, asagidaki suallar tobiidir:

1) Kvadrat tonliyin kdklorinin xtsusiyysti nadon asilidir?

2) Kvadrat tonliyin koklorinin névini avvalcadon sylomok olarmiu,
hoqigi kdklor varsa onlarim isaralori necadir?

Bu suallara cavab verilmasi, kvadrat tonliyin kdklorinin arasdiriimasi
demokdir. Bu aragdirmada kvadrat tonliyin diskriminant1 mithiim rol oynayir.
Tonliyin hagigi  koklori olmadigi halda koklorin isarasindon danigmaq
Monasizdir.
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Biz burada ti¢ hali nozardon kegiracayik.
l-cihal.a> 0, D > 0.

Diskriminant musbat odod olduqgda, kvadrat tonliyin koklorinin haqiqi
Vo miixtolif olacagi aydindir.

Bu halda:

1) b < 0,c > 0 olarsa, koklorin hor ikisi musbot olacaqdir. Bunun
dogrulugu Viyet teoremindon ¢ixir (niya?).

2) b>0,c>0 olarsa, koklorin  hor ikisi  manfidir.

- Cc . .. -
Dogurdanda x; - x, = -> 0 olmasindan x; Vo x,-nin eyni isarali, x; + x, =
b . .
—-< 0 olmasindan isa x;Va x5-nin manfi olmasi alinir.

3) b <0, c <0 olarsa, kdklar miixtalif isaralidir, 6zl do mutlag
giymetca boylik olani miisbatdir.
Dogurdan da ¢ < 0 olmasi koklarin mixtalif isarali, b < 0 olmasi isa
koklardan mutloag giymatcs boyiik olaninin miisbat olmasini gostarir.
4) b > 0,c < 0 olarsa, koklor muxtalif isaralidir, 6zi do mitlag
giymetca boyiik olani manfidir.
Dogurdan da ¢ < 0 olmasi koklorin mixtslif isarali, b < 0 olmasi isa
koklardan mitlag giymatcs boyiik olaninin manfi olmasi demokdir.
2-cihal. a >0, D =0.
Bu halda hor iki kdk hagigi olub bir-birina barabardir:
b
-
Ozii do b > 0olduqgda, hor iki kok monfi, b < 0 oldugda hor iki kok
musbotdir.
3-cihal.a>0, D<O.
Bu halda koklar qosma kompleks adadlordir.
Qeyd. a < 0 olduqda, tonliyin har iKi torafini —1-0 vurmagla x?-in omsalini
musbot etmak olar.
Misallar. Asagidaki kvadrat tonliklori aragdirin.
1.x2—x—42=0.
O a=1>0,D=(-1)2—4-1-(—42)=169 >0
Vo b=-1<0, c=—-42<0 oldugundan tonliyin koklori hogigi va
muxtalif isarali olmagla mitlog giymetcs bdyuk olan musbotdir. @
2.20x2 +3x—-2=0.

X1 =X =
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O a=20>0,D=32-4-20(-2)=9+160=169 >0
oldugundan koklor hagiqi mixtalif, b =3 > 0,c = —2 < 0 olduguna gors
koklor muxtalif isarali olmagla mitlog giymoti boyiik olan1 monfi olacaqdir.
[

3.5x2 —8x+3=0.
Oa=5>0,D=(-8)2-4-5-3=64—-60=4>0

oldugundan tonliyin koklori hogigi mixtalif, b=-8<0, c=3>0
olduguna gora do koklarin har ikisi miisbat olacaqdir. @

4.x2=3x+2=0.

O a=1>0,D=32-4-2=0 oldugundan tenliyin koklori hagigi
borabar vo b = —3 < 0 oldugundan miisbotdir. @

5.5x2 +8x+5=0.

O a=5>0,D=16—-25=-9<0 oldugundan koklor qosma
kompleksdir. @

§ 84. IKIHODLi TONLIKLOR

ax"+b=0, (a#0) 1)
sokilinda olan tanliklara ikihadli tanliklor deyilir (n € N).
Bels tonliklar,
nl|b
x=y || @
ovazlomasi vasitasilo
y*+1=0 (3)

tonliyino gotirilo bilir.

y = V£1 olmasi1 gostarir ki, ikihadli tonliklorin iimumi sokilda halli
+1-in n doracadon koklarinin tapilmasina gatirilir (bax §57).

Tapilmis koklor (2) avezlomasinds yazilaraq, (1) tonliyinin koklori

tapihr <” / [2| hesabi kdkdﬁr).

Misal. 16x* + 81 = 0 tonliyini holl edin.
O a =16,b = 81,n = 4 oldugunu nozars alib,
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+(81 3
xX=y E:>X=Ey

ovazlomoesini aparsag, y* + 1 = 0 tonliyini, buradan da y = /-1 kokunii
alariq. §57-doki sonuncu misala gora

vz vz V2 vz
Yo = 7(1 +i),y1 = 7(—1 +1i),y, = 7(—1 —i),y3 = 7(1 o))
yazib, verilon tonliyin koklorini
3v2 3v2 3v2 3V2
%o = T‘Fu +0,%, = \TF(—1 +0,%, = :L—F(—1 — )%y = L—Fu —0)

kimi tapiriq. @

Xususi halda n = 2,3,4,6 ucin (3) tonliklori (demali hamds (4)
tonliklori) agsagidaki kimi do holl oluna bilor.

1) n = 2 oldugda, y? — 1 =0 vay? + 1 = 0 natamam kvadrat
tonliklori alinir. Bu tonliklorin koklori uygun olaraq y = +1 vo y = +i olur.

2) n = 3 olduqda,

)y} +1=0=2@+D0O*-y+1D =0y =-1, 3’2,3=ﬂ§'

2 )
-14iV3

2 )

b) ¥’ —1=0=>@-DO?*+y+ 1D =0y, =+1, y3 =
3) n = 4 olduqgda,
)y +1=0> 0 +2y2+ 1D —-2y2 =02 2+ 1D~ (VZy) = 0=
(2 -VZy+1)(y*+V2y +1) =0 y*—V2y +1=0, y* +2y + 1 =0,
Bu tonliklori hall etsok:

V2 , V2 ,
Viz2 = 7(1 + l);:V3,4 = —7(1 + l).

b)y*—1=0=>0@*-D*+D=0=>@+ DY -DE*+1) =0.
Buradan, y; = —1; y, = 1; y34 = %i.
4) n = 6 oldugda, y® + 1 = 0 tonliklori alinr.
)y —1=0=>03-1D)03+1)=0=>y3-1=0, y>+1=0. Son
tonliklor yuxarida hall olunmusdur.
b) y® + 1 = 0 tonliyini hall etmok liclin y = iz ovozlomoasi aparmaq
alveriglidir. Bu halda

226



i%2°4+1=0vo ya z° — 1 = 0 olur (Bu da Ustdoki banddo hall
olunmusdur). Buradan,

—1+iV3 _ 1+iV3

T2 %6 2
tapib, y = iz ovazlomasindos yerins yazsaq,

. _ —itV3 _ i3
Yz =3E Y3a=— ) Vs6 =, -

Misal. 3x* + 5 = 0 tonliyini hall edak.

Zip = X1, 73, =

Ox=y 4\/% gobul etsok, y* + 1 = 0 alarig. Yuxarida gostorildiyi kimi

V2 V2
V1,2 =7(1ii), J/3,4=—7(1ii)

X1 = ‘:E : \/—;(1 + 1), yaxud x; , = 4\/%(1 +1i).

x3'4 = 4\E<_g(1 i l)), anUd X3’4 = —4\/%(1 i l) o

§ 85. KVADRAT TONLIiK QURMAGA
AID MOSOLOLOR

oldugundan,

Birdaracali tanliklorin kdémayi ilo asan holl olunan masalalarin xeyli
hissasi sirf hesab yolu ilo do hall oluna bilor. Lakin kvadrat tonliyin hallino
gotirilon mosalalor hesab yolu ilo  Gmumiyyatlo holl edilo bilmir.
Mosoalonin sartine géra kvadrat tonlik qurmanin asas marhoalolori birdoaracali
tonliklorin hallino gotirilon moasalolorda oldugu kimidir.
Asagidaki masalolarin hallini nazordon kegirak.

Masala 1. Teplovoz yolun avvalco 24 km-ni gedorok, bir godor
longimis vo buna godra do yolun sonraki hissasini avvolkindan saatda 4 km
artiq stiratlo getmisdir. Yolun sonraki hissasinin avvalkindon 14 km uzun
olmasina baxmayaraq, teplovoz onu avvalki yola sorf etdiyi vaxtdan ancaq
10 daq artiq vaxta getmigdir. Teplovozun ovvalki siratini tapn.
O Teplovozun yolun avvalki hissasinda sursti x km/saat olarsa, yolun
sonraki hissasinds strati (x + 4) km/saat olar. Masalonin sartina gora
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38. 24 1
x+4 x 6
olar. Bu tanliyi hall edok:

X X X X

x?2—80x+576 =0=>x;, =72, x, = 8.
Hollin yoxlanmasi:
1) teplovoz yolun avvalKki hissasini negos saat getmisdir:

24 1
~=3 (saat).
2) teplovoz yolun sonraki hissasini ne¢s saata getmisdir:
38 38 1
—— = — = —(saat).
7244 76 2

3) Teplovoz yolun sonraki hissasini getmok (i¢lin avvalkindan negos saat artiq

vaxt sorf etmisdir?
1 1 1
373 = ¢ (saat).

Moasoaloda do gostarilir ki, yolun sonraki hissasine avvalKi hissays sorf

olunan vaxtdan 10 daq = L saat artiq vaxt sarf olunmusdur.

"6
Indi do x, siiratinin mosalonin sortini ddayib vo ya 6domadiyin
yoxlayaq:

1) % = 2 (saat).

38 38 19
) —— = — = —(saat).
12+4 16 8
19 3 1 g o . -
2— i oldugundan, x, = 8 km/saat surati masalonin sortini
odomir.

Cavab: 72km/saat. @
Masala 2. iki boru su conini 2 saat 55 dogicoye doldurur. Birinci boru onu
ikincidon 2 saat tez doldura bilor. Hor boru toklikds ¢oni no godor vaxta
doldura bilor?
O Birinci boru toklikdo ¢oni x saata, ikinci boru iss ¢oni (x + 2) saata

doldurar. Onda birinci boru toklikds bir saatda ¢anin % hissasini, ikinci boru

isa toklikda bir saata ¢onin ﬁ hissasini, iki boru birlikds iso bir saata ¢onin

PE! hissasini doldurar. Onda mosalonin sortine gors
12
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Bu tonliyi hall edok:

1 1 _ 1 ) 11 ) _ )
;+m—2@:> E(x+ +x)=x(x+2)=
12
6x2 —23x—35=0=>x, =5, x2=—£.
Xy = —% masalonin sartina uygun deyil. Demali, ¢ani toklikds, birinci boru 5
saata, ikinci boru iso 5 saat + 2 saat = 7 saata doldurar.

Cavab: 5 saat, 7 saat. @

Masala 3. ki kérpii arasindaki mosafa ¢ay boyunca 80 km-dir. Gami bu yolu
8 saat 20 dogigoys gedib qayidir. Caym axma siiratini saatda 4 km hesab
edorak, gaminin durgun sudaki siiratini tapin.

O Forz edok ki, gominin durgun sudaki siirati x km/saat-dir. Gomi gayin
axma istigamatinds getdikda onun surati ilo ¢ayin axma siirati toplanacaq,
yani gami ¢ayin axma istigamotinds (x + 4) km/saat siratls, ¢ayin axarma
garst iso (x —4) km/saat sirotlo horokot edocokdir. Gomi ¢aym axma

istigamotinds bu yola %saat, cayin axarina qarsi getdikdos iso bu yola

%saat sorf edor. Biitlin yolu gedib qayitmaga 8 saat 20 dag = 8% saat

vaxt sorf etdiyindon, masslonin sartine goéra

80 80 1
O H
x+4 x—4 3

Alinmus tonliyi holl edok:

80 80 1 1
m+ﬁ—8§:>80(x—4+x+4)—8§(x+4)(x—4):>

25
160x=?(x2—16) =5x2-96x—-80=0=

x5 KOkU mosalanin gartine uygun deyil.
Cavab: 20 km/saat . @
Masalao 4. Diizbucaqlinin perimetri 46 sm, diaqonali 17 sm-dir.

Diizbucaqlinin torsflorini tapin.
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O Diizbucaglinin bir torsfinin uzunlugu x sm olsun. Onda o biri torafin
uzunlugu (23 — x) sm olar. Diizbucaglinin diagonali molum oldugu iiciin
Pifagor teoremindan istifado edorok. mosslonin sortine uygun tonlik qura
bilarik:
x? + (23 —x)? =172,
Buradan,
x?—23x+120=0 = x; = 8,x, = 15.

Diizbucaglinin birinci torafi 8 sm olsa, 0 biri torafi 23 — 8 = 15, yani

15 sm olar. Demali, birinci torof 8 sm, ikinci torof 15 sm-dir. @

§ 86. BIKVADRAT TONLIKLOR

ax* +bx*+c=0 (a #0)
soklinda olan tanliys bikvadrat tonlik deyilir, burada a, b, c-verilon hoaqiqi

ododlordir. Bikvadrat tonlik,

2=y

X

ovoz etmosinin yardimu ilo
ay’+by+c=0

kvadrat tonliyino gotirilir. Alinan kvadrat tonliyin y; vo y, koklorinin

tobiotindon asili olaraq bikvadrat tonliyin holli ig¢iin asagidaki hallar

mumkandur:

1. y; =20 vo y, > 0. Bu halda bikvadrat tonliyin dord hagigi koku var

Vo x? =y oldugundan,

X1,2 = i\/y—, X3,4 = i\/ﬁ-

2.y, =0 vo y, < 0. Bu halda bikvadrat tonliyin

X1,2 = i\/i
olmagla iki haqigi koki vo

X34 = i\/y—, yani xs, = +i /=y,

olmagla iki xayali koku var.
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3.y, <0 vay, <0. Bu halda bikvadrat tonliyin clt-ciit qosma olan dord
Xoyali kokii vardir:
X12 = iy =Y1, X34 = ii\/__yz-

4.y, =u+iv vo y, =u—iv (v # 0). Buhalda bikvadrat tonliyin cut-ctt
gosma olan dord kompleks kokii var.

Dediklorimizdon ¢ixir ki, bikvadrat tonliyin  koklari clt-ciit qarsiligl
aks adadlordir.

Misallar. Asagidaki bikvadrat tonliklori hall edin.
1. x* +6x2—-40=0.
O x? =y,
y?+ 6y —40 =0,
Yiz=-3%x7=>y =-10; y, = 4.
X1 =V=10 = £iV10;x34 = +V4 =42 @
2. x* — 40x* + 144 = 0.
O x%=y,
y? — 40y + 144 = 0,
Y12 =20+ 16 =y, =4; y, = 36.
Xi2 = £VE=12x3, = £V36 = 16. @
3.xt*—2x2+2=0.
Ox? =y,
y2—=2y+2=0,
Yip=1lxi=>y; =1+ y,=1—1.
X120 =V1+i;x3,=V1—1.

Burada,

1+i=\/§(cos%+i5ing), 1—i:\/§<cos(—%)+sin(—%))

oldugunu noazars alib, kompleks adaddon kok alma disturunu tatbiq etsok (bax
8§ 56, 57)
4 T, .. 4 Ot . . 9m
X1 = \/E(COSg + lsmg) 3 Xy = \/E(cos?+ lsm?),
X3 = 4\/z(cos% - isin%);x4 = W(cos%ﬂ + isin%n). o
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Qeyd. Elo tonliklor var ki, onlar miisyyan avazlomo vasitssilo bikvadrat
tonliya gatirilir. Masalan,
x+a)*+(x+b)=c
kimi tonliklordo x = ¢ — % ovozlomosi aparsag,
a-b

xta=t+2vox+b=t-"2

olur va bunlar tenlikds nozars alindiqda,
4 4 2 4
(02 (=2 om0 (52) e (2 =

bikvadrat tonliyi alinir.

Misal. (x + 5)* + (x + 3)* = 2 tonliyini hall edin.
O x=t-=t—4 qobuletsok, x+5=t+1, x+3=t—1olur
va bunlar tanlikds nazoars alindigda,

t+D*+@t-D*=2=>t*+6t*°+1=1=>t*+6t>=0.
Buradan t; =t, =0, t3, = %iV6.

onda x; =x, =—4, x3,=-41iV6. @

§ 87. YENI MOCHUL DAXIL ETMOKLO KVADRAT TONLiYO
GOTIRILON BOZi TONLIKLOR

Bir sira tonliklor yeni mochul daxil etmaklo kvadrat tonliys gatirilir.
Onlarin bazilarini gostarib, misallarla izah edok.
1.ax?® +bx"+c=0, (a+0).
x™ =y Qgobul etsok,
ay’+by+c=0

kvadrat tonliyini alariq. Bu tonliyin y; vo y, Kkoklorini tapdigdan sonra,
x™ =y, vox™ =y, ikihadli tonliklorini holl etmok lazimdir.

Misal. x6 — 9x3 + 8 = 0 tonliyini hall edin.

O x3=yilbovozedok: y?—9y+8=0, y, =1, y,=8.
x3=1=0 vo x3-8=0,

x—DE*+x+1)=0 vo (x—2)(x*+2x+4)=0.
x—1=0,x>+x+1=0vox—2=0, x?+2x+4=0,
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-1+iV3

X1 = 1, x2‘3 = QD Xy = 2, x5’6 =-1 i l\/§ o

2.ax+bVx +c=0.
Misal. x — 9+/x + 8 = 0 tonliyini holl edin.
O x = y ilo avaz etsok, onda x = y?2.
y2—=9y+8=0;y,=1,y,=8; Vx =1,x; = 1,/x = 8, x, = 64.

Demoali tanliyin x; = 1 vo x, = 64 kimi iki kokii vardir. @
3.amx? +n)?> + b(mx?> +n) +c = 0.
Misal. (x% +2x)? — 11(x? + 2x) + 24 = 0 tonliyini hall edin.
O x? 4+ 2x = y ilo ovoz edok:

y2—11y+24=0,y, =3,y, = 8.

x% + 2x = 3, buradan x; = =3, x, = 1.

x? +2x=8,buradan x; = —4, x, = 2. @
4. (x+a)x+b)x+c)(x+d) =m.
Tutag ki,

a+b=c+d, a+c=b+d, a+d=b+c
sartlorindan biri 6danilir. Masalon, a + b = ¢ + d olsun. Onda tonliyi
asagodaki kimi yazmagq olar:
(x?2+(@a+b)x+ab)(x*+ (a+b)x +cd) =m,
x2+ (a+b)x +ab =1y iloovozetsok,
y(y+n)=m.

Burada, n = c¢d — ab. Noticodo

= n+ n2+
Viz2 = T |7 m.

Demoli, verilmis tanliiyin halli

2
x2+(a+b)x+ab=—§+ /nr+m V9x2+(a+b)x+ab=—§—

- /nTZ +m
kvadrat tonliklorinin hallins gatirilir.
Misal. (x + 2)(x — 3)(x + 7)(x — 8) = —96 tonliyini hall edin.
O Burada 2+ (—3) =7+ (—8) 0&donir. Tonliyi
(x2 —x—6)(x?2 —x — 56) = —96 kimi yazib,
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x2 —x — 6 =7y ovoz etsok, onda
y(y —50) = =96, yaxud y% — 50y +96 = 0,
naticado do y; = 2;y, = 48.
y-in giymatlarini avazlomods nazars alsag,
x2—x—-8=0Vvox?—x—-54=0
kvadrat tonliklori alinar. Buradan,
x12=5(1£V33), 134 =5(1£217). @

ax bx

=c, (c #0).

' 2 + 2
px?2+nx+q px?+mx+q
x = 0 verilmis tonliyin kokii olmadigindan, sol tarafindoki kasrlorin har
birinin surat vo moxracini x-o bdlmak olar:
a b

x+g+n+ x+d4m
PX Ty PX Ty

= C.

px +% =y ilo avaz etsok,

a b
+ =c
y+n y+m

Noticado
cy?+(mc+nc—a—-b)y+mnc—am—bn=0

kvadrat tonliyini alirig.
. 4 3
Misal. ———+-————=1
4x<—8x+7 4x4—10x+7
O Sol torofdoaki kasrlarin surat vo moxracini x-o bolok:

4

3
7 + 5 = 1.
4X—8+§ 4X—10+;
4x + % = y ilo ovoz etsok,
4 3
y—8Ty—10
naticodo y; = 16 voy, = 9.
Bu giymatlori avazlomads nazars alsaq,

4x+2=16vo 4x+Z=09,
X X

buradan da
4x%2 —16x+7 =0 vo 4x>—-9x+7 =0.
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Almmus kvadrat tonliklori holl etsok,

1 7 __9+v31i 9—+/31i

X1 ==, Xo =<
1 2’ 2 2’ 3 8 ) 4 8

§ 88. QAYITMA TONLIKLOR

Dorddoaracali
ax* +bx3 +cx?+dx+1=0, (a#0) (1)
tonliyini nozaradon kegirak.
Tarif. (1) tonliyinds konarlardan eyni uzaqliqda olan omsallar arasinda
d=2b vol = A?a, (2
munasibatlori varsa, hamin tonliys gayitma tanlik deyilir.
Burada, 4 # 0 har hansi haqiqi ododdir.
(2) sortlori

( ) — L — AZ b+0
) ( )
kimi do yazﬂa bilar. MQSQ'QH,

2x* —3x3 —13x2—-6x+8=0

_\2
tonliyi, (_—:) = g = 4(= 2?) oldugundan, qayitma tonlikdir.
(1) qayitma tonliyini (2) sortlorindon istifads edorak, asagidaki kimi
yazmagq olar:
ax* + bx3® + cx? + (Ab)x + (4%a) = 0. (3)
x = 0, gayitma tonliyin koku ola bilmoz. Buna gora do (3) tonliyinin har

torafini x2-na béliib, asagidaki kimi gruplasdiraq:
a(x2+'1—z)+b(x+/—l)+c:0. 4)
X X
Burada x +% =y ovazlomasini aparsaq,
x? +2/1+i—z=y2 Vo ya x2+i—2=y2—2/1
olur va (4) tonliyi yeni doyisona nazaran
a(y? =21)+by+c=0

soklini alir.
Alimmig kvadrat tonlik hall olunaraq y; vo y, koklari tapilir. Sonra bu

. . A . .
giymatlori  x + i avazlomasinds yerins yazaraq
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x+%=y1, x+f—c=y2
voya

x2 =y x+1=0, x2—y,x+1=0
kvadrat tonliklarini aliriq. Bu tonliklori hall edarak verilmis gayitma tonliyinin
X1, Xz, X3, X4 KOKlori tapilir.
Misallar. Asagidaki qayitma tonliklori hall edin.
1. x* —10x3 +26x? —10x + 1 = 0.
O Ovvalca tanliyin gayitma tanliyi olmasindan amin olag:

-10\* 1
() =171

Tonliyin hor iki torofini x2-na bélok:

10 1
x*—10x+26——+—=0,
X  x

, 1 1
(x +—2)—10(x+—)+26=0.
X X
x+%=yqadu| etsok,
x2+2+xiz=y2V9yax2+x—12=y2—2
olar. Bunlar1 yerlarins yazagq:
y2—2—-10y+26=0,
y2—10y+24=0>y, =4, y, =6.
1 1
x+;=J’1' x+;=y2,
x> —4x+1=0, x*—6x+1=0
X12=2%+V3, x3,=31+2V2. @

2. x* 4+ 2x% — 34x% + 14x + 49 = 0.

14\% _ 49 . .
O (7) === 72 (= 2?) oldugunu diggato alb, lazim olan amollori
yerino yetirak:
14 49
x*+2x3-34x* +14x +49=0> x2+2x—34+7+x—2=0 =

, 49 7
(x +—2)+2(x+—)—34=0.
X X
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x+z=y:>x2+£=y2—14
X x? ’
y2—144+2y—34=0=>y2+2y—48=0=>y, = -8, y, = 6.
x+£:—8 Vo x+£=6,
x2+7=-8x vox?+7=6x.
Buradan,
x> +8x+7=0Vvo x> —6x+7=0,
X1,=—4%3 x3,=3+2. @
Tarif. (1) tonliyinds konarlardan eyni uzaqliqda olan hadlorin omsallari
uygun olaraq barabardirsa, bels tonliklora simmetrik tanliklor deyilir:
ax* + bx3 +cx? + bx+a=0.
Gorindiyu kimi, simmetrik tonlik do qayitma tonlikdir (A = 1). Odur
ki, simmetrik tonliyi hall etmok tgiin do x + = =y avazlomasi aparilir.
Tarif. (1) tonliyindo konarlardan eyni uzaqligda olan ciit doracali
hadlorinin omsallar1 eyni, tok doracali hodlorin amsallar1 iso yalniz isaraca
fargli iss, ona ¢ap simmetrik tanlik deyilir:
ax* + bx3 + cx?> —bx +a = 0.
Cop simmetrik tonlik do gayitma tonlikdir (A = —1) vo x — % = y ovozlomasi

ilo holl olunur. Yuxarida holl etdiyimiz x* — 10x3 + 26x? — —10x + 1 =

0 tonliyi simmetrik tonlik oldugundan, ¢op simmetrik tonliys aid bir misal
hall edak:

Misal. x* — 6x3 + 6x% + 6x + 1 = 0 tonliyini hall edin.
O Hor torafi x2-na bollb, tonliyi cevirak:

6 1
x*—6x+6+-+—=0=
x  x
1 1
<x2+—2)—6<x——)+6:0 A=-1).
x x
x—i=erez etsok,
2 1 2 2, 1 2
b —2+F=y >x +x—2=y +2
alinir. Noaticado,
y2+2-6y+6=0=>y>—-6y+8=0=
y1=2' y2=4
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Bunlar1 avazlomads nozars alag:
1 1
X——=2 Vox ——=4,
X X
x> =2x—1=0Vvox?—4x—-1=0,
X1,2 = 1i\/§, X34 :Zi\/g.

§ 89. BIRI IKIDOROCOLI, O BiRi BIRDOROCOLI OLAN
TONLIKLOR SISTEMI

x Va y dayisanlarindan asili ikidoracali ¢oxhadlini timumi saklinda
ax?+bxy+cy?+dx+1ly+f
kimi gostarmok olar. Burada a,b,c,d,l, f-verilmis haqiqi odadlor olub,
coxhadlinin amsallar: olaraq adlandirilir.
Biri birdaracali, o biri ikidaracali olan iki tanlik sistemi {imumi sokildo
ax? +bxy +cy?+dx+1ly+f =0,
{ mx+ny+p=20
kimi yazilir. Machullardan birini o biri ilo avoz etdikds bu sistem asanligla
hall olunur. m va n adadlorindan heg olmasa biri sifirdan fargli odad oldugda
sistemin ikinci tonliyindan x va ya y mochulunu tayin edib birinci tonlikds
yerina yazsaq, machullarin birinoe nazaran, Umumiyyastls, kvadrat tonlik alinar.
Misal. {xz —xy—y: +x—-y+6=0,
y+2x =4
O Sistemin ikinci tonliyindon y-i x ilo ifads edib, birinci tonlikds yernio
yazaq:

sistemini hall edin.

y =4 —2x,
x2—x(4-2x)—(4—-2x)>+x—-(4—-2x)+6=0.
Sadolosdirsok, x? — 15x + 14 = 0. Buradan, x; = 1 va x, = 14. x-in
bu giymatlorini sira ilo y = 4 — 2x ifadasinda nazars alsag,
y1=4-2-1=2, y1 =2,
Yy, =4—2-14=-24, y,=-24. @
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§ 90. SUNI USULLARLA HOLL EDILON
TONLIKLOR SISTEMIi

Bozon els tonliklor sistemino rast golinir ki, onlar1 avazloms ilo hall
etmok alverisli olmur. Bu zaman siini iisullardan istifads olunur.

Misallar. Asagidaki tonliklor sistemlorini hall edin.
1 {x +y=a,

" xy =b.
O Viyet teoremindoan bilirik Ki, iki adodin comi a-ya, hasili b-ys barabardirss,
onda hamin adodlor
z2—az+b=0

kvadrat tonliyinin kokloridir:

a a? a a? a a?
Z1_2=Ei Z—b, Zl=§— Z—b, Z2:§+ Z—b
X=2zy, V=2, VoYa X =2y, y=2,. @
x—y=7,
2'{xy=—12.

O Verilmis sistemi
x+(=y) =7,
{x (—y) =12
soklinds yazsaq, x vo —y machullarinin
z2—7z+12=0
kvadrat tonliyinin koklori oldugunu goriirik. Bu koklor z; = 3 vo z, = 4
oldugundan,
x =3, x =4,
y= e 20 e
3 {xz +y% =13,
' xy = 6.
O | Gsul. ikinci tonliyin hor iki tarofini 2-ya vurub, birinci ilo toplasag,
x>+ 2xy+y>=25voya (x+y)? =25,
buradan da x + y = +5.
Demoli, verilmis tonliklor sistemi agsagidaki sistemlorla eynigtclidur.
x+y=5 x+y=-5
1) { xyy=6 Vo 2){ x;’=6
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Bu sistemlari hall etsok,
X1 = 3, Y1 = 2;.x2 = Z,yz =3V X3 = _3,y3 =-2 y Xg = _2,y4 = -3.
Il Gsul. Sistemin ikinci tonliyini kvadrata yuksaldok:

x%y? = 36.
Ogor x2 = u va y? = v qobul etsok, verilmis sistemla eynigiiclii olan
{u +v=13
uv = 36

sistemini aliriq. Bu sistemi hall etsok,
U =9, vi=4vou, =4, v, =9.

Buradan da,

x2=u =9>x,=43 o x2=u; =4 x3,4 = 2.

2

yi=v=4y,,=42 Vo y* =1, =9>y;,=43. @
4{x2+y2=5,
lx+y=3

O Sistemin ikinci tonliyini kvadrata yiiksaldib, x? + y? = 5 oldugunu nazars
alsag, xy = 2 olar. Demoali, verilmis sistem onunla eynigiiclii olan

x+y=3

{ xy =2

sistemina gatirilir. Buradan
x=1L,y,=2,%=2,y,=1@
x? —y? =15,
' { x+y=>5.

Ox?—y?=(x—y)(x+y) oldugundan, sistemin birinci tonliyini
5(x —y) = 15 voya x —y = 3 kimi yazsaq,

x+y=35,

{x -y =3.
Bu sistemi cabri toplama usulu ilo hall etsok, x =4, y=1. @
Qeyd. Yuxarida nazardan kegirdiyimiz stini sulu, tmumi

{x”+y”=a {x"—y"=a
Vo
xy=b xy=»b

sistemlori tgtin imumilosdirmak olar. Bunun Ggiin sistemin ikinci tanliyinin
har iki tarafini n-ci doracadan quivvats yuksaldib
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{xn+yn=a { x"—y"=a
xnyn = pn xn(_yn) = _pn

sistemlorina gotirmok lazimdir. Axirinci sistemin halli iss, Viyet teoremine
gora uygun olaraq

z2—az+b"=0vo zZ—az—b"=0
kvadrat tonliklorinin hallina gatirilir. Bu tonliklari holl edib, sira ilo

sistemlari yazilaraq hall olunur va verilmis sistemlorin btin hollori tapilir.
§ 91. IKIDOROCOLI IKIMOCHULLU TONLIKLOR SISTEMI

1. Sol tarafi machula nazaran bircinsli, sag tarafina machul daxil olmayan
tanliklar sistemi.

Torif. F(x,y) ifadesi, istonilon t > 0 iciin F(tx,ty) = t*F(x,y)
eyniliyi ddonilorss, ona  x vo y moachullarina nazaran k daracali bircinsli
ifada deyilir (k € R) .

Asagidaki ifadalors baxag:

a) F(x, y) = 2x? + 5xy — 7y>.
F(tx, ty) = 2(tx)* + 5(tx) (ty) — 7(ty)* =
t2(2x% + 5xy — 7y?) = t?F(x, y);

4 4 4.,.4 4,4 4 4
b) Floy) =z Flenty) = 5ot = 250 = 2F (0, y).

Demoli, har iki ifado ikidorocali bircinsli ifadodir.

Sol tarafi mochullara nazaran bircinsli olan tanliklor sistemi asasan iki
tsulla hall olunur.

I Gsul. y = xt (vayax = yt) avazlomasinin tatbigi. Bunu misallarla
izah edak.

x% —2xy +3y%2 =09,

Misal. {
x% —4xy +5y*> =5

sistemini hall edak.
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O Gorunduyd kimi  hor ki tonliyin sol torofi ikidorocali bircinsli
ifadolordir. y = xt gobul etsok,

{xz —2x%t + 3x%t? =9,
x? —4x%t +5x%t? =5

olur. x2-m1 métorizo xaricine alib, sistemin tonliklorini torof-torafo bélok:
{xz(l —2t+3t2)=9, 1-2t+3t> 9
S =
x?(1—4t+5t%) =5 1—-4t+5t> 5
15¢2 - 13t+2=0>
2 1
tl = g, tz = g
t-nin giymatlorini srailo y = xt avozlomasinds nozars alag:
2 1
=3X Vo y=cx
Demali, verilon sistemi hall etmok tgtin
x%—2xy +3y*=9 x% —2xy +3y*=9
2 Vo 1
y = gx y = gx
sistemlarini hall etmok kifayatdir. Bu sistemlori hall edok:

2 4
x2—2x-—x+3-§x2=9=>x2=9=>

3
2
x=13y=1t3-3=%2
Beloliklo, x1 , = £3,y,, = £2.
Indi ikinci sistemi hall edoak:
2-2 ! +3 ! 2—9:18%2—9:>2 2 =25;
x XX e Xt = e = x? = 25;
1 5 1

5
x=t—;y=t-r—==1+—.
vz T e
Beloliklo, tonliklor sisteminin halli asagidqaki kimi olur:
X1 = _3,y1 = _Z;XZ = 3'372 = 2;
5 1 5 1
X3 = —ﬁ:% = _E;le = \/_7'374 =7 ®

Il Usul. Ovvalca geyd edok ki, sag torofi sifirdan forgli oadod olan
bircinsli tonliklor sistemindo machullar eyni zamanda sifir ola bilmaz. Bu
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Usulun mahiyyati, alo alinan sistemda sarbast hadlari giymatca barabarlogdirib
yox etmakdan ibaratdir.

2 _ 2 =
X" =20y + 37" =9 liklor sistemini hall edin.

Misal. {
x? —4xy +5y%2=5

o Sistemin birinci tanliyini  —5-9, ikinci tanliyini iss 9-a vurub, tarof-torofa
toplayag:

{—sz + 10xy — 15y = —45
9x2 — 36xy + 45y% = 45

4x% —26xy +30y%2 =0

Vo ya
2x% — 13xy + 15y% = 0.
Aydindir ki, x =y =0 bu tonliyi 6dayir, lakin sistemin halli deyil.
Odur ki, x # 0,y # 0 olmaldir.
Almmus sonuncu tonliyin hor iki torofini y2-na (x2-na da bolmok olar)
bolak:

x? X
2- = -132415=0
y y

X

;= gobul edok:

3
2u2—13u+15:0:>u1:§,u2:5.

Bu giymatlori avazlomads nazars alsaq,

f—éﬁ —Z \V; f— 5: —_
=32 y=3x Vo 5= y==x.
Demaoli, verilon sistemin halli
x> —2xy+3y2=9 x%—2xy +3y*=9
2 Vo 1
y=§x y=gx

sistemlarinin hallina gatirilir. Bu ndv tonliklori iso yuxarida hall etmisik.®
2. Machullara nazaran simmetrik olan tanliklar sistemi.
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Tarif. Machullarin yerlorini doyisdikds tonliklor sistemi doyismirsa,
ona machullara nazaran simmetrik sistem deyilir.
Bozon tonliklor sistemino ancaq x +y; x2 +y?% x3 + y3; x* + y*
va S. kimi ifadolor daxil olur. Bels sistemlari hall etmok (i¢lin adaton
xX+ty=uxy=v &)
ovazlomolarindon istifado olunur. Bu halda yuxaridaki ifadslor yeni
doyisonlorlo agsagidaki kimi ifads olunur:
x2+y%2=(x+y)?—2xy =u?-2v,
X +yd =+ ) —xy +y?) = (x + y)((x + y)* = 3xy)
=u(? - 3v),
x* +yt = (x? +y?)? — 2x%y?% = (u? — 2v)? — 202,
2 2 —
Y XY= nliklor sistemini hall edin.
x> +y°+x°y+xy° =15
O Sistemin ikinci tonliyini asagidaki kimi g¢evirib, (*) avazlomalarindan
istifada edok:
{ *+y’+x+y=8, { W -2v+u=8,
B +yi+ayx+y)=15 W3 —-3uwwv+uv =15
u?—-2v+u=38,
{u(u2 —2v) = 15.
Son sistemin birinci tanliyini
u?-2v=8-u
kimi yazib, ikinci tonlikds yerins yazaq:
u@@—u)=15=>u?-8u+15=0>u; =3,u, =5.

Uy Vo uy-nisirailov = %(u2 + u — 8) borabarliyinds yazib, v, = 2;

Misal. {

v, = 11 tapiriq. Bunlar1 da sira ilo (*) avazlomalorinds yerlorino yazsaq,
verilon sistemin hallini

x+y=3, x+y=25,

{ xyy=2 Ve {xy); 11
sado sistemlarin hallina gotirmis oluruq. Bu sistemlari Viyet teoreminin (tars
teorem) tatbigi ilo hall etsok,

. _ . . _ 5+iv19 _ 5-iV19,
Xx1=1Ly1=2x,=2,y, =1,x3 = S Ys=—5
_ 5-iy19 _ 5+iy19
Xq = Vo = . @

2 2
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§ 92. YUKSOKDOROCOLI TONLIKLOR SiSTEMI

Yiksokdaracali tonliklor sisteminin hallini bir nego misalla izah edok.
Misallar. Asagidaki tonliklor sistemlorini hall edin.
1 {x4 + 3x2y?% + y* = 1009,
U x2+y?+xy=13.
O  Sistemi
{(x2 +v%)2 + x%2y? =109,
x> +y%+xy =13
kimi cevirib, x2 + y2 = u, xy = v avozlomalarini totbiq edok:
{uz + v? = 1009,
u+v=13.
Buradan,

(13-v)?2+v2=109=>v?2-13v+30=0=>
v, =3,v, =10,uy = 10,u, = 3.
Bunlar1 ovezlomads yazib, lazim olan amallori yeins yetirok:
1){x2+yz = 10, 2) {xz+y2 =3,
xy =3, xy = 10.
Indi bu sistemlori sira ilo holl edok:
x? +y?% =10,
{ xy = 3.
Ikinci tonliyin hor iki torofini 2-yo wvurub birinci ilo torof-torafo
toplayaq:
(x+y)?=16>x+y=+4.
Yenidon ikinci tonliyin hor iki torafini —2-ys vurub birinci ilo torof-
torofo toplayag:
(x—y)l=4>x—y=4+2
Bu tonliklordon asagidaki sistemlari yazib, hall edok:
1) {x+y=4, 2) {x+y=—4,

x—y=2, xX—y=-2,
x+y=-4 {x+y=4,
3){x—y=2, 4) x—y=-—2.

1) sistemindon x; = 3,y; = 1, 2) sistemindan x, = —3,y, = —1,
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3) sistemindon x; = —1,y; = —3,  4) sistemindon x, = 1; y, = 3. Indi

ikinci sistemi hall edak:
{x2+y2 =3,=>{x+y=i\/ﬁ

2xy = 20 xy = 10.
Sonuncu sistemlari hall etsok, x va y {i¢iin asagidaki qiymatlori alarig:
VIV VBT
5— 2 1 5 — 2 ’
VBT VBT
6 =" 5 Yo =—
VBT VBT
7T Yr="—>3
—V23+/17i —V23-/17i
Xe =75 Yo =—"5 -°
{x“ + y* =82,
x+y=4

avazlomasini gobul edib, lazim olan omollari yerino yetirok:
X2 +y?=(x+y) —2xy=4%—-2z=16 — 2z,
x*+yt = (x? +y3)? = 2x%y? = (16 — 22)? — 2z? = 2z% — 64z + 256.

O z=xy

Demali,
22> — 64z +256 =82 =22 —-322+87=0>2 =3, z, = 29.
Belsliklo, verilmis sistem
x+y=4 {x +y=4
1){ xy =3 Voo 2) xy =29

sistemlarina gatirilir.
Birinci sistemdon x; = 1,y; = 3;x, =3, y, = 1; ikinci sistemdon

X3:2+5i,y3:2_5i;X4:2_5i, y4_:2+51..

§ 93. IRRASIONAL TONLIKLOR HAQQINDA
B

Owvalca bela bir masala hall edok.

Masala. Yan taraflorinin comi 17 sm olan
ticbucagin topa nogtesindon ¢okilmis hiindirlitk i
oturacagi, uzunluglart 5sm vo 7 sm olan iki
pargaya ayirmigdir. Hiindurliiyii tapin (sokil 14).

AB 4+ BC =17 sm,AD =5 sm,
DC =7sm,BD =?

Sokil 14
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O BD = x olsun. Onda, Pifagor teoremins gora

AB =+Vx? + 25 vo BC =+Vx? +49.

Masalanin gartine gora

VX2 + 25 4+ /x2 + 49 = 17.
Belaliklo, k6k (radikal) isarasi altinda mochulu olan tonlik alirig.
Tarif. Kok (radikal) isarasi altinda (yaxud kasr quivvats ylksaldilmis)
machulu olan tonliys irrasional tanlik deyilir.
Masalan,

x=Vx—2;Jx2+1=2; Vx +1+Vx+6=5;(x + )2 = x;

2x2 +3x =3 +y/2x2 +3x+9=30; (1 —x)V* = x + 1;
V2x2 +3x+2—V7x2 +8+V2x2 —3x +2=0vos.
Irrasional tonliklori holl edarken asagidakilar1 bilmok lazimdir:
1) irrasional tonliklarin hallini hagigi adadlor goxlugunda axtarmali;
2) irrasional tanlikdo istirak edan ciit doracali kéklarin ancaq hesabi,
tok doracali koklarin isa haqiqgi giymatlorini gétirmali;
3) irrasional tanliys daxil olan machulun mimkin giymatlori
¢oxlugunu tapmaly;
4) machul tigiin tapilmis giymatlori (mimkin giymatlar ¢oxluguna
daxil olan) tonlikds yazib, tanliyin halli olub-olmadigini yoxlamali.
Irrasional tanliyi hall etmak Uciin onu koklardan (radikallardan) azad
edib, cabri tanliyin hollino gatirmak lazimdir. Bu zaman asagidaki
teoremlardan ¢ox istifads olunur.
Tutag ki, irrasional tonlik
fi(x) = f2(x) @)
borabarliyi ilo verilmisdir.
Teorem 1. (1) tonliyinin hor iki torofinin kvadrata (imumiyyatlo cit
glvvato) yiksaldilmasindon alinan tonliyin koklori, (1) tanliyinin vo ona
gosma olan

f1(x) = _fz(x)

tonliyinin butln koklarindan ibaratdir.

o (W) = (AW) tnliyi, (£®)° - (£®)* =0 vaya
(L@ + L) () - () =0
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tonliyi ilo eynigiicliidiir. Axiriner tanliyi iss f; (x) = f,(x) vo fi(x) =
—f>(x) tonliklarinin koklori 6doyir. m

Demali, £;(x) = f,(x) tonliyindon (£,(0))™" = (£2(x))*" tonliyina
kecdikda heg bir kdk yox ola bilmaz, lakin kanar kéklor alina bilor. Kanar
koklor fi(x) = —f,(x) tonliyinin koklori olacaqdir.

Teorem 2. Hogiqi adadlor goxlugunda (1) tonliyinin har iki tarafinin
kuba (Umumiyyatls tok gqiivvats) ylksaldilmasindan alinan tanlik onunla
eyni gacludir.

o (@)’ = (L)’ @

tonliyini asagidaki kimi ¢evirak:

(A - @) ((A)* + AL + (RW)T)=0. @
Buradan, f; (x) — f>(x) = 0, ¢lnki,

() + 00 + (W) = (60 +3/0) +3 (W)

oldugundan ikinci vuruq ancaq f;(x) = f,(x) = 0 olduqda sifra g¢evrilir.m

Demoli, haqiqi adadlor coxlugunda irrasional tanliyin har iki torafini
kuba (Umumiyyatlo tok daracadon quvvato) yiiksaltdikda konar kok amala
golmir, deyils bilar.

Teorem 3. (1) tonliyinin har iki tarafinin ¢ (x)-o vurulmasindan alinan
tonliyin koklori (1) tonliyinin vo ¢(x) = 0 tonliyinin bltin kodklarindon
ibaratdir.

o (1) tenliyinin hor iki torafini ¢ (x) ifadoasine vuraq:
o) = () (x). (4)

Buradan

(i) = L(0))ex) =0
tonliyini aliriq ki, onun da koklorinin  fi(x) = fo(x) wvo ¢@(x) =0
tonliklorinin buttn koklorindan ibarat oldugu aydindir. m
Qeyd. Aydmdir ki, p(x) #0iss, (1) vo (4) tonliklori
eynigiicliidiir. Basqa bir deyisla, tonliyin har iKi torafini sifirdan forqli ifadaya
vurdugda, onunla eyniglcli tonlik alinir.
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§ 94. IRRASIONAL TONLIKLORIN HOLLI

Bozi stini Gsullar istisna olmagla, irrasional tanliklor asason tonliyin hor
iki torafinin eyni doracadan qlivvats yiiksaldilmasi tsulu ilo hall olunur.
Bunu, mumkiin olan hallar tgun misallar tizorinds izah edok.

1. Ancaq bir kok (radikal) daxil olan irrasional tanliklar.
Misal. V3x +1+1=x

O 9vvalca machulun mimkin giymsatlor ¢oxlugunu tapaq:

1

3x+1=0, > =
e 1 }:>x— 3't = x € [1,00).

- x=>1

Tonlikdaki 1-i sag toroafa kegirib, har iki torofi kvadrata ylksaldak:

(V3x+1) =(x-1)?=3x+1=x2—2x+ 1=
x> =5x=0=>x(x—-5)=0.

Buradan x; =0 vo x, =5.x; = 0 € [1, ), yani konar kokddr.
Yoxlama: x, =54/3-5+1+1=5=24+1=5=5=5,
Cavab: x=>5.e

2. Tki va daha cox kvadrat kok daxil olan tanliklar.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1.V4—x++5+x=3.

O Moachulun mimkin giymatlari goxlugunu tapaq:

4 —x=>0 x <4
=Y =% o _5<yx<
{5+x20 {x2—5:> Ssxs4

Verilmis tonliyin har iki tarafini kvadrata yiiksaldok:

4—x+5+x+2y20—x—x>=9=22/20—x—x2=0=
V20— x —xZ = 0.
Kokiin sifira barabar olmasi tigiin, kokalt1 ifads sifir olmalidir:
x2+x—-20=0>x; = -5x, = 4.
Tapilmis kokloarin har ikisi tonliyin mimkin giymatlor ¢oxluguna
daxildir.
Yoxlama: x; = =5: V4+5+V5—-5=3=3=3.
x, =4 V4—4+V5+4=3=3=3.
Cavab: x; =-5,x,=4. @
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2.Vx—a++Va—x=0.
O Toyin oblasti x —a =0 vo a —x = 0 olur. Buradan alinan x = a
tonliyin kokiidiir. @
3Vx—124+V5-x=7.
o Machulun mimkin giymetlor goxlugunu tapagq:
x—12>0) _ x>12
5—x20} xss}:’xeq)'
Toanliyin halli yoxdur. e
4.2x+6—+Vx—1=+3x—11.
O Machulun mimkin giymatlor ¢oxlugu
{2x+620, {x2—3,

x—120, =4 x=>1, :>x2£=>xe [11/3, ).
3x =11, x>11/3
Tonliyin har iki torafini kvadrata ylksaldok:
2x+6+x—-1-2/2x+6)(x—1) =3x—-11=
\/(Zx +6)(x—1) =8.

Almmus tanliyin har iki tarafini yenidon kvadrata yiiksaldok:
2x+6)(x—1)=64=>2x24+4x—-6—-64=0=>
x2+2x—-35=0>
x, =—=7; x, =5.
x1 = —7 koki machulun mimkiin giymatlori ¢oxluguna daxil deyil. x = 5-

in tonliyin halli oldugunu yoxlayaq:

V2:5+46—-V5-1=V3-5-1124-2=2=>2=2.

Cavab: x=5. @

Qeyd. Bozon irrasional tonliyi hall etmodon do onun hallinin
olmadigin1 miioyyan etmoak olur. Masalan,

Vx +12 = —4

tonliyinin hoqigi kokd yoxdur, ¢lnki sol torofdoki kvadrat kokin hesabi
giymeti (yoni monfi olmayan) gétirilir. Buna gore do vx + 12 ifadosi  x-
in heg bir haqigi giymatindo —4-2 barabar ola bilmoz.

Bunun kimi do

VX2 +3+Vx+4=-7; Vx+1++/x24+3x+6=-6;
Vi —x+1+Vax+1+Yx2—2x+3=-13 wvas.
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tonliklarinin halli yoxdur.
6
5. V3—X+ﬁ— v9 — 5x.
O Machulun miimkin giymatlar ¢oxlugu
{3—x>0, {x<3,
9-5x=>0 " (x<9/5
Tonliyi hall etmak tiglin barabarliyin har iki torafini v3 — x ifadssine vurag:
3-x+6=vV3-xV9-5x=9—-x=,/3—x)(9—5x).
Alinmug tonliyin hor iki torafini kvadrata yiiksaldok:
81 — 18x + x? = 5x% — 24x + 27 = 4x* —6x — 54 =0
=>2x2-3x-27=0>
9
X1 =-3,x; = >
Xy = % adadi machulun mimkin giymatlor goxluguna daxil olmadigi

=>xS§=>x€(—00;9/5]-

tclin tonliyin koki ola bilmaz (kenar kok). Ona géra do x; = —3 adadini
yoxlayaq:

V3+3+ 6 =9 + 15 =2 V6 + V6 = V24 = 2+/6 = 2+/6.
V3+3

Cavab: x=-3. @

Qeyd. Ola bilor ki, irrasional tanliyi hall edorkon machul tigiin tapilmis
giymetlor mimkin giymetlor ¢oxluguna daxil olsun, lakin tonliyi 6domasin.

Misal. V5 + 2x + V5 — 2x = x.

O Moachulun mimkin giymatlori goxlugu
542x=>0 (x=-5/2, ; ;
{5—2x20,=>{x§5/2, s0<x<3=0f]

x=0 x>0
Tonliyi hall etmak (iglin, onun hor iki tarofini kvadrata yliksaldok:
54 2x 4+ 24/25 —4x2 + 5 — 2x = x? = 2425 — 4x2 = x*> — 10.
Almmus tanliyin har iki tarafini yenidon kvadrata yiiksaldok:
4(25 —4x2) =x* —20x* +100 2 x* —4x> = 0= x*(x?—-4) =0=>

X1 =-=2; x,=0; x3=2.
Machul tigiin tapilmig 0 va 2 giymatlori machulun mimkin giymotlori
coxluguna daxildir.
Yoxlama:

251



x =0: V545 # 0 oldugundan x, = 0 tonliyin kokii deyil (konar kok).
x=2:V5+2-2+V5—-2-2=4#2 oldugundan x5 =2 ododi do
tonliyin koku deyil (kanar kok).
Cavab: Tonliyin halli yoxdur. @
3. Kokalt1 ifadasi tam kvadrat olan irrasional tanliklor.
Misal. Vx2 + 2x + 1 + Vx2 + 12x + 36 = 13 tonliyini holl edin.
O Hoall Gglin sol torafi agagidaki kimi gevirak:
Ja+1)2+J/(x+6)2=13=|x+ 1|+ |x +6| = 13.
Aldigimiz miitlaq gqiymat daxil olan tonliyi hall edok:
a) x < —6oldugda, x + 1 < 0, x + 6 < 0 olur. Odur ki,
—(x+1)—-(x+6)=13>x=-10;
b) —6 < x < —1oldugda, x + 1 < 0, x + 6 > 0 olur. Odur ki,
—(x+1)+(x+6)=13=>5=13,
yani bu halda tonliyin halli yoxdur;
c) x = —1 olduqda,
x+1>20, x+6>0
olur. Naticado,

x+1+x+6=13=>x=3.
Cavab:x; =-10, x, =3. @

§ 95. IRRASIONAL TONLIKLORIN HO LLINDO TOTBIQ
OLUNAN BOZi SUNi USULLAR

I. irrasional tanliklarin avazetma Usulu ila halli.

Bu Usulun mahiyysti kok altindaki ifadoni yeni mochulla ovoz
etmakdon ibaratdir.

Misallar. Asagidaki tonliklori holl edin.

1.x2—Vx2—-4=6.

O Burada x2 —4 >0, yani |x| =2 olmalidir. Vx2 —4 =1y
ovozlomasini aparsag, x? — 4 = y2 = x2 = y? + 4 olur vo verilon tonlik

y2—y—-2=0

soklina diisiir. Buradan, y; = —1,y, = 2. Bu giymatlori sira ilo avazlomada
nozars alag:
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Vx?2 —4=-1=>x€0.
Vi2—4=2=x-4=4=x> =8> x,, = +2V2.
Cavab: x = +2v2. @
2.V3+x+ V14 —x =3.
O Moachulun miimkin giymatlor ¢oxlugu [—3; 14] pargasidir.
VBrx=uVid—x=v W+v*=17)
avazlomasini aparsaq, verilmis tanlik
{ u+v=3,
ut + vt =17
sistemina gevrilir. Bu sistemi hall etmok Ggtin, onun ikinci tonliyini
ut +v* = (W? +v?)? — 2u%v? = (u +v)? — 2uw)? — 2u?v?
kimi cevirib, u + v = 3 oldugunu nazars alsaq,
9 —-2uv)? —2u*1v? =17 =2 u*v? —18uv +32 =0

(1)

olur.
Axirinet tanlik uv hasiline nazaran kvadrat tonlikdir, halli do uv = 2 va
uv = 16. Demali, (1) sistemi
u+v=3 u+v=3
{ uv = 2 Ve { uv =16
sistemlari ilo eynigiicliidiir. Tkinci sistemin haqigi adadlor ¢oxlugunda holli
yoxdur. Birinci sistemi hall etsok,
=1, vi=2Vvou, =2, vy =1.
Bu giymatlori avazlomalards nozars alsaq,
X1 =—2Voxy, =13,
Yoxlama:

x=-2:V3-2+V14+2=1+2>3=3;
x=13:V3+13+3V14—-13=2+1=>3=3.
Cavab: x; = —2;x, = 13. o

3. 5/9—"+ ZS/E = 3.
x-3 9x
O Moachulun mimkin giymatlor coxlugu x # 0 vo x # 3 olmagla,
bltin hagigi adadlor ¢oxlugudur.

> 9_x3 =1y Qgobul etsak, tonlik (y # 0)

xX—
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1
y+2:5=3=y =3y +2=0

soklino diisor. Buradan y; =1, y, = 2. Bu giymatlori avazlomods nozars
alag:

9x 9x 1 3
= = = . —_
x—3 x—3 P X 8’
5/ 9x _ 9x _ 25, 96
x—3 “Tx_3 7 *2Ty3
Yoxlama:
5 9.(_§) s|-3_3
1) Y e —35142-1=3253=3.
53 9(=p)
5 9.% 5 E_
2) e+ 2 B =3=3/32 +2J:—3:2+1=3:351
233 923
Cavab: x; = —>;x, = =

8 23"
4. YG+3)?2 - (x—3)2 =2V =

O Yoxlamagq olar ki x = 3 verilmis tonliyin koki deyil. Ona gors do

tonliyin hor iki torafini -—= |fadasme vursagq, verilon tonlikls eynigucli

17 x+3 1= 27x+
x—3 N x—3

tonliyini alariq. / =y gobul edak:

1 2
3V -1=3y=y’-2y-3=0=y=-1y,=3

Bu giymatlori sira ilo avazlomads nozars alsaq,

7(x+ 3 x+3
=-1=
x—3 x—3

=_1$x1=0;
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A3 x43_ 38 43 3282
= = = = = = —
x—3 x—3 2 =37 17 %27 7993

3282
(:avakr X1 = O,xz =
1093

. +Yax2+bx+c++ax2+bx+d=m soklindoki irrasional

tanliklarin halli.
Belos tonliklori hall etmok (¢ilin verilon tanliyin sol tarafine qosma olan

ifadoni y ilo isars edok:
Jax? +bx+c++Jax? +bx+d =m,
Vax? + bx+cF+/ax? +bx+d =y.
Bu barabarliklori torof-torafo vurag:
(\/ax2 +bx+ci\/ax2+bx+d)(\/ax2 +bx+c$\/ax2 +bx+d) =my
Vo ya

ax? + bx + ¢ —ax? — bx —d = my.

Buradan, y = %. y-in bu giymatini yuxarida nozars alag:

Vax? +bx+c+Vax? +bx+d =m,

\/ax2+bx+c+\/ax2+bx+d—cmd

Bu tanliklori toraf torafo toplasaq
2Vax2 +bx +c=m+ T (1)
Almmus tonlik, kvadrata ylksaltmoklo hall olunur.
Misal 1. vx + 12 —+vx + 5 =1 tonliyini hall edin.
O Machulun mimkin giymatlar ¢oxlugu x > —5-dir.
Sol torafin qosmasini Y ilo isars etsok,
Vx+12-vVx+5=1,
Vx+12+Vx+5=y

olur. Bu baraborliklori toraf-torafo vursaq, y = 7 alariq. y-in bu giymatini
nazars alib, yuxaridaki tonliklari toraf-torafs toplayag:

2Vx+12=1+7=2Vx+12 =4 = x = 4.
Yoxlama: v4+12—vV4+5=1=24-3=1=1=1.
Cavab:ix = 4. @
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Misal 2. V5x2 + 6x + 5 + V5x2 + 6x — 2 = 7 tonliyini hall edin.
O (1) dusturunu nozarsalag (a =5,b =6,c =5,d = —-2,m = 7):

11
2 5x2+6x+5=8:>5x2+6x+5=16:x1=—?,x2=1.
Yoxlama;
121 66 121 66
T—?+5+ ?—?—2=7=>\/11+5+\/11—2=7$

3+4=7=>7=7;
V54+6+54+V5+6—-2=7= 443=7=7=7

Cavab:x; =—-22;x,=1. @
I11. (a+ b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b) diisturlarimn tatbigi ilo hall edilon
irrasional tanliklar. Bunu misallarla izah edoak:
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1.V8x+4—-3V8x—4=2.
OToanliyin har iki torafini kuba yiksaldib, lazim olan amallari yerins
yetirak:

8x+4—8x+4—3(Bx+4)Bx—4)(V8x+4—-38x—4)=8>

8—6/64x2 —16 =8 = 63/64x2 —16 =0 =
V64x2 — 1 =O:>x=i%.

Yoxlama:
V=4+4-Y=4-4=220-(-2)=2>2=2,
Va+4-3V4—4=2>2-0=2= 2=2.
Cavab:xl_zzi%.O
Misal 2. Y13 — 2x + Y15 + 2x = 4.

O Yenos do tonliyin har iki torafini kuba ylksaldib, lazim olan
omollari yerins yetirak:

13 — 2x + 15 + 2x + 33/ (13 — 2x) (15 + 2x)
(V13-2x+V15+2x) = 64 >
28 +3-43/(13 — 2x)(15 + 2x) = 64 =
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VA3 -2x)(15+2x) =3=>x2+x—-42=0=
X1 =—7,x5 =6.
Yoxlama:
V13+ 14+ V15— 14=4=3+1=4>4=4,
V13— 12+ V15+12=4=>143=4>4=4
Cavab:x; =-7, x, = 6. @

CALISMALAR

1. Asagidaki borabarliklor eynilikdirmi?
a) a*+2a?b? +b* = (a? +b?)?%  b)x?—6x =75; c) x? +%= 2.
2. Asagidaki tonliklor eynigiclidirmi?
a) 12x +5 = 3 vo24x + 10 = 6; b) >+ =9 v 5x — 9 = 36;
Q)2x—6=2x+11vox(x —2) =x*—2x+5.
3. Toanlikloari holl edin:

8x+7 3-2x 5x—2 8 2+x 5 5
a) - 2= =3 b ——-=——=y
6 4 2 3x-3 x-1 2-2x 18
2(5x-2 4(23-2x) 5(11x+1
0 (9)_17: - _<9 ).

¢)5(x +3)2—5(x —4)(x+8) + 12 = 87;

d) (4x+13)(x? + 1) — (4x — 3)(x + 2)? = 25.
4. Tonliklori hall edin:

a)lx—5|=7 b) lx — 1|+ |x — 2| = 3;

c) [1—x|—|x+3|=|x+2[ ¢) I5—2x|+|x+ 3| =2-3x.
5. Tanlik qurma yolu ils asagidaki masalalari hall edin:
a) Tarlan1 miioyyon edilmis miiddotdo sumlamaq tigiin icragi har giin 40 ha
yer sumlamali idi. Bu icragi plani artiglamasi ilo yerino yetirarak, hor gin
48 ha yer sumladi vo ona gors do vaxtina 3 giin galmig onun sumlanmamis
30 ha yeri qald1. Icraci plana géra nega hektar yer sumlamali idi?
b) Rabitagi A montogesindan B mantagasine malumat aparmali idi. O, A-dan

B-ya Vo geriya B-don A-ya godor olan yolu 9% saata getdi. Rabitagi A-dan B-
ya gedorkan saatda 30 km, geri qayidarkon saatda 28 km yol gedirdi. A ilo B
arasindaki mosafoni tapin.
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) Borabaryanli tichucaqda oturacagin uzunlugu yan torafin uzunlugunun g

hissasina barabardir. Perimetri 26 sm olan bu {igbucagin toraflorini tapin.

¢) Iki odadin comi 16, nisbati iso 3: 5-dir. Bu adadlori tapimn.

d) Bir parga domirlo bir parga misin ¢okisi 1280 g-dir. Misin hacmi iso
domirin hocmindon iki dofo boyiikdiir. Domirin xiisusi ¢akisi 7,8 ——, misin

sm3’

xususi gokisi iso 8,9 S::l—3-dir. Domir vo mis pargalarinin ayriligda hacmloarini

tapin.
6. Toanliklor sistemini hall edin:
2x + 5y = 15, 5x + 6y = 13, (x+4):(y+1)=2:1,
){3x+8y=—1; ){7x+18y=—1; ){(x+2):(y—1)=3:1;
RN S— 7x + 6y + 7z = 100,
c) x2—55 y;Z d){ x—2y+z=0,
x5 EZZF 3x+y—2z=0;

x+ay+a’z+a3=0,
e){x +by+b?z+b3=0,

x+cy+ciz+c®=0.
7. Verilmis tonliklor sisteminin hansiin yegans, hansinin sonsuz sayda halli
var, hansinin holli yoxdur?

Xy _ 5
){ZSx—4y=—1, b){x+y=3, 0 2 2%
31x — 5y = —16; 3x + 3y =4; zx—;y=15.
8. a va b-nin giymatlarindon asili olaraq sistemi arasdirin:
{x — 3y =,
ax — 6y = 2.

9. Verilmis kvadrat tichadlilori tam kvadrata godor tamamlayin:
a) 2x? +4x—3; Db)5a’x? —a’x—10a’+a—-1;

c) x? +%x—%,(a # 0).

10. Toanliklori holl edin:

a) 2x —7)2 + (3x — 5)2 — (4x — 9)(4x + 0) = 2(64 — 29x);

3-x2  4—x2 1 (x43)2 x(2x-3) , (3x—1)?
b — =-x—0,3; c)———+1= + ;
) 6 5 2 = ) 5 2 5 '
13—x 6 2 3 x+1 5x—-1 8—x x-=5
+ +—=—; d)y=—— = -
(;) 34x x2-9  3-x  x+43’ ) 4x 2x—4  3(x2-2x) «x-2’

) V2x2 + 4v3x — 22 = 0.
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11. Verilmis koklarina gors kvadrat tonlik qurun:

)2+V3ve2—+/3; b)1—vV2ve1l++2; C)1+2£V91_Tﬁ;
¢c)1+i; d)4 —7i; e) a + bi.
12. Verilmis kvadrat tichadlilori vuruglara ayirin:
a) 3x2 — 7x — 40; b) 5m? + m — 4; ¢) 2x2% + 8x — 90.
13. Kasrlari ixtisar edin:
a) 2x2+8a—90 ; b) 3a?-14a-5 ; ) a’+a-2 .
3a2-36a+105 2a%-22a+60 3a2+4a-4

14. Tanliklori hall etmodan, onlarin koklarinin isarasini milayyan edin:

a)x2—4%x+4%=0; b) -5x2+x—-7=0; ¢)—3x2+17=0.
15. c-nin hans1 qiymatinda

4x2 —12x +c=0
tonliyinin koklari barabar olar?
16. a-nin hans1 giymaotlarinda
x*+(@+6)x+R2a—-1)(7-a)=0
tonliyinin eyni isaroli, hansi giymotlorindo isa muxtalif isarali koklori
olacaqdir?
17. a-n1 elo secin Ki,
x>—ax+1=0 vo x>—x+a=0
tonliklorinin ortag koki olsun.
18. p1p; = 2(q1 + qz) minasibati 6donildikds, x? +p;x+q, =0 Vo
x% + pyx + q, = 0 tonliklorindon heg olmazsa birinin haqiqi kokii oldugunu
isbat edin.
19. m-in hansi rasional giymatlorinda
mx?2—(1-2m)x+m—-2=0
tonliyinin rasional koklori vardir?
20. p vo g tok tam adadlor oldugda,
x> +px+q=0

tonliyinin rasional koklori olmadigini isbat edin.
21.Tonliklari hall edin:
a) x3 + 64 = 0; b) x* +16=0; c) x® = 64.
22. Kvadrat tonlik qurmag yolu ils asagidaki masalalari hall edin:
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a) Icrag1 miioyyon miiddatds 240 ha yeri okmali idi. Lakin icrac1 hor giin
planda nozords tutulandan 4 ha artiq okdiyindon okin vaxtindan 2 giin tez
qurtardi. Okin ne¢s glina qurtarmigdir?

b) Iki velosipedgi, aralarindaki mosafa 30 km olan A va B mantagalorindan
eyni zamanda qarsi-qarsiya ¢ixaraq, bir saatdan sonra goriislir. Onlar
dayanmadan homin siratlo yollarina davam edir vo birinci velosipedci
B montagasina ikincinin - A montogesine ¢atdigindan 50 doq tez catir.
Velosipedcilarin siiratini tayin edin.

c) Taraflori 2 m vo 4 m olan diizbucaql soklinds gigak loki, eni hor yerdo
barabar olan cigir ilo shato olunmusdur. Cigirin sahasi lakin sahosindon 9 dofa
boyiik olduguna géra onun enini tayin edin.

. - - . - L L ap =
¢) Xususi ¢akilori uygun olaraq 1,2 o 1,6sm3 olan iki mayedan

cokisi 60 g olan qatisiq diizoldilmisdir. Qatisigin 8 sm3-nin  cokisi,
garigdirtlmis ylingtil mayenin hamisinin ¢akisino borabardir. Hor mayedon
necs gram gotiiriilmiisdiir va qatisigin xiisusi gakisi na godardir?

d) Domir yolunun iki stansiyasi arasindaki masafo s km-dir. Siirat gatari
bu moasafoni Sornisin qatarmndan t saat tez gedir. Slrot qatarimin sornisin
gatarindan saatda a km ¢ox getdiyini bilorak, har gatarimn siiratini toyin edin.
23. Tanliklari hall edin.

a)x* —9x? +8=0; b) x6 — 28x3 + 27 = 0;
0) (x? —x)? —4(x?—x) —12 =0; Q) x—5Vx+6=0;
4 3x ax L
d)x(x+3)(x+6)(x+9)=17; e) s T oo = 5;

f) (x—5)*+ (x —7)* =82,

24.Tonliklori holl edin:

a)x* —12x3+13x2 —12x + 1 = 0;

b) x* —3x3 —8x% + 12x + 16 = 0;

c) x* — 10x3 + 21x? + 20x = 12.

25. Toanliklori hall edin:

a)V2x = 2Vx —Vx = 3; b) Va2 +2x + 13 —Vx2 +2x + 6 = 1;
) Vx+6—VYx—6=2; OVx+14+2V¥x—1=3Vx2—1;

x—5 x—4 7 x+2
d) =+ ==
x+2 x+3 x+2 4 x+3
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e) VA +x)2-5V1—-x2+63/(1-x)2=0;

DV —7+Vx+7==

T

TESTLOR
1. x? — px + q% = 0 tonliyinin yegana kokii olmasi iiciin asagidaki
sortlordon hans1 6danilmolidir ?
Ap=q B)g=2p C)p=—-q D)p=2q E)q=0

2. a-nin hans1 qiymatindo {52;:36;3] :_14 0 tonliklor sisteminin sonsuz sayda
halli var ?

A) —1,2 B) 0,4 C) 2 D) 0,2 E) 1,2

3. Tonliyi hall edin: 100x%? — 107x + 7 = 0.

A x, =7 x, =-7 B)x; =27;x, =0 C)x; =107, x, =0

D) X1 = 0,07, Xy = 2 E) X1 = 0,07, Xy = 1

202
4, {x Tyt =15 tonliklor sistemindon xy hasilini tapin.
x+y=5

A) 5 B) 15 C) 20 D) 25 E) 10

5. Tonliyin koklori hasilini tapin: |5x — 11| + |4 — x| = 15.

A) 5 B) -2 C)o D)3 E)8
y—3x=25, . . . -

6. {11x —y=3 tonliklor sistemindan xy hasilini tapin.

A) 3 B) 4 C)5 D)0 E)8
x+-=3

7. ¥ sistemindon Z-i tapin.
y+-=9 x

X

A) 2 B) 1 C); D) 3 E);
2x+y =13

8.1x + 2z =9 sistemindon x 4+ y + z Comini tapin.
z+2y=5

A) 13 B) 9 C)5 D) 14 E) 18

9. Uygunlugu miiayyan edin:
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1{x+y=7 2{x+y=7 3{x+y=5

"xy=5 " xy=6 " xy=6

A) x? +y? =13 B) x2 +y% =39 C) x> +y%=37
D) x2 —y% = 74/29 E)x—y=5

10. ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) kvadrat tonliyi iigiin uygunlugu miioyyon
edin.

l.ac+b=-12a+b+c=03.a+c=>

C)x; =1, xzzi D)x1+x2=aC:1
VIII FOSIL
BORABORSIZLIKLOR

§ 96. BORABORSIZLIKLOR HAQQINDA

Bildiyimiz kimi haqiqi adadlor ¢oxlugu nizami ¢oxlugdur. Yani a vo b
kimi istanilon iki hogiqi odad arasinda asagidaki ti¢ miinasibatdon ancaq biri
dogrudur.

1) a odadi b adodindan Kigikdir (a < b);

2) a adadi b odadina barabardir ( a = b);

3) a adadi b adadindon boyikdir (a > b).

Bu zaman a < b olmas1 a — b forginin monfi; a = b olmasi a — b
forqinin sifir; @ > b olmasi isa a — b farginin miisbat olmas1 demokdir.

a > b olmasi hondssi olaraq o demokdir ki, odod oxu Uzerinds a
adadini gdstaron A noqtasi b adadini gdstaron B ndqtasindan sagda yerlogir
(sokil 15).

Tarif. Bir-biri ilo boyuk (>) vea ya kicik (<) isarasi ilo bagl olan iki
odod vo ya cabri ifadays baraboarsizlik deyilir.

Moasalan,

3<57<72a<b, x*+1>3; a*+b*>4.
Iki odod vo ya cobri ifadeds birinin digarindon kicik (bGyik)
olmadigini (yani ya boyuk (kigik), ya da ona barabar oldugunu) géstormak
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lclin = (<) isarasindon istifada olunur. Masalon, a-nin b-don kigik olmadig:
a = b kimi yazilir.

Qeyd edak ki, a < b soklinds barabarsizliklor ciddi, a < b soklinds
borabarsizliklar isa geyri ciddi barabarsizlikar adlanir. Masalon, 15 > 7,
1>0, a? + b? + 1 > 0 borabarsizliklori ciddi, a? =0, x +1<2, x*+
y? — 4 < 0 borabarsizliklori iso geyri ciddi borabarsizliklordir.

Tonliklordo oldugu kimi, borabarsizliklorin do sol vo sag torofi
anlayislar1 var. Masalon, a < b barabarsizliyinds a sol taraf, b iso sag torofdir.

Ola bilsin ki, iki deyil, bir nego odod vo ya cabri ifads arasinda
barabarsizlik olsun.

Toarif. a < b < c soklindo olan boarabarsizliys ikigat barabarsizlik
deyilir.

Aydmdir ki, a<b < c ikigat barabarsizliyi a<b vo b<c
borabarsizliklarinin birlogdirilmasindan alinib.

§ 97. BORABORSIZLIKLORIN 9SAS XASSOLORI

Misyyonlik ti¢iin asagida isbat edocoyimiz xassolori ciddi
borabarsizliklar Gglin sdyloyacayik. Lakin onlar geyri ciddi, eloco do ikigat
borabarsizliklar t¢iin do dogrudur.

Borabarsizliklorin asagidak: xassalori var:

Xassa 1. a > b olarsa, onda b < a vo aksino a < b olarsa, onda
b>a.

o Tutag ki, a > b. Onda torifa gbro a — b forgi mushat, b — a forqi iso
monfidir, yani b < a.
Bonzar olarag, a < b oldugda b > a olur. m

Xassa 2.a > b vob > colarsa, onda a > c.

o Bunu hondssi olarag belo sorh etmok olar: a, b vo ¢ adadlorini
hondasi gostoron ndgtalor uygun olaraq A, B va C isa (sokil 16), onda A
nogtesi B-don sagda, B noqtasi do C-don sagda yerloasir. Bu halda, A ndgtesi
do, siibhasiz ki, C ndqtasindon sagda yerlosir.
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0] B(b) Afa) X (o) B®b) O Ala) x

Sokil 15 Sokil 16

Bu xassanin cabri isbatini verak: Dogru olan
a—c=(@—b)+(b—-rc)
barabarliyinds sorta goro a > b vo b > ¢ oldugundan, a — b vo b — ¢ forglari
miisbatdir. Tki miisbat adadin comi miisbot oldugundan, a — ¢ fargi da miisbot
olar, yani a > c.
Bonzor olarag, a < b va b < c oldugda a < c olar (niys?) m
Ikinci xassaya barabarsizliklarin tranzitivlik xassasi deyilir.
Xassa 3. a > b ise, onda istanilon ¢ odadi U¢lin a+c>b+cVoa—c>
b — ¢ olar. Basqa sozlo, odadi barabarsizliyin har iki trafino eyni bir ododi
alava etsok Vo ya gixsaq, barabarsizlik pozulmaz.
ol)a—b=xolsun.Onda(a+c)—(b+c)=a—b =x,yani(a+
c)—(b+c)=x olar. a > b oldugu i¢iin x musbatdir. Onda (a +
b) — (b + ¢) forqi do miishot olar. Buiso a + b > b + ¢ demakdir;
2)a>bisoondaa—b >0 oldugundan,a —b=(a—c)— (b —c)
forqi do misbot olar. Bu isa a — ¢ > b — ¢ oldugunu gostorir.m
Natica. ©dadi barabarsizliyin bir torafindoki hoddi oks isars ilo 0 biri torafine
kecirmok olar. Yoni a+b>c iss, onda a>c—b yazmaq olar
(barabarsizliyin hor iki torofina —b slave edilmisdir). Masalon, 5+ 7 > 6 =
5>6-7=>5>-1.
Xassa 4. a > b va c # 0 istonilon adaddirse, onda:
1) ¢ > 0 olduqda ac > bc;
2) ¢ < 0 oldugda ac < bc olur, yani barabarsizliyin har iki tarafini eyni
bir misbat ododa vurduqda, baraborsizliyin isarasi doyismoz, monfi
adads vurduqda iss barabarsizliyin isarasi aksine dayisar.
oa — b = xolsun. a > b oldugu ii¢iin x > 0 olar. Onda 1) ¢ > 0 olsa
ac — bc = xc misbatdir vo ac > bc olur. 2) ¢ < 0 olarsa. xc hasili
manfidir vo ac < bc olur. m

264



Natica. Borabarsizliyin hor iki torafini misbat odads boldiikds barabarsizlik
isarasini doyismir, monfi adodo boldiikds iso barabarsizlik isarasini oksinos
doyisir.

Moasalan, 12 > 8 barabarsizliyinin har torafini 4-a bolsak,

3> 2,
—20 > —60 barabarsizliyinin har torafini 20-ys bolsak,
-1>-3

—20-yo boldiikda isa 1 < 3.
Torif. a>b voc>d (voyaa<b vo c <d) soklinds iki borabarsizliys
eynimanali baraboarsizliklor deyilir.

Moasoalon, 15 > 12va -3 > —-5; =7 < —-2va 3 < 5.
Tarif. a > b vo ¢ < d soklindo iki barabarsizliys aksmanali barabarsizliklar
deyilir.

Moasalon, 0 > —2vo3<5;-3<1va5>2.
Teorem 1. Eynimanali borabarsizliklori torat-tarofo toplamag olar, yani

a>bvoc>d (a<bvac <d)olarsa,
a+c>b+d (a+c<b+d)olar.
oa—b=xVac—d=yolsun.
Bu baraborliklori torat-torafs toplasaq,
a—b+c—d=x+y voya(a+c)—(b+d)=x+y.
Sarto gbro a > b va ¢ > d oldugundan, a —b > 0, ¢ —d > 0 va buna goro
do
(a+c)—b+d)=(@—=-b)+(c—d)y=x+y>0.
Bu gostorir ki, (a + ¢) — (b + d) forqgi misbatdir. Yonia + ¢ > b + d.

(a < b vo ¢ < d halinin isbatini oxuculara havals edirik). m
Misallar.

0> -80, 4,5 <12,
L +{60>45 2 +{—20<—10
60 > —35 —155<?2

Teorem 2. ©ksmonali iki barabarsizliyi torot-torafa ¢ixmaq olar va bu halda
hans1 barabarsizlikdon ¢ixilirsa onun isarasini saxlamaq lazimdir, yani a > b
vac<dolarsa, ondaa—c> b —d olar.

265



o Cixilan barabarsizliyin har iki torafini —1-o vurub o birinin Gizarine
olavo etsok toklifin dogrulugunu alariq. m

Misallar. 1. — {123 Z i 2 _ {1_45<>2_3’»,12
T 15>4 T 19<35

Teorem 3. Hoadlori mushst olan eynimonali barabarsizliklori toraf-torofa
vurduqda barabarsizliyin isarasi doyismoz.

0 a > b borabarsizliyinin har iki torafini ¢ > 0 ododine vursag, ac >
bc alariq. Sonra ¢ > d barabarsizliyinin har iki torsfini b > 0-ys vursaq, bc >
bd alariq. Buradan ac > bd (2-Ci xassaya asasan). Bunun kimi do a < b vo
¢ < d olan halini isbat etmok olar. m
Notica. Toroflori monfi olan iki eynimonali barabarsizliyi torof-torafo
vurdugda borabarsizliyin isarasi oksino doyiser (isbati oxuyuculara hovalo

olunur).
Misallar.
3>25, 4 <11, -5 <-4,
1"‘{ 84> 6,1 Z'X{6<13 3'><{—41-,5<—3
25,2 > 15,25 24 < 143 22,5 > 12.

Teorem 4.a,b mishat Vo a > b olarsa, onda n-in istonilon natural
giymetinds
a™ > bp"

olar.

Teoremi riyazi induksiya Usulu ils isbat etmok olar (bunu oxuculara
hovals edirik).
Natica. Toroflori misbat olan barabarsizliyin har iki tarafindon eyni doracodon
hesabi kdk almagq olar.

§ 98. BOZI BORABORSIZLIKLORIN ISBATI

Horflor daxil olan borabarsizliklori isbat etmok, horflorin mimkin
giymetlorindo  borabarsizliyin -~ 6donildiyini  gOstormok  demokdir.
Borabarsizliklori isbat etmok glin Umumi bir Gsul yoxdur. Barabarsizliklorin
isbat1 hagqinda danismazdan avval bazi anlayis va toriflori verak.
9dadi orta va handasi orta.
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. + s I . . .. .
Torif 1. BX222=T 00 ifadasing ay, ay, as, ..., A, ododlorinin adadi ortas:
deyilir. Masalan, 3, 5, 7, 9, 11 adadlorinin odadi ortasi
3454749411 _ 35 _
5 5 U
Torif 2. Y/a; - ay - as - ...~ a, ifadesino mishot a;, a, as, ..., a, adodlorinin

handasi ortas: deyilir.
Masalan, 6 va 24 adadlorinin handasi ortasi
V6:24=6-2=12
Vo 3, 9, 27 adadlarinin handasi ortasi
V3-9-27=336=32=09.
Misal 1. Manfi olmayan istonilon iki ododin odadi ortasinin handasi ortasindan
kigik olmadigini, yani
M2 > V@ a; (a1 20, ap 2 0)
oldugunu isbat edin (Burada barabarlik isarssi a; = a, oldugda dogrudur).

O Handosi isbat. AB = a; + a, pargasini, markazi O néqtasinds olan
cevranin diametri gobul edib, onu quraq (sokil 17).

AC = ay, CB = a, olsun. C négtasindon tist yarimgevrani D ndgtasinds
kosona gadar AB diametrino perpendikulyar qaldirag. Hoandosadon molum
olduguna goro

DC =+AC - CB = \/a; - a,.
AB = a4 + a, vo 0D radius oldugundan, 0D = Gt
AOCD diizbucaqli iicbucaq oldugundan,

a, +a;
DC < OD = al . az < 2 D
olur. Ogor C nbgtesi O noqgtasi ilo Ust-Utsa
diisorso al;az = vay - a, olar, yoni boraborlik 47—

hali a; = a, olduqda alnir.

Analitik  isbat. (Wa; —+az)* =0
borabarsizliyindon
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a,+a, >2Va;-a; Vo vya %2 Sakil 17
\/al'az. .

Yuxarida isbat etdiyimiz barabarsizliyin
Umumilogmosi  isbatsiz  gobul  edacoyimiz
asagidaki teoremloa verilir:

Teorem. n sayda miisbat adadin oadadi ortasi onlarin handasi ortasindan
kicik deyildir:

a1+a2+a3+"'+an n
f2 \/al.az.a3...an_

Burada boraberlik isarssi a; = a, = a3 = :+- = a, olduqda dogrudur.
Misal 2. Borabarsizliyi ishat edin.
a’ + b? + c? = ab + bc + ac.
O Bu mogsadlo a? + b% > 2ab, b? + c? > 2bc, a? + ¢? > 2ac
askar borabarsizliklorini yazib, toraf-tarafs toplayaq:
2a% + 2b? + 2¢? = 2ab + 2bc + 2ac.
Alman barabarsizliyin har torafini 2-ya bdlsak,
a’+b?>+c*>>ab+bc+ac. @

Misal 3. a + b > 1 olduqda a*+b* > % oldugunu isbat edin.

O a+ b =1 sortindon a? + 2ab + b? = 1. Bu borabarsizliyi a? —
2ab + b? > 0 askar borabarsizliyi ilo torof-torofo toplayaq: 2a? + 2b2 > 1.
Bunun hor iki torofini kvadrata yiiksoltsok, 4a* + 8a?b? + 4b* > 1 vo ya
a* +2a?b? + b* > i. Bu borabarsizliyi a* —2a?b? + b* >0 askar
borabarsizliyi ilo torof-torofs toplasaq,

2a4+2b42iV9yaa4+b4 2%..

i 1 1.1 _a8+b8+4c8
Misal 4. abc > 0 olarsa, —+-+-<———F-—
a b ¢ a3bp3c3

borabarsizliyinin dogrulugunu
isbat edin.
O Ikinci misaldaki barabarsizliyi bir nega dofo totbiq etsok,
a® + b8+ c® = (a®)?+ (b*)* + (cM)? = a*h* + a*c* + b*c* =
(a?b?)? + (a?c?)* + (b?c?)? = a*b?c? + a’b*c? + a’b?c* =
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(a?bc)? + (ab?c)? + (abc?)? = a3b3c? + a®b?c® + a?b3c3,
yani
a® + b8 + c® > a®b3c? + a®b?c® + a®b3c3
barabarsizliyi alinir. Onun hor iki torafini a3b3c3 hasilino bolsok
(abc > 0),
1 1 1<a8+b8+68
aTh TS T de
alinir. @
Misal 5. a? + a3+ a3+ -+a%2=1vob? + b3 +b%+--+b:=1
olarsa,
—1<aiby + ayb, +azbs + - +a,b, <1
oldugunu gostarin.
O Asagidaki dogru barabarsizliklori yazaq:
(a; —b1)? + (az — by)* + (a3 — b3)* + -+ (an, — by)* 20,
(ay + b)? + (ay + by)? + (a3 + b3)? + -+ (a, + by)? = 0.
Motarizalori agib sartlori nazars alsaq,
(a? + a3 +--+a2)—2(a;b; + ayb, + -+ a,by) + (b7 + b3 + -+ b2) = 0,
(a? +a% + -+ a2)+ 2(ayby + ayb, + -+ a,b,) + (bf + b5 + -+ b3) =0,
2 —2(ayby + azby + -+ apby) = 0;
2 +2(ayby + ayby + - +ayby) = 0.
2 2 2(a1by + azby + -+ + apby) (2-ys bolok) ,
2> =2(aiby + azb, + -+ + ayby) (—2-ya bolok):
1>=a.b; +ayb, + - +a,b, —1<aijb, +a;b, + -+ a,b,.
Bu iki borabarsizliyi birlosdirsak,
—-1<aby +ayb, +-a,h,<1. @

§ 99. RIYAZI INDUKSIYA USULU iLO
BORABORSIZLIKLORIN iSBATI

Bu paragrafda riyazi induksiya Gsulun kémayi ilo bazi barabarsizliklori
isbat edacayik (bax § 2).
1. istonilon n € N ododi tigiin

22 >2n+5
oldugunu isbat edin.
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on = 1 oldugda 23 > 2 + 5 oldugu aydindir.

n = k Uiglin borabarsizliyin dogru oldugunu, yoni 2¥*2 > 2k + 5
oldugunu gabul edib,

n = k + 1 Uglin verilon barabarsizliyin dogrulugunu gostorak:

204142 — 9. 2k+2 5 22k +5) =2(k+ 1)+ 5+ 2k +3) >2(k+ 1) + 5,
yani
20+D+2 5 2(k + 1) + 5.

Demoli n-in bitiin natural giymatlorinds 22 > 2n + 5. m

2. Diizbucagli tigbucagin katetlori a vo b, hipotenuzu ¢ olduqda,
istonilon natural n > 2 adadi Gglin

a*+bp" < c"
oldugunu isbat edin.

o n =2 oldugda borabarsizlik a? + b? = ¢? boraborliyino cevrilir
(Pifaqor teoremi). n = k olduqda barabarsizliyin dogru oldugunu gabul edib,
n = k + 1 ti¢tin dogrulugunu goéstarak:

ak*tl + pk+t = gkq + bkb < a*c + bkc = (a* + b¥)c.

Burada a® + b* < c* oldugunu nozors alsaq,
ak*1 4 pktl < ook = ck+1
yoni aktl 4 pk+1 < ck+1,

Demli, verilmis barabarsizlik n > 2 olan btin natural adadlor tgtin
dogrudur. m

§ 100. SABIT COM VO HASIL HAQQINDA TEOREMLOR

Teorem 1. Comi sabit olan iki mlsbat kamiyyatin hasili, ancaq bu kamiyyatlaor
barabar oldugda an boyik olur.
o Tugaq ki, iki musbat x va y kemiyyatlarinin comi a-ya boaraboardir,

onda odadi va handasi orta haqqindaki teorema asasan,
x+y

55

- a
yazib, x + y = a oldugunu nozars alsaqg, ,/xy < .

ogor x =y (= %) olarsa, onda /xy = > olar; x # y olduqda iso
Jxy < % , Yoni xy hasili ancaq x = y olduqda on bdyuk olar. m
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Bu teoremdon, perimetri eyni olan diizbucaglilar i¢arisinda sahasi an
béyiik olani kvadratdir, hondoasi toklifi alinir.
Teorem 2. Hasili sabit olan iki misbhat kamiyyatin comi ancaq bu
komiyyatlor barabar oldugda on Kigik olur.

Bu teoremin isbati 1-ci teoremin isbatina oxsar qayda ilo aparilir
(bunu oxuculara havals edirik).

§ 101. EYNIGUCLU BORABORSIZLIKLOR VO ONLARIN
XASSOLORI

Biz ovvalki paragraflarda horflorin bitiin - mimkin olan va ya xususi
gostorilon  giymatlorindo ~ Odonilon  (ododi  borabarsizliya  gevrilon)
borabarsizliklori  nozordon  kegirdik.  Belo  borabarsizlikloro  eyni
barabarsizliklor deyilir. indi iso biz harflorin bitiin giymatlorinds deyil, yalniz
boazi mimkin giymatlarinds 6danilon (va ya heg bir giymatinds ddonilmayan)
borabarsizliklori 8yronacayik. Masalan,

5> 0
borabarsizliyi x-in ancag musbat giymetlorinds ¢danilir. Lakin bitin adadlor,
0 ciimladan monfi adadlar da x-in mimkin giymatloridir.

Mochulu olan barabarsizliyi hall etmak, homin machulun verilon
borabarsizliyi 6dayan (yoni onu dogru odadi barabarsizliya ceviron) butin
giymatlorini tapmag vo ya belo giymatlorin olmadigini gostormok demoakdir.

Tonliklardo oldugu kimi barabarsizliklori do hall etmak Uguin adston
onlar1 daha sads borabarsizliklora gatirirlor.

Tarif. Eyni mochulu olan iki berabarsizlik moachulun ancaq eyni
giymetlorindo 6donilarss, onlara eynigucli (ekvivalent) baraboarsizliklor
deyilir.

Mosolon, 4x >0 Vvo —3x <0 borabarsizliklori  eynigucli
borabarsizliklordir. Cinki hor iki borabarsizlik yalniz x-in butin misbot
giymetlarinds ¢donilir.

4x > 0vo x*+3 >0 boraborsizliklori ekvivalent boraborsizliklor
deyildir, cunki bunlardan birincisi x-in ancaq musbat, ikincisi isa bitin
giymatlorinds dogrudur.
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Machul kamiyyatin heg bir gqiymatinds 6donilmoayan barabarsizliklor do
ekvivalent borabarsizliklordir. Masolon, x* < -3 vo —(2x*+3)>0
borabarsizliklori eynigticlidir (niya?).

Tonliklarin eynigiiclilityii haqqindaki xassoalors oxsar olaraq eynigiiclii
borabarsizliklor hagqinda da asagidaki xassalori séylomok olar.

Xassa 1. Borabarsizliyin har iki torafine eyni bir adodi vo ya mochulun
bitin mimkin giymetlorinds toyin olunmus ifads slavs edildikds, verilmis
borabarsizlikls eynigucli olan barabarsizlik alinar.

Xassa 2. Barabarsizliyin hor iki torafini mishot adads vo ya machulun
bitin mimkin giymatlarinds yalmiz miisbat giymetlor alan ifadsys vurduqda,
verilonlo eynigiicli olan barabarsizlik alinar, yani ¢ (x) > 0 iss,

fi(x) > fo(x) 1)
Vo

f1G) () > f,(x) p(x) @)
borabarsizlilklori eynigticlidur.

Xassa 3. Borabarsizliyin hor iki torsfini, machulun bitin mimkin
giymetlorinds toyin olunmus vo moanfi giymotlor alan ifadoys wvurub,
borabarsizliyin isarasini oksins ¢evirdikds, verilonlo eynigicli borabarsizlik
almar.

Bu xassalordon birini, mosalon, ikincini isbat edok. Qalanlar1 oxsar
tisulla isbat olundugundan oxuculara havals olunur.

o Tutaqg ki, x = x¢ verilmis f; (x) > f,(x) barabarsizliyinin ixtiyari hallidir:
f1(x0) > f2(x0)-
Bu barabarsizliyin har iki tarafini ¢ (xy) > 0 adadine vurag:
f1(xo) @ (x0) > f2(x0)p (x0)- ©)
(3) barabarsizliyindan aydin olur ki, x, adadi (2) barabarsizliyinin do hallidir.
Indi tutaq ki, x;, (2) barabarsizliyinin istonilon bir hallidir, (¢ (x;)-in monasi

olmalidir). Ona gora f; (x1)@(x1) > fo(x1)@(x;1) adadi barabarsizliyinin har
1

@(x1)

iki torofini misbot adadina vursag,

f1(x1) > f2(x1)
borabarsizliyini alariq.  Bu  gostarir ki, x; odadi  f;(x) > fo(x)
borabarsizliyinin do hollidir. m
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Qeyd. Boaraborsizliyin har iki torafina moxracindo mochul olan ifads
olavs edildikds, alinmis barabarsizlik avvalki ilo ekvivalent olmaya da bilor.

Moasoalan, 3x — 2 > 0 borabarsizliyi x = 5 oldugda dogru oldugu halda

1>1
x—5 x-5

borabarsizliyi x = 5 oldugda monasinu itirir.

3x -2+

§ 102. BIRDOROCOLI BORABORSIZLIKLOR

Torif. ax+b>0 vo ya ax+b<0(a#0) soklindo olan
borabarsizliys birdaracali (xatti) barabarsizlik deyilir.

Muoayyoanlik Gglin ax + b > 0 barabarsizliyino baxag. Borabarsizliyin
xassalorindan istifado edorok birdaracali barabarsizliyin halli iigiin asagidaki
miimkiin hallar1 séylamak olar:

1) a > 0 olarsa, ax > —b barabarsizliyinin holli x > —g olur. Yani x-
in —S - dan boyuk bdtiin giymatlori barabarsizliyin hallidir. Hondoasi olaraq

bu halli adod oxunun koordinati —Z olan néqgtasindon sag torofdoki hissasi

kimi tasvir etmak olar.
2) a < 0 olarsa, ax > —b barabarsizliyinin har iki tarsfini a adadins

bolorak, x < —g alariq. x-in —Z -dan kigik olan batiin giymatlori ¢oxlugu
barabarsizliyin halli olar. Hondasi olaraq bu ¢oxlugu, adad oxunun koordinati
—Z olan noqtasindan sol torafdoki hissasi kimi tosvir etmok olar.

Biz ancag > vo < isarasi olan borabarsizliklori nazordon kegirdik.
Isarasi > va < olan borabarsizliklor do eyni gayda ilo hall edilir.

Bir sira barabarsizliklor (zorinds eyni cevirmolor apardiqdan sonra
onlar birdaracoli  baraborsizliys gotirilir. Masolon, ax+b > cx+d
soklindaki boarabarsizliklor (bunlara da xatti barabarsizliklor deyilir) a # ¢
oldugda, borabarsizliklorin xassoalorindon istifado etmoklo birdoaracali
borabarsizliya gatirilir.

Misallar. Asagidaki baraborsizliklori holl edin.

273



1.7x—6<x+12.

O7x—6<x+12= T

19) 3 X

7x—x<12+6=>6x<18 =
x <3 (sokil 18). @ Sokil 18

O Boraboarsizliyin hor iki torofini 12-ys

vurag: A5
122 — 6(x + 1) > 3(x — 3) — 4(x — 0
2)>12x —6x—3x+4x >-9+8+

6= 7x>5 = x> (sokil 19). @

-J| Ot
=y

Sokil 19

x%+5x+19

x2+9 >1.

O x% 4+ 9 > 0 oldugundan har tarofi ona vurmag olar:

x?>+5x+19 > x? +09,

d 5x > —10. Burad -
yaxud 5x uraaan ) 2) o
x > —2 (sokil 20). @

Sakil 20

§ 103. XOTTi BORABORSIZLIKLOR SISTEMIi

Asagidaki kimi barabarsizliklor sistemina xatti barabarsizliklor sistemi
deyilir .
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{ax+b>0,V a{ax+b<0,
ax+by >0 oY ax + by <O0.

Baraboarsizliklor sistemini hall etmak, machulun sistemdoki har bir
borabarsizliyi 0dayan bitin giymatlorini tapmaq demokdir (Sistemdoki
borabarsizliklor, eyni monali oldugu kimi oks monali da ola bilar).

Borabarsizliklor sisteminin hollini misallar tizorinds aydinlagdiraq.

Misallar. Asagidaki xatti barabarsizliklor sistemlarini hall edin.

{ 2x —3>x+1,
"GBx+3>3x+7.

{2x—3>x+1, =>{2x—x>3+1,=>{x>4,
5x+3>3x+7 5x—3x>7-3 x> 2.
Son sistemdon holl olaraq x >4 alinir (sokil 21). @

{3—2x>4,
"5x —2<8.
3-2x>4,_ (—2x>4-3, _[x<-3, 1
tsr_228 = Usecnr2 =>{x<22=”‘< 2

Sistemin halli x < —~ olur (sokil 22). ®

s DR
0] 2 4 % 10 B
2
Sokil 21 Sokil 22

Gorunduyu kimi, barabarsizliklor sistemini hall edorkon sistemdo
istirak edon machul komiyyat Uclin eyni monali borabarsizliklor alinarsa
(bizim misallarda: x > 4,x > 2vo x < —1/2,x < 2), sistemin halli olaraq

mochulun hor iki barabarsizliyi 6doyan giymotlori goturilir.
3 {x +4 < 2x,
"H—-x>-2.
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x+4<2x, 4<2x—x, x> 4,
RN DR A
Hor iki barabarsizliyi eyni zamanda 6doyan adadlor 3-don Kigik, 4-don
boyiik olmalidir (sokil 23). 3-don Kicik olan adod 4-don boéyik ola
bilmadiyindan, verilon borabarsizliklor sisteminin halli yoxdur. Belo
borabarsizliklor sistemins ziddiyyatli vo ya uyusmayan sistem deyilir. @
4.{3x—5>2x—4,
2x—7<x-—12.
3x—-5>2x—4, 3x—2x>5—-14, x>1,
O{ 2x —7<x—2 =>{ 2x —x <7—2 =>{x<5.

B T

0 1 5

=Y

Sokil 23 Sokil 24

Demoli, sistemi 6doyan moachul 1 ils 5 arasindaki qiymeotlori alir (sokil
24). Sokildaki ortaq hisss (1 < x < 5) sistemin hallidir. @

Axirinct misal gostorir Ki, barabarsizliklor sisteminin holli zamani
moachulun giymatlori oks monali iki barabarsizlikle ifads olunursa (ziddiyatli
olmamaq sartilo), onda sistemin hoalli machulun har iki barabarsizliyi 6doyan
ortaq giymatlori olur.

Kasr-xatti barabarsizliklorin halli do xatti barabarsizliklor sisteminin
hallina gotirilir.

Misallar. 1. g > 2 kosr-Xatti borabarsizliyi holl edin.
O 2 adadini barabarsizliyin sol torafine kegirib, lazim olan eynigevirmalori
aparag:
x+2 x+2 x+2-203—-x) 3x—4
>2=5——=2>0> >0= >
3—x 3—x 3—x - X

Kasrin miishat olmas tigiin siirat Vo maxracdoaki ifadslor eyni isarali
olmalidir. Buna gors do
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3x—4>0, 3x—4<0,
{3—x>0 voya {3—x<0.
Birinci sistemi hall etsak: x >§v;>x < 3, yani §<x < 3.

Ikinci sistemi holl etsok x < g Vo x > 3 alariq. Bu gostarir ki, ikinci
sistem uyusmayandir. Demali, verilmis barabarsizliyin holli % <x<3.@

2. Kosr-xatti y = Zi—; funksiyasinin machulun hansi qiymatlorinds

monfi giymatlor aldigini miiayyan edin.
O Kasrin manfi olmasi tigiin siirat Vo moxrac mixtalif isarali olmalidir:

2x—5>0, 2x —5<0,
{9—3x<0 V"’ya{9—3x>o.

Birinci sistemi holl etsok, x > 2,5 vo x > 3, ikinci sistemi hall etsok,
x < 2,5 vo x < 3. Birinci sistemin halli x > 3, ikinci sistemin halli iso x <
2,5 olur. Demali, verilmis funksiya x-in 2,5-don Kigik, eloca do 3-don boyiik
giymetlarinds monfidir. @

§ 104. MOCHULU MUTLOQ QiYMOT ISAROSI DAXILINDO
OLAN BORABORSIZLIKLOR

Bilirik ki, hor bir hagigi adodin miitlag giymati, adod oxu (zarinds
homin odads uygun olan néqtonin baslangicdan hansi masafods yerlosdiyini
gostorir. Mosalon, |x| = 4 olmasi, adod oxu Uzorindo x; = —4 vo x, = 4
noqtalorinin baslangicdan eyni mosafodo oldugunu gostorir. Yoni |x| = 4
tonliyinin iki kéki var: x; = —4, x, = 4.

|x| < 4 borabarsizliyini hall etmok, x-in elo giymotlorini tapmaq
demokdir ki, bu giymatlora uygun noqtalorin baslangicindan olan mosafalori
4-don kigik olsun. Aydindir ki, bu xassani dayan ndqtalor (—4; 4) intervalini
toskil edir. Bu intervaldan gétiiriilmiis istonilon adad |x| < 4 barabarsizliyinin
hallidir. Onun bitin hallini iso —4 < x < 4 ikigat barabarsizliyi kimi yazmaq
olar.

|x| < 4 borabarsizliyi |x| < 4 borabarsizliyindan forglonir. Belo ki,
|x| <4 borabarsizliyinin holli [—4,4] parcasidir vo —4 < x < 4kimi
gostarilir.
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Misallar. Asagidaki barabarsizliklori holl edin.

1 |x-2|<3.

O Handasi Usul. x = 2 ndgtesindon 3 vahid solda vo 3 vahid sagda
olan négtalori geyd edok (sokil 25).

> /r\\\\\\ /“>
| 0] 2 5 x N\ ,.////// -
-1 5 x
Sokil 25 Sokil 26

Soldaki néqta —1-9, sagdaki noqts ise 5-0 uygun olacaqdir. —1 ilo 5
arasinda yerlogon ndqtalora uygun biitiin ododlor verilon barabarsizliyi
Odayacakdir:

-1 <x <5
Cabri Usul. Aydindir ki, |[x — 2| < 3 barabarsizliyi
-3 <x-2<3
ikigat barabarsizliyi ilo eyniguclidir. Bu barabarsizliyin har tarsfine 2 slave
etsok, -1 < x < 5. @

2.12x — 4| > 6.

O Mutlaq giymatin tarifino gora:

a) 2x —4 > 0 lcglin |2x — 4| = 2x — 4 vo 2x — 4 > 6, buradan

dax > 5.

b)2x —4 <0dlgln |2x —4]| =—-2x —4)vo-(2x—4) > 6=

—2x +4>6=x < —1.

Demoli, —1-don Kigik, elaca do 5-dan boytlk olan biitiin adadlor verilon

borabarsizliyin hollidir (sokil 26). @

§ 105. KVADRAT (iIKiDORSCOLI) BORABORSIZLIKLOR

Torif. a,b vac (a # 0) adodlori verildikda

ax? +bx+c >0, ax?+bx+c <0,
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ax®?+bx+c >0, ax®?+bx+c<0

soklinda borabarsizliklora kvadrat barabarsizliklar deyilir.
Moalum

4ac—b?

ax2+bx+c=a(x+£)2+— (1)
2a 4a

munasibatindan faydalanarag, kvadrat barabarsizliklorin halli ii¢iin asagidak:
hallar1 nozardon kegirak.

1. D = b? — 4ac < 0. Bu halda (1) borabarliyinin sag torafindoki hor
iki toplananin isarasi a-min isarasinin eyni olacaqdir. Demali, a >0 olarsa,
ax?+bx+c>0; a<O0olarsa, ax? + bx + ¢ < 0 olur.

2.D = 0. Bu halda x-in (x # —2%) batln giymotlorinds (1) ifadesinin
isarasi a-nin isarasinin eyni olur. Demali,

a > 0olarsa, ax? + bx + ¢ > 0,
a < 0olarsa, ax? + bx + ¢ < 0.

3. D > 0. Bu halda kvadrat lichadli asagidak: sokilds yazila bilar:

ax? 4+ bx + ¢ = alx — x.) (x — xp).
Burada, x;, kicik kok , x;, isa boyuk kokdur (hagiqi).
a) x < xi oldugda, x —x, <0, x —x, < 0Vo
(x —x1)(x — x) > 0;

b) x > x, oldugda, x — x;, > 0 Vo x — x;, > 0 olur , yeno do
(x = x)(x — xp) > 0;

C) x; < x < xpoldugda, x — x;, > 0, x — x, < 0olur vo
(x—x)(x —xp) < 0.

Demali, x < x;, Vo x > x;, oldugda kvadrat Gghodlinin isarasi a-nin
isarasinin eyni, x;, < x < x;,, olduqgda iss a-nin isarasinin aksins olur.

Dediklorimizi qisa sokilda agagdaki cadvallo ifada etmok olar (cadval 2).
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ax?+bx+c>0

ax?+bx+c<0

Qrafiklor

a
)
¥ /
X <x Vox < Xy X < x < Xy /
N a>0 \ /
N olduqgda 6donilir olduqgda 6donilir /
Vv 19) ‘ X\ /x, x
Z
(e}
/\ ))
Q
S
N X1 <X<X /\
' 1 2 X <X Vax <Xy o | x xq\ x
s |a<0 oldugda 6donilir :
oldugda Gdanilir q |
\
X
X=X =X, =
— L2 dan
2a .
a>0 halli yoxdur
fargli bltlin hagiqi
= giymotlords Gdanilir 0 Xy X
[
3
< y1
I = -t
r'\,Q X =X =Xy = 2a xl,z
) -dan 0 ¥
a <0 | helli yoxdur ’
fargli bitlin hogiqi
giymatlorda ddonilir
vt \
o - e A "‘,‘\
Vv x-in bitln hogiqi \
3 a >0 | giymatlorinds halli yoxdur !
T ddonilir.
S o %
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Y
x-in btiin hagiqi O /\ X
a <0 | helli yoxdur giymotlorinda \
odonilir. / \
\
|

Cadval 2
Misallar. Asagidaki kvadrat barabarsizliklori hall edin.
1.2x* —=7x+3>0.
Oa=2>0, D=49—-4-2-3=25>0 vos2x? — 7x + 3 kvadrat

tchadlisinin koklari x; = % Vo x, = 3 oldugundan, verilmis barabarsizliyin
halli x < %va x > 3 olacaqdir. @

2. —5x%2 +3x +2>0.
O a=-5<0, D=49 > 0vo—5x?+ 3x + 2 kvadrat tichadlisinin

koklori x, = —E; x5 = 1 oldugundan, verilmis barabarsizliyin halli
—Z<x<1.@

3.x2—-6x+9>0.

Oa=1>0, D=0vox =3oadodi x? — 6x + 9 kvadrat lichadlisinin
(ikigat) kokudur. 3 ododi mistosna olmagla x-in  bitin giymetlori
borabarsizliyin hollidir. @

4, x* —6x+10> 0.

O a=1>0,D=-1<0 vo x?—6x+9kvadrat Uchodlisinin
koklori kompleksdir. Odur ki, a = 1 > 0 oldugundan, x-in bltin giymotlori
borabarsizliyin hsllidir. @

5. —3x2+2x—7>0.

O a=-3<0, D=-20<0. Bu halda —3x? + 2x — 7 kvadrat
Uchadlisi misbat giymot ala bilmoz. Demoali, barabarsizliyin halli yoxdur. @

§ 106. BIRMOCHULLU TAM RASIONAL
BORABORSIZLIKLORIN HOLLI

apx™ + a;x" +ax™t+ -t apx+a, >0 (ag#0) (1)
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Vo ya
apx™ + a;x" 1+ ax" 2+t apx+a, <0 (ag=0) (2

soklindaki borabarsizliys birdayisanli tam rasional barabarsizlik deyilir. (1)
borabarsizliyinin holli qaydasini nazordon kegirok. Molumdur ki, haqgiqi
adadlar ¢oxlugunda,
f) =apx™ + ax™ 1+ ax™ %+ + ap_1x + ay (3)
coxhadlisini asagidaki kimi vuruglara ayirmaq olar:
apx™ + a;x" 1+ ax" 2+t ap_x+a, =
ao(x — x1)™1(x = x)™2 -+ (X = x3 )™k (X% + prx + qq)" -
( +pix +q)"™.

Burada, x; x; ... xx, (3) goxhadlisinin uygun olaraq m,, m, .., my, dofo
tokrarlanan hogigi koklori, x* + p;x + q4, ..., x* + pyx + q; Ughadlilori iso
diskriminantt moanfi olan (x-in butin giymatlorinde musbat giymatlor alan)
vuruqlardir vo

n=my +my+-my+2r + -+ 2.
Bu dediklarimizdon aydin olur ki, (1) barabarsizliyini
ao(x — x)M(x = x)™2 -+ (X — x3 )™k (% + prx + qq)"
(® +px+q)" >0

Vo ya

ao(x — )™ (x — x2)™2 -+ (x — x)™k > 0 (4)
kimi yazmaq olar (x? +p;x+q;,(i =1,1) misbot oldugundan). (4)
barabarsizliyinin sol tarafindoki ciit doracali vuruqglari nozars almayib (miisbot
olduglarindan), tok doracali vuruqglari uygun olaraq birdaracali vuruglarla svaz
etsok, onunla eynigicli olan

ao(x —x; ) (x—x;,) . (x = x;) > 0 (5)
barabarsizliyini alariq. (5) barabarsizliyi a, >0 oldugda
(x—x; ) (x—x,) . (x —x5,) >0, (6)
a < 0 oldugda iss
(x =2 )(x—x;,) e (x —x;,) <0 (7)

barabarsizliyi ilo eynigiicliidiir. Alinan baragbarsizliyin sol tarafinin sifirlarini
odod oxu 0zorindo qeyd edib, “ilanvari” (gorpalong) Xotlo  birlogdirib,
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borarbarsizliyi 6dayan x-in bitun giymotlorini tapmaq olar. Bunu misallar
Uzorinds izah edak.

Misallar. Asagidaki rasional barabarsizliklori hall edin.

1. x5 — 12x* + 43x3 — 12x% — 188x + 240 > 0.
O Yoxlama ilo sol tarafdoki ¢oxhodlinin kéklorinin +2,3,4,5 odadloiri
olduguna inanmaq olar (Tam koklor sorbast hoddin bdélonlori igarisinds
axtarilir). Odur ki, verilon barabarsizliyi

x+2)x—2)(x—3)(x—4)(x—-5)>0

soklinds yazmag olar.

Indi sol torafin sifirlarin1 aded oxu (izerinde qeyd edib “ilanvari” xatlo
birlagdirak. x < —2 oldugda sol torafin monfi  oldugu aydindir (bes sayda
monfi vuruq). Sonraki intervallarda isara névbas ils doyisir (sokil 27).

N

: SN A,
2 E 0 1 N = B B = A8
Sakil 27
Gorindiyu kimi barabarsizliyin holli x-in (=2,2),(3,4), (5, +)
intervallarindaki gqiymatlori olur. @
2.(x—13x-2)*(x—-3)x—-Dx*+x+1) <0,

O (x — 2)* vox? + x + 1 ifadolori x-in btiin giymotlorinds misbatdir(x #
2) vo (x — 1)3 ifadesi x — 1 ilo eyniisarali oldugundan verilmis barabarsizlik,
x—DExE-3)(x—-4)<0
barabarsizliyi ilo eynigliclidir. Bu barabarsizliyi yuxaridaki tisulla holl etsok,

onun halli x-in (=0, 1), (3, 4) intervallarmmdaki qiymatlori olar. @

§ 107. KOSR-RASIONAL BORABORSIZLIKLOR

agx+a x" T +ax" 2+ tapx+ay,
box™M+bxM " 14b,xM~ 24 +bpy_1X+by,

>0(ag#0,bp+0) (1)

Vo ya
agx+a x" +ax" 2+ tapx+ay,
box™M+bxM 14b,xM~ 24 4+bpy_1X+by,

<0(ag#0,bp#0) (2
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soklindoki borabarsizliys kasr-rasional barabarsizlik deyilir vo sadalik tgun

Q”(( )) kimi isars olunur (n,m € N).
Teorem. Q,,,(x) # 0 olduqda,

Rﬂx)

e

b) g "((x)) < 0 borabarsizliyi iso P, (%)@, (x) < 0 barabarsizliyi ilo

eynigicladdr.

Burada P,(x) va Q,,(x) uygun olaraq x-o nozoron n vo m doracali
rasional coxhadlilardir.
Pn(x)
Qm(x)
Qm (x)-2 vurub, [Q,,(x)]? > 0 oldugunu nazars alsaq, B,(x)Qm(x) > 0.
Teoremin ikinci hissasi do oxsar gayda ilo isbat olunur. m

. x3-6x2+11x-6
Misal. ———F—
x“—9x+20
O Verilmis barabarsizliklo eynigliclii olan

(x3 —6x% + 11x — 6)(x* —9x + 20)> 0

> 0 borabarsizliyi P, (x)Qy, (x) > 0 barabarsizliyi ils;

O a) > 0 borabarsizliyinin sol tarafindoki kasrin siirat va maxracini

> 0 borabarsizliyini hall edin.

Vo ya
x-1Dx-2)x-3)x—-—4)(x-5)>0

borabarsizliyini yazib, sol torafi sifira geviron adadlori odad oxu Uzarinds

gostarsak, verilon barabarsizliyin hallini (1, 2), (3, 4) va (5, +o0) intervallarini

olaraq alariq (sokil 28). @

AN O
- A NThE NCA x

Sakil 28

§ 108. IRRASIONAL BORABORSIZLIKLOR

Tarif. Radikal (kok) isarasi altinda mochulu olan barabarsizliklors irrasional
borabarsizliklar deyilir. Masalan,

x>V +2 , Vx+1<Vx2+1, Vx2+3x+4<Vx2+2x+3
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irrasional barabarsizliklordir.

Irrasional ~ borabarsizliklori  holl etmok Gglin  adeton  kokiin,
borabarsizliklarin, eloca do eynigliclii barabarsizliklorin molum xassalarindon
istifada etmoklo onu eynigucli rasional barabarsizliklor sistemina gatirir,
yaxud da avvalca mochulun miimkiin giymotlarini tapib, barabarsizliyin hor
iki torafini qlivvats yiksaltmoklo onu rasional barabarsizliys gotirirlor. Bunu
misallarla izah edok. Irrasional tonliklordo oldugu kimi burada da kokin
hesabi giymoti basa diisiiliir vo holl hagigi odadlor ¢oxlugunda axtarilir.

Misallar. Verilan irrasional barabarsizliklori hall edin.

1LVx+2<x.

O Aydindir ki, verion barabarsizlik

x+2=20, x = -2, x = -2,
x>0, =>{ x>0, :>{ x>0,
x+2<x? W—x-2>0 \(Wx+DKxx-2)>0

borabarsizliklor sistemi ilo eynigticliidir. Sonuncu sistemi hall edib x €
(2, 00) olmasini aliriq. @

2.\3x+1< /E

O Verilan barabarsizlik
( 3x+1=0, (
| x+5>0 | >0
4 x—1" "7 =>4 x—1" "
x+5 Ix2—-x-2

I
k3x+1<x_1 \ o <0
sistemino gatirilir. Aydindir ki, sonuncu sistemin halli
3x+1=0, 3x+1=0,
x+5>0, va x+5<0,
x—1> 0, x—1< 0;

X2 —x—-2<0 x+Dx-2)>0
sistemlarinin hallindan ibarat olacaq. Bunlar1 hall edarok birincidan x €
(1, 2) ikincidon isa x € @ alirig. Beloliklo verilon baraborsizliyin halli (1, 2)
intervalinin noqtalar ¢oxlugu olur. @
3Vx+1+Vx+4<3
O Machulun mimkin giymatlor ¢oxlugu

285



{x +1=0,
x+4=0,
yonix = —1 = x € [—1,0) olur.
Verilon barabarsizliyin hor iki torofini kvadrata yuksaldok:
x+1+2Jx2+5x+4+x+4<9=>x2+5x+4<2—x.
Borabarsizliyin sol torafi monfi olmadigindan, 2 —x > 0, yani x < 2
alirig. Axirinci irrasional barabarsizliyin har iki torafini yenidon kvadrata
yuksaldok:
x2+5x+4<4—-4x+x2=> 9 <0=>x<0.
Alinmis x > —1, x < 2, x < 0 barabarsizliklorindan, verilon
borabarsizliyin hallini x € [—1, 0] olaraq tapiriq. @

CALISMALAR

1. ifadelori miiqayise edin.

AV5+vV3 vo V6++v2; b)V2+ V4o 26;

) (V5 -+3)"vo (V6 -v2)" |

6) (1 +V5)1%0vo 319, d) V8 — V15 vo (V30 — V2).

2. a™ < b™ borabarsizliyindon a < b oldugunu hokm etmak olarmi (n € N)?
3. Borabarsizliklori isbat edin:

a) (a® — b?) > 2ab(a—b); b)a’?+b*+1=>ab+a+b;

c) a8+b82%; Q) a®+2>a?+2Va,(a=0);
d) (a? + 1)(a + 2)(a + 8) > 32a?, (a>0);
e)a+b+c>+vab++bc++ac (a>0,b>0,c>0).
4.2" >2n+1, n = 3 olduqda.

51-a)*< L (a > 0von € N).
1+na
6.a’(1+b*) +b?>(1+a*) <@+ a®)(1 + b?).

7. —+2 . y—1 _>1 (neN).
n+l1 n+2 n+(2n+1)

8. (n!)? > n™", (n > 2) oldugda.

1 1 1 9
9,;+;+;2x+y+z (x>0,y>0,z>0oldugda) .
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10.(1+a)(A+a)(A+a3) - (1+a,=2" (ay,a,,as,...,a, mishot
Vo a,-ay-asz- - a, = 1olduqda).
11. Borabarsizliklor ekvivalentdirmi?
a) x2>x—1vox?+1>x;
1 1
b)x—3>0 VSX—3+;>;;
€) 2x > 3Va oy >

—x2 7 4-x?'
12. Borabarsizliklari hall edin:

)2x+1_2_x>1 b) mx _x;1<2x+3 (m¢2)
5 m-—2 3
x-1 x+1

1 o O+ Dx<(x+2)(x—3)+2;

d (x—5x—-6)+4>(x—-3)(x—8)+3.
13. Boarabarsizliklar sistemini hall edin:

-2 2
2) {5(x—1)+6(x+2)>9(x+3), ) 9—("_+_)>x
7x —3(2x + 3) > 2(x — 18); X 42 <2x 8  18—4x

)

3

C){ x=-3)x-7<kx-3)(x+4,)
Bx—1D@—x)>2—-—x)(3x —5).

14. Borabarsizliklori hall edin:

4x+1 (x—1)(2—x)

x+7

a) +5>0 b) o) >0; C) 3_9x<0;
¢) (xz_l)(x 2> 0; d) —2x3 + 17x? — 27x — 18 < 0;
x<—8x+15

_ N (v _ V4 . x*-7x34+17x%-17x+6
) (x—1D(x—-3)(x—-4)(x-5*>0, f A raoricer o > O
15. Borabarsizliklori hall edin:

a) |3x — 5| < 5; b) |5x + 3| > 8;

c) lax + b| < q; ¢) lx + 2|+ [5x — 2| > [3x + 4;

d) x? + |x]| > 2; e) [x? — 3x — 15| < 2x? — x.
16. Irrasional barabarsizliklori holl edin:

a)V2x +1 < x; b)Vx —3 < x—1;

C) V6x + x2 +V9 — x2 > 3; ¢) 1+Vx—4<+vx-—1;

d)Vx2 —3x —10 < 8 —x; Vx+1+V2x—4<x+6.
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TESTLOR

1. Borabarsizliyin tam hoallorinin comini tapm: x? — 2x — 35 < 0.

A) 13 B) 12 C)-4 D) 10 E) 11
2. Borabarsizliyi hall edin. 7x + 5vx < 0

A)0 B) (0; ) C)(—0;7)va 0 D)(—x;0) E)O@

e . 2_5x+6
3. Borabarsizliyi holl edin. Z——
xX“+3x+3

A) (-3;2)  B)[23] C)[2;3) D) (2;3) E) (-5;6)
4.{5x—3<3x+7

7 D < x—2 barabarsizliklor sisteminin an boyuk tam hallini tapn.

A) 5 B) 7 C) 4 D) 3 E) 2

5. —< % sartini 6doyan neca natural adod var?

A) 10 B) 20 C) 21 D) 8 E) 4

6.5 < x < 25 olarsa, %x + 5 ifadasini giymotlondirin.

A) [5;10) B) [1; 5] C) [6;10) D) [6; 10] E) [5; 23]
7. (2 — x)(16 — x?) < 0 barabarsziliyinin on kicik natural hallini tapin.
A) 6 B) 4 C)5 D)3 E)2

8. |x — 5| < —5 borabarsizliyini hall edin.
A) (—o;0) B) (0; 10) C)(0; @)  D)(-10;10) E)@
9. Borabarsizliklor sisteminin an boylk va an Kicik tam hallarinin hasilini
tapin.
{Zx —5<3x+4
3x—2<x-—6
10. Boarabarsizliklor tigtin uygunlugu miioyyan eding
1. |x| > —-10
2.12x+5| >0
3. 4x—8|+[2—x| <0
A) (—; ©) B)x=2 C)x#—25 D)(—x;—2,5)U(—2,5; ©) E)@
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IX FOSIL
FUNKSIYA VO ONUN QRAFIKIi
§ 109. SABIT VO DOYiSON KOMIYYOTLOR

Hoyati hadisalords bazi komiyyatlorin sabit qaldigini, bazilorinin iso
doyisdiyinin sahidi olurugq. Miioyyan bir prosesds, eyni giymotlor alan
komiyyato sabit komiyyat, miixtalif qiymotlor alan komiyyato iso dayisan
komiyyat deyilir. Masalon, iki gohor arasindaki mosafs, {igbucagin daxili
bucaglarinin comi, eyni bir bucagin sinus vo kosinusunun kvadratlar1 comi,
¢evra uzunlugunun diametra nisbati, sarbast diisms tacili,sutkanin uzunlugu
Va S. sabit kamiyyatlor, diizxatli mexaniki horokat zamani harokat edan cismin
baslangicindan olan mosafosi, yuxaridan atilmig cismin yer sothindon olan
mosafasi (yera catana godor), Bakidan horoksto baslayan gatarin ndvbati
dayanacaqgdan olan mosafasi, yanmaqda olan samin uzunlugu vo s. doyisan
komiyyatlordir. Bltun proseslarda eyni sabit giymat alan kemiyyato mitlag
sabit deyilir. Masalon, ¢evra uzunlugunun diametra olan nisbatini ifadoedan
7 odadi mutloq sabitdir. Dayisonin ala bildiyi bitin giymatlor ¢oxluguna onun
toyin oblasti deyilir. Moasalon, V4 — x? ifadsindoki x doyisoni [—2,2]
x+1
x(x-2)

parcasmdaki (¢oxlugundaki) butlin giymatlori, ifadsindoki x doyisani

hagigi adodlor ¢oxlugunda 0 va 2-don forgli bitiin giymotlori, x? +3x — 1
ifadsindoaki x doyisoni isa hagigi adadlor ¢oxlugunda istanilon giymatlori ala
bilir.

§ 110. FUNKSIYANIN TORIFi

Hoyatda bas veran hadisalari 8yronorkon aydin olur ki, burada miiayyan
bir kamiyyatin doyismasi basqa bir kamiyyatin doyismasina sobab olur. Yoni
bu komiyyatlor arasinda bir asililiq var. Moasolon, kvadratin sahasi vo
perimetri, onun torafinin uzunlugundan, kvadrat tonliyin koklorinin odadi
giymeoti onun amsallarindan, barabar siiratli diizxstli horokstds gedilon yolun
uzunlugu zamandan, Om qanununa oSason coroyan siddsti, nagilin
migavimoti vo elektirik harokat qlivvasindon asilidir. Bu vo bunlara banzor
asililiglar1 asagidaki sokildo Umumilagdirak.

Tutaq ki, X va Y ixtiyari iki hogigi adadlar coxlugu X, y i1ss uygun olaraq
homin ¢oxluglarda giymat alan doyisonlordir.
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Tarif. x € X dayigoninin har bir giymating, y € Y dayiganinin miiayyan

L .. o A
bir giymatini garsi qoyan f qaydasi (qanunu) verilmissa (yoni x = y is9),
onda deyirlar ki, X ¢coxlugunda funksiya toyin olunub va bu fakt:

y=f@)voya x5y 1)
kimi yazilir.
Burada, x- o sarbast dayisan vo ya aqument, y-o asili dayison vo ya
funksiya®, f-o iso funksiyanin xarakteristikas: (yoni funksiyani almaq iiciin
arqument Gizarinds aparilan amollor ¢oxlugu) deyilir. Miixtalif funksiyalarin
xarakteristikalar1 da miixtslif olur.
Misallar.
1. y = ax? (bu funksiyanin xarakteristikasi, aqumenti kvadrata yiiksaldib, a-
ya vurmaqdan ibarastdir). a = 1 oldugda, buradan tarafinin uzunlugu x olan
kvadratin saho diisturu almir: y = x?2.
2.y = 2x3 + 3 ( bu funksiyani xarakteristikas1, aqumenti kuba yiiksalib 2-
ya vurmag va neticanin Gzarins 3 slavs etmokdan ibaratdir).
3. s = vt- barabar suratli harokat zamani gedilon yolun disturu (v sabit, t
arqument-zaman).

4.5 = %gt2 - agirhq qiivvasinin tasiri ilo maddi ndgte sarbast diisarkan t

zamaninda gedilon yol dusturu (t- arqumentdir).
5. C = 2mr - ¢evrs uzunlugunun radiusdan asililigr.
6. S = mr2-dairo sahosinin radiusdan asililig1.

3x2+1
7.y = s
_ VX
8.y=55t1L

y = f(x) funksiyasinin x = a noéqtesinds aldig1 qiymato funksiyanin
hamin ndgtadaki xtsusi giymati deyilir va f(a) vo yaxud y(a) kimi isaro
olunur.
x24+3x+2

x+2
nogtalorindoki xUsusi giymatlorini tapmaq t¢iin funksiyamn ifadesindo

argumentin avazine uygun olaraq —1; 0; 3 giymatlorini yazag.

Misal. y = funksiyasinn = x = -1, x =0, x =3

g “Funksiya” soziinii riyazilyyata alman riyaziyyatgis1 Q. Leybnis (1646-1716) daxil etmisdir.
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(—1)2+3(—1)+2_1—3+2

0
y(-1) = 133 T =71-0=y(D =0
024+3-0+2 2
y(0)=f=5=1=>y(0)=1;
324+3:-34+2 20
y(3) 312 s = y(3)

Funksiyanin miiayyan bir dustur (barabarlik) soklinds verilmasine
funksiyamin analitik sokli deyilir. Yuxaridaki funksiyalarin hamisi analitik
sokilda verilmisdir. Goriindiiyl kimi, analitik sokildo verilon funksiyaya iki
machullu (x va y) tanlik kimi do baxmaq olar.

§ 111. FUNKSIYANIN QRAFIKi

y = 2x? funksiyasim gotiiriib, arquments —2,1,0,1,2 va s.

giymatlorini verak va funksiyanin uygun qiymatlorini tapaq:
y(=2) =8,y(-1) =2,y(0) = 0,y(1) = 2,y(2) = 8 vas.
Arqumentin vo funksiyanin uygun qiymatlorini clt-cut yazsag, naticado
(-=2,8), (—-1,2), (0,0), (1,2), (2,8) vas. citlorini alariq. Hor bir clito Oy
koordinat mustavisi Uzorinds bir noéqgte uygun golir vo bu ndqtslarin
koordinatlar1 y = 2x? tonliyinin halloridir. Aydindir ki, bela ndqtalor sonsuz
saydadir. Bu ndqtolarin handosi yerino y = 2x? funisiyasinin qrafiki deyilir.

Toarif. Koordinatlar1 y = f(x) tonliyini 6dayan bitin (x,y)
nogtalorinin handasi yerino y = f (x) funksiyasimin grafiki deyilir.

Funksiyanin qrafiki har hansi xott (xususi halda, diiz xatt) ola bilor. y =
f (%) funksiyasina (barabarliyina) hamin xattin (ayrinin) tonliyi deyilir.

Torifdon aydindir ki, koordinatlart x = x4,y = y, olan noqtonin ayri
Uzorinda yerlogdiyini miioyyan etmok Ug¢ln homin koordinatlari oyrinin
tonliyinds yazmaq lazimdir. Noticodo dogru olan oadodi borabarlik alinarsa,
demali, ndgts ayri lzarindadir, oks halda iss onu lizarinds deyil.
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Sakil 29
Funksiyanin grafikini qurmaq tg¢iin arqumento muxtalif gqiymotlor
vermoklo bir neco ndgtods funksiyanin qiymaotlori tapilir. Homin ndgtolori
x0y koordinat mistavisinds qurub, onlar1 ardicil olaraq birlagsdirmok
lazimdir. Noticodo alinan oyri verilmis funksiyanmin grafiki olar. 29-cu
sokildo y = 2x? funksiyasimn grafiki qurulmusdur.

§ 112. FUNKSIYANIN VERILMO USULLARI

Funksiya, yani iki doyison arasindaki asililiq osasen, asagidaki ii¢
usulla verila bilar.

I. Analitik sakil. Arqument va funksiya arasindaki asililiq miiayyan bir
disturla verilmigsa, onda funksiya analitik sokildo verilmisdir deyirlor vo
bunu timumi sokildo

y=f)

kimi yazirlar.

110-cu paraqrafda baxilan biitiin funksiyalar analitik tisulla verilmigdir.
Analitik sokildo verilon funksiya toyin oblastinin miixtalif hissolorinds
mixtoalif disturlarla vo ya borabarliklorlo do verils bilor.

Misallar.

1 y = {x +2, x<0,

' x2+2, x>0.

Bu yazilig o demekdir ki, x < 0 olduqda funksiya y = x + 2 disturu
ilo, x > 0olduqdaiss y = x2 + 2 dusturu ils tayin olunur.
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3x+2, x<-1,
2. y = x, —-1<x<1,
3x—2 x>1.

1. Cadval sakili. Bu Usulda arqumentin xy, x5, ..., x, Kimi mixtalif
giymatlorins funksiyanin uygun olan y;,y,,.., ¥, qiymatlori codval soklinds
verilir (codval 3).

Cadval 3
X1 X X3 Xn
V1 V2 V3 Yn

Adoton tacriibi islards bu Usuldan istifads edilir. Bu tsulun Ustiin cohoti
argumentin giymotlorino funksiyanin uygun olan qiymotlorinin birbasa
verilmosi, gatigmayan cohati iso funksiya giymotlorinin arqumentin bitin
giymatlorinds verilmamasidir. Masalon, yuxaridaki codvalds arqumentin x;
ilo x5, x, ilo x3 Vo s. arasindaki qgiymatlorindo funksiyanin qiymatlori
verilmomisdir.

Qulvvato  yiksaltms,  kokalma, logarifmloms,  trigonometrik
funksiyalarin giymotlori va s. cadvallori do funksiyanin cadval Usulu ilo
verilmasine misal ola biler.

1. QOrafik sakli. Arqument va funksiya arasindaki uygunluq miiayyan
bir xott soklindo verilmigso, onda deyirlor Ki, funksiya grafik sokilda
verilmisdir.

30-cu sokildo funksiya qrafik soklinds verilmisdir. Burada funksiyanin
verildiyi [a,b] pargasindaki istonilon x; ndgtesindon Ox oxuna
perpendikulyar galdirilir vo onun grafik ilo kasismo ndqtasi tapilir. Kosismo
nogtesinin ordinati funksiyanin alo alinan noqtads axtarilan qiymati olur.
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2y

a

Sokil 30

Muixtalif texniki, tibbi vo s. proseslorin avtomatik cihazlarla (osillograf,
barograf, taxograf, kardiograf va s.) 6l¢lilmasinds (yoni zamandan asili olaraq
olgulon prosein gedisat) oldo edilon naticalor miayyan bir ayri (grafik)
soklindo olur. Bunlar da funsiyanin grafik sokildo verilmasidir. Grafik
soklinds almanlar incalonarak, baxilan proseslor Gclin miayyan naticalor
cixarilir.

§ 113. FUNKSIYANIN TOYIN OBLASTI

Tutaq ki, y = f (x) funksiyasi verilmigdir. Burada arqumentin elo
giymatlori ola bilor ki, hamin giymatlords funksiyanin xiisusi qiymatini
hesablamaq miimkiin olmasin. Masalon, 110-cu paragrafda gostardiyimiz 7-

ci misalda y = 3222%11 funksiyasinin x = 1-0 uygun xiisusi qiymatini, 8-ci

Vx
x3+3
tapmag mimkin deyildir, ¢linkl har iki halda sifra bolmok lazim galir ki, onda
da kosr monasini itirir. Bu halda deyacoayik ki, hamin funksiyalar uygun olaraq
arqumentin x = 1 vo x = —3/3 giymotlorinda toyin olunmanusdir. x-in galan
bltun giymatlarinds isa hamin funksiyalar misyyan giymatlor alir.

Odadi ¢oxluglarin xiisusi novleri. 1. a < x < b sortini 6doyan
bitlin hagigi x odadlori ¢oxluguna parca deyilir va [a, b] kimi isara olunur.
Burada ava b (a < b) noqgtalori par¢anin uclar, a < x < b sortini
0dayan butlin x-lor iss par¢amin daxili négtalori adlanir. [—a, a] parcasi
koordinat baslangicina nozaron simmetrik pargadir.

misaldakl y = + 1 funksiyasinin x = —3/3 - o uygun xiisusi giymotini
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Masalon, 1 < x < 5 parcasi, yoni 1 ilo 5 arasinda yerlogon butiin
hagiqgi odadlor ¢oxlugu (1 vo 5 do daxil olmagla) [1, 5] kimi géstorilir. a = 3
tiglin simmetrik araliq [—3,3] olur.

2. a < x < b sortini 6dayan butlin hagigqi x ododlori ¢oxluguna
interval deyilir va (a, b) kimi géstarilir. interval araliq monasinda islonir.

Bu torifdon aydindir ki, parganin uclarmi atdiqda interval alimir. b — a
fargina parganin (intervalin) uzunlugu deyilir.

3.a < x < b (yaxud a < x < b) sortini 6doyan bitun hagiqi x
adadlari ¢oxluguna yarim par¢a Vs ya soldan (sagdan) qapali yariminterval
deyilir vo [a, b) (yaxud (a,b]) kimi yazilir.

Haqigi adadlor ¢oxlugu ilo adod oxunun néqgtalori ¢oxlugu arasinda
garsiligh  birgiymatli uygunluq olduguna goéro pargaya (intervala),
koordinatlart a < x < b(a < x < b) sortini ddayan ndgtelor goxlugu
kimi da terif vermak olar.

4. 9dad oxunu (yani, bitiin hagiqi adadlor ¢coxlugunu) simvolik olaraq
(=00, 00) kimi gostorirlar.

5 x = a (yaxud x < b) sortini 6doyan butin hoqgiqgi x oadodlori
coxluguna yarmm ox deyilir vo [a, o) (yaxud (—oo, b]) kimi isara olunur.

6. x > a (yaxud x < b) sortini 6dayan hagiqi x adadlori ¢oxluguna
aciq yarim ox deyilir vo (a, ) (yaxud (—oo, b)) kimi isara olunur.

Toarif. Arqumentin, analitik sokildo verilmis y = f(x) funksiyam
monali edan giymatlori coxluguna funksiyanin tayin oblast: deyilir vo D (f)
ilo isaro olunur. Argumentin giymatlorino uygun funksiyamn ala bildiyi
giymatlor ¢oxluguna iso funksiyanin doyismos oblasti vo ya qiymatlor coxlugu
deyilir vo E (f) ilo isara olunur.

Misalar. Asagidaki funksiyalarin toyin oblastini tapin.

1. y = x?2 +1 funksiyas1 x-in bitiin giymotlorinds, yani biitiin
(—00, ) adad oxunda tayin olunmusdur: D(f) = (—o, ), E(f) = [1, ).

X
x2-1
galan butun giymatlorinds, yoni (—oo,—1),(—1,1), (1, +0) intervallarinda
toyin olunmusdur:

D(f) = (=, —1) U (=1,1) U (1, ).

2.y = funksiyasi X-in x = —1 vo x = +1 giymotlorindon basqa,
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3.y=+vx—1+ V5—x. Bufunksiyay, =vx—1 vo y, =

= /5 — x kimi iki funksiyanin comindon ibaratdir.

Cut doracali kokiin monasi olmast ii¢iin kokalt1 ifado = 0 olmalidir.
Birinci funksiya x> 1, ikinci funksiya iso x < 5 giymotlorinds toyin
olunmusdur (burada kékiin hagiqi giymatlor almasi nazardos tutulur). Aydindir
ki, verilmis funksiya y; va y, funksiyalarinin toyin oblastlarinin ortaq
hissasinda toyin olunmalidir. Demali, D(f) = (—o0,5] N [1, ), yani D(f) =
[1,5].

4, y = \x —2++2 —x. Burada da funksiya iki funksiyanin comi
soklindadir.

Birinci funksiya [2, ), ikincisi iso (—o0,2] yarim oxunda tayin
olunmusgdur. Bu yarim oxlarin ortaq hissasi x = 2 néqtasidir. Demali, D(f) =

{2}.

5. y=+vx—3 + V1 —x. Aydindir ki, vx — 3 funksiyas1 [3, ),
V1 —x iso (—o0,1] yarim oxunda toyin olunmusdur. Bu yarim oxlarin ortaq
hissesi  olmadigindan, Verilmis funksiya x-in he¢ bir giymatinds toyin
olunmamisgdir: D(f) =

6. y= \/_ + +/1 — x funksiyasinin yaziligindan goriiniir ki, birinci
hodd (=5, ) agiq yarimoxunda, ikinci hadd iso (—o0, 1] yarimoxunda toyin
olunmugdur. Verilmis funksiya iso onlarin ortaq hissasinds, yani (—5,1]

yarimintervalinda toyin olunmusdur: D(f) = (—5,1].
§114. TOK VO CUT FUNKSIYALAR

Tarif. Koordinat baslangicina nazaron simmetrik oblastda (interval vo ya
parcada) toyin olunmus f(x) funksiyasi Xx-in homin oblastdaki biitiin
giymatlorinds f(—x) = f(x) sortini 6doyarss, ona clit funksiya,
f(=x) = —f(x) sortini ddoyarss, tok funksiya deyilir. Bu torifdon gorindr
ki, funksiyamn ciit vo ya tok olmasini miiayyon etmok tigiin asagidaki iki sorti
yoxlamaq lazimdir:

a) Funksiyanin toyin oblastimt tapib, onun koordinat baglangicina
Nazoron simmetrik olmasini;

296



b) Tayin oblastinda f(—x) = f(x) vaya f(—x) = —f(x) sortinin
odonilmasini.

Bu sortlordan he¢ olmazsa biri pozularsa, yoni funksiyanin tayin oblasti
koordinat baglangicina nozoron simmetrik deyilss va ya f(—x) =

= f(x) vo f(—x) =—f(x) sortlorindon he¢ biri ddonilmoazss, onda
belo funksiya na ciit no do tok funksiyadir. Tok vo ciit funksiyalar birlikdo
cutliyu olan funksiyalar, na tok nodo cit olan funksiyalar iss ctliyl olmayan
funksiyalar adlandirilir.

Misalar. Asagidaki funksiyalarin ciitliiyiinii aragdirin.

1.y=2x?+1.
O a) Aydindir ki, bu funksiya biitiin odod oxunda, ysni koordinat
baslangicina nozaron simmetrik olan (—oo,00) intervalinda toyin olunmus
funksiyadir;
b) Funksiyanin ifadesindo x ovozino —x yazsaq,

y(=x) =2(—x)?+ 1= y(—x) =2x> + 1 = y(x)

olar. Demoli, y(—x) = y(x) sorti odonir, yoni verilmis funksiya ciit
funksiyadir. @
x%+1
x*+1
O a) Verilmis funksiya x-in batin haqigi giymatlarinds, yani (—oo, o)
intervalinda toyin olunmusdur;

(—x)%+1 241
b)y(—0) = 0 =T = y(x)

barabarliyi 6danir. Demoali, verilmis funksiya ciit funksiyadir. O
3.y=x3+x.

O a) Bu funksiya da (—, ) intervalinda toyin olunmusdur;

b) y(=x) = (=x)° + (=x) = =x* —x = —(x* + x) = —y(x) = y(-x) = —y(x)

sortini 6dayir. Demali, tok funksiyadir. @

2.y =

_ x2%+1

4y=—

O a) Bu funksiya yalniz x = 0 néqtasinds toyin olunmamigdir. Demali, onun
toyin oblasti odod oxundan x = 0 ndqtasini konar etmoklo alinir, yani
(=0,0) U (0,+ o0) ¢oxlugunda toyin olunmugdur. Tayin oblast1 koordinat
baslangicina nozaran simmetrikdir.

b) Toyin oblastinda
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(—0)?+1 x*+1

y(=x) = = e A€ B y(=x) = —y(x)
sorti 6donir. Demali, tok funksiyadir. @
X
5. y = E
O a) Funksiya yalmiz x = —1 vo x = 1 ndqtalorinds toyin olunmamusdir,

yani toyin oblast1 (—o0,—1) U (—1,1) U (1, +0) simmetrik ¢oxlugudur;
b) Tayin oblastinda

-x X
(-2 -1 x2-1
sorti 6donir. Tok funksiyadir. @

6.y = ﬁ
O a) Bu funksiyanin toyin oblasti (—oo, 1) U (1, +0) ¢oxlugu olub, koordinat
baslangicina nazoran simmetrik deyilir. Torifin birinci sorti 6donilmadiyindan,
na cit vo na do tok funksiyadir. @
7.y=x3+x*-3x+ 1.
O a) Funksiyanin tayin oblast1 biitiin adod oxu, yani (—oo, 0) intervalidir;
b) Verilan funksiya t¢in
y(=x) = (—x)3+ (—x)* —=3(-x)+1=—-x+x>+ 3x+ 1=
—(x3=x2-3x-1),

y(=x) = = —y(x)

yani
y(=x) #yx), y(=x)#-y(x)
oldugundan, verilmis funksiya no tok, na do cit funksiya deyildir. @

Qeyd. Ciit funksiyanin torifindon aydindir ki, A(x,y) noqtesi onun
grafiki Uzorindadirss, B(—x,y) ndgtesi do onun grafiki Uorindo olar
(y(—x) = y(x) olduguna gora). A(x,y) va B(—x,y) ndqtalori ordinat oxuna
nazaran simmetrik ndgtelor oldugundan, ciit funksiyanin qrafiki ordinat oxuna
nazaran simmetrikdir.

Eyni gayda ilo deys bilorik ki, A(x,y) noqgtssi tok funksiyanin grafiki
Uzorinds olarsa, C(—x, —y) noqtasi do onun grafiki tizorinds olar. (y(—x) =
—y(x) vo yaxud y(x) = —y(—x) olduguna goérs). A(x,y) Vo C(—x,—y)
nogtalori koordinat baslangicina nazoran simmetrik négtalor oldugundan, tok
Sfunksiyanin qrafiki koordinat baslangicina nazaran simmetrikdir. Cut va tok
funksiyalarin qrafikini qurarkon, bu simmetriklik xassasindsn istifads olunur.
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Ovvalca y oxundan sagda (sag yarim miistavida) funksiyanin grafiki qurulur.
Sonra iss, verilmis funksiya ciit funksiya iso ordinatlar oxuna nozaran, tok
funksiya iso koordinat baslangicina nozeron simmetrik olaraq sol yarim
mustaviya koglralir.

§ 115. MONOTON VO MOHDUD FUNKSIYALAR

Tutaq ki, hanst (a,b) intervalinda (vo ya [a,b] parcasinda) toyin
olunmus y = f(x) funksiyas1 verilmigdir (xiisusi halda, (a,b) intervali
yarimox vo ya odod oxu da ola bilar).

Tarif. Funksiyanin tayin oblastindan gotiirtilmiis vo x; < x, sortini
0dayan istonilon iki x; Vo x, odadi liglin funksiyanin uygun qiymatlori
f(x1) < f(xy) borabarsizliyini 6dayirss, onda f(x) funksiyasina hoamin
oblastda artan (1), f(x;) > f(x;) sortini 6dadikdos iso azalan (1) funksiya
deyilir. Artan vo azalan funksiyalar birlikds monoton funksiyalar adlanir. Bu
torifi domoyan funksiyalara, monoton olmayan funksiyalar deyilir.

Torifdon gorundr ki, verilon oblastda arqumentin boyik giymatins,
funksiyanin boylik giymoti uygun golirss, o, artan funksiya, kicik giymati
uygun goalirse, azalan fuksiyadir.

Misallar. Asagidaki funkaiyalarin monotonlugunu arasdirin.

lLy=2x+1.

O Verilon funksiya adod oxunda toyin olunmus vo x; < x, sortini
Odayan istanilon x; va x, Ugln

X1 <Xy 22x1 <2x22x;+1<2x,+1

oldugundan, artan funksiyadir (T). @

2.y =-2x+1.

O Verilon funksiya adod oxunda toyin olunmus vo x; < x, sortini
6dayan istonilon x; va x, gln

X1 <Xy —=2x1 > —2xy > —2x1+1>—-2x,+1
oldugundan, azalan funksiyadir ({). @

3.y = 3x2.

O Verilan funksiya adod oxunda tayin olunmusgdur. Lakin adad oxunun
x1 < Xy sortini dayan butlin nogtalorinds f(x1) < f(x3)

299



vo ya f(x;) > f(x,) borabarsizliklorindon hor hansi birinin homiso

6dandiyini demok olmaz. Bels ki,
X =—-2<-1=x,Ucln f(xy) =12 >3 = f(x,)
oldugu halda,
X1 =1<2=x,0¢0n f(x;) =3<12 = f(xy)

olur. Yani funksiya ns artan, na ds azalandir. @

Qeyd. 3-cii misaldaki funksiyanin toyin oblastinda monoton
olmamasina baxmayaragq, istanilon x; < x,(x, < 0) Ugln

x? > x2 = 3x? > 3x3,
yani (—oo, 0) intervalinda funksiya azalan (1); x; < x,(x; > 0) Ugin
x? < x% = 3x23x2,

yani, (0, o) intervalinda funksiya artandir (T). Basqa s6zls, toyin oblastinin
bir hissasindo azalan, basqga bir hissasinds isa artandir. Bu ndv funksiyalar
hissa-hissa monoton funksiyalar adlamir. Demali, ¥ = 3x? funksiyasi hisso-
hissa monotondur.

Yuxarida verdiyimiz  torifdo  f(xq) < f(x2) (f(x1) > f(x3))
avazine f(x1) < f(xz) (f(x1) = f(x3)) sorti odanilorss, onda funksiya
azalmayan (artmayan) funksiya adlanir.

Torif. X ¢oxlugunda tayin olunmus y = f(x) funksiyasi {igiin elo bir
M (m) odadi varsa ki, homin goxlugdaki biitiin x-lor Uglin f(x) < M
(f (x) = m) minasibsti 6donsin, onda f(x) funksiyasina X coxlugunda
yuxaridan (asagidan) mahdud funksiya deyilir.

Tarif. X ¢coxlugunda asagidan vo yuxaridan mohdud olan funksiyaya
homin coxlugda mahdud funksiya deyilir vo m < f(x) < M kimi yazilir.

Aydindir ki, f(x) funksiyasi yuxaridan (asagidan) M (m) oadadi ilo
mohdududdursa, onda istonilon € > 0 odadi ti¢iin yuxaridan (asagidan) M +
€ (m — ¢) adadi ilo do mohdud olacag. Bu iss yuxaridan (asagidan) mohdud
olan funksiyanin, mohdud oldugu odslorin sonsuz sayda olmasini gostarir.
Masalon, (—oo, 00) intervalinda toyin olunmus
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2
x

> <
x“+1

1 oldugundan), istonilon manfi adoaddon bdyik, eloca do 1-don bdyik olan
istonilon adoddon kicikdir.

Tarif. Funksiyanin, asagidan mohdud oldugu oadadlarin an bdyiyiine
funksiyanin an Kicik giymati, yuxaridan mohdud oldugu adadlorin on kigiyine
IS0 funksiyanin an boyuk giymati, deyilir.

Adston funksiyanin (f(x)) toyin oblastinda on Kigik vo on boyik
giymotlori uygun olaraq m(f) vo M(f), ya da sadoco m vo M kimi isaro

funksiyasi, asagidan 0, yuxaridan iso 1 ilo mohdud oldugu iigiin (0 <

2
olunur. Masalon, yuxarida slo aldigimiz y = x§+1

M = 1-dir. Ustalik bu funksiya x = 0 oldugda an kigik giymeotini aldig1 halda

2

funksiyasi ii¢iin m = 0,

X

x2+1 <1

(y(0) = 0 = m), x-in heg bir giyomotindo M = 1 giymotini almir (
oldugundan). Toayin oblasti [1,3] par¢asi olan
y=vx—-1++/3-x

funksiyas1 x = 1 vox = 3 ndqtalorindo 6ziiniin an kigik giymetini (m = v2),
x =2 nogtesindo iso Ozlinin on boylk giymatini (M = 2) alir. Bu
misallardan gorundr ki, funksiya tayin oblastinda 6ziiniin an Kicik vo an bdyuk
giymetlarindan birini va ya hor ikisini ala da bilor, almaya da bilor.

Misallar. 1. y = Vx2 4+ 1 funksiyas biitiin x-lor iciin Vx2 +1 > 1
barabarsizliyini 6dadiyindon, asagidan mohduddur (m = 1).

2.y =5 —+/x + 1 funksiyasi iigiin D(y) = [—1, ©) oldugundan, x +
1 > 0 sortini 6dayan bitiin x-lor {igiin yuxaridan mohduddur (M = 5).
funksiyasi (x € (—o0, ©)) mohduddur (m = 0,M = 1).

3.y=

1+x2

Ozii do an kicik giymatini (m = 0) almir (0 < —

x2+1

oldugundan), an boyuk
giymetini iso alir (x = 0 oldugda)..

Qeyd. Asagidan vo ya yuxaridan vo ya har ikisindoan mahdud olmayan
funksiyalara geyri mohdud funksiyalar deyilir. Masalon, y = 3x? funksiyasi
asagidan mohdud (0), yxaridan geyri mohdud; y = —3x2
asagidagidan qeyri mohdud, yuxaridan mohdud (0); y =2x +1voy =

= —2x3 + 5 funksiyalari iso geyri mohdud funksiyalardir.

funksiyasi
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§ 116. XOTTi FUNKSIYA VO ONUN QRAFIKI

Xotti funksiyaya anlayisina kegmodon ovval funksiyanin grafiki

anlayisin bir az daha genis verak.
y=fk) 1)
funksiyasi verilmis olsun.

Tarif. xOy diizbucaqli koordinat sistemindo (1) barabarliyini (tonliyini)
Odayan (x,y) noqtalrinin hondasi yerins, y = f(x) funksiyasinin qrafiki
deyilir.

Torif. y=kx+b (1) soklinds verilmis funksiyaya Xatti funksiya
deyilir.

Burada, kvo b sabit komiyystlordir. Aydindir ki, xatti funksiyanin
toyin oblastt (—oo,0) intervalidir. Xotti funksiya grafikinin duz xott
oldugunu gostarak. Bunun giin, avvalca funksiyanin grafikinin Oy oxu ilo
koasisma nogtesini tapag. Oy oxu Uzearindaki isanilon ndgtenin absisi sifir
oldugundan, kosismo ndéqtesinin ordinatini tapmaq tgiin tonlikde x =0
yazmag kifayotdir. O halda y = b olur. Demali, xotti funksiyanin grafiki
ordinat oxunu M,(0,b) ndgtesinds kasir (sokil 31). M(x,y), grafik tizorinds
yerloson istonilon ndqts (yani, 6z harakati ila axtarilan xatti cizan négta) olsun.
Bela ndqtays cari néqto deyilir.

(1) Tanliyini

k== 0)
soklinds yazagq.
M néqgtasindan ordinat, M, noqtasindon iso absis oxuna paralel ¢okok.
Sokildan aydindir ki,
OP = MyN = x, OMy = PN = b,
PM =y,NM = PM — PN =y —b.
(2) ifadesindo y — b = NM vo x = MyN oldugunu nozars alag:
NM
- MyN'
Bu iso, % nisbatinin sabit olub, M ndgtasinin grafik Gzorindoki

0

vaziyyatindon asili olmadigini gostarir.
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M(z,y)

Mo(0,b) ? NG, B)

0 Pz,0) <

Sakil 31

AMyNM-don
NM
M,N

Buradan da tge = k oldugu goriiniir. Demali, M noqgtesinin grafik
Uzorindos harada yerlosmosindan asili olmayaraq tg¢e sabit kemiyystdir. Bu
isa M noqtasinin, My noqtasindon kegan va absislor oxu ilo ¢ bucagi amalo
gotiran duz Xott Uzarinds oldugunu gostarir. Homin bu diiz xott y = kx + b
Xatti funksiyasinin grafikidir. Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis oldug.

Teorem. Koordinatlarty = kx + b tonliyini 6dayan bitun ndgtalar bir
diiz xatt Uzarinda yerlagir (yoniy = kx + b funksiyasimin qrafiki diiz xatdir).

Dz xattin absislor oxunun misbat istigamati ilo amolo gotirdiyi
bucagin tangensino (k = tge) duz xattin bucag amsali, ordinatlar oxundan
ayirdig1 b pargasma da onun baslangic ordinati deyilir.
(1) tonliyi ilo yanasi

y=kx+c (c#0) (3)

tonliyinoe baxag. (1) va (3) tonliklorinin ifads etdiyi diiz Xatlorin har ikisinin
bucaq omsali, yani absislor oxu ilo amalo gotirdiyi bucaglar eynidir. Demali,
bu xatlor paraleldir. Tarsins, verilmis iki diiz xatt paraleldirss, onda onlarin
absislor oxu ilo amalo gatirdiklori bucaglar vo demoli onlarin bucaq amsallari
barabardir. Fargli olan isa, onlarin baslangic ordinatlaridir (¢ # 0).

Qeyd. Tonliyi verilon diiz xotti qurmaqg dcun: 1) ya diz Xattin
koordinat oxlar1 ilo kosismo nogtalori (x =0 giymatinds y; y =0
giymatinda x) tapilir, 2) yaxud diiz xattin ixtiyar1 iki noqtasi (X-in ixtiyar1 iki
giymatina y-in uygun qiymsotlori) tapilir. Hor iki halda hamin noqtalordon
kegan dliz xatt axtarilan diizxastdir. (1) ifadesinds b = 0 olduqgda.

=tgp (@ =2sNMyM),
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y =kx (4)
alariq.

Sakil 32

Tarif. x vo y kimi doayison iki kemiyyat bir-birilo y = kx munasibatilo
bagli oldugda deyirlar ki, hamin kamiyyatlor arasinda diz mitonasib asililiq
vardir.

(4) minasibotindon goérunir ki, diz mitonasib asililigda olan iki
doyisan kemiyyatdan birinin k dofos artmasi vo ya azalmasina, o birinin k dofo
artmasi vo ya azalmasi uygun galir.

0 (0,0) ndgtesinin koordinatlar1 (4) tanliyini 6dodiyina goro (0 = k - 0)

deys bilarik ki, diiz mltonasib asililigin qgrafiki koordinat baslangicindan
kecan diiz xatdir.
(4) minasibatinds k = 1 olarsa (tgp = 1= ¢ = 45°), y = x dlz xattini,
yani | va III koordinat bucaglarinin tanbélonini (sokil 33), k = —1 olduqda
iso (tgp = —1 = @ = —45°), y = —x diz xattini, yani Il va IV koordinat
bucaglarinin tanb6lonini aliriq (sokil 34).

(1) ifadasinds k = 0 (tge = 0) olduqda, y = b diiz xattini aliriq ki, bu
da ordinatlar oxundan b-ys barabar parga ayiran vo absislor oxuna paralel
olan diz xotdir. b > 0 oldugda diuz Xott yuxari yarimmiistovids, b < 0
oldugda iso asag1 yarimmiistovido yerlosir. k = b = 0 olduqda, (1) ifadosi
y = 0 soklina diistir ki, bu da Ox oxunun tonliyidir.
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Sokil 33 Sokil 34

Yuxarida dediklorimizi nozars alsag, k vo b-nin isarasindon asili olaraq,
Xatti funksiyanin grafikini sokil 35-doki kimi gdstarmak olar.

J—\\ 7Q
% Q\‘o
x Y
s ¥
J’\ % % Q
N ~ <0 Y
) & (4 4 . ©
N % ¢ AY * )
4 v, \Jo| 42 7
+x 9 4l v ¥
s 2 0 y=b (b>0)
£ b) +
VO //\é’
g G
™
4
y=b (b<0)
Sakil 35

§ 117. KOSR-XOTTI FUNKSIYA

. ax+b
Tarif. y= )
soklinds olan funksiyaya kasr-xatti funksiya deyilir.
Burada a, b, c, d sabit ododlor olmaqgla c # 0, ad - bc # 0 sortlorini
6damoalidir. Clinki oks halda (1) funksiyasi xotti funksiya olar (niya?). Xisusi

halda,a =d =0, b # 0, c =1 olarsa, (1) minasibati
y=- (2)

X

soklini alir.

305



Tarif. x vo y kimi, doayison iki kamiyyat bir-birilo (2) munasibati ilo
bagli olduqda, deyirlor ki, hamin kamiyyatlor arasinda tors miitonasib asililig
vardir.

Aydindir ki, (2) miinasibati ilo toyin olunmus funksiya odod oxunun
x = 0 nogtesindon basga biitiin ndqtalorinds, yani ( — o0, 0), (0, + )
intervallarinda vo ya (—o0,0) U (0,4 o) c¢oxlugunda toyin olunmusgdur.
Ozii do y (—x) = — y (x) sortini 6dodadiyindan, tok funksiyadir. Demoli,
onun qrafiki koordinat baslangicina nozoron simmestrik yerlogir. Bundan
basqa, b > 0 olduqda x ilo y eyni isaralidir vo funksiyanin grafiki I va IlI
riblords, b < 0 olduqda iss, x ilo y miixtalif isaralidir vo funksiyanin grafiki
Il va IV riiblordos yerlosir.

(2) minasibatinds b = 3 alib, arqumenta mixtalif giymatlor vermakls,

y = z funksiyasinin qiymatlar cadvalini tortib edok (cadval 4):
Cadval 4

1 1|1
X — | —=| =|=1]1=1113]6]9]12|15|18| 21
15|12 9 | 6 |3
3 1111111
y=—-|45[36|27 (18 |9 |3 |1 |=|=|=|=|=| =
X 213 5 6 7

Cadvaldan gorunir Ki, x geyri mohdud olaraq artdiqgea, y geyri-mahdud
olaraq azalmagqla sifra yaxmlasir. Bunu simvolik olaraq x — co day — 0 kimi
yazib, x sonsuzluga yaxinlasdirdiqda, y sifra yaxinlasir kimi oxuyurlar. x
geyri-mohdud olaraq azaldiqca (sagdan sifra yaxinlasdigca), y geyri-mohdud
olaraq artir. Bunu simvolik olaraq x — 0-da y — oo kimi yazib, x sifra
yaxinlagdiqda, y sonsuluga yaximlasir kimi oxuyurlar. x Vo y-in giymotlorini
cadvalo osasan koordiant mistovisindo qeyd etmoklo alinan nogqtolori
birlosdirsok, sokildoki (I rlbdoki) oyrini (sokil 36) alariq. Funksiyanin
tonliyino osason | riubds alinmig oyrini koordinat baslangicina nazoron
simmetrik kdgurmokls, ayrinin 111 ribds yerloson hissasinin grafikini alariq
(aldigimiz ayri hiperbola adlanir).

b < 0 olduqda yuxaridaki qayda ilo ayrinin grafikini 1l riibds qurub,
simmetrik olaraq IV riibs koglrmok lazimdir.
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ax+b

Indi y= rd funksiyasiin da

grafikinin hiperbola oldugunu gostorak.
Bunun t¢lin, avvalca bir neca xisusi
hala baxag.

1l y= XTH Sag torofi cevirib, y =

% + 1 soklina salaq. Aydindir ki, bu tonliyin
ifado etdiyi oyri, y = tonliyinin ifado

etdiyi hiperbolanin (sokil 36) ordinatlar oxu
boyunca bir vahid yuxari Sakil 36
stirligdiiriilmasi ilo alman hiperboladir (sokil 37).

2. yzﬁ. Bu funksiyanin toyin oblasti (—oo,—1),(—1, o0)

intervallaridir.  Funksiyanin ifadesinde x4+ 1 =X ¢obul etsok, y = %
funksiyasini aliriq ki, bunun da qrafiki ¥Oy koordinat sisteminds 36-c1
sokildoki kimi hiperboladir. Bu hiperbolani absislor oxu boyunca bir vahid
sol torofs siirtisdiirmoklo (¢linki, ¥ =0 olmas1 Gigiin x = —1 olmaldir)

almay = % funksiyasinin grafikidir (sokil 38).

[0

Sakil 37 Sakil 38
2x+5 . .
3. y= 1 Bu funksiyanin toyin oblastt (—o0,—1),(— 1, o)

intervallaridir. Tonliyi,
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=2+
y x+1

soklino gevirsok, onun grafikinin, y = S hiperbolasinin, ordinatlar oxu

boyunca iki vahid yuxari, sonra da absislor oxu boyunca bir vahid sola

stirtigdiirilmasi ilo alindigim deyas bilorik (sokil 39).
ax+b
cx+d

Indi iimumi sokildo verilmis y = funksiyasina baxaq. Bunu

asagidaki kimi ¢evirok:
ay,b d
_ax+c _ a (x+; 7o) _a 1 bc—ad \ _a , bc-ad
Y= sa- < e |=\1+t—= =+t =
cx+ ¢ x+- c ac (x+7) ¢ c*(x+))

bc—ad
c2

Burada, =m gobul etsak,

noticode y = %+ —md funksiyasini
X
Yy c

alariq. Aydindir ki, bu funksiyanin da
grafiki hiperboladir, 6zii do y =%

¥ hiperbolasini ordinatlar oxu boyunca |%|

y=3
0 - godor (% > 0 oldugda yuxari, %< 0
- oldugda asagi), sonra iso absislor oxu
- boyunca |%| gador (% > 0 olduqda sola,
% < 0 olduqda saga)
Sakil 39 stirtisdiirmoklo alinir. Demoli, y = Z;C:Z

kosr xatti funksiyasmin grafiki hiperboladir.

§ 118. KVADRAT FUNKSIYA VO QRAFIKIi

Torif. y=ax?+bx+c (a+#0) (1)
soklinds olan funksiyaya, kvadratik funksiya deyilir.

Burada a (# 0),b,c sabit kemiyyatlor olub, kvadratik funksiyanin
omsallar1 adlanir. b vo c-don biri vo ya har ikisi sifra barabar ola bilor.

Kvadratik funksiyanin grafikini qurmaq ti¢iin avvalcs asagidaki xiisusi
hallar1 nozardon kegirok:
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lL.y=ax? (b=c=0).

Bu funksiya adad oxunda, yani (—oo, +00) intervalinda tayin olunmagla
y(—x) = a(—x)? = ax? = y(x) sortini ddodiyinen, ciit funksiyadir. x = 0
oldugda y = 0 oldugundan, funksiyanin qrafiki koordinat baslangicindan
kecir vo a > 0 oldugda yuxari yarim mistavids, a < 0 oldugda iso asagi
yarimmiistovida yerlogir. Homginin funksiyanin verilmo qaydasindan aydindir
ki, y =ax? funksiyast a >0 oldugda (—oo,0) intervalinda azalan({),
(0, +o0) intervalinda artan(T), a < 0 olduqgda iso (—oo, 0) intervalinda artan
(M), (0, +0) intervalinda iso azalan (1) funksiyadr.

Indi, a = i% xususi giymatlori ti¢iin funksiyanin qrafikini quragq.
Bunun tguin avvealca arquments miixtalif giymotlor vermokls, y = —%xz Vo

y = %xz funksiyalarinin qiymatlor cadvallorini tortib edok (cadval 5 vo 6).

Cadval 5
X 0 1 2 3 4
x? 1 9
Y= 2 2
Cadval 6
X 0 1 2 3 4
x? 1 9
= — 0 — 2 - 8
Y= 2 2

Coadvallor Uzro aldigimiz (x,y) noqtoalorini koordinat mustavisinda

geyd edib, onlar1 ardicil birlogdirosok, y = %xz funksiyasinin birinci, y =

— %xz funksiyasinin isa dordiincil ribds grafikini alariq. Hor iki funksiyasinin
ciit oldugunu nozora alib, bu qgrafiklori ordinat oxuna nazaron simmetrik
olmagla uygun olaraq IT vo Il riiba koglrsok, naticads y = %xz Voy =

— %xz funksiyalarinin grafiklorini (parabola ayrisini) alariq (sokil 40). 0(0,0)
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noqtasine, parabolanin topa noqtasi, y oxuna (x =0 diz Xottino) iso
parabolanin simmetriya oxu deyilir.

2.y=ax*+c (b=0,c #0).

Aydindir ki, bu funksiya adod oxunda tayin olunub, 6zi do cltdir. x =
0 oldugda y = c olur.

Funksiyanm, a > 0 olduqda, (—oo,0) intervalinda azalan, (0, o)
intervalinda artan, a < 0 oldugda iss, (—o0,0) intervalinda artan, (0, )
intervalinda isa azalan oldugu aydindir.

Indi a = i%, ¢ = 2 giymatlari liglin funksiyalarm qrafiklorini qurag.
Ovvalca alinan funksiyalarin giymatlar cadvallarini (cadval 7, 8) tortib edok:

Cadval 7
X 0 1 2 3 4
1 5 13
) 2 -z 4 — 10
y Zx + 2 > >
Cadval 8
X 0 1 2 3 4
1 3 5
= ——x? 2 — 0 —= —6
y 2x + 2 > >

Aldigimiz (x,y) nogtalorini (cltlorini) koordinat mistavisinds geyd
edib, onlar1 ardicil olaraq birlosdirdikdon sonra, verilon funksiyalarin
cutliylini nazara alaraq, alinan oyrilori ordinatlar oxuna simmetrik olmagla,
sol torofo koglrsok, onlarin grafiklorini alariq (sokil 41). a vo c-nin basqa
giymatlori Gguin do grafiklori yuxarida gostordiyimiz gayda ilo qurmag olar.
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\Y
y=5x?
o 0
x/i}
g %
ﬂ
Sokil 40 Sokil 41

Sakildan gorndr ki, har iki parabola yens do ordinatlar oxuna nozaran
simmetrik yerlogmis vo onu (0, 2) ndqtesinds kasir. Bunu tmumilagdirarak,
y = ax? + ¢ parabolasinda |c|, grafikin ordinatlar oxundan ayirdig1 parcadir
(¢ > 0 oldugda yuxaridan, (¢ < 0) olduqgda iso asagidan) deyo bilarik.

40-c1 vo 41-ci sokillori miigayise etdikdo gorurik ki, y = %xz Voy=
—%xz funksiyalarinin grafiklorini ordinatlar oxu boyunca iki vahid yuxari

stirtigdiirmoklo uygun olaraq y = %xz +2Voy=— %xz + 2 funksiyalarinmin

grafiklorini almag olur.

Umumiyyatlo, y = ax? funksiyasimin grafikini ordinatlar oxu boyunca
lc| godar siiriisdiirdiikdo (¢ > 0 iso yuxary, ¢ < 0 iso asagl) y = ax? +c
funksiyasinin grafiki (parabola) alinir va onun topa noqtasi (0, ¢), simmetriya
OXu da y oxu (x = 0 diz xatti) olur.

3.y=a(x+m)? (m # 0).

Aydindrr ki, y = ax? funksiyasinin grafikini (parabolani) absislor oxu
boyunca |m| godar siirtisdiirsok (m < 0 olduqda saga, m > 0 olduqda sola),

verilon funksiyanin grafikini alariq (sokil 42, a = %, m = —2) gbtirmisik).

Gorindilyti kimi, siiriigdiirmo zamani parabolamn 0(0,0) tops ndqtssi,
0,(2,0), tmumi halda iss 0;(—m, 0) noqtasins kegir, 6zl do bu parabolanin
simmetriya oxu 0(2,0), Gmumi halda iss 0, (—m, 0) nogtesindon kegan vo
ordinat oxuna paralel olan diiz xatdir (x = 2).
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Demoali, y = ax? parabolasmin grafikini absislor oxu boyunca |m|
odor saga (m < 0) vo ya sola (m > 0) siiriisdiirmoklo y = a(x + m)?
parabolasinin grafiki alinir.

4 y=al(x+m)> +n (mn=D0).

Yuxarida sdylodiklorimizdon ¢ixir ki, verilon funksiyanin grafikini,
y = ax? funksiyasmin qrafikindon almaq iiciin asagidaki morholoalori yerino
yetirmak lazimdir.

1. y = ax? parabolasin absislor oxu boyunca |m| godar saga (m < 0
isa) Vo ya sola (m > 0 iso) harokat etdirmoklo y = a(x + m)? parabolasin
almall.

2. y = a(x + m)? parabolasim simmetriya oxu boyunca |n| godor
yuxarl vo ya asagl (n > 0 oldugda yuxari, n < 0 oldugda asagi) harokot
etdirmoli. Noticodo y = a(x + m)? + n funksiyasmin grafiki olan parabolan
alariq (burada a = %,m = —2,n = 3) (sakil 43).

5.y = ax? + bx + ¢ (Umumi hal).

Ovvalca sag torofdoki kvadrat tichadlinin tam kvadrat hissasini ayiraq:

\Y e
A
2 /'\?
x~\>\\‘) '\,/\’5
') //"\J
v\
z
0 z
Sokil 42 Sokil 43
3 ( +b)2+4ac—b2
y=a\x 2a 4a
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Buradan aydindir ki, y = ax? + bx + ¢ funksiyasimn grafiki, y = ax?
parabolasini avvalca absislar oxu boyunca |%| godoar saga (% < 0 oldugda)

b . 4ac— b?
va ya sola (-> > 0 olduqda), sonra iss 6z oxu boyunca =~ gader yuxari

a
4ac— b? 4ac— b?

(T > 0 oldugda) vo ya asagi ( <0 oldugda) harakat etditmoklo

alinir. Bundan olavo a > 0 olduqda, goturduyimuz funksiya on Kigik

giymatini x = — = olduqda alrr, giinki a (x +5-) > 0. Demali, verilmis

4ac-b?
4a
a < 0 oldugda, y = ax? + bx + c funksiyas1 on boyiik giymatini x =

parabolanin topasi (— %, ) ndgtasinds olur, 6zl do ¢cokikdir.

—— ndqtasinds alr, ginki bu halda a(x +--)? < 0. Demali, yena do

o . b 4ac—b?
verilmig parabolanin topasi (_Z’ ”

) ndgtesindadir, lakin bu zaman

parabola gabariqur.
Qeyd: Parabolanin topasi Vo oxlarla kasisdiyi noqgtalor onun
xarakteristik noqgtalari adlanir.
Parabolanin grafikini qurarkon dagiglik talob olunmursa, onda avvalca
onun xarakteristik ndgtolorini tapib, sonra iso hamin ndqtelordon kegan
parabolam qurmagq kifayatdir.

§ 119. QUVVOT FUNKSIYASI

Tarif. y = x® sokilds funksiyaya, quwvar funksiyas: deyilir (a, hogiqi
adoddir).

Bundan avval iki paragraflarda qlivvat funksiyasinin a = 1 (diiz xatt),
a = 2 (parabola), a = —1 (hiperbola) olan hallar1 nazordon kegirilmisdir.

a-nin giymotlorindan asili olaraq qiivvat funksiyasinin toyin oblastini
tapmag olar. Masalon, a = n oldugda (n € N), funksiya (—oo, ) intervalinda
toyin olunmus vo n tok olduqda tok, n clt oldugda isa ciit funksiyadir; a =
—n olduqda, funksiya (—oo,0) va (0,0) intervallarinda toyin olunmus vo
yena do, n tok olduqda tok, n clt oldugda iss ciit funksiyadir.

Aydindrr ki, a = % olduqda verilmig funksiya [0, o) yarimoxunda

tayin olunmusdur.
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@] z

@] @

Sokil 44. Sokil 45.

= 3 oldugda alinan y = x3 funksiyasinin grafikino kubik parabola vo

ya licdaracali parabola, a = 4 olduqda iss (y = x*) ddrddaracali parabola
deyilir. Bu funksiyalarin grafikilori 44 va 45-ci sokillords verilmisdir.

§ 120. BOZi TiPiIK FUNKSIYALAR

Indi bir sira maragli funksiyalara torif verib, grafiklorini qurag,
-2, x<—2 olduqda,
lL.y=1 x, —2<x <2 olduqda,
2, x> 2 oldugda.
Funksiyanin verilmo qaydasindan aydindir ki, o, (—oo, o) intervalinda
toyin olunmugdur vo (—oo, —2) intervalinda 6ziinii y = —2 dliz xatti, [-2, 2]
pargasinda y = x duz Xatti, (2, o) intervalinda iso y = 2 diiz Xatti kimi aparir
(sokil 46). Bu funksiya azalmayan funsiyaya misal ola bilor. Belo ki, o,
(—00, —2), (2, ) intervallarinda sabit, [—2, 2] par¢asinda iss artandir.
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Y )
=2
2 24 5 = B2
5

P

g O 2 x y==-x
F=2 o

[0) 4

Sokil 46 Sokil 47

5 v = 2%,y < 0 olduqda,
Y= %x, x > 0 oldugda.

Bu funksiya (—oo,00) intervalinda toyin olunub vo (—o0,0) aciq
yarimoxunda oziinii y = 2x? parabolasi, [0, ) yarimoxunda iso y = %x diz
Xatti kimi aparir (sakil 47).

3.y =[x].

Bu funksiyaya x-in tam hissasi deyilir. Belo ki, funksiyanin x

noqtasinds qgiymsti x-i asmayan on bdyuk tam adads barabardir. Masalan,
[5,2] = [5,55] = 5, [-3,4] = —4, [0,21] = 0.

—2, —2 < x < —1 olduqda,
-1, —1<x<0 olduqda,
. 0, 0<x<1 olduqda,
Umimiyyatlo,y = [x] = 5 1, 1<x<2 oldugda,
2, 2<x<3 olduqda,
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Aydindir ki, y = [x]
funksiyasinin grafiki
absislor oxuna paralel olan
pillovari diiz Xatt
parcalarindan ibarotdir
(sokil  48). Pargalairin
uclarindaki oxlar hamin
ucun parcaya daxil
olmadigini gostarir.

Moasalon:
x =3 nogtesi 2 <x <3
yarimintervalina daxil
deyildir.

4.y = |x|.

Bu funksiya (—oo, o)

- Jo1 2 3 4 z
Sokil 48

intervalinda toyin olunmus vo |—x| = |x| sartini 6dadiyindon ciit funksiyadir.

Miitlag giymatinin torifine asasan

el = {

—X, x < 0olduqda,
x = 0 olduqda

oldugundan, y = |x| funksiyasi, (—,0) a¢iq yarimoxunda y = —x (ikinci
koordinat bucaginin tanbdloni), (0, o) agiq yarimoxunda isa y = x (birinci
koordinat bucaginin tanbéloni) kimi toyin olunmusdur (sokil 49).
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Yy Yy A
2 5
Sy, 3 T —
0 z
0 x — 1
Sakil 49 Sakil 50

y = |x —a| funksiyasinin gqrafiki y = |x| funksiyasmin grafikini
absislor oxu boyunca |a| godor saga (a > 0), yaxud sola (a < 0)
stirtisdiirmokls alinir.

5.y= Ii_l funksiyasi (—o0, 0), (0, ©) intervallarinda toyin olunduguna
vo y(—x) = —y (x) sortini 6doadiyina gora tok funksiyadir. x > 0 oldugda

X
[x]

bitun giymetlorinde y = Ii_l funksiyasini

=1, x <0 oldugda Ii_l = —1 olmasim nazars alsaq, x-in sifirdan fargli

—1, x < 0 olduqda,
Y= { 1, x > 0 olduqgda
kimi toyin etmak olar (sokil 50).
6.y :{ 1, x rasional olduqda,
' —1, x irasional oldugda
kimi toyin olunan funksiyaya Dirixle funksiyasi deyilir vo D (x) ilo isara
olunur. ©dad oxunun istanilon kigik parc¢asinda rasional va irrasional néqtalor
oldugundan, bu funksiyanin grafikini qurmaq miimkiin deyil.

§ 121. DUZ VO TORS FUNKSIYALAR

Hor hans1

y=f) (1)
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fuksiyas1 verilmis olsun. Forz edok ki, (1) minasibatindon x-i y vasitasilo
birgiymatli ifads etmoak, yani

x = ¢(x) )
kimi yazmaq mumkiindar. Onda, ¢ (y) funksiyasina f(x) funksiyasinin tors
Sfunksiyas: deyilir. Bu halda y = f(x)-o duz funksiya deyilir.
Misallar.

1. y =3x + 1 Xotti funksiyasinin tarsi x = yT_l (yaxud x = %y - %)
Xatti funksiyasi olar.

2. y = 4x? funksiyasi {i¢iin x = i%ﬁ kimi iki funksiya alariq. Bu
funksiyalardan hor birini alave sortlo y = 4x? funksiyasinin torc funksiyasi

hesab etmok olar. Burada tors funksiyanin birgiymatliliyini tomin etmak Ggun
verilmis funksiyada arqument tizorine oalave sart qoymaq lazimdir. Masalan,

y = 4x? (glin x > 0 oldugda torc funksiyam x = % vy, x < 0 oldugda iss

X = —% vy olaraq gebul etmak olar.

Yuxarida deyilonlordon aydindir ki, x = ¢(y) funksiyast y = f(x)-in
tors funksiyasidirsa, onda y = f(x) do x =
@(y)-in tors funksiyasi olar. Yoni y = f(x)

Vo x = @(y) garsithiqh tars funksiyalardir. =

(1) barabarliyini odayan M(a, b)
istanilon (x, y) cituiniin (2) borabarliyini do b (b, b)
6dmosindon alinir ki, qarsihigli tors iki I — A N(b,a)
funksiyamn qrafiki eynidir. Lakin diiz P(('”)
funksiyada arqument x, tors funkiyada iso 0 a b x

arqument  y-dir. Hor iki funksiyada
arqumentin x olmasi tigiin tors funksiyada x
ilo y-in yerlorini doyigsok: Sokil 51
y =) @)

funksiyasini alariq. Bir qayda olaraq, y = f(x) funksiyasinin torsi olarag, y =
@(x) funksiyas1 alinir vo qarsihigh tors funksiyalar olaraq gobul olunur.
Aydindir ki, y = f(x) funksiyasinin grafiki tizorinds olan ixtiyari (xg, o)
nogtasi, arqument vo
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funksiyanin yeri doyisdirildiyindon, (3) funksiyanin qrafiki tizorindoki
(0, Xo) nOqtasina  kecgar (yq-absis, xg-ordinat). (xg,v0) Vo (¥o,Xo)
nogtalorinin y = x diiz Xattina, yani | va III koordinat bucaglarinin

tonbodlonine (y = x diiz xottino)  gora

simmetrik olduqlar1 aydindir. Odur ki, oy

qarsiligls tors funksiyalarin grafikloriy = x

duz xattina  nazaran simmetrikdir deys

bilorik (sokil 51).. .
Yuxarida gostarilon diiz vo tors Pl i

funksiyalarin grafiklorini gozdon kegirak.
1.y = 3x — 1 (diz funksiya) vo y =

~
+
oF

S

éx —§ (tors funksiya) funksiyalarmin

grafiklori 52-ci sokildoa verilmisdir.

2.y = 4x? (diiz funksiya, x > 0) vo
y = %\/} (tors  funksiya, y = 0) ¥ B
funksiyalarinin grafiklori iso 53-cii sokilda " -
verilmigdir. Jé

Umumiyystlo gdstormok olar ki, i 1 =
monoton (artan vo ya azalan) funksiyanin '
tors funksiyasi var vo monotondur.

Sokil 53

§ 122. USTLU FUNKSIYA VO ONUN XASSOLORI

Tarif. a # 1 musbat sabit adod oldugda, y = a* soklinds funksiyaya

Ustlu funksiya deyilir.
X

1 X
- 2x' - 3x’ - (_) ’ - (_)
y y y 2 y 3
iistlii funksiyaya aid misallardir. Burada, uygun olaraqa =2, a =3, a =
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= %, a= é gotiirtilmiisdir. a = 1 oldugda y = 1* = 1 alinir ki, bunu da
xatti funksiyani oyronarkon nozordon kegirmisik. a < 0 oldugda a* ifadssi

hagiqi odadlor ¢oxlugunda Gimimiyyatlo monasiz olur. Buna géro do torifdo

a#+1 vo a>0 sortlori xiisusi geyd edilmisdir. y =2* vo y = G)x
funksiyalarinin qiymotlor codvalini tortib edib, grafikini qursag, 54-cii sokildo
gostorilon ayrilori aliriq.

Ustlii funksiyanin, dogrulugu asanlqla gostorilo bilon asagidaki
xassalari var:

1. Ustlii funksiya btiin adod oxunda toyin olunmusdur.

2.y = a* funksiyas1 homigo miisbotdir.

3. Uliistlii funksiyanin grafiki ordinat oxunu (0, 1) ndqtesinds kasir
(y(0) = a® = 1 oldugundan).

4.a > 1 olarsa, x > 1 oldugda a* > 1, x < 1 olduqda isa
0 < a* < 1-dir (sokil 55) .

Y y
2 & N}
\\f{ %//I\' J,\\ 7z '\//
O £>+
1 1
0) v 0 T
Sokil 54 Sokil 55

5. Osas vahiddon boyiik olduqda iistlii funksiya artandir.

6.0 < a < 1olarsa, x > 0 oldugda a* < 1 vo x < 0 oldugda iss a* >
1-dir.

7.0 < a < 1 olduqda iistlii funksiya azalandir.

8.a < b olarsa, x > 0 olduqda a* < b*, x < 0 olduqda a* > b*, x =
0 oldugda iso a* = b* =1 - dur.

Nlmuno Uglin, bu xassalardan birinin, masalon 5-cinin isbatini verak:

o Bunun ¢in, argumentin x; < x, sortini 6dayan istonilon iki qiymati
uclin a*t < a*2 oldugunu géstormok kifayotdir. Dogrudan da,
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a¥z — qg¥1 = ax1(ax2—x1 — 1)
yazib, a>1 vo x,—x; >0 oldugundan4-cl xassoys giro a*2™*1 —
1>0 vo demoli a*2 —a** >0=a* <a*2 olar. Bu iso y=a*
funksiyasinin (a > 1) monoton artan oldugunu gostorir. m

y = a* funksiyasinin xassolorino asason onun grafikini qurmaq olar.
Owvalca a > 1 hali ligiin grafikin qurulmasini nozardan kegirak.

Arqumentin bdtin giymatlorindos a* > 0 oldugundan funksiyanin
grafiki absislor oxundan yuxarida yerlosmokls (0, 1) ndgtosindon kegmolidir.
x-in boylmasi ilo ayri surstlo yiksalir (yoni ordinati siiratlo boylydlr:. x =
1=>y=a x=2>y=a% x=3>y=a® vo s. Arqument monfi
giymetlor aldigda funksiya miisbat qiymatlar almaqgla getdikcs Kigilir vo grafik
X oxuna yaxmlasir: x =—1=>y=a"}; x=-2=>y=a"% x=-3>
y=a3vas. (sokil 55).

osas 2 (1 < 1) oldugda y = (l)x-in grafikini y = a*-in grafikindon

a \a a
onu y oxuna gors simmetrik ¢evirmaklo almaq olar.

Dogurdan da, (x, a*) ndqgtesi y = a* funksiyasinin qrafiki tizorinds iso,
onda ordinatlar oxuna nazaron onunla simmetrik olan (—x,a%),

—X X
yani ((—x, (%) ) nogtesi y = G) funksiyasinin qrafiki {izorinds olar
(sokil 55).

§ 123. HONDOSI CEVIRMOLORIN KOMOYI L9
QRAFIKLORIN QURULMASI.

Tutag ki, y = f(x) funksiyas vo onun grafiki verilmisdir. Indi miixtolif
handasi ¢evirmolar vasitasilo homin funksiyadan alinan funksiyalarin grafikini
qurag:

1. y = —f(x). Bu funksiyanin grafiki tizorindaki istanilon (x, —f (x))
noqtasi, y = f(x) funksiyasinin grafiki tizorindoki uygun (x, f(x)) nogtosi
ilo absislor oxuna nozoron simmetrik oldugundan, y = —f(x) funksiyasinin
grafiki, y = f(x) funksiyasinin grafiki ilo simmetrikdir (sokil 56).

2. y=af (x). Bu funksiyanin grafikini qurmaq tglin absislori
doyismadan y = f(x) funksiyasi grafikinin biitiin ndqtalorinin ordinatlarini a
adadina vurmaq lazimdir (sokil 57). Bu zaman sakil, a > —1 oldugda, ham
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ordinatlar oxu istigmatinds |a| godor dartilir, hom do absislor oxu otrafinda
180° donir, 0 < a < 1 olduqda sixilir, =1 < a < 0 olduqda iss hom six1lir,
hom do absislor oxu otrafinda 180° donir.

3. y=f(—x). Bu funksiyanin qrafiki, y = f(x) funksiyasmin
grafikini ordinatlar oxu boyunca 180° dondarmokls alinir.

4. y = f(wx). Bu funksiyanin qrafikini qurmaq fgiin, y = f(x)
funksiyas1 grafikinin ordinatim doyismodon bitiin néqtslorinin absislorini %
adadine vurmaq lazzimdir (sokil 58). w > 1 oldugda grafik absislor oxu
boyunca sixilir, 0 < w < 1 olduqgda iss dartilir. w < 0 oldugda bu deyilon va
3-ci hal nozars alinir.

y=af(x)

y=f(x)

Y :/'(mx)

&
Vi

} y=-f(x)

@] T

Sakil 56 Sakil 57 Sokil 58

5. ¥y = f(x + a). Bu funksiyanin grafikini qurmaq tg¢lin y = f(x)
funksiyasinin qrafiki butiinliiklo absislor oxu boyunca |a| godor (a > 0
olduqda saga, a < 0 olduqda iss sola) siiriisdiirmok lazimdir (sokil 59).

6. y = af (wx+). Bu funksiyanin qrafikini qurmaq ii¢iin yuxarida
deyilonlori nazoro almagqla ardicil olaraq asagidaki funksiyalarin qrafiki

qurulur:
Dy=fx), 2)y = af (x),
3) y = af (wx), 4) y = af (wx+c).

7.y = |f (x)|. Bu funksiyanin grafikini qurmaq tigiin, miitlaq giymatin
torifing, yani
_(—f(), 8ger f(x) <0,
If @l = { f(x), 989r f(x) =0
va 1-ci bondo asasan y = —f(x) funksiyasi grafikinin absislar oxuna nazaran
y = f(x) funksiyasi grafikine simmetrik olmasindan asagidaki qayda alinir:
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= |f(x)| funksiyasinin grafiki, f(x) = 0 oldugu noqtolordo y = f(x)
funksiyasinin, f(x) < 0 oldugu ndqtolords iso onun grafikinin absis oxuna
nozaron simmetrik ¢evrilmis qrafikindon ibaratdir (sokil 60).

Y Y

D :
N
7

& ¥ = IFGI
A
Wi

f@)

Vi

J/Q
2

ey

Sokil 59 Sokil 60

§ 124. TONLIKLORIN VO BORABORSIZLIKLORIN
QRAFIK USULLA HOLLI

a) Tanliklarin va sistem tanliklarin halli.

Ovvalca iki ayrinin kesismo noqtesinin tapilmasini izah edak. Tutaq ki,
tonliklori

y=fx) vo y =)

olan iki oyri verilmisdir. Bu iki ayrinin kasismo noqtosini tapmag, onlardan
hor ikisinin Gzarindo yerloson, yoni koordinatlar1 har iki tonliyi eyniliys
ceviron M(x,y) kimi nogtolori tapmaq demokdir. Bunun tctin har iki tonliyi
birgo hall etmok lazimdir. Dediklorimizdan istifads edarak tonliklorin grafik
halli Gsulunu verak.

Tutag ki,

fG) = o(x) 1)

tonliyini hall etmok lazimdur.

Bozon verilmis tonliyin dagiq kdklarini tapmag ya ¢ox ¢atin olur, ya da
he¢ mimkin olmur. Masalan,
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X3 —x+1=0" x54+x4+1=019 2*=x2+x+3Vos.

Bir cox praktiki mosalonin holli zamani tonliklorin togribi koklarinin
tapilmasi kifayat edir. Tonliklorin togribi koklorinin tapilmasi tisullarindan biri
do onlairin grafik Gisulu ilo hallidir. (1) tonliyinin bu tsulda hall etmok Ggin,
y = f(x) vo y = ¢(x) funksiyalarmin qrafiklori qurulur vo bu grafiklorin
kasismo nogtalarinin absislori (1) tanliyinin koklori olur.

Ogor tonlik f(x) =0 soklindo verilmigso, onda ovvalco y = f(x)
funksiyasinin grafiki qurulur vo onun absislor oxu ilo (y = 0) kosismo
nogtolori tapilir. Absislor iigiin tapilmig giymatlor tonliyin axtarilan koklori
olur. Funksiyalarin qgrafiklori toqribi qurulduguna goro tapilmis koklor do
tagribi koklor olur.

Indi bazi tenliklorin grafiki tsulda hollini verok.

1. Xatti tanlik. ax + b = 0 tonliyini grafik tsulla hall etmoak Gglin ya
y = ax + b diz xattini qurub, onun absislor oxu ile kasismoa ndgtasini, ya da
y = ax Vo y = —b diz Xattlorini qurub, onlarin kasismo ndgtasinin absisini
tapmaq lazimdir. Absisin tapilmis qiymoti verilmis tonliyin axtarilan koki
olur (sokil 61, 62).

X! oF

N

W=

18 Kub tanliklarin halli tigiin Kardan diisturu vardir.

19 Bir-birindon asili olmadan Norveg riyaziyyatcisi Nils Abel (1802-1829) vo Fransa riyaziyyatgisi Evarist
Qalua (1811-1932) isbat etmislor ki, dorocasi dérddon bdyik olan tonliklorin holli tigtin omsallardan asili
Umumi distur vermok mimkiin deyildir.
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Sokil 61 Sokil 62

Aydindir ki, xatti tonliklorin bildiyimiz tsulla halli (x = — 3), onlarm

burada gostardiyimiz grafik tsulla hallina nisbaton ¢ox sadadir. Lakin bunu
Usulun mahiyyatini daha yaxs anlatmaq tigtin etdik.

2. Kvadrat tanlik. ax? + bx + ¢ = 0 kvadrat tenliyini grafik tsulla
hall etmok (clin ya y = ax? + bx + ¢ funksiyasmin grafikini qurub, onun
absislor oxu ilo kasismoa ndqtalorinin absislorini tapmagq (grafik absislor oxunu
iki ndqtados kasirse, kdklar haqiqi vo mixtalif; absislor oxuna toxunarsa, hagigi
ikigat; absislor oxunu kosmirsas, qosma kompleksdir), ya da y = ax?
parabolasint vo y = —bx — ¢ diiz Xattini qurub onlarin kasmirss nogtslorinin
absislorini tapmaq lazimdir. Maslon, x2 —x — 1 = 0 tonliyini grafik Gsulla
hall etsok, x; = —0,6 Vo x, = —1,7 alariq (sokil 63).

2 _ —
3, {x y=-L
xy = 2.

Verilon tonliklor sistemini grafik Gsulla holl etmok tgin y = x% + 1
parabolasint vo xy = 2 hiperbolasimi qurub onlarin kasisma ndgtslorinin

koordinatlarini tapiriq:
x =1,y = 2 (sokil 64).

x5 v O 1 v
Sakil 63 Sokil 64
b) Barabarsizliklarin halli.
fx) > p(x) (f) < 9()
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borabarsizliyini grafik usulla hall etmok Gglin avvalco eyni bir koordinat
sisteminda y = f(x) Vo y = ¢(x) funksiyalarinin grafiklari qurulur, sonra da
bu funksiyalarin ortaq toyin oblastinda birinci funksiyanin grafikinin ikinci
funksiyanin grafikindon yuxarida (asagida) yerlosdiyi noqtalorin absislor
coxlugu tapilir. Tapilan ¢oxlug, verilon barabarsizliyin hallidir. Qeyd edak ki,
funksiyalardan biri sabit ds ola bilar.

Misallar. Verilon barabarsizliklori grafik tsulla hall edin.

1. x% > +/x.

O Eyni bir koordinat sistemindo y :
y=x* vo y=+/x funksiyalarmin T
grafiklorini quraq (sokil 65). Sokildan gt

gorandr Ki, (1,00) intervalinda birinci
funksiyanin qgrafiki ikinci funksiyanin

grafikindon yuxarida yerloagir. Odur ki, = -
cavab (1, ) intervali olur. @
2.sinx < % Sokil 65

O Eyni bir koordinat sistemindo y = sinx funksiyasinin [0,27]
pargasinda grafikini vo y = % diiz xattini qurub, absislor oxunun elo nogtalor
coxlugu alinir ki, orada funksiyanin grafiki diizxstdon yuxarida yerlagir. Bu,

[0,%] U [5?”,271] coxlugudur. y = sinx funksiyasimin 27 dovriliylns

osason axtarilan hoall [2nk,% + 27Tk] U [%ﬂ + 2mk, 2w + 27rk] coxlugudur
(k € Z, sokil 66). @

o X
[3%)
3
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Sakil 66
3.ctgx > 1. 4
O (0,m) intervalinda y = ctgx
funksiyasimin grafikini vo y =1 diiz xattini
qurub, absislor oxunun elo nogtalorini segirik ki, L
orada funksiyanin grafiki diiz xotdon yuxarida

. T\ . g 2 Z
yerlogir. Bu (O’Z) intervalidir.  y = ctgx 42

funksiyasinin 7 dovrililyiine osason axtarilan

hall (nk,% + nk) intervallaridir ( k € Z, sokil
67). @ Sokil 67
CALISMALAR

1. Verilon funksiyalarm toyin oblastini tapin:

a)y=3“*‘x2+ﬁ; b)y = /S—x—s; ¢) y = 2Vlx-3l-ls=xl,

2. Verilon funksiyalarin ciitlityiinii miiayyon edin:
2 X
a)y = 2V37%" + Va4 —x? 4 x?; b)y = 221

zx
)y = x- 3% + x,
3. Verilon funksiyalarin grafiklarini qurun:
2) _ 3. b) _ 3x+2, 0 _ 3x
Y= x’ y= 1-x' y_x+2’
5x-1, __ 5-2x, _ 2-3x,
d)y= 3—4x’ §y= x-3"' fy= 5x—4’
_ 3x . _ 2 .
g)y—a, h) y = 2x“ +3x +5;

X)y =3x%—6x — 1.
4. Verilon baraborsizliklori grafik sulla hall edin.
a)x2—2>x; b)x?>3x-2;, c¢)cosx S%; ¢) tgx = 1.

TESTLOR

1.y = |x| — 2 funksiyasinin grafikini toyin edin.

T
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A) B) C)

A

= Vx? — 6x + 10 funksiyasinin qiymatlor oblastini tapin.
A) —;3  B)(-L;1) C)(—w®) D)L  E)

3.y = 3(x + 3)? funksiyasimn azalma araligin tapm.

A) (=»; =3) B)(3; ) C)(0; 3) D)@ E) [-3; ]
4.y = ? funk31yasm1n tors funksiyasin tapin

A B) s DT Bim
5 y= m funksiyasinin on byuk giymatini tapin.
A B) 1 C) 10 D) — E) 2

4a+2

6. a-nin hansi giymatinds y = x 15 4+ ax + 3 kvadrat funksiyasidir?

a)7 b) 5 0); d)o e)—4
7.f(x) = {x * )36' );>= 11 giggggg' f(f(1))-i tapmn.
a)6 b) 4 c)7 d) 3 e) —4

8. Hans1 funksiya no tok, no da ciit funksiyadir?
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a)y = x* b) y = 4x Qy=x2-9 d)3x+4 e)y=5

9. Uygunlugu miiayyan edin.

NG N I ¢
;}\- /|3 ’

2
Ay =—x—2 b)y=—x+3 Oy=2x+1

dy=x-2 e)y=x+2

v

10. f(x + 2) = 6x + 13 olarsa,  f(0)-1 tapin.

X FOSIL
LOQARIFMLOR, USTLU VO LOQAFIRMIK
TONLIKLOR

§ 125. LOQARIFM, LOQARIFMIiK FUNKSIYA
VO ONUN XASSOLORI

y=a* (burada a > 0,a # 1) dustli funksiyasinda x-o muxtolif
giymatlor vermakla onun giymatlor cadvalini tortib edarak, grafikini qurmagi
bilirik. Lakin y-in istonilon giymatino uygun x-in giymotlorinin tapilmasi
omallorini bilmirik. Bunun kimi ds, b = a* tonliyinin hallini tapmag tgtn
hans1 amaldan istifads edildiyini holo bilmirik. Hor iki halda eyni bir amaldan
— molum osasa vo qlivvata gdrs quvvat istiiniin tapilmasi amoalindon istifados
etmok olar. Bu amalo logarifimloma deyilir.

Tarif. b adadini almag Ugln a asasini yiiksaltdiyimiz qlivvat Ustiine (x)
, b adadinin a asasina gora logarifmi deyilir vo x = log, b kimi yazilir.

Burada, a-logarifmin asasi, b iso logarifmalt: ifads olaraq adlandirilir.

Torifdon gorinur ki, b = a* vo x = log,b yazilislar1 ekvivalentdir.
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Moasalan, 8 =23, 16 = 24, 25 = 52, 0,125 = 0,53
borabarliklorindon demok olar ki, uygun olaraq 3 odadi 8-in 2 osasina goro, 4
ododi 16-nin 2 asasina gora Vo S. logarifmidir.

Gorunduya  kimi, logarifloma do, kokalma omali kimi quvvato
yuksaltmonin tors omalidir. Quivvats yiiksaltmo omalinds yerdayismoa ganunu
dogru olmadigindan, onun iki tars amolinin olmasi tabiidir. Tarifdan gorinir
ki, vahidin istonilon asasa gora logarifmi sifra, asasin logarifini isa vahida
barabardir, yani log, 1 = 0, log, a = 1.

Tarif. y = log, x soklinds olan funksiyaya logarifmik funksiya deyilir
(a@a>0, a+1).

a # 1 misbat odad olduqda y = a* istli funksiyasinin tors funksiyasi
y=log,x (x=1log,y funksiyasinda X ila y-in yerini doyismoklo alinir)
olar.

y =log, x funksiyasinin qrafikini qurmaq igiin, y = a* Ustli
funksiyasinin qgrafikini 1-ci va 3-cii koordinat bucaqlarinin tanb6lonina goro
simmetrik olaraq ¢evirmok lazimdir (bax § 121, sokil 68, 69).

2
D
-+

&
4

3
y=log,x (a>1) &R
/
o 1 T O T
y=logax (a<1)

Sokil 68 Sokil 69

N\
2

Logarifmik funksiyanin grafikino asasen asagidaki xassalori soylomok
olar:
Xassa 1. Loqarifmik funksiyanin toyin oblasti biitiin miisbat odadlor
coxlugudur. Yoni (0, ) intervalidir. Demali, logarifmik funkisiyanin qrafiki
ordinatlar oxunun sag torafindadir.
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Xassa 2. a>1 oldugda, x >1 ucun y =log,x >0, x<1 Uglnss

y =log, x <0.

Xassa 3. Logarifmik funksiya, a > 1 olduqda artan, 0 < a < 1 olduqgda iss

azalandir.

Xassa 4.0 < a < 1oldugda, x < 1 ucun logarifmik funksiya musbat, x > 1

ucunsa monfi giymatlor alir.

Xassa 5. a > 1 olduqda logarifmik funksiyasinin qrafiki gabarig, 0 < a <1

olduqgda isa ¢okukdur.

§ 126. HASILIN, NISBOTIN, QUVVOTIN VO
KOKUN LOQARIFMI

1. Sonlu sayda vuruglarin hasilinin logarifmi ayri-ayr1 vuruglarin logarifmloari

comino barabardir:

logoa(M-N-----L) =logy M + logy N + --- + log, L

0 Dogurdan da,
loga M =x,log, N=y,..,log, L=t
gobul etsak,
M=a*N=a”,..L=at.
Bu boarabarliklari toraf-tarafs vursag,
M-N---L=a* -a¥--at
Vo ya
M-N [ =qg*tyt+t+t
Logarifmin tarifina goro
logg(M-N--L)y=x+y+--+t.
x = loga M,y =1log,N, .., t =log,L oldugunu nozars
barabarlikdan

logo(M - N---L) =logga M +log, N + --- +log, L

borabarliyi alinir. m

alsag,

son
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Asagidakt tokliflorin gostorilon Usulla isbat edilmosi oxuculara
tapsirilir.
2. Nisbatin logarifmi boltinonls bolonin logarifmlori fargine borabardir:

M
log, N log, M —log, N

3. Quivvatin logarifmi, glivvatin Ustl ilo asasin logarifmi hasilina barabordir:
log, M" =n-log, M .

4. Kokiin loqarifmi, kokalt1 ifadonin logarifminin  kokin dstiino

bolinmasindan alinan gismota barabardir:

m log, N
log, VN = ‘r; :

§ 127. LOQARIFMLOR®O AiD BOZi DUSTURLAR

1. 9sas eynilik. Logarifmin tarifino osason a* = b iso x = log, b olur.
Sonuncu barabarliyi birincids nozars alsaq,
al°8ab = p (1)
olar. Alinan (1) barabarliyi logarifmlar nazariyyasinin asas eyniliyi adlanir.
1 logl/z 7
)
2. Bir asasdan basqa asasa kegma dusturu. (1) dusturuna gors
c=c> alogac — blogbc

Osas eyniliys goro 598512 = 12, ( =7Vas.

yazib, son barabarliyin har iki torafini a asasina goéra logarifmlayak:
log, c -log, a = log, c - log, b.
log, a = 1 oldugundan,

logy, ¢ = 28t 2

(2) dusturuna bir asasdan basqa asasa kegma disturu deyilir.
logs 12 _ log; 12 _ logyo 12

Misal. logg 12 = logs8  logs8  logip8

. 1
Naticalar. 1. log, a = o vayalog, b

o Isbat iigiin (2) diisturunda ¢ = a almaq lazimdir. m

3)

" logpa’
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2. loggm b™ = —log, b. (4)

log, b™

o Dogurdan da log,m b™ = = %loga b.m

log, a™
(4) disturunda m = n olduqda,
log,m b™ =log, b . (5)
Demoli, asast va logarifimi aliman adadi eyni daracadon quvvato
ylksaltmak olar.

§ 128. LOQARIFMLOM®O VO POTENSIALLAMA

Logarifmloma gaydalarinin kémayi ila har bir birhadlinin logarifmini,

onu taskil edon adadlorin logarifmlari ilo ifads etmok olar. Masalan,
a~3b?3/3sin2a
6ctVd
barabarliyin har iki torafini eyni asasa goros logarifmloyak (bax §126):
log x = log(a~3b?1/3 sin? a) — log(6¢c*Vd) =

loga=3 + log b + log V/3sin? a — (log6 + log c* + log Vd) =

log(3sin? a) logd

3 —log6—4logc—T=

X =

—3loga + 2logb +

1 2 1
—3loga + 2logh +§10g3 +§log|sina| —log6 —4logc —Elogd.

Cevirmolor zamam log?a ilo loga?-m garisdirmaq olmaz. Eloco do
yadda saxlamaq lazimdir ki, comin logarifmi toplananlarin logarifmlari ilo
ifads edilmir:

log(a + b) # loga + logb

Verilmis ifadanin logarifmini tapa bildiyimiz Kimi, bunu tarsini, yani
logarifmins gors ifadonin 6ziini dos tapa bilorik. Buna potensiallama deyilir.
Ifadoni potensiallamaq {giin, logarifmlomonin dérd disturundan torsino
istifads etmok lazimdir:

1. log, M+log, N = log, MN.

2.log, M —log, N = log, %
3. mlog, M = log, M™.
4.82X — 1og, VM.
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Misal. logx = %log(a —-b) — %log(a +b) — %logb barabarliyindon x-i
tapin.

O Zlog(a — b) = log(a — b): 2log(a + b) = log(a + byr Zlogb = log bs
oldugundan,

1 2z 2 (a — b)% 2
logx = log(a — b)z — log(a + b)3 —log b5 = log————— —log b5 =
(a+b)3
v va—>b

= logx = log

a—>b
I :
o8 V(a+b)?- Vb2 V(@a+b)?- Vb2

Eyni osasa goro logarifmlori barabar olan adodlorin 0zlori do barabar
oldugundan,
a-b ®
3(a+b)2VpZ’

§ 129. ONLUQ LOQARIFM VO ONUN XASSOLORI

Indi loqarifmin asas1 olan a ovozine miiayyan odadlor gétiirok: a = 5
gotursak, 5 asasli logarifm, a = 7,4 gotlrsak, 7,4 asasli logarifm va s. alariq.

Cox vaxt, xtsusan ali riyaziyyatda asas1 e adadi olan logarifmlardan
istifads olunur.

Osasl e adadi olan logarifmoe natural logarifm deyilir vo In b kimi isars
edilir (log, b avazino). Osasi 10 olan logarifmo onluq logarifm deyilir vo Ig b
kimi isara edilir (logy b avazina). Muxtalif hesablamalar onluq logarifmlarin
kémoyi ilo daha sads sokildo yerino yetirildiyino géro onlug logarifmlori
ayrica oyranacayik.

Logarifmlarin indiyadak Oyranilon bitin xassalari natural va onlug
logarifmlar Gglin da dogrudur. Lakin onlug logarifmlarin xtsusi xassalori do
vardir. Bunlar asagidakilardir:

Xassa 1. Vahid vo onun sag torafindoki sifirlardan togkil olunmus adadin
logarifmi, bu ododdoki sifirlarin saymi gostaran miishot tam adoads barabordir.
Mosalon, 1g10 = 1; 1g1000 = 3; 1g100000 = 5.
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Dogurdan da 10,100,1000,... odadlorini  uygun olaraq
101,102,103,... vo ya iimumi sokildo 10™ kimi yazsaq (n = 1,2,3,..),
quvvatin logarifminin tapilmasi qaydasina gors (bax §126),
1g10™ = nlgl0 =n-1=n (logarifmik funksiyanin xassasino asason
lg10 = 1 oldugundan). Demali, Ig10™ = n.

Xassa 2. Vahid va onun sol tarafindoaki sifirlardan togkil olunmus onluq kasrin
logarifmi bu adaddoki sifirlarin say1 godor vahidlordan ibarst olan monfi tam
ododdir.

Moasalan, Ig0,1 = —1, 1g0,001 = —3, 1g0,0001 = —4, ....

Dogurdan da, 0,1=10"% 0,01 = 1072; 0,001 = 1073; ...
oldugundan, 1g10™" = —n.

Bundan sonra 1g10™ = —n ovazino Ig10™" = i kKimi (moanfi isarasi
n-in Ustinds yazilib) yazmag sortlosok. Masalon, 1g0,001 = 3 (*ii¢ tam
moanfi” kimi oxunur).

Xassa 3. Vahid vo bunun yanindaki sifirlardan togkil olunmus adadlordan
fargli olan adadlarin onluq logarifmi tam adad ola bilmaz.

o Dogurdan da hor hansi x oadadi {iglin Igx = n iso (n € Z), onda x = 10™
olur. Bu iss, vahid v sifirlardan ibarat ododdir. m

Bu xassadan ¢ixir ki, vahid va sifirlardan ibarat adaddon fargli istanilon
adadin onlug logarifmi irrasional adaddir, yani dovri olmayan sonsuz onluq
kosrlordir. Adoton belo logarifm tagribi olaraq bir ne¢s onlugq rogemi olan
onlug kasrls ifada olunur. Bu kasrin tam hissasine logarifmin xarakteristikast,
kasr hissasine iso logarifimin mantissast deyilir. Masalon, odadin logarifmi
3,2137 olarsa, onun xarakteristikas1 3, mantissasi isa 0,2137 olar.

Xassa 4. Vahiddon boytiik olan tam va ya qarisiq adadin xarakteristikast homin
adadin tam hissasinda olan ragomlorin sayindan bir vahid az olan tam adoddir.

o Dogurdan da, verilon N adadinin tam hissasi (tam adad olarsa 6zi) m

ragomli olsun. Onda bunun iigiin asagidaki baraborsizliyi yaza bilorik:
m-—1sifir msifir

1000...00 < N < 1000...00 voya 10™"1 < N < 10™.
Buradan
m—1<IgN<m.
Odur ki, IgN = (m — 1) + 0,... yazmaq olar. Demoali, tam hissasi m ragamli
olan adadin xarakteristikast (m — 1)-dir. m
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Bu xassayo osaslanaraq verilon odadin logarifminin xarakteristikasi
sifahi, mantissasi iso cadvaldon tapalir.
Masalon, 1g312 = 2,...; 1g312,2143 = 2,...; 1g7200 = 3,...
Xassa 5. Vahiddon kigik olan onlug kosrin logarifminin xarakteristikasi
verilon onlug kasrds birinci giymatli rogomin qarsisinda olan sifirlarin (sifir
tami da hesab etmoklo) say1 godor moanfi vahidlordan ibarat olan adoddir,
mantissasi iso miishot odod olub codvodon tapilir.

o Dogurdan da, tutaq ki, N = 0,000 --- Oab kasrinds a ragamindan

gabag m sayda sifirlar vardir. Onda
msifir m-—1sifir

0,000...01 < N < 0,000...01 voya10™™ < N < 10~(m-1),
Buradan —m < IgN < —(m — 1). Demoli, IgN = —-m +0,.... =
Masalon, 1g0,012 = 2, ..., 1g0,000063 =5, ...
6.lg(N - 10™) = 1gN +1g10™ = IgN + n.

Demoali, adadi 10™ dofa artirdigda, onun logarifminin xarakteristikasi
n vahid artir, mantissa isa dayismir.
n tam adad oldugundan IgN-in xarakteristikasi ilo toplanar, mantissa iso IgN-
nin mantissasina barabor olar.

Tamamilo buna uygun olaraq ododin 10™ dofo azaldilmasi tigiin
asagidaki xassa dogrudur.

7. lgl.% =I1gN —1Ig10" =IgN — n.

Demoli, adadi 10™ dofo azaltdigda, onun xarakteristikast n vahid
azalir, mantissasi iso dayi;mir.

Natica. Verilon adaddo verglliin yerini doyisdirdikdo onun logarifminin
mantissas1 doyismir.

o Dogrudan da, N adadinds vergulli n ragom sola va ya saga kogiirsok,
birinci halda adoadi 10™"-5, ikinci halda isa 10™-o vurmus olariq. N adadinin
xarakteristikasini x ils, mantissasi u ilo isars edok:

IlgN=x+u
lg(N-100™) =1gN+Igl0™" =x+pu—n=x—-n)+uyu,
lg(N-10") =IgN+1g10" =x+u+n=(x+n) +u.

Gorindiyu kimi, n tam adad oldugundan, xarakteristika doyisir,
mantissa iss doyismir. m
Moasalan,
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1g0,000002 = 6,3010,
1g0,02 = 2,3010,
lg2 = 0,3010,
12200000 = 5,3010 .

Demoli, istonilon sayda ododin logarifmlorinin mantissasini  bir
codvalda yigcam vermoklo, hamin cadvalin kdmayi ilo mixtafil sokilds
hesablamalar1 tez yerino yetirmok olar. Dordrogomli riyaziyyat codvalindoaki
“mantissalar” bu mogsada xidmot edir.

Xarakteristikanin sifahi tapilmasi, giymatli hissalari eyni olan adadlarin
mantissalarmin doyismomasi onlug logarifmlorin tocrubi hesablamalarda
genis yayilmasina sobab olmugdur.

§ 130. LOQARIFM CODVOLINDON iSTIiFADO
ETMOK QAYDALARI

V. M. Bradisin “Dérdragemli riyaziyyat cadvallori”’nds 1-don 9999-dok
tam ododlorin logarifmlorinin mantissas1 dérd giymatli rogemlo verilmisdir®.
Ododlarin logarifmlarinin mantissasi, giymatli rogemlarin ardicilligindan asili
olub, vergildon (kasrli olarsa) asili deyil. Belaliklo 0,002716; 0,2716; 2,7160;
271,6000 va s. kimi odadlorin logarifmlarinin xarakteristikalar1 bir-birindan
forqgli, mantissalari isa eyni olub 0,4339-a borabardir.

Hor hansi odoadin onlug logarifmini tapmaqg Uglin avvalco onun
xarakteristikas1 sonra isa mantissasi tayin edilir. Tam ododin mantissasini
toyin etmok Ucuin, adadin axirindaki sifirlar (agar varsa) atilir. DOrdragamli
cadvaldan istifads edilirss, alinan adadin ilk dord ragomi saxlanilir (4-don ¢ox
ragomli adad olarsa yuvarlaglasdirilir), besragomli cadvaldan istifads edilorsa
ilk bes rogom saxlanilir, gqalanlari iso atilir. ©gor adod diizgin v ya diizgiin
olmayan onluq kasr soklindadirsa, vergiil atilir vo ilk dord giymatli rogem
saxlanilir. D6rd vo dérddon az ragomli adoadlorin logarifmlorinin mantissas 9-
cu cadvaldan tapilir.

20By cadvaldo hesablama 0,0001-0 godar doagiglikls verilmisdir.
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1. 9dad birragamlidir. Bu halda adadin yanina bir sifir alave etmoklo
ikirogomli adadin logarifminin mantissasi axtarilir (sonraki hala bax).
2. 9dad ikiragamlidir. Homin adad N sttunundan gétiralir ve qarsisindaki
birinci odad (sifirinct siitun) onun mantissasi olur. Masslan, 1g2 = 0,3010
(20-nin garsisindaki odad go6taralir).
1g18 = 1,2553

3. 9dad ticragamlidir. ilk ikirogoamli odad N siitundan tapilir vo N satirindan
tclincl ragamla kasismasinds yerlagon adod hamin adadin mantissasi kimi
gotardlir. Masalan,

1g193 = 2,2856.
2856 odadi, N sutunundan 19-la N satirindaki 3-0in kasismasindaki adaddir.
4. 9dad dérdragamlidir. Ik iicragemli odadin mantissasi tapilir vo tashihlor
cadvalindon homin mantissa olan satrlo verilon oadoadin dordunct ragaminin
(yuxarisindan sagda) yerlosdiyi siitunun kosigsmosindoki odod, tapilan
mantissa Uzarina alavs edilir. Masalan,

1g1934 = 3,2865.
1g193 {igilin tapilan 2856 mantissasi iizarina, onun yerlasdiyi satirlo tashihlor
codvalindoki 4 siitununun kasismosindoki 9 ododi olavo edilir vo 2865
mantissasi tapilir.
5. 9dad bes vo daha cox ragamlidir. Bes vo daha ¢ox rogomli ododloari
yuvarlaglasdiraraq dordragomli odad soklina gotiririk, sonra iss yuxarida
deyilon gayda ilo mantissami tapiriq. Masalon, 1g193465-in mantissasini
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hesablamag ugiin avvalca 5-i ataraq onu 19346, sonra 6-n1 ataraq 1935 soklina
saliriq vo 1935-2 uygun 2867 mantissasini tapiriq. Demali,

1g193465 = 5,2867.
Misallar.
1g1973 = 3,2951;
1298481 = 1g98480 = 4,9934 ;
1g98,478 = 1g98,48 = 1,9934 ;
1g0,97 = 1,9868 ;
1g0,0191 = 2,2810;
129,986 = 0,9994 .

§ 131. ANTILOQARIFMLORI TAPMAQ QAYDASI

Bu vaxta godar verilon adodin loqarifmini tapirdiq. indi iso oks masala
ilo tanig olaq, yoni logarifmi verilmis adadin 6zini tapag. Logarifmi 3,1456
olan ododi tapmaqg ucln logarifmlorin mantissalar1 cadvalindon 1456
mantissasina uygun adadin 6zinl misyyan etmok olar, bu iss ¢ox vaxt aparir.

Lakin “Dordragomli riyaziyyat codvallori’ndoki “Antilogarifmlor”
cadvalindan istifado etmok daha olverislidir. Logarifmi 3,1456 olan adadi
tapmaq ucun, ¢ tam halalik nozors alinmir. 1456 adoadins uygun olan adad
logarifmlorin mantissalar1 cadvalindon mantissanin tapilmasi qaydasi ilo
antilogarifmlor codvalindon tapilir. Bu odod 1398-dir. Sonra belo miihakims
yuriduldr: odad nega ragomlidir ki, onun logarifminin xarakteristikasi 3-dr.
Bilirik ki, dordragamli adadin logarifminin xarakteristikasi tigdiir. Demali,
1398 homin axtarilan ododdir.

Misallar. lgx = 1,1456 olarsa, x = 19,38 ;
lgx = 0,1456 olarsa, x = 1,938 ;
lgx = 1,1456 olarsa, x = 0,1938;
lgx = 3,1456 olarsa, x = 0,001938;
lgx = 6,1456  olarsa, x = 1938000 .
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Qeyd. Dordragomli riyaziyyat codvalindon daha yaxsi istifado etmok (gln,
oxuculara hamin kitabdaki gostarislora baxmagi moslohat bilirik.

§ 132. ONLUQ LOQARIFMLORIN MUXTOLIF
SOKILDO YAZILMASI

Tutaq ki, vahiddan kigik musbat ododin logarifmini tapmaq lazimdir.
Mosolon, 1g0,2. Xarakteristikasini onluq logarifmlarin Xxassasine asasan,
mantissan1 isa  “Doérdrogamli  riyaziyyat codvallori”’ndon toyin edirik.
Xarakteristikas1 manfi, mantissasi isa misbat adaddir. Homin adadi asagidaki
sokilds yazmag olar:

1g0,2 = 1,3010 = —1 4 0,3010 = —0,6990.

Beloliklo, 1g0,2-ni 1g0,2 = 1,3010 vo ya 1g0,2 = —0,6990 kimi iki
muxtalif sokildo gdstormok olar. Birinci yazilisa, adadin logarifminin sini,
ikinciys isa tobii sokilda yazilisi deyilir. Vahiddon boyiuk ododin onluq
logarifmi homisa mushst odod oldugundan, onu elo tobii sokildo hesab
edocayik. Bozi hesablamalarda iso tobii sokildo verilon ododi siini soklo
salmaq lazim golir. Ovvalca misal Uizarinds bunun oksini nozardon kegirak:

3,2512 =—-3+0,2512=(-3)+1—-1+40,2512 =
—2—0,7488 = —2,7488.

Bunu bels do yazmagq olar:
3,2512=—-2—1+ 0,2512 = —2,7488
(ham xarakteristika, hom do mantissa monfi oldugundan kasrin garsisinda
meonfi isarasi yazilir). indi hamin gayda ilo tobii sokilde yazilis1 siini sokilda
yaziligla ovoz edok:

—2,7488 = —2 —0,7488 = -2 —1+1—0,7488 = —3 + 0,2512 = 3,2512 ;
yani —2,7488 = 3,2512 (xarakteristika moanfi, mantissa mushat
oldugundan, xarakteristikanin isarasi Ustdo yazilir).

Misallar. 1. 3,0105 ; 2, 1144 sdodlarini tabii sokildo gdstorin.

O §, 0105=-2-1+0,0105 = —2,9895;

E, 1144 =-1-1+0,1144 = -1,8856. @

2. —3,1232; —17,1528 oadadlorini siini sakilds gdstarin.
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O —3,1232 = —4+1—0,1232 = 4,8768 ;
—17,1528 = —18 + 1 —0,1528 = 18,8472. @

§ 133. ONLUQ LOQARIFMLOR UZORINDO HESAB
OMOLLORI

Ogor bu vo ya digor hesablamalarda monfi xarakteristikali adadlor
garsiya ¢ixarsa, onu tobii soklo salmaq lazim deyil, aksino tobii sokildoki
logarifmlari stini sokildo yazmaq lazimdir. Belo olmazsa cadvaldan istifados
etmok isi ¢atinlogir.

1. Logarifmlarin toplantas1 (hasilin logarifmlonmosinds yerina
yetirilir). Bu halda mantissalarin miisbat oldugunu nozors alaraq onlari
topladiqda tam almarsa, tamui xarakteristikalarin comi olan adadin Uzarins
olavo edib noaticoni yazmaq lazimdr.

Misallar.
1,3562
_ 5,1237 42,4355
3,1584 +3,2576 1,2236
) 2,8765 2) 2,7298 3) 3,9414
74,0349 1,1111 4,9567

2. Logarifmlarin ¢ixilmasi (gismatin logarifmini hesablayarkon alinir).
Misallar.

_4,1945 _3,4053 _1,3615 11,2416
) 3,1532 ) 2,3418 ) 0,6412 ) 3,3118
77,0413 1,0635 2,7203 3,9298.

3. Logarifmin musbat tam adads vurulmasi (misbat tam Ustli qivvatlorin
logarifmlonmosi zamani alinir).

Misallar.
3,3815 5,9637
)__><4 2) X5
11,5260 21,8185.

4. Logarifmin miuisbat tam adada bdlinmasi (kokin logarifmlonmasi
zamani alinir).
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Misallar.

8,7316 6,4172 5,1498 1,3614
1)=—>==2 2)=—"3x21391 3)=—==~% x2,7874 4) —2
2,1829 2,13906 2,78745 1,6807.

Xarakteristika tam bolinmoadikdo onu bdlonin  mislina  godar

tamamlamali, tamamlayic1 ododi mantissaya olava edarok, bélma amalini
yerina yetirmok lazimdir.

§ 134. HESABLAMADA LOQARIFM CODVOLINDON ISTIFADO
ETMOYO AID MISALLAR

Logarifmlorin kdmayi ilo bazi ifadslori hesablayag.
Misallar. Verilon ifadslori hesablayn.

1. x = ¥0,3923.
O Hor iki torafi logarifmloyok:
1 ,5636  _
lgx = §1g0'3923 = =1,9127 =

5
lgx =1,9127 = x =0,8179 = x ~ 0,818. @

0,1
5 x = 63,525-3/60,32
' V15692 '

116357536032 _ 2
O lgx = 0,1 1 W = 0,1(2,5 1g63,5 + §1g60,3 -

0.2 0,2

+-1g156) = 0,25 1g63,5 + —-1g60,3 — 0,01 - 1g156 =
L 1063.5 + L 1060,3 — —1g156
4 822 T 15800 T g B

Burada,

1 1
Zlg63,5 =2 1,8028 = 0,4507,

1
1660,3 = — - 1,7803 = 0,1187
15 8292 T 15 e

1
—ﬁlg156 =~ 700 2,1931 = -0,0219

oldugunu diqgats alib, toplasaq, lgx = 0,5475 = x =~ 3,528 olur.
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0,1
. (63,5%53[60,32
Dem@ll, (W) ~ 3,528. [ )

-3(12,5+%/3,45
3. x= |=—.
0,456

O Verilon ifadodo birinci doracali amal istirak etdiyindon onu, ikinci va
Uguncu doaracali amallorin istirak etdiyi bir ne¢o ifadonin logarifmlarinin
kdmoayi ilo tapag.

lg345 05321 _ N
a) y = 3/3,45 = lgy -~ 0,1064 = Igy ~ 0,1064 =

y = 1,277 = /3,45 =~ 1,277.
b) 12,5 + 1,277 = 13,777 .

y = 318777 _ -313777
- 0,456 456

1
lgx = =155 = —2 (1513777 — 1g456) ;

lgx = 21g 456 —$1g 13777 .

Burada
1 1
§lg 456 = 52,6590 = 0,8863;
1 1 _
—§lg 13777 = -3 4,1392 = —1,3797 = 2,6203

oldugunu nazors alsaq,
lgx = 0,8863 + 2,6203 = 1,5066 = x = 0,3210.

Demoli, /125:;:4 ~0,321. @

§ 135. USTLU TONLIKLORIN HOLLI

Quivvat Uistiinde machulu olan tonliys tstlii tanlik deyilir. Ustlii tonliklor
transcendent tonliklor sinfino daxildir. Machulu ancaqg qlivvat Ustiine daxil
olan Ustli tonliklarin halli ya cabri tonliklorin, ya da a* = b soklinds an sado
ustlii tonliyin hallino gotirilir. Ustli tonliklorin holli iisullarmi misallar
Uzarinda izah edok.
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I. Osaslar1 barabarlosdirms Usulu. Bu tsulla tonliklori hall etmok tgtin, eyni
cevirmoalarin kdmayi ils tonlik a* = a” soklina gotirilir. Burada a vahiddon
forgli mushat odad, u vo v isa biri vo ya har ikisi machul daxil olan Gstlordir.
Osaslarin barabarliyina gors Ustlori barabarlogdirmakla machul tayin edilir.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edoak.

1 V2T - gv 3 = 0.
O Sol toraf izarinds eyni gevirmoalor aparag:
— 3x—1 —
- 3[23x-1 _ 377 [gx-3 — ) = 23(x—D) — 233(;——3) =0=

3x—1 3(x=3) 3x—-1 3(x-3)
23(x-1) = 23x=7 > = .
3(x—1) 3x -7

Oldo edilon sonuncu tanliyi holl etsok: x = g ([
2.52.5%.56...52x = (,04728
O Osaslari eyni olan qiivvatlorin vurulmasi, monfi stli kamiyyatin kasrlo
gorstarilmasi va adadi silsilonin hadlor comi dlsturuna asassn
52 . 54 . 56 52x =0 04—28 = 52+4+6+~~-+2x — 2528 =

242x 2 4 2%
52 *=5%2> 5 x=56= (14+x)-x =56 =

x2+x-56=0=> x;,=-8,x,=7.
x odadi silsilonin hadlorinin say1 oldugundan monfi ola bilmoz.
Cavab: x =7. @

(207 ="
1O RO RO R O I R ) RN C R

1 1
z+1--=252z--=1522"-15-1=0=

1
z

;= 154+v225+4 _ 15425
- 2 )

:Zl—%;22=2..

I1. Ortaq vurugun métariza xaricina ¢ixarilmasi ila hall edilan tanliklar.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1.5*14+3-5"1-6-5*+10=0.

O5%14+3.51 6.5 4+10=0=5"1(52+3-6-5)+10= 0=
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5 1(=2)+10=0=> 5% 1=5=2x-1=1=2x=2.@
2.2% 42X 4 X2 = 7¥ p ¥l ogx=2
Q22X 42X 1 4 2% 2 = 7% p 7% 1 4 7%-2 5 2X72(22 4 2 4+ 1) =
2*=2 57
=— >
7%x=2 7

2\*"2 57
G =%
Har torafi logarifmlayak (2~ 0,2857, 2 ~ 8,1429):
0,9108  0,9108
1,4559 —0,5441
-1674=>x—-2=—-1,674= x~0326. @
Cox zaman har tarafin logarifmlonmasindan istifads edildiyi Ggun bu
tisula har tarafin logarifmlanmasi Uisulu da deyilir. Umumiyyatle, Aa* = Bb?
sokilda tanliklar har tarafin eyni asasa gors logarifmlonmoasi yolu ils hall edilir.

1
3.5:3%71 — 9%z = 9% + 43272 81,

1
O5:3%71—9%2 =94 4.3%"2 81>
52 9% =2 0¥ = 9% 44.-.9¥—81 >

7272 +7+1) >

(x—2)1g0,2857 = 1g8,1429 =5x — 2 =

49X—139x 81:(13 4) 9x—81=>19x—92=>
3 ) 9 3 B 9 B

9 1=925 x—1=2=>x=3.0@

I11. Yeni machul daxil etmakla hall edilon tanliklar. Bu Gsulu izah etmok
tclin owalco a?* + pa* + b = 0 soklindo tonliys baxaq. y = a* oavozlomosi
ilo y% + py + b = 0 ahnur. y {iglin tapilan giymatlori y = a* ovazlomasinds
yerina yazmagla on sads Ustli tanliklor alinir. Bu tonliklori hall edarak x tGguin
giymatlor tapilir.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

1.3%% —4.32* 4 3 =0,
2
O Tonliyi (32‘/5) — 4-32V% 4 3 = 0 kimi yazib, 32x = y Qabul etsak,

y? —4y +3 =0.Buradan, y; = 1,y, = 3.
Bu giymatlori sirasi ilo avazlomads yerine yazag:
a)32V* =12 32V*=3052/x=0>x =0,
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b)32¥* =3 =, 2Vx = 1:>\/E=%:>x2 =
2.9 + 6% =4~
O 9% # 0 oldugundan har torafi 9*-5 bolook:

1(5) =) =1+ () =)

G)x =y ilo ovoz etsok,

2x

2
X
(2)" ifadosi misbot oldugundan y = %% getirilmalidir:

X
(g) = 1+2\/§ = x = logz 1+2\/§. o
3
3.2-81* =36* + 3-16*.
O Hor torafi 16*-2 bolok:
X

) -G a2 () e

G)x =y iloovoz etsok,

1++/5

1+y=y*’=y’-y—-1=0=y,, =

145

3

2y’ =y+3>2y? —y—-3=0>y= %,y1=—1;y2=i.
. N* 3 32X 3 _ 1
Nstlcada,(z) —E:(E) _E:>2x—1:>x—5.

G)x > 0 oldugundan, y = —1 giymati gotiriimir. @
Qeyd 1. a* = b* soklinds olan tonlikdo a + b olarsa, onda x = 0.
Qeyd 2. a* + bx + ¢ = 0 soklinds olan tanliklor torifo asasan Ustlu tonliklor
sinfino daxil olmasina baxmayaragq, yuxarida gostarilon sullardan heg biri ilo
hall olunmur. Belo tonliklori
a* = —(bx +c)

soklinda vo ya basqa sokildo yazmagla grafik tisulla hall edirlor. Bels ki,

y=a*Voy=—-bx—c
funksiyalarinin qrafiklori qurulur vo bu grafiklorin kasismo noqtalorinin
absislori verilmis tonliyin halli olur.
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§ 136. LOQARIFMIK TONLIKLORIN HOLLI

Logarifm isarasi altinda mochulu olan tonliklora logarifmik tanliklor
deyilir. log, x = b tanliyi an sada logrifmik tanlik olaraq adlandirilir (a >
0,a #1).

Logarifmik tonliklorin hallinds asagidaki iisullardan istifads olunur.

I. Logarifmin tarifina asasan hall edilan tanliklar.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

1. log, logzlog,x =0

O log,logzlog, x =0 =log;log,x =1=
log,x=3=>x=4%>= x = 64.

Yoxlama: log, log; log, 64 = log, log;3 =1log, 1=0.@

2.logy_1(x* =5x+7)=1.

O Logarifmin torifino asasan,

x2—5x+7=x-1x-1#Lx—-1>0)=

x2—6x+8=0=>x;, =2,x, =4 (x = 2 konar kokdr).

Cavab:x = 4. @

3. log, (llogs (4 —log: x)) =-1
2 5 2
1 1 1 1
O log, (ElogS (4 — loglx)) =—5> Elogs (4 —log: x) =42
2 2

1 1
—logs (4—log1x) =— = logs (4—log1 x) =1=
2 2 2 2
1_1
4—logix=5>logix=-1= x:(z) > x=2.
2 2

Yoxlama: log, (% logs (4 — log: 2)) =log, (%logs 4+ 1)) =
2
1 1

1
log4§—§10g22 =3

Cavab:x =2. @

I1. Bilavasita potensiallama ila hall edilan tanliklar.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
2lgx
" lg(5x-4)
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O Machulun mimkin giymatlori:
{ x>0, x#1
5 —4>05x—4+1
2lgx
lg(5x — 4)
lgx? =1g(5x —4) > x> =5x—4=>x*-5x+4=0>

= = 2 sk = 1,x, = 4 (x; = 1 konar kokdir).

Cavab:x =4. @
2. 2lgx = lg(6 —x*)~L.
O Machulun mimkin giymatlor goxlugu:

x>0,
{6—x2>0 = 0<x <6

2lgx = Ig(6 —x*) 1 > Igx? =Ig(6 —x*)"1 >
xX=06-x)1=3x26-x)=1>x*-6x2+1=0>

x=i/31\/§=i\/312\/§=i\/212\/§+1=
+ /(\/Ei1)2=i(x/§i1)=>

X1 =V2+1; x, =\/§—1;x3,4=—(\/§il).
Cavab:x =vV2—-1. @
IT1. 9dadin logarifm ils ifada edilmasi vasitasila hall edilan tanliklar.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
11lg(x*+21) —1=Igx.
Olgx?+21)—1=Igx =1g(x?+21) —1g10 =lgx =

x?+21 x?+21
g 10 =lgx =

x2—-10x+21=0>x,=3;x,=7. @
2.lg(2‘/§+ax—a)=\/§(1—lg5), (a#0,x>0).
Olg(2ﬁ+ax—a) =/x(1—1g5) =
lg(2ﬁ+ax—a)= Vx(g10 — —1g5) =
lg(2ﬁ+ax—a)=\/§-1g2:>2‘/}+ax—a= 2V% =

4
=>x>§,x¢1.

=1>2lgx =1g(5x — 4) =

=x>

ax—a=0>ax=a = x=1.
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Yoxlama: Ig (2ﬁ +a-1-— a) =/1(1-1g5) =

lg24+a—a)=1-1g5=>1g2=1g10—1g5 = Ig2 =1g2.
Cavab:x =1. @

1V. Kdmakgi machul daxil etmakls hall edilan tanliklor.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1 2
1. 5-lgx + 1+lgx 1

O Aydindrr ki, sol torafin monali olmasi ii¢iin 5 —1gx #0 va 1 +1gx # 0
olmalidir. Demoli, sol torof x-in x # 10°, x # 0,1 vo x > 0 olan biitin
giymatlorindo monalidir.
lgx = y gobul etsok,
1 2 1 2
5—lgx+1+lgx_ 1=>ﬂ+m_
y2—5y+6=0>y,=2; y, =3.

lgx = 2;x =102 = 100;
Iglgx = 3;x = 103 = 1000.
Cavab: x; = 100,x, = 1000. @
2. 0,1lg*x —1g’x+0,9=0.
O Igx = y gobul etsak,

1=

1++v1-0,36 1+08

0,1y*—y2409=0=>y=+ 03 =+ 07 >
B 1—0,8_+ 0,2__*_1
Vi2 = X 0.2 =x 0.2 ==x1;
_ . 140, _ 4 1,8__*_3
V34 =T 0.2 == 0’2—_ .

y-in giymatlarini avazlomoads nazars alsag,

lgx =—-1=2>x; = 0,1;lgx =1 = x, = 10;
lgx = -3 = x3 =1073;1gx = 3 = x, = 103.
Cavab: x; = 0,1; x, = 10; x3 =1073; x, = 103. @

350



Igx(1-1gx)
1+lgx -

O Verilan kasrin, x # 0,1 olan biitin mishat giymotlorinds monasi vardir.
lgx = y gobul etsok,

lgx(1—-lgx) y(1-y)

= - ° > -

1+1gx 1+
y2+5y+6=0=y, =—3,y, = —2.
y = lgx oldugundan, x; = 0,001; x, = 0,01 olur.
Cavab.x; = 1073, x, =1072. @

Indiyadok nozordon kegirilon tonliklordo (xotti tonliklor, tonliklor
sistemi, irrasional tonliklor, kvadrat tonliklor va s.) machulun avazins Igx vo
onun guvvatlarini uygun sakilds yazmagla mochulun avaz edilmasins aid
istanilon sayda logarifmik tanlik va tanliklor sistemi almaq olar.

=6=>y(l-y)=6(1+y)=

V. Loqarifmlamsa Gsulu ila hall edilan tanliklar.
owvalca f(x) funksiyasinin miisbat giymatlar aldigi adadi coxlugda
[f ()19 = [f (]9 1)
soklinda tonliys baxag. ¢(x) vo g(x) funksiyalarmin monasi oldugda (1)
tonliyini
[f(x)]qo(x)—g(x) =1
soklina gatirib onun har torsfini logarifmloyok:
[p() —g()] -1gf(x) =0
Axiriner tonlik
p(x) —gx) =0volgf(x) =0
tonliklori ilo eynigucludir. Bu tenliklari hall etmakls (1) tonliyinin hallorini
tapmag olar.
Qeyd. f(x) <0oldugda, ¢(x) vo g(x)-in elo giymatlori ola bilor Ki,
[F()]2™ va [f(x)]9™ ifadalorinin monast olar. Lakin bu halda x-in (1)
tonliyini 6dayan giymatlorini tonliyin hallori goxluguna daxil etmirik.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1.x* =x.
O Hor iKi tarafi 10 osasa gors logarifmlayak:
lgx=lgx=>(x—-1lgx=0=
Ax—1=0=>x,=1, b)lgx=0=>x, =1.
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Cavab:x =1. @
2. (x — 2)¥™*5 = (x — 2)°*.
O Tonliyi
(x _ 2)x2—6x+5 =1
soklinda yazib, har iki torofi 10 asasa goro logarifmloyok:
(x2—6x+5)Igx—2)=0=
Ax2—6x+5=0>x=1x,=5;
Piglx—2)=0=>x—2=1=x3 =3.
Cavab:x; =3; x, =5. @
3.x = 10170:25x,
O Hor iki torafi 10 asasa goro logarifmloyak:
x = 1017925 = Jgx = (1 — 0,25Igx)1lg10 =
lgx =1 - 0,25lgx = 1.25lgx = 1 = lgx = 2 = x = 10/5. @
4. 2logz x+log; x?+logy x3+-+log, x1° — 5 . x50
O Hor torafi 2 asasina gora logarifmlasak:
(log, x +log, x* + log, x> + -+ + log, x1%) log, 2 =
log, 2° + 501log, x =
log, x + 2log, x + 3log, x ++--+ 10log, x = 5+ 50log, x =
1+2+3+--+10)log,x =5+ 50log, x =

1+10

+10log, x = 5+ 501log, x =
55log, x =5+ 50log, x =5log, x =5=log,x=1=2>x=2.@

V1. Eyni asasa gatirmokls hall edilon tanliklar.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

1. logiex +log, x +log, x = 7.

O Birinci va ikinci toplanani 2 osasia gora logarifmls ifads edok:

logy x = log,+ x = log, x*/* = Zlogz X,

log, x = log,2 x = log, x'/% = Elogz X.

Bu barabarliklori tonlikds nozars alag:
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1 1 7
Zlog2x+zlog2x+log2x =7 :Zlogzx =7 =

log, x =4 = x =16.
Yoxlama: logis 16 +log, 16 + log, 16 = 7,
1+ log,4? + log,2* =7,
1+2+4=7,
7=7.@
2.logs x +log, 5 = 2.5y.
Olog, b = @ oldugundan,

1
log5x+@= 2.5 = (logs x)?> — 2.5logsx + 1 = 0.
logs x = y goabul etsak,
1
y2—=25+1=0=>y,==;y,=2>

2
a)log5x=%:x= 51/2 = x = /5,
b) logs x = 2 = x = 25.
Cavab: x; =5, x, = 25. @
3.logz x +logs x = Ig15.
O Sol tarofi 10 asasli logarifms gevirsak,
lli—;c + lli—;c =1gl5=>lgx- —1;gg55-!'1;g33 =1gl5=
lgx- 822 1g15 o lgx = 1g3 - 1g5 = Ig5's?
gx lg5 1g3 gl5 = Igx =1g3-1gh = 1gx =1g5'¢° =

x =58 @
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§ 137. LOQARIFMIK TONLIKLORIN QRAFIK
USULLA HOLLI

Bozon elo logarifmik tonliklors rast golinir ki, onlar1 analitik iisulla hall
etmok mimkiin olmur. Belo hallarda grafik usuldan istifads edirlor. Bunu
misallarla izah edok. S @
Misallar. Asagidaki tonliklori grafik 2= g+
usulla holl edin. 11
l.log,(x+3)=3—x.

Sakil 70
O Aydindir ki, verilon tonliyin halli 48 .
(ager varsa),
y = log, (x + 3) logarifmik voy = 3 —
x Xotti funksiyalarmm eyni koordinat miistovisi Uzorindo eyni migyasla
qurulmus grafiklarinin kasismo ndgtalarinin absislori olacaqdir.
70-ci sokildan gorindlyu

kimi har iki grafikin
kasisma ndqtasinin absisi
x = 1-dir.
Demoli, tonliyin
holliim x =1 olacaqdir.
Dogurdan da, 0 / 2 8 e
log,(1+3)=3-1=
log,4=2=2=2.0@ Sakil 71

2. log, x = g(x + 1).

O Verilon tonliyin hallinin (agor varsa), y =log,x Vo y=§(x+1)
funksiyalarinin grafiklorinin kasismo noqtalorinin absislori olacagi aydindir.
71-ci sokildon goriindityti kimi funksiyalarm qrafiklorinin  kosismo
ndqtalorinin absislori x; = 2 va x, = 8-dir.

Dogurdan da, 1)log; 2 =32+ 1) = 1=1;

2)log;8=3(8+1)=>3=3.@
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§ 138. USTLU VO LOQARIFMIK TONLIKLOR
SISTEMIN® AID MISALLAR

Asagidaki tonliklor sistemlarini hall edok:

1 {xy—y"=
2 -y3=0.

O Aydindir ki, tonliyin hallorindon birix = 1,y = 1-dir. Indix # 1,y #

1 gobul edib, sistemi asagidaki sokildo yazaq:

Y = =
x 33//3’ o s
X =y2,
Sol taraflarin barabarliyindan,

X 3

y§=y2=>§=§:>x=1,5y.

x = 1,5y ifadasini verilon sistemin ikinci tanliyinds yazag:

(1,5y)2 =y3 =225y —y3=0=>y?(2,25—y) = 0.

y? # 0 oldugundan, 2,25 —y = 0 = y = 2,25.
x=15y=>x=15-225=x =3,375.

Cavab X1 = 1 V1= 1'x2 = 3,375,y2 = 2,25. .

2VF Y = 512,

g /xy=1+1g2.

2\/_+\/__512 2\/—+\/—_29
lg,/ —1+1g2 lg./xy lg10+lg2

{\/_+\/§:9,:>{\/§+\/§=9,
Jxy =20 Vx [y = 20.

Viyet teoremins goro:

zZ1 = VX, =4,
22-92420=0=2=4,2,=5 =>{1 ‘/_z{‘/;
Zz=\/; \/}=5

=16,y = 25voyax =25,y = 16.

Vo ya {\/}=5’=>
=14
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Cavab: (16, 25) ; (25, 16). @
(x+y)2Yy*=3.
O Ikinci tonlikdon x +y = 3 - 2%~ tapib, birinci tonlikdo yerino yazag:
V32V =235 "3 25V =23=2-"Y3=23=>
V3=115=3=(11,5)*7 = 1g3 = (x — y)lgl1,5 =

g3
XY T g5
Belsliklo,
g3
X—y=——, le 3 183
lg11,5 __8 . 2Ig115
s X Tigust? =
x+y= 3.2lg115
1( 1g3 J83_
— _( +3- 21g11;5) ~ 2,2739,
2\lg11,5
g3 g3
__—’_lg3 _1 . ,_lg3 -
2y = 3-2ls1s gis YT 2(3 Zlens lg11,5) ~ 1824
Cavab: x = 2,2739,y = 1,824. @
n {xly =40,
x'8Y =4,

O Tonliklarin hor iki tarofinin on asasa gors logarifmini alib, Viyet teoremini
totbig edok:

lgx+1lgy=1gd+1,

{ lgylgx =lg4

7z =lgdz, =1

Dz, =lgx=lg4dz, =gy =1=x; =4,y; = 10;
2)zy=lgx=1, z, =lgy=1gd = x, =10,y, = 4.
Cavab: (4; 10), (10; 4). @
5. {logﬁ(x+y) =2+log 3,

3% . 2Y = 144,
O Sistemi asagidaki kimi gevirak:

=z2—(g4+Dz+1lgd=0>

_ xX+y
{log\/i(x+y)—log\/73—2,$10g\/7 3 =2,
3x'2y =32'24 3)6—2'.23/—4- =1
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Birinci tonlikdon HTy =2=>x+y=6= y=06—x tapib, ikinci
tonlikds yerino yazaq:
3x—2 . 26—x—4- =1 3x—2 . 22—x =1
3 x—=2 3 0
1o ()= 2 x-2m0e a2
x = 2 qiymatini y = 6 — x ifadosinds yerino yazsaq, y = 4 tapilir.
Cavab: (2,4). ®
{xl()gzy +2- legzx =12 ,
log,y —log,x=1.
O log,y =u Vo log, x =v gobul etsok, y = 2%, x = 2¥ olur. Bunlari
sistemdo yerino yazag:
U . u\w _ uv . ouv _ L ouv _
{(2) +2-(2%) —12,:{2 +2-2 —12,:{3 2W =12

3x—2

u—-v=1 u—-v=1 u—-v=1 =z
{2“”=22,=>{uv:2, {u(—v):—z,
u-v=1 Ww—-v=1 Ww+(-v)=1L
Buradan, u = 2; (—v) = —1,yaxud u = —1; (—v) = 2.
Belaliklo,
1
log,x=1=x, =2 log2x=—2=>x2=z;
1
logsy =2=y, =4 logy =-1=y, =7

Cavab: (2,4); G; %) o
§ 139. USTLU BORABORSIZLIKLOR

Tarif. Qlvvat lstiinds machulu olan barabarsizliys Ustli barabarsizlik
deyilir.

Ustlii borabarsizlikleri holl etmok iigiin iistlii funksiyanin monotonluq
xassesinden istifads edilir. Bu xassoyo goro, a > 1 oldugda, a/® > q¢®)
barabarsizliyi f(x) > ¢@(x) ilo, 0 <a <1 oldugda iso f(x) < ¢(x) ilo
eynigiclidir. Masaloan,

x+1 1 3 x+1

ATS_ - 2 e . 1 3 e e
3x-1 z > 3x-2z boraborsizliyi, = — = > —— boraborsizliyi ils;
x—2 2 x—2
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x-1.1 2 B
(2)7**7% > (3 borabarsizliyi do, =+ < 2 barabarsizliyi ila
2 2 x+2 2 x-3
eynigiclidir. Bunu diqgste alaraq, axirinci barabarsizliklari (verilon halda
kasr-xatti) hall etmakla, verilon Ustlii barabarsizliyi hall etmis olurug.

Misal. Asagidaki barabarsizliyi hall edin.

2—sin2 2x 5 (_)
2

O Owvalco, verilon barabarsizliyi aggidaki kimi sokilds yazag:

4(sin? x—cos* x)

4(sin? x—cos* x)

2—sin2 2x 5 (_) =
2
1 sin? 2x 1
) >
G G
Osas 1-don kigik oldugundan yuxarida sdylonona gors, verilon barabarsizlik,
sin?2x < 4(sin’x — cos*x)
barabarsizliyi ils eynigicludir. Sonuncu barabarsizliyin hall edok:
sin?2x < 4(sin®x — cos*x) = 4sin®xcos’x < 4(sin’x — cos*x) =
sin®x(1 — sin’x) < sin’x — cos*x = sin*x — cos*x > 0 =
(sin’x + cos?x)(sin®x — cos?x) > 0 = —cos2x > 0 = cos2x < 0 =

4(sin? x—cos* x)

T 3n T 3
§+2nk<2x<7+2nk=>z+nk<x<7+7rk (ke2).

Demali, verilon barabasizliyin holli %+ mk <x < %ﬂ + mk olacaqdir

(ke2). @

Qeyd. f(a*) > 0 sokilda barabarsizliklori, a* = y ovozlomasi ilo f(y) > 0
soklinds yazmaq olar. Bu barabarsizliyi holl etdikdo a* > A vo ya a* < B
(burada A vo B mishat adadlordir) kimi boraborsizlik alinir. Birinci halda
a* > A vo ya a* > al°8a4 olur. Buradan, a > 1 li¢iin x > log, 4; 0 < a <
1 Giglinss x < logg, A alnur. ikinci halda a* < B vo ya a* < a'°8 B olur.
Buradan, a > 1 {¢lin x < log, B; 0 < a < 1Ugunsa x > log, B alinir.
Misallar. 1. 212**+31 < 0,575 borabarsizliyini hall edin.

O Verilan borabarsizliyi
-5
ol2x+3] < 0 5=5 = pl2x+3| o (l) o pl2x+3] < 95
2

kimi yazib, asasm vahiddon boyiik oldugunu nozars alaq:
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2x+3|<5=>-5<2x+3<5=>—-4<x<1.
Cavab: -4<x<1.@

Xy
2. xy > 0 oldugda, (Ig3)»"* < 1g%3 oldugunu isbat edin.
O 0 < log 3 < 1 oldugundan,
x Yy
—+=>2.
y x
Borabarsizliyin hor iki torofi misbot oldugundan, onu kvadrata
yuksaltmok olar:
1\ 2 Xy 2 N2 2
(—) +2:=24(2) >2=>(—) +(2) >o.
y y x \x y X
Askar barabarsizlik alindigindan, verilon barabarsizlik dogrudur. @

§ 140. LOQARIFMIK BORABORSIZLIKLOR

Tarif. Loqarifm isarasi altinda mochulu olan barabarsizliys logarifmik
baraboarsizlik deyilir.

Logarifmik barabarsizliklorin  halli  do, logarifmik funksiyanin
monotonlug xassasine asaslanir (Bu halda logarifmik funksiyanin, logarifmi
alinan ifadanin adadi giymetlorinds toyin olundugunu nazars almaq lazimdir).

Dogurdan da, log, f(x) > log, ¢ (x) barabarsizliyi a > 1 tglin

f) > @), f(x) >0,0(x)>0
ilo, 0 < a < 1 lglnss

fG) < @), f(x) > 0,0(x) >0
ilo eynigicluddr.
Misallar. Asagidaki baraborsizliklori holl edin.
1. logy,(x —2) +logy ,(x + 2) <log; 5 5.
O logy,(x — 2) +log; ,(x +2) <log;, 5 = log, ,(x? — 4) < log;,5.
Osas 1-don boyiik oldugundan, son barabarsizlik,

x> —-4<5,
x—2>0,
x+2>0

sistemi ilo eynigucludir. Buradan
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x>2, = x>2, =2<x<3.
x> =2 x> =2
Cavab:2<x<3. @
2.log1(x? — 4x + 3) > log:(13 — x).
2 2

{x2<9, {—3<x<3,

O Osas 1-don kigik oldugundan, bu barabarsizlik,
x?2—4x+3<13—x
{ x2—4x+3>0
13—x>0
sistemi ilo eynigticlidur.
x?—4x+3<13—-x (x*-3x—-10<0,
{ x2—4x+3>0 =>{x2—4x+3>0, =
13—x>0 13—x>0
(x+2)(x—-5) <0,
{(x+1)(x—3) >0,
x <13
—2<x<-1vo 3<x<5.

Belalikls, verilon barabarsizliyin halli —2 < x < —1ve 3 <x < 5 olur. ®

Qeyd. f(log, x) > 0 soklindo barabarsizliklor log, x = y avazlomasi ilo sado

soklo salina bilor. Mosalon, logx — 2logix — 15 > 0 borabarsizliyi,
3 3

logix =y ovozlomasi ilo y?—2y—15>0 kvadrat borabarsizliyino
3

gotirilir. Bu barabarsizliyin halli y < =3 va y > 5 oldugundan,

N3
a)logix < -3= x>(§) = x> 27;
3

5
1 1 1 1
b)log1x>5:>x<(—) Sx<z2x<->0<x<——.
3 3 3 343 343
Belaliklo, szl edilon barabarsizliyin holli 0 < x < T Vox > 27 olur.

Verilmis borabarsizlikda, machul ham logarifm isarasi altinda, hom do
osasda oldugda daha mirskkob baraborsizliklor alinir. Masslon,

log, Vx +12 > 1.
Buradan, x-in mimkin giymatlori, x > 0 vo x # 1 olur.
1 = log, x oldugundan, verilon barabarsizliyi
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log, Vx + 12 > log, x
kimi yazib,
Ax>1iginVx +12>x=>x+12>x% =
X2 —x—-12<0=>-3< x<4.
byx<liginVx+12<x=>x+12<x%?=
x2—-x—-12>0=>x< -3,x>4
aliriq. Burada x > 0 oldugu da diqgate alindiqda, verilon barabarsizliyin
halli
1<x<4

soklindo tapilir.

CALISMALAR.

1. log, b ifadasinin a va b-nin hans1 qiymatlorinds monasi var?
2. Logarifmik barabarliklori tstli barabarlik kimi yazin.

a) logs 125 = x; b)log, b =x +y.

3. Ustlii borabarliklori logarifmik borabarlik soklinds yazin.

1
a) 643 = 4; b) 54" =49,
4. Hesablayin.

a) logs v3V3; b) log, sin% ; c) log327;
¢) logs logs logs 5% d) log, (log, 16) + logs V5 ;
1

—3log,5
e) 7—%10g7 4; H <%) 22-
5. Tonliklori hall edin.

5vVx+1
2) 196275 = ()7 b) (0,5)!*1080s(x*~1) = 0,5(x + 1);
1

C)logy - = —2; ¢)logo, x = —1;

d) 2log; x —5logz x + 2log; 27 =0;

e) (log, x)3 — (log, x)? = 2log, x.
6. Eyniliklori isbat edin.

a)log, b-logyba=1; b) logai =logi4; c)logan b = %loga b;
¢)logib =—log,b; d)b=Ilog,a’.
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7. Ifadolori logarifmloyin,

3
gx= (V3" bx =200, gy = 2V11E;

1
¢) x = mamb™.
8. Potensiallaym.
a) lgx = 3lga+5(gla+b) —lgc—21gh);

b) lgx = %(lga + glg(b +c¢)—31g(b — c)) +%lgc.
9. Cadval lzrs logarifmini tapin.

1) 0,024 ; 2)5,2; 3) 40,06 ; 4)0,00005 ;
5) 12,009 ; 6) 0,0100716 ; 7) 200,2001 ; 8) 0,3007 .
10. Logarifmlarina gora adadlori tapin.

1) 1,7307; 2)3,0093; 3)0,2512; 4)5,1006;
5)2,1405; 6)1,4115; 7)3,3721; 8) 0,0009.
11. Logarifmlari siini soklo salin.

1) —0,3110; 2) —1,4576 ; 3) —2,2413 ; 4) —5,7618 ;
5) —2,3199 ; 6) —0,5418 ; 7) —2,0022 ; 8) —0,8899 .
12. Loqarifmlar tzarinds gostarilon amollari edin.

1) 3,2486—4,5497 ; 2)3,8751+40,7569; 3)0,8325—1,4236;

4) 5,1856—4,9988; 5)1,4718-5; 6)3,2199 - 8;
7)2,1496-2; 8)1,3156 - (—2); 9)%,1888 : 2;
10) 3,332 : 4; 11)2,3015 : (—=0,2);  12)1,4570 : (—2,6).

13.1g2 = 0,3010 oldugunu bilorok, 219, 2190-ds negarogom oldugunu tapin.

14. Cadvalin kdmayi ilo hesablayn.

31

1) 3,53-yI15 _ )(%) * 27801 _

0,632-/0,31-3/0,4582 3/=0,00001 '

82,4073 5[ 1,64915 22 2,5
3) 095022 \/0,082343 ’ 4) \/1 - (}0239)™".
15. Ustlu tanliklori hall edin.
1) 2X°-6x-25 = 164/2; 2) 0,01%/1000 = 3/(0,D%;

x x-3 x )

D@7 v
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5) 0,57210825INX 4 cosx = 1,25; 6) 52+ — 71 = 52% 4 7%,
7) V%42 — VxHL = 1 4 2VR,
8) 74 —9-14%" 4+ 2-49%" = 0;
21 VE-1
9) 3:2V1—8-2 2 +4=0;
X X
10) (V7 +v48) +(\7-V48) =14;

102 — 2 1
11) x2 lgex—lgx —;=0;

12) 81* — 16* — 2-9%(9* — 4%) + 36" = 0.
16. Logarifmik tanliklori hall edin.
30

1)lg(x —2) +1glx —3) =1-1g5; 2) lgx* — - =2;

3) IgV75 + 5¥*1 = 1; 4)1g6 +x1g5 = x +1g(2* + 1) ;
5) log; log, log3(x —7) = 0; 6) log, x +log,2 x +log, s x = 11;
7) log, 2 —log4x+% =0;

8) 5 loggx + log% x3 + 8logg,2 x* = 2;

9) log,log, x +log, logy,x = 2;

10) log, 3logs 4log, 5 ...log,(n + 1) = 10, n € N;

11) 2-4logip2 _ loge (8—x) |
logq, (x+2) logg(x+2) ’

k+1
12) logy x + log i x +logap x + -+ + log;wx ==

17. Toanliklori hall edin.

1) log,(9 — 2%) = 10'86-%)

2) log,(25%*3 — 1) = 2 +log,(5*™3 + 1) ;

3) 51+10g4x 4+ 510g0’25 x—1 _ %; 4) 3log§x + xlog3x =162;
5) 5'8 =50 — x'8%;

6) (1+%)log;3 —log,(3* — 13) = 2.

NQR*—-2- 2—x)log9(2x+3)—log3x =1: 8) |x|x2—2x =1.

18. Tanliklor sistemlarini hall edin.

x = lgx + 1gy = 4,
1){ fx+y =2 2){gx gy

(x +y)-5%=100; x'8Y = 1000;

363



3 { Sl -2y) = 1, 2 {logx y+logyx =2,
3*Y - 26+ BTy = 27; loge(x? +y?) =1;
) {logz logz(x +y) =1, 6 (x +y)-2Y7%* = 6,25,
lgx + lgy = 3lg2; " x+y=5;
XX=2Y = 36, 3lgx — 4lgy ,
){ _ _9. 8) lga _ 13
4(x — 2y) +loggx = 9; (4x)'8* = (3y)'83.

19. Boarabarsizliklari hall edin.

1) 22x—1 + 22x—3 _ 22x—5 > 27—x + 25—x _ 23—x .
1 1

2) 3x + 3x"3 > 84;

) o < g 4) 25 - 2% — 10% + 5% > 25 ;

5)1 < 3**l < 9; 6) log, (3x — 2) >1log,(6 — 5%) ;
7)logos(3x — 1) <logys(3 —x) ; 8) logyx_3x>1;

9) logs(log,(2 —logax) —1) < 1;
10) log; x —logz 7 - logz x > log, 0,25 ;

11) 3l8¥+2 < 3lgx?+5 _ . 12) logo 5 log(,’;z <0
) 0 2cosx < 1
logZx logs x . . -
13) 5%985% 4 x%85X < 10 ; 14){92%31‘+%>0;

ORG-S
2x2—6x—3,5 < 8\/2
TESTLOR

1. y =,/logs(2x — 7) funksiyasinin toyin oblastina daxil olan on Kigik
natural adadi tapin.

A) 4 B) 5 C)7 D) 1 E) 6
2.y = 93%*+6x+3 fynksivasinin giymotlor goxlugun tapin.

A) [1; ) B) (1; =) C) (0;9] D) [9; ) E) [1;9]
3. Tanliyi hall edin. 3logs(2x+1)? = 25

A)-3 B) 4 C) 2 D) 1 E)-3vo2
4.log;4 = a olarsa, 332*2 ifadesinin giymotini tapn.

A) 64 B) 128 C) 528 D) 576 E) 27
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5. Borabarsizliyi holl edin. 1g x° +i1g x16 <169
A) (0;13) B) (10'3; ) C) (0; 103]
D) (1;13) E) [13; 10!3)

6. 2 < 49%~* borabarsizliyinin on boyiik tam hllini tapin.
A) 1 B) 2 C)-1 D) 3 E)0
7. Tonliyi holl edin. ~ 3%+2 4 3¥+1 4 3% = 117

A) 2 B) 1 C)3 D) 7 E) 4
8. Tonliyi holl edin:  loge(2x + 5) — logzVdx —7 = 0
A) 3 B) 4 C)5 D) 6 E)7
9. Uygunlugu miiayyan edin.

1. logg25=a 2.1log,59 =a 3.1g5=a

A)logs15=a—1 B)logs5== C)loge225=1+a
D)lg2=1-aE)5
10. Uygunlugu miiayyan edin.
1. x? = x'8x°
s\t [2\*
2(3) =)

3.125% +80* = 2-64*

Ax =-4 Byx; = —3; x, =3 C)x=3
D)x=0 E)x=1
XI FOSIL
ODODI ARDICILLIQLAR

§ 141. 9DODI ARDICILLIQLAR HAQQINDA ANLAYIS

Tutag ki, 1,2,3,...,n—1,n,.. 1)
3,5,7,...2n—1,2n+1,... @)
adadi ¢oxluglarini nazardan kegiririk. Bu ¢oxluglardan har birinda, har adads
onun tutdugu yera uygun némra verilir. Masalon, (1) ¢oxlugunda 3 adadinin
némrasi 3-dir vo s., (2) ¢oxlugunda iso 5 oadadinin némrosi 2-dir. Bu
masalanin aksini do nozardan kegira bilarik. (1) ¢oxlugunda ti¢ némrali odad
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3, bes nomrali adod 5 va s. n némrali ise n-dir. (2) ¢oxlugunda ii¢ némrali
odod 7, dord némrali odod 9 vo s.-dir.
Demali, (1) vo (2) ¢oxlugunda hor bir adodin mioyyan ndémrasi vardir vo
homin adad 6z ndmrasi ilo tamamils toyin olunur.
Tarif. Natural ododlorlo ndmroalonmis adodlor ¢oxluguna adadi ardicillg,
homin adadlars ise ardicilligin hadlori deyilir.

Ardicillig, adaton

ai, ay,as, ..., Ay, ... Voya{a,}

kimi igsara olunur. a,-o ardicilligin birinci haddi a,-ys ikinci haddi vo s. a,,-2
iso n-ci haddi vo ya Umumi haddi deyilir. Ardiciligin biitiin hadlori, n-a
giymatlor vermoklo onun tmumi haddindon alinir.

Masalon, Gmumi haddi

2n
1
olan ardicilligin hadlori a, = 2 ,ay = % ,ds3 =§ va S. olur. Naticado,
ardicilligin
246 8 2n
3'5'7°9" " 2n41’"

aciq yaziligi alinir.

Odadi ardicilligin Umumi haddinin ifadasine adadi ardicilligin iimumi
haddinin dusturu da deyilir. Masolon, tmumi hoddi a,, = 3(1 + n?) dusturu
il verilon adadi ardicilliq agiq sokildo

6,15,30, ..., 3(1 + n?), ..
kimidir.

Birrogomli adadlorin vo natural odadlorin kvadratlarindan diizoldilmis
odadi ardicilliglar1 nazardan kegirok:

1,4,16,9,25, 36,49, 64,81 4)
1,4,9,16,25,36,49,64,81,100,121, ...,n?, .... (5)

Hor iki ardicilligm timumi hoddinin disturu a,, = n? oldugu aydindur.
Ancagq, (4) ardicilliginda (n = E), (5) ardicilliginda iso, n = 1,2,3 va S.,
yoni n = 1,00 -dur. Demoali, (4) ardicilligmim 9 haddi, (5) ardicilliginmn iso
sonsuz sayda haddi var.

Hadlorinin say1 sonlu olan ardicilliga sonlu ardicilliq, hodlorinin say1

sonlu olmayan ardicilliga iso sonsuz ardicillig deyilir.
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Misallar.

1. a, = 3?21 oldugunu bilorak, ardicilligin ilk 3 hoddini yazin.

Oa, =3%"1=3,a,=3%2%2"1=27,a,=3%3"1=243. @

2. %, i, é, 1—16, ... ardicilliginin imumi haddinin diisturunu yazin.
1 1

. 1 1 .
O Ardicilligi >0 330 3 gare kimi yazsaq,
1

an=2—n

olacagi aydindir. @

142. ODODI SiLSILO

Asagidaki iki adadi ardicilligi nozardon kegirok:
3,5,7,9,11,...,2n+ 1,...
8,13,18,...,5n+3,...

Bu adadi ardicilliglarin hor ikisinda, har bir haddon 6ziindan avvalki
hoddi ¢ixdiqda sabit adod alinir. Masalon, birinci misalda 5—-3 =7 -5 =
9—-7=11-9 =--=2, ikinci misalda iss 13 -8 =18—13 =23 —
18 = --- = 5 oldugu aydindir. Basga s6zlo, birinci ardicilligda har bir haddin
Uzoarins 2, ikinci ardicilligda isa 5 oslave edildikds ondan sonraki hodd alinir.
Bunu tUmilosdirib, yeni bir anlayis verak.

Tarif. ©dadlor ardicilliginda ikincidon baslayaraq har bir hodd 6zlindon
awvalki hadd ilo bu ardicilliq tigiin sabit olan bir adadin camins barabardirss,
homin ardicilliga adadi silsila deyilir.

Odadi silsils imumi sokildo

+ Ay, 0A0,A3, ) Apeq, Ay, - (1)
kimi igaro edilir. Burada, + adadi silsilonin sorti isarasi, a;-lor (i = 1,_00)
onun hadlari, a, iss Umumi haddi (n-ci haddi) adlanir. Hodlorin asagisinda
yazilmig adadlor (némralor- indekslor) onlarin silsiladaki yerlarinin ndmrasini
gostarir. Masalan, a;-birinci haddi, a,,-on ikinci haddi va s. gostorir.

Odadi silsilonin torifing asasan (1) silsilesinin n-ci haddi ¢lin

an, = a1 +d. 2
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Burada, d ododi a4, a,,as, ..., ap_1, ap, ... ardicilligs {iglin sabit olub,
adadi silsilanin hadlor farqgi adlanir. Yuxaridaki birinci misalda d = 2, ikinci
misalda d = 5.

d > 0 oldugda adadi silsilo artan, d < 0 olduqda iss azalan adlanr.

Ododi silsilo, sonlu (hadlori sonlu sayda oldugda) vo sonsuz (hodlori
sonsuz sayda olduqgda) ola bilir. Masalon, + 1,3,5,7,9 (d = 2) (1-don 10-a
godar tok ododlor), =+ 3,6,9,12,15,18 (d = 3) (20-don Kigik, 3-o boliinon
natural adadlar) sonlu odadi silsilalordir.

+~ 1,3,5,7,...,2n+1,... (d =2, tok natural ododlor g¢oxlugu), +
2,4,6,8,...2n,... (d=2, cut natural ododlor ¢oxlugu), =+
-1,-2,—-3,—4,-5,-6,—7,...,—m,... (d=-—1. moanfi tam odadlor
coxlugu) sonsuz odadi silsilalordir.

Ododi silsilonin torifino osason ixtiyari haddin (Umumi hoddin)
disturunu ¢ixaraq. Bunun {igiin birinci n sayda haddin ifadesini yazagq:

(a, =a; +d,
az; =a,+d,
a, =az+d,

do 3)

Ap-1 =ap—2 +d,
\a, =a,_1+d.
(1) ifadasindaki barabarliklori toraf-torofs toplasaq,
a, =a; +(n—-1)d. (G))
Bu ifadoys, adadi silsilonin Umumi haddinin (n-ci haddinin) disturu
deyilir.
Misallar.
1l.a; =6, d =4oldugda, a;y Vo azg-m tapin.
O (4) dusturuna gors,
Ap=a,+9d =6+36 =42 = a,y =42,
Az = 4y +35d = 6 + 140 = 146 = az4 = 146. @
2.a, = —2,a, = 7 oldugunu bilarak, ag-n1 tapin.
Od=a,—a; =7—(-2) =9 oldugundan,
ag=a;+5d =—-2+45=43,yani a5 =43
aliriq. @
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§ 143. ODODI SILSILO HODLORININ XASSOLORI

Xassa 1. +aq,a;,as, ..., an_1, Ay, -.. ddadi silsilasinin ikincidon baglayaraq
hor bir haddi 6ziindan eyni uzaqliqda olan hadlorin adadi ortasidir:
@) = HEH (> 2,1 < k). (1)
o Umumi haddinin diisturuna ssasen
ax—; =a,+dk—1-1),
agp=ay+dk+1-1)
yazib, torof-tarafa toplasaq,
Ap_; + gy =2a, +2d(k—1) = % =a;+d(k—1).
Axirinc1 boraborlikdo a; + d(k — 1) = a; oldugunu nozoro alsaq,
Xassa isbat olur. m
Natica. ©dadi silsilods ikincidon baslayaraq hor bir hadd onunla qonsu olan

hodlorin adadi ortasina baraboardir:
Ag—1+ag41
2
Buna inanmagq tg¢iin (1) disturunda [ = 1 almaq kifaystdir.

Yuxaridaki xassonin torsi olan asagidaki toklif do dogrudur:
Odadi ardicilligda ikincidan baslayaraq istanilon hadd Ugilin
@ = Ag—1 + Qg4
2
minasibati dogrudursa, hamin ardicilliq adadi silsiladir.
Xassa 2. Odadi silsilada némralari s 4+ | = k + m sortini 6doyan hadlor Ggiin
as+a; =ai+apy 2
munasibati dogrudur.
o Torifo asason
a; =a; +d(s — 1), ay=a; +d (k—1),
{a, =a;+d({l-1) v {am:a1+d(m—1)
yazib, tarof-torafa toplasag,
ag+a;=2a,+d(s+1—2)vo ap +a,, =2a; +d(k+m—2).
Burada s + | = k + m oldugunu nozars alsaq, sag taraflorin vo demali,
sol taroflorin do barabarliyini alariq. m

ay =
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Xususi halda, adadi silsilo sonlu olarsa s = n,l = 1 goétirib, n +1 =
=n—-—k+1)+k oldugunu nozora alsag (I < k < nistanilon natural
adoddir), Xassa 2-ya gora

n + a1 = Ap_g+1 + Ak
yazila bilar. a,_r+1 Vo a-nin uclardan eyni uzaqligda oldugunu noazars
alsaq, asagidaki naticoya golirik:
Natica. Sonlu adadi silsilods uclardan eyni uzaqligda olan hadlorin comi sabit
olub, kanar hadlorin comine barabardir.

Qeyd etmok lazimdir ki, bu xassonin torsi, imumiyyastlo dogru deyil.
Masalon, 1,2,4,5 adadlori Giglin 1 +5 = 2 + 4 olduguna baxmayaraq, onlar
adadi silsils togkil etmir.

§ 144. ODODI SILSILONIN ILK n HODDININ CoMi

Verilmis + aq,a,, as, ..., an_1, ay, ... 3dadi silsilasinds ilk n haddinin

comini S, ilo isars edok:
Sn=a1+a,+az+ - +a,_ 1+ a,. (1)
(1) barabarliyini
Shn=ap+an_1+--tazt+a,+a
soklinda yazib, bu barabarliklori taraf-torafa toplayib, 2-ci xassoanin naticasini
nozars alsaq,
2S, =(a;+ap) +(az +an_1) +(azg+apn_y) +-+
(ap.q+a))+(a,+a)=>25, =(a;+a,)n>

Sp=2"n 2)

odadi silsilanin ilk n haddinin cami kanar hadlar caominin yarist ilo
hadlaor sayinin hasilina barabardir.
Bozon, misal hallinds adadi silsilonin birinci hoddi, hadlor forgi ve

hadlari say1 arasinda miinasibat yaradan agsagidaki diisturdan da istifads edilir:
Sn _ (2a1+(nz—1)d)-n . (2*)

Misallar.
1. + 4,7,10, ... adadi silsilasinin ilk on haddinin comini tapin.
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O a; =4,d=a,—a; =7—3=3 oldugundan, ilk 10 haddinin comini
(2*) disturu ils hesablasaq,
So= 0 =175 @
2.2 + 54+ 8 4+ ... + x =155 tonliyini hall edin.
O S, =155 vo d =a, —a; = 3 oldugunu diqqats alib, (2*) diisturu ilo

adadi silsilanin hadlor sayin1 tapaq:
155 = 2:2+3(n-1)

Ododi silsilonin hodlor sayr tam miisbat odod oldugundan, n = 10
alinmalidir. Demoli, a;¢ = x olur. Onda (2) dusturuna goro,

-n=>3n2+n—310=0=>n1=3?1,n2=10.

2+x
155=T-10=>31=2+x=>x:29. o

3. ag+aq+ aqy; +az =20 olan ododi silsilesinin ilk iyirmi haddinin
Comini tapin.

O Ikinci xassoyo asason (indekslorin comi 21)

ag + a45 = a9 + a4, = a4 + ay¢ = 10 olmalidir. Onda,

Spo = L2520 20 5 50 = 100. @
4. 1-dan n-adak (n do daxil olmagla) natural adadlarin comini tapin.

O+ 1,2,3,...,n—1,nodadi silsilodir (d = 1).

_nn+1) _nn+1)

Si=l+2+3+ .. +n=—"""=5, - °

5.12+2%2 + 32 + .-+ (n — 1)? + n? comini hesablayn.
OS=1+2+3+ ..+n S,=12+4+22+3%2+ -+ n?iloisaro edib,
asagidaki eyniliyo baxag:

m+1)2-n3=3n2+3n+1, (n = 1,2,3,...).

n-o 1-don baglayaraq ardicil giymatlor vermokls buradan,
25-13=3-12+3-1+1,
33-23=3-22+4+3-2+1,

43 -33=3-32+3-3+1,
n—m-13=3n-12+3n-1)+1,
m+1)3-n*=3n?+3n+1

alariq. Bu barabarliklori toraf-tarofs toplasaq,
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m+1)P3-13=312+22+3+-+n>)+31+2+3+-+n)+n
Vo ya
(n+1)3-13 =35, +35; +n.

Sol torafi kublar forqi kimi vuruglara ayirib, S; = n(ntl)

oldugunu da

nozars aldigdan sonra lazim olan amallari yerins yetirsok,

n(n+1)(2n+1) P

52: 6

Qeyd. Bonzor yollardan istifado edorak, asagidaki diisturlarin da dogrulugu
gostarila bilor (Bunu oxuculara havals edirik):

n?(n+1)>2
4

(6n® +9n? + n—1).

S3=1+22+33+.4+n® =5

Se=1"+2"+3* + -t 5, =20

§ 145. HONDOSI SILSILO

Tarif. Birinci haddi (a;) sifirdan forgli olan odadlor ardicilliginda
ikincidan baslayaraq har bir hadd 6zlindan avvslki hodd ils bu ardicilliq tigiin
sabit olan sifirdan forgli bir adadin (q) hasilina barabordirss, belo ardicilliga
handasi silsila, homin sabit adads (q) ise handasi silsilonin ortag vurugu
deyilir.

Hondasi silsils adston

—al,az,a3,.. Ay, Ay oo 1)
kimi isaro edilir. Burada, — handasi silsilonin sarti isarasi, a; (i = 1, %) onun

hadlori, a,, isa Gmumi haddl (n-ci haddi) adlanir. Biz sozii edilon isars yerina,
hondasi silsilo s6ziinii islodacayik.

Odadi silsilo kimi hondasi silsilo do, hadlorin sayindan asili olaraq
sonlu vs ya sonsuz ola bilor.

Mosalon, 2,4,8,16,32,64 (q =2) Vo 3,1,
silsilolori sonlu, 1,5,25,...(¢ = 5)ve2,—1,5 ,—

silsilalari isa sonsuz handasi silsilalardir.
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Hondoasi silsilonin tarifina gors onu
a,,a:q,a,9% a,q>, ...,a,.q™" %, ... 2)
soklinda do yazmaq olar. Buradan da, handasi silsilonin imumi haddi (a,)
tgtin
an =a;q""! ©)
diisturu alinir.
Hondosi silsilonin ixtiyari iki haddi arasinda
ar = apq " 4)
munasibati var. Dogurdan da
a, = a,q"" ! = a,qm T ™
barabarliyinde a,q™~! = a,, oldugunu nozars alsaq, a, = a,,q"~™ olar.
Moasalan,
1,3,9,27,81,...
hondasi silsilasi U¢lin a; = 1, g = 3. Ona gora do
as =a,;q* =1-3*=81 voya as = azq* =9-32 =81

voya az =asq 2=81-3"2=09,

Handassi silsilonin artan vo ya azalan olmasi a4 -in isarasindan va g-don
asihidir. Bels Ki, hondasi silsilo, 1) a; > 0iso 0 < g < 1 ¢lin azalan, g > 1
tclin artan; 2) a; < 0isa 0 < g < 1 U¢lin artan, g > 1 tiglin azalandir. ¢ < 0
oldugda a4-in isarasindon asili olmayaraq handasi silsilo no artan, ns do

azalandir. Bels silsilalar rags edon silsilalor adlanir. Masslon,

11 1 1
1,5 g azalan (a; =1>0,q = 5);
3,6,12,24, ... artan(a; =3 >0,q = 2);

5 5 5 1
—5,—5,—;,—5,... artan(al——5<0,q —5);
—2,—6,—18,—54, ... azalan (a; = -2 < 0,q = 3);

11 1
_3,1,—5,;,...r3qseden (al_—3,q __5)’

1,—§ ,1 ,— % ..rogsedon (a4 =1, q = —g) hondasi silsilalordir.
Misallar. 1.2, g g v hondasi silsilasinin 10-cu haddini tapmali.
Oa = 2,q = 2 (g = %z - l) oldugundan,
3 a, 3

— 9_,. 1 __2
a0 = 019" =2 39 19683
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2. a1 =3,a4 = —é oldugunu bilarak, handasi silsilonin dmumi haddinin
diisturunu yazmali.
O a4=a1q3:>—§=3-q3:>q:—§,
a, =a;,q" 1 >a,=3 (—g)n ' >a, = (—%)n. o
3.1,12,23 adadlori handasi silsilanin hadlori ola bilormi?
O Ola bilmoz. Cunki, hoamin adadlor uygun olaraq handssi silsilonin m-ci, r-
ci va p-ci hadlori ( a,, = 1,a, = 12,a, = 23) iso, onda (4) disturuna goro
ar = amq" ™, ap = apgP™™, yani
12=1-q""™23=1-g°P™
Vo ya
12P~m = gr-m)(p-m) 23r-m — ,(r-m)(p-m)
olmalidir. Bu iki borabarlikdon iss dogru olmayan 12P~™ = 237~™
borabarliyi alinir. @
Qeyd 2. g < 0 oldugda handasi silsilonin na artan va no ds azalan olmasina
baxmayarag, |gq| < 1 olan sonsuz hondosi silsiloys, sonsuz azalan handasi
silsilo adi1 verilir. Masalan,

1 111 1 ( _1)
12 :4 585"-'2n_1l-" q _2 1)

T
) 1] ) 21-"1 2 L) q_ 2’

1

6;2 y5 )] 3TL—1 ) (q = 5)'

: 5 5 5( 1)”‘1 (_ 1)
) ) ) 271 ] 3 ) q_ 3

silsilalarindan birinci vo Ucunctinin azalan, ikinci va doérdinctnin isa rags
edon (daha dogrusu rogs edorok sifira yaxinlasan) olmasina baxmayaraq
hamis1 sonsuz azalan handasi silsilalordir.

§ 146. HONDOSI SILSILONIN iLK n HODDININ CoMi

Hoandoasi silsilonin ilk n haddinin camini S, ilo isars edok:

374



Sn=a1+a2+a3+...+an_1+an. (1)

(1) borabarliyinin har iki torafini g-ys vurag:
qQS, = a1q + a,q + azq + ... + ay_1q + a,q. 2
Hondasi silsilanin torifins asasen
a1q = Az, g = Az, Azq = Ay,...,Ap—14 = Ay
oldugunu nazars alsaq, (2) baraboarliyi agagidaki sokli alir:
q5n=a2+a3+a4+"'+an+anq_ (3)
(3) va (1) barabarliklorini torof-torofo ¢ixaq:
qSn = Sn = anq - Q1.
Buradan,

Sp =2 (g # D) )

(4) ifadasi handasi silsilanin ilk n haddinin cam disturu adlanir. Bazan onu
a,-in giymatini nazors almagla
a(q"-1

S, = % (5)
sokilds do yazirlar.
Qeyd 1. g = 1 oldugda hondasi silsilo ay, a;, a4, ... soklina diisiir va S,, =
n-aq olur.
Misallar.
1.1,2,22%,23,...,2% hondosi silsilasinin hadlor comini tapin (bu sahmat
mosaloasidir).
On=64,a; = 1,q = 2 oldugu ii¢iin

64
N Cisl VPRI
2-1

Ses = 18 446 744 073 709 551 615. @
2.7,77,777,... ardicilliginin ilk n haddinin comini tapin.
O S,=7+77+777+-+777..7=71+ 11+ 111 4+ 111...1).

n deana n dana

Bu baraborliyin sol torafini 9-a vurub bolok va asagidaki kimi ¢evirak:
Sp=2-9(1+11+111+ - +111..1) =

n dana

Zo(9 + 99 + +999 + ...+ 999..9) =

n dans

Z-(10—1 + 100 — 1 +...+1000..0 — 1) =

n dana
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Sp =2+(10 + 100 + 1000 + ...+ 1000..0 - n =

n dana

Sp=1-(20T2n) (a,=10,9=10). @

. 9
a, —a, = —4,
L ams
verilonlorina asason hondosi silsiloni diizaldib, ilk bes haddinin comini tapin.
Oa, = a;q Ve az = a;q° (q # 1) oldugunu nazors alsag,
{alq —a; =—4, {a1 (-1 =-4
a,q>* —a, =8 a;(g?—1) =8.

Axirinci barabarliklari toraf-torofa bolok:

i:—£:>q=—3,=>a1 =1

q+1 2
a, = 1,q = —3 olan handssi silsilonin ilk bes haddi 1, —3,9, —27,81,
bunlarin comi isa

1-((-3)5-1) _ 244

55: 3.1 —T:>55:61.

Qeyd 2. Hondossi silsilonin sonsuz azalan oldugunu qobul edok, yani
a;,019,a1q9%,a1q% ...,a1q" 4, ... (lgl < 1)
olsun. Onda (5) dlsturuna asasan, bu silsilanin iIk n haddinin comi G¢lin
S _ al(l q )
L, =2

_ gt
T1q 1-q
yaza bilorik. Burada, |g| < 1 oldugundan, n artdiqca, sag torofdoki ikinci
toplanan sifira yaxinlagdigindan (bax. Riyaziyyat II), sonsuz azalan handasi

silsilanin hadlarinin cami (S) Uglin
S == (6)

voya S,

diisturunu alariq.
Misallar. Asagida verilon sonsuz azalan handasi silsilalorin hadlarinin
Comini tapin.

111 1
11,2, = oy e
2’4’8’ 2" 1

Oa;=1q=- oldugundan (5) diisturuna géro S = — = S =2 olur. @

2.4,-21,-2 (—%)n P

Oa, =4q= —% oldugundan, S = 1_(_1)
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6
PRI

3.62,%,...
3

Oal=6,q=§oldugundan,52é:>5=9..
3
5 5 5 1\ 1
45,-22 -2 5(-1) ..

5 15

Oa1=5,q=—§oldugundan,5=1_ :>S=T'.

7 1)
(=3)

Misal. q = § S = 30 olan sonsuz azalan handssi silsilonin birinci haddini

tapin.

OS5 =30,q = —% oldugundan, (5) diisturuna goéra

30=1“—+1l =120 =3a; = a; =40. @
3
Misal. a; = 2,5 = 5 olan sonsuz azalan handasi silsilonin ortaq vurugunu
tapin.

O aq; = 2,5 =5 oldugundan, (5) diisturuna goéra

2
S—E :>5—5q—2:> q= . @

v |lw

§ 147. HONDOSI SILSILO HODLORININ XASSOSi

Xassa. Hondosi silsilodo ndmrolori s + I = k + m sortini 6dayan hadlor
dcn
asa; = arQam 1)

munasibati dogrudur.

o Umumi haddin diisturuna osasan
_ -1 -
as = a;q°, ax = a;q*7,
— -1 Vo — m—1
a; = a1q am = 419
yazib, torof-torafs vurag:
asa; = aiq>t'? vo aya, = aiqktm 2,
Burada, s + [ = k + m oldugunu nozoro alsaq, sag taraflorin vo
demali, sol taraflorin do baraborliyini alariq: aga; = axa,,. »
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(1) boraborliyinde s = Lk = s-im=s+i(1 <i < s-1) gobul
etsok,

a.g = Os—iAsi- (2)
(2) borabarliyi asagidaki natics ilo ifads edils bilor:

Natica. Hondasi silsilonin ikincidon baslayaraq, hor bir hoddinin
kvadrat1 6ziindon eyni uzaqligda olan hadlorin hasilina baraboardir.

Bu naticadon, hadlori misbat olan handasi silsilanin ikincidan
baslayaraq har bir haddi 6zindan eyni uzaqligda olan hadlorin handasi
ortasina barabardir, yani

4 = o @

diisturu dogrudur. Xisusi halda i = 1 oldugda dustur

As = /As—10s+1
soklini alir.

Soylonan naticonin torsi do dogrudur: Ikincidon baslayaraq har bir
haddi ondan eyni uzaqligda olan hadlarin handasi ortasina barabar olan adadi
ardicillig handasi silsiladir.

Bunun isbatini oxuculara havals edirik.

Masala. Hondssi silsilo amala gatiron haqigi ¢ adadin cami 14, hasili iss 64-
dir. Handasi silsiloni qurmals.
O Moasalonin sartina géra
{al +a, +az =14,

aia,az = 64
sistemini yazib (dogrudan da bu ii¢ machullu sistemdir. Burada {igiincii sort
aq, ,, az adadlarinin hondasi silsilo amalo gatirmosidir), (2) disturuna asasan
a5 = a;az oldugunu sistemin ikinci tonliyinde nozoro alsag, a3 = 64 =
a, = 4 tapilir. a,-nin giymatini sistemds yazsaq,

{a1+a3 = 10,

aiaz; =16

sistemini aliriq. Buradan da, a; = 2,a3 = 8 vo a; = 8, a3 = 2 tapilwr.
q= Z—i disturuna goro do q; =2 va q, = % tapilir. Beloaliklo, 2,4,8,16, ... vo

8,4,2,1, ...hondosi silsilolori alinir. Hor iki silsilo mosalonin sartlorini ddoyir.
o
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CALISMALAR
1. Umumi haddi verilmis ardicilliglar1 agiq sokilda yazin:
. Cn oy T D" 2" 2
a)2n-1; b)(—=1)" ¢ o7 c) d) e) n°.

n2+1’ 22n4q’
2. 9dodi silsilanin birinci haddi 1 va 8-ci haddi 32-dir, onun 11-ci haddini
tapin.
3.a5 =9,d=-2,a;, =?
4.a,=19,d =1, aq =?
5. Tkiragomli ciit adadlorin comini tapmn.
6.3+ 7+ 11 + ... + x = 300 tonliyini hall edin.
7.a3 + a3 + aig + ayg = 276 olan adadi silsilonin ilk otuz haddinin
Comini tapin.
8.1+ 3+ 5+ ..+ (2n- 1) =n? oldugunu isbat edin.
9. Asagidaki misallar1 hall edin:
a)a, = —5,a; = —15,a, =?
b) a, =7,a, =4,a,; =?
C) ay =0, as =30, a, =7
a, +a, = -2,
) {al “ag = —15
10.1 + 7 + 13 + -+ + x = 280 tonliyini hall edin.
a, +az =62
1. {a3 —a; =40
12 { 8s, +s, =66,
" 42s, — 165, = —25
tapin.
13. Ug ododin comi 30 olangla odadi silsilo toskil edir. Birinci odeddon 5,
ikincidan 4 ¢ixib, Uglinclinii oldugu kimi saxladiqda almmis odoadlor handasi
silsilo togkil edir. Bu adadlari tapin.

14. Hondassi silsilonin 2-ci hoddi %—3, 6-c1 hoddi iso 21-0 borabordir. lk 7
haddinin hasilini tapin.

15. 4; i; i;.
5' 25
16. 1,4; x ;12,6;... hondasi silsilasinds vurugu tapin.

17. Odadi silsilods a3 = 7,2 olarsa, a, + a,4 Comini tapin.

adadi silsilasini qurun.

" odoadi silsiloni qurun

hondasi silsilonin birinci haddini va ortaq vurugunu

.. Silsilosinin comini tapin.
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18.8ilo % arasinda hondasi silsilo amola gatiron 5 hadd yerlosorss, altinct haddi

tapin.
TESTLOR

1. Comi tapm. 64 + 32 + 16 + 8+....

A) 88 B) 96 C)108 D) 120 E) 128

2. 3 ilo 43 arasinda odadi silsilo amalo gatiron 7 hodd var, silsilonin forgini
tapin.

A) 3 B) 4 C)5 D) 6 E) 7

3.7,x + 3,28,... honadis silsilasinin ilk 5 haddinin comini tapin.

A) 217 B) 219 C)224 D)200 E) 117

4. Odadi silsilods a; = 12,6; a,, = 18,6 olarsa, silsilonin forqini tapin.
A) 3 B) 2 C)21 D)6 E) 3

5. Hondosi silsilodo b3 = v/5 olarsa, ilk 5 hoddin hasilin tapin.

A) 25 B) 75 C)125 D)25vV5 E) 5V5

6. Miishat hadli handasi silsilonin ilk hoddi v13 — 2, tigiincii hoddi /13 + 2-
dirsa silsilonin ikinci haddini tapin.

A) 243 B) 13 C)4 D) 2 E) 3

7.7 ilo 43 arasinda els 3 adad yazin ki, adadi silsilo alinsin. Bu 3 adadin
Comini tapin:

A) 100 B) 80 C)75 D) 64 E) 50
8.5+ =+ —+—+ - Comini tapin.

5 10 ' 20
A) 5,4 B)5 C) 6,2 D)5,5 E)6
9. Silsilalar tigtin uygunlugu miiayyan edin:
1. 579;... 2. 24;12;6;.... 3. 2;6;18;....

a) ilk 10 haddinin comi 140-dir

b) sonsuz azalan hondassi silsiladir

c) odadi silsiladir.

d) 5-ci haddi 162-dir.

e) comi 48-dir

10. a, ododi silsilasindo {“11 ~ a7 =12 arsa, a, ve ag-in kicik
a,-ag = 28 14 8

giymatinin comini tapin.
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X11 FOSIL
COXLUQLAR, BIRLOSMOLOR VO NYUTON BINOMU

§ 148. COXLUQLAR VO ONLAR UZORINDO OMOLLOR

Sonraki paraqrqflarda istifado edildiyini nozoro alarag, § 1-ds goxluglar
vo onlar Gizarinda amoller haqqinda iimumi molumat vermisik. indi iso sz
edilon paragrafda toxunulan anlayislar haqqinda daha miifassal malumat
verak. Bunun dgunn 8 1-do torif verdimiz bazi anlayislart xatirlayib, lazim
olan olavolori edok (sO0zii edilon paraqrafi yenidon gbzdon kegirmok
maslohatdir):

Giris. Coxlugun hansi iisulla verilmoasindon asili olmayaraq, bir
element bir dofo yazilir, elementlorin diiziiliis sirasini da shamiyyati yoxdur.

Tarif. Elementlorinin say1 sonlu olan ¢oxluga sonlu ¢oxlug,
elementlorinin say1 sonlu olmayan ¢oxluga isa sonsuz ¢oxluq deyilir.

Sonlnu ¢oxlugun elementlorinin say1 S horfi ilo isars olunur va har hansi
A ¢oxlugunun elementlor sayn S(A) ilo gostarilir. Mosalon, bir alin barmaglar
coxlugu, bir moktobin sagirdlor ¢oxlugu, bir sohardoki evlar ¢oxlugu, n
doracali tonliyin koklor coxlugu, sonlu coxluglar, natural adadlor ¢xolugu (N),
tam adodlar ¢oxlugu (Z), cit adadlor ¢olugu {2n, n € N}, tok adadlar ¢olugu
{2n — 1, n € N}, hoqigi odadlor ¢olugu (R), eloca do istonilon [a,b]
pargasinin v (a, b) intervalinin négtalor ¢oxlugu sonsuz goxluglardir.

Toarif. Elementlori arasinda gqarsihigli birgiymatli uygunluq olan
coxluglara eynigtclii va ya ekvivalent coxluglar deyilir. A vo B ¢oxluglarinin
eynigiicliiliigli A~B kimi yazilir.

Torifdoki garsiligh birgiymatli uygunluq o demokdir ki, A~B iss, onda
A ¢oxlugunun hor elementina B ¢oxlugunun ancaq bir elementi, eloco do B
coxlugunun hor elementina A ¢oxlugunun ancaq bir elementi uygun galir.
Odur ki, sonlu coxluglar ancaq ve ancaq elementlorinin say1 eyni oldugda
eynigiclidarlor. Moasalon, A ={1,5,9,13}, B = {2,4,6,8} iso A~B-dir
(S(A) = S(B) = 4). Barabar ¢oxluglar1 eynigiiclii ¢oxluglarla garigdirmamaq
lazimdir. Belo ki, barabar ¢oxluglar ham do eynigtclidirlor. Ancag eynigucli
coxluglar barabar olmaya da bilar. Masalon, C{a,b,c,d} vo D{c,d,a,b}
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coxluglar1 hom barabar, ham do eynigucli, A = {1,5,9,13} vo B = {2,4,6,8}
coxluglari isa eynigiclii olub, barabar deyillar.

Tarif. Natural odadlor ¢oxlugu ilo eynigiiclii olan ¢oxluga hesabi
coxluq deyilir.

Moasalon, {2n —1: n € N} vo {2n: n € N} ¢oxluglar1 tigiin uygun
olaragn & 2n— 1 vo n & 2n (n = 1, ), yani natural adadlor goxlugu ilo
eynigiiclii olduglarindan, tok va clit adadlor ¢oxluglar: hesabidirlor. Torifdan
gorandiyl kimi, hesabi ¢oxluglar natural adadlarla ndmralons, yoni Gmumi
sokildo {a;,a as,..,a,,..} kimi yazila bilr (nea, (n=1,00)
oldugundan).

Qeyd. Hesabi ¢oxlugun torifini osas alaraq, “har sonsuz ¢oxluq
hesabidir” deyilo bilmoz. Belo ki, istonilon gapali, a¢iq vo yariagiq araligin
hesabi ¢oxluq olmadigi isbat edilmisdir. Buna gora elementlori monfi hogiqi
adadlar ({—o0 < x < 0}), miisbat olmayan hagiqi adadlor ({—o0 < x < 0}),
mishat haqigi adadlor {0 < x < o0}, eloelaca do hagigi adadlor ({—0 < x <
o0}) ¢oxluqlar hesabi olmayan ¢oxluqglardirlar.

Coxluglarin birlosmasi. Tarif. A vo B ¢oxluglarinin har ikisinin butln
elementlorinidon ibarat olan ¢oxluga bu coxluglarin birlogsmasi deyilir vo A U
B kimi isara olunur.

Torifa gors,

AUB ={x: x € A voyax € B}

soklinds yazilabilor. Masalon, A = {a,b,c,d,e} vo B ={a,e,f,g,i,k,[,m}
coxluglarinin birlosmasi,
AUB ={a,b,c,d,e}U{aef,gikl,m}={ab,cdef,giklm}

kimi olur. Birlasdirilon ¢oxluglarin ortaq elementlari (bizim misalda a vo e)
bir dofa yazilir. Birlagdirilon ¢oxluglarin say1 ikidon ¢ox (ancaq sonlu sayda)
olduqda da, ¢oxluglarin birlosmosi oxsar sokilds aparilir.

Coxluglarin  birlogmosinin, dogrulugu torifdon ¢ixan asagidaki
xassalori var:

1. AUA=A.
2.AUB=BUA.
3.0UA=A

4 AUu(BuUuC)=(AUB)UC=AUBUC.
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5,AcAUB, BCAUB.
Misallar.

1.A=1{2,3,6,8}vo B ={1,2,4,5} ¢oxluglarinin birlosmasini tapim.
OAUB = {1,2,34,568,1 @
2. A ={52,54,56, 58,60} vo B ={52,55,56,57,59 } ¢coxluglarinin
birlosmasini Eyler — Venn diagramu ilo tosvir edin.
A B

3. A=1{6,7,8,12}, B=1{56711}

C =1{2,6,11,12,13 } ¢oxluglar1 verilmisdir. A U (B U C) - ni tapin.
06 BUC = {2,56,7,11,12,13 } olar

AUBUC) =1{2,5,6,7,8,12,13 } olur. ®

Coxluglarin  kasismosi. Torif. A vo B c¢oxluglarmin ortaq

elementlorindon ibarat olan ¢oxluga bu ¢oxluglarin kasismasi deyilir va A N
B Kimi isaro olunur:

ANB ={x: x €A vox € B}
Moasalan,
A={a,b,c,de f}voB ={aef,gikl,mn}
coxluglarinin kosismasi,

AnB={ab,cde f}n{aef,gikl,mn}={acef}

kimi olur.
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Ortag elementi olmayan coxluglara kasismayan voya ayrik ¢oxluglar
deyilir. Bundv C va D goxluglari ligiin € N D = @ olacagi aydindir. Masalan,
C ={a,b,c,d,e f,g}voD ={x,y,zt} coxluglar: ayrik ¢goxluglardir.

Coxluglarin  kasigsmasinin do, dogrulugu torifdon ¢ixan asagidaki
xassalori var:

1.ANA=A.

2.ANB =BNA.

3.0NA=0.

4, An(BNC)=(ANB)NnC=AnBnC.
57.An(BUC)=(ANB)U(ANC).

6. AU(BNC)=(AUB)N(AUO).
7.AcB = AnB =A.

8. AnBc A, AnBcCB.

Misallar.

1. A(x,y,2,2), B = (x,212)

C (x,2) coxluglari tigiin AN (B U C) — ni tapim.

OBUC = (x,2,1,2) olur.

ANn(BUC) = (x,z,2)0lur. ®

2. A=1{6,810,12,14} vo B ={7,10,9.12,13} c¢oxluglarinin
kasismasini Eyler — Venn diagramiu ils tasvir edin.

Toarif. A ¢oxlugunun B ¢oxluguna daxil olmayan elementlorindon
ibarat olan ¢oxluga A Vo B ¢oxluglarmmin forqi deyilir vo A\B vo ya A —
B kimi isara olunur:

A\B = {x:x € Avax € B}.

Masalon, A ={a,b,c,d,e,m,n}, B ={b,c,n,0,p,q} Vo C{a,e,m}

iS9, 0 zaman
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A\B = {a,d,e,m}, A\C ={b,c,d,e,n}, B\A=1{o0,p,q}, C\A=0
olacagi aydindir.

Coxluglarin birlosmasi Vo kasigmasinds oldugu kimi, g¢oxluqglarin
forginin do, dogrulugu torifdon vo yuxarida deyilonlordon ¢ixan asagidaki
xassalori var:

1. A\A = 0.
2.A\0 = A.
3.0\A = 0.

4.A+ B> A\B # B\A.
1.A={5,7,8,10,12,} =B=1{4,,7,9,11,12,}iso A\B tapm
Halli: A\B ={5,7,9,8,10,12,} \ {4,7,9,11,12} ={5,8,10},

2. Coxlugu (3;37) intervalindaki natural adadlor ¢oxlugu, B isa (3;3,7)

intervalinda yerlason Kosr adadlar ¢oxlugudur.
B\A - ni tapin.

Halli: A # @ oldugundan B \A = B olar

Iki coxlugun birlosmosinin, onlarin forgi vo kasismasinin vasitosilo

AUB = (A\B)U(ANnB) U (B\4) (1)

soklindo gosterilo bildiyi aydindir. Demali, iki ¢oxlugun birlosmasi,
kasismayan (¢ dons ¢oxlugun comi soklinds gosterilo bilor. Bu hadisslarin
cami, forgi va kosismosinda oldugunda banzor olaraq aparilir (sokil 72).

Tarif. (A\B) U (B\A) birlosmasina A vo B ¢oxluglarimn simmetrik
forqi deyilir va AAB isars olunur:

(A\B) U (B\A) = AAB.
Masalon, a) A ={a,b,c,d,e,m,n} vo B = {b,c,n,o0,p,q} coxluglari

tcan
A\B ={a,d,e,m}vo B\A = {o,p,q}
oldugundan,
AAB ={a,d,e,m,o0,p,q}
olur;

b) A={a,b,c,d,e,m,n} vo C ={b,c,n} ¢oxluglar tigiin (CC A
oldugu aydindir)
A\C ={a,d,e,m}vo C\A=0
oldugundan,
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AAC ={a,d,e,m}
olur. Bu misaldan goriindr ki, mumiyyatlo € c A iss, onda
AAC = A\C
borabarliyi dogrudur.

AUB va AUBUC coxluglarmimin elementlorinin sayr. Aydindir
ki, kosismoyan ¢oxluglarin birlogsmosindon oldo edilon ¢oxlugun
elementlorinin sayi, birlogson ¢oxluglarin elementlorinin saylarinin comino
borabordir. Masalon, iki iki kasismayan A;,A,, As, ..., A, kimi n sayda
coxluun birlosmasindan alds edilon ¢oxlugun elementlarinin say1 iigiin
S(AiUA,UA3U ..UA,) =S(41) +S(4y) +S(43) + -+ S5(4,) 2

borabarliyi dogrudur. Kosismayan A va B ¢oxluglarm birlasmasi U¢lin
(2) disturu

(AuB) =S(A) +S(B) (2%)
soklini alir.
A va B kasison ¢oxluglar oldugda, S(A N B) adadi hom S(A4), hom do
S(B) adadinin igindo olduguna gors, S(A U B) Ucln
S(AUB) =S(4)+S(B) —S(AnB) (3)
olacag stibhasizdir.
Misal. S(4) =7, S(B) =9, S(ANB) =4 sy, S(A U B)-yi tapin.
O (3) dusturunu tatbiq etsok,
S(AUB)=74+9-4=12
oOlur. @

(1) dusturundan gorundr ki, iki goxlugun birlosmoasinin elementlor sayi

tctin
S(AU B) = S(A\B) + S(An B) + S(B\ 4) 4)
diisturu da dogrudur.

A, B, C kimi hor hansi ti¢ sonlu ¢oxlugun birlosmasinin elementlarinin
say1 ug¢in

sAUBUC) =S(4A) +SB) + S(CO)-SAUB)-SAU 0O)-

SBNC)+SAnBNC) (5)
diisturunun dogrulugu da asanliqla géstarils bilor.

Universal ¢oxlug. Arasdirilan biitin elementlorin omoalo gotirdiyi
coxluga universal ¢oxluq deyilir va I ils isars olunur.
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Torifo gora, har bir A ¢oxlugu universal ¢oxlugun alt ¢oxlugudur:
Ac 1. Buna gora do,
1L.INA=4; 2 AUul=1.

Universal ¢oxluqg tok deyil vo vaziyyotdon asili olaraq doyiso bilor.
Msolon, A = {2n, n € N} iso, vaziyyotdon asili olaraq universal goxluq yrina,
natural adodlor goxlugu, tam adodlor coxlugu, rasional adadlor goxlugu, hagiqi
adadlar ¢oxlugu kimi goxluglarin har biri alina bilar. Bundan basqga, masalan,
universal ¢coxluq olaragq bir sinifdoki sagirdlorin say1 alinirsa, onda ancaq sozii
edilon sinifdoki sagirdlardon dizsldilon ¢oxluglardan soz edls bilor. Elaca do
universal coxlug olaraq mokobdaki sagirdlarin say1 alinirsa, onda ancaq sozii
edilon mokabdoki sagirdlardon dizaldilan ¢oxluglardan séz edls bilor.

A I har hansi ¢oxluq olsun.

Torif. Universal ¢oxlugun A ¢oxluguna daxil olmayan biitiin
elementlorinin oamalo gotirdiyi ¢oxluga, A ¢oxlugunun tamamlayict coxlugu
deyilir vo A ilo isara edilir:

A={x:x €lvaxE€A}
Bu torifa gors,
A=A
oldugu aydindir.
Moasalon, I ={1,2,3,...,9,10} vo A = {1,3,5,7} iso, 0 zaman

A=1N\A>A=1{24689110}
olur.
Tamamlayici ¢oxlugun, dogrulugu asanliqla isbat edilo bilon asagidaki
xassalori var:

1L.AUA =1, 2¢0=1; 3.1=0;
4.(A)=A, 5. ANA=0; 6.AcB=BcA.

De Morgan Qanunu. Coxluglarin birlogomasinin va kasismasinin
tamamlayicilari, de Morgan Qanunu deyilon asagidaki ganunlara tabedir:

1. AUB=ANB; 2. AnB=AUB.
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Misal. (A U B) n (B U A) = B boraborliyini ishat edin.

O Coxluglarm birlogsmasinin vo Koasigsmosinin yuxarida verilon
xassalorini nozaro alib, verilon baraborliyin sol torofini asagidaki kimi
cevirsak:

(AuB)Nn (BUA)=(AUB)n (AUuB) =

(AuB)N (AUB)=(ANAUB=QUB =B,

yani verilon barabarliyin dogrulugunu gorurik. @

Misal. (AU B) U (B U®) = AN B borabarliyini ishat edin.

O Ovvalco BU@ =B, sonra (AUB)UB=AUBUB=AUB,
daha sonra da de Morgan ganunun birincisini nazars alib, verilon barabarliyin
sol torofini

(AUB)U(BUB)=(AUB)UB)=(AUB)=ANB

kimi cevirib, verilon barabarliyin dogrulugunu slds edirik. @
1.A={5,8,9,11,12,14},
B={3,4,56,7,9} iso AnB="?
Halli: B = A \B oldugundan
B=A\B ={5,8,9,11,12,14} \ {3,4,5,6,7,9} ={ 8,11, 12, 14},
AnNB={5,8,911,12,14} n{8,11,12,14}
2.A={1,3,5,}, B={1,4,6}, U={1,2,3,4,5,6 } iso (A NB) —i tapin
Hoalli : De Morgan ganununa goro:
(AnB)=AUB
Demali: (ANB)=1{2,4,6}U{2,3,6}={2,3,4,6}
Altcoxlugun xassalari. Altgoxlugun asagidaki xassolori var: Ac B vo
BcA
1. Hor bir ¢oxluq 6ziiniin altgoxlugudur: Ac A.
2. Bos ¢oxluq har bir ¢oxlugun altgoxlugudur: @ c A.
3. AcB voaBcCisy, onda A C-dir.
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4, AcB voBcAisy, onda A = B-dir.

n elementli ¢oxlugun altcoxluglarimin saylari ilo slagedar asagidaki
teoremlor dogrudur:

Teorem 1. n elementli ¢oxlugun m elementli (0 <m <n)
altgoxluglarinin say1 (S,,(m)) ucln

Sp(m) = G, yoni Sp(m) = — (1)

m!(n—-m)!

diisturu dogrudur.

0o Teoremin dogrulugu, n elementli c¢oxlugun m elementli
altcoxluglarimin, hor birinde m element olmaq (zers n elementdan
dizoldilmis vo bir-biri ilo he¢ olmasa bir elementlo forglonon coxluglar
oldugundan va kombinezonun torifindan gorindr (8§ 152-ys bax). m

Teorem 2. n elementli ¢oxlugun biitiin altcoxluglarmin sayi
(5,(0 <m < n)) igiin

S,(0<m<n)=2" )
diisturu dogrudur.
0 Teorem 1-2 gora n elementli ¢oxlugun biitiin alt¢oxluglarmin saymin
S;,0sm<sn)=CQ+CL+C:+--+Cr 1+ CH (3)

olacagi aydindir. Bunu vo Nyuton binomunun 6-c1 xassasini nazors alsaq (8
154-5 bax), (2) diisturunun dogrulugunu goérorik. m

Misallar.

1. A={a,b,cd,e} soxlugunun iki elementli alt ¢oxluglarinin sayini
tapin.

OS5 =C2=_—-=2=100

2. A ={a,b,c,d,e} soxlugunun biitiin alt goxluglarinin sayin1 tapimn.

O Molum distura goro,

Sp=2" olur
n = 5 oldugundan
S =2>=32@

Qeyd. Yuxarida soylonanlordon goriinur ki, istanilan ¢oxlug, 6zinun
diizgiin alt¢oxluglarimin har biri G¢ln universal coxlugdur. Masalon, 10
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elementli har hansi bir ¢oxluq, 6ziiniin 2" —1 sayda bdtin 0,1,2, ...,9
elementli alt ¢oxluglarmin har biri Ggiin universal coxlugdur.

Misallar.

1. A={12,3,4,5,} ¢oxlugunan diizgiin alt ¢oxlugununsayni tapin.
O 2"-1=2°-1=32-1=31. @

2. Diizgiin alt ¢oxluglarmin say1 63 olan ¢oxlugun nec¢o elementi var?
O Molum distura gora
2"-1=63; "=64; n=6
Cavab: 6 elementli @

§ 149. BIRLOSMOLOR HAQQINDA ANLAYIS

Tarif. Hor hansi agyalardan diizoldilmis va bir-birinden hamin agyalarin
strasi (diiziiliisii) vo ya mixtalifliyi ilo farglanan gruplara birlasmoalar deyilir.

Mosalon, 1,2,3,4,5 ragemlorindan bir negasinin daxil olmasi ilo
muxtalif gruplar dizsltmok olar. Bu gruplar hamin rogomlorin mixtolif
birlosmolori olacaqdir: 14, 45, 54, 123, 312, 521, 5132, 231, 43125 va s. Bu
birlosmolordan bazilori ancaq regemlorin diiziiliisiine goros, bazilori iss
ragamlarin mixtalifliyina géra bir-birindon farglonir.

Birlogsmoalori omolo gotiron ogyalara onun elementlori deyilir vo
aq,0a5,03, ..., Ap_q, Ay, ... ilo isars edilir.

Birlosmolor li¢ ndv olur: aranjeman, permutasiya va kombinezon.

§ 150. ARANJEMAN

Tutaq ki, 1,2,3 ragomlorindon bir-bir, iki-iki vo Ug¢-0¢ miuxtalif
birlosmalor, basqa sozlos, bu rogemlordon mixtalif birragamli, ikiragamli vo
ucragoamli adadlor diizaltmak tolab olunur. Bunlar asagidakilardir (elementlor
tokrar edilmomak sorti ilo):

1,2,3 bir elementli,
12,13,23,21,31,32 iki elementli,
123,132,213,231,321,312 ti¢ elementli.
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Belo birlogsmolora uygun olaraq ii¢ elementdon bir elementli, iki
elementli vs Ug elementli aranjeman deyilir.

Tarif. Hor birinds, verilmis n elementdon m element olan va bir-
birindon ya elementlori vo ya onlarin diiziiliisii ilo farglonan birlagmalors,
n elementindan m elementli aranjeman deyilir (n > m).

Verilmis n elementdon diizoldilmosi miimkiin olan biitiin aranjemanlari
diizaltmadan onlarin sayini tayin etmok mimkindir. Hor birinde m element
olmaq uzro n elementdon duzalo bilon aranjemanlarin say1 A7 ilo gostarilir.
Burada A horfi, fransiz sozii “arrangment”-in (yerlosdirmoa) ilk harfidir. A}
adadini tapmagq {iglin miimkiin olan biitiin aranjemanlar1 diizeltma Usulunu
nozardan kegirak:

aq,dy, s, ..., Ap_1, Ay Kimi n elementdon avvealca bir-bir aranjeman
diizoldok. Bu halda n sayda aranjeman alinacag aydindir, yoni AL = n. Indi
iki iki aranjeman duzoldok. Biniin tg¢lin birincidon baslayariq, hor bir
elementin yanina qalan biitiin elementlori (n- 1sayda element) bir-bir
yazmagqla, asagidaki miimkiin birlogmalori (n sayda satir) alariq:

(1Q5, 0,103,010y, ..., A10p_1, A10y (n - 1aranjeman),

a,Qq, AyA3, 050y, ..., Ay0p_1, 20, (n- 1aranjeman),

a3Qq, A30,, 030y, ..., A30n_1, 30, (n - 1aranjeman),
A

(p_10q, Ap_10z,Ap_10Q3, .., Ay_10n_z, An_1a, (n - 1aranjeman),
\ 4,03, Gn0s, GnQ3, ..., Un0p_2, Oplp_g (n- 1aranjeman)

Hor bir satirdo n — 1 element oldugundan n satirde n(n — 1) sayda birlosmo
olar. Demali,

A2 =n(n—1).
Ug- (¢ birlosmolari diizaltmok digiin, iki-iki birlosmolorin (n — 1 sayda) hor
birina gerids galan n — 2 elementin hamisini bir bir yazsaq, har birindo n —
1 sayda satir olan asagidaki n sayda grupu slods edorik:
(10503,01050y, ..., A 030y_1, 01020y (n — 2 aranjeman ),
(10305, A1030y, ..., A1030,_1, Q1030, (n — 2 aranjeman ),

104,05, A1Ap0A3, ..., A10p0y_y, A1A,dy—1 (N — 2 aranjeman );
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a,a,03, AyA1Ay, ..., A2Q10y_1, A2014, (n — 2 aranjeman),
{azanal, A20nQ3, ..., A20n0n_3, A20,0,_1 (n — 2 aranjeman),
AnQ10y, Apa1a3, ..., AnQ10y_o, A2010n_1 (n — 2 aranjeman),
{anan_lal, ApQp_1Q2, ., ApQp_10y_3, Apdy_1an_, (n — 2 aranjeman).

Demali,
AB=nn-1)(n-2).
Yuxardaki gqayda ils yazsag.
AA=n(n-1)(n-2)(n—-3),
A=nn-1)n-2)n-3)(n-4)

va Umumiyyatls,

Al=n(n—-1)(n—-2)"...-(n—(m—-1)). 1)
(1) dusturu aranjemanlarin sayr diisturu adlanir va asagidaki kimi oxunur:
Har birinds m element olmagla n elementindan diizaldilmis miimkiin olan
biitiin aranjemanlarin (A7) sayi, an béylyl n olan vs bir-birinin ardinca galon
m sayda tam odadin hasilina barabordir.
Masalon,

A35=3-2=6; A =5-4-3=60.
Masala. Futbol yarisinda 16 komanda istirak edir. Bu komandalar bir-birlorilo
0z meydancalarmda vo 0zgo meydancalarda goriismalidir. Yarisda
kecirlilacok oyunlarm sayini tapmal.
O Har bir komanda o biri komanda ils iki dofa goriismalidir, demali,
A3, =16-15 = 240.
Cavab: 240. @
Masala. Bir sinifds olan 8 slagidan rayon olimpiadasinda istirak etmok Ugiin
5 sagird, ne¢a qrup soklinds secilo bilor?
O  Aydindir ki, sualin cavabi 8 elementdon bes-bes aranjemanlarin
diizaldilmasi ilo eyniglcludir. Odur ki,
A3 =8-7-6-5-4=6720.

Cavab: 6720. @
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§ 151. PERMUTASIYA

Tarif. Hor birinds nelement olmagla, n elementdon dizoldilmis
aranjemanlara permutasiya deyilir.

Belo birlogmoalorin, yoni permutasiyalarin bir-birindon yalniz
elementlorin sirast ilo forglonacayi aydindir. n elementdan diizaldilmis biitiin
permutasialarin sayt P, ilo isaro edilir. Burada, P horfi, fransiz sozii
“Permutation”-un (yerdoyismo) ilk horifidir.

Torifo osasan permutasiya aranjemanin xtisusi hali oldugundan (m = n
von—(m—-1)=n—-n+1=1, B, = A}),

B,=At=n(n-1)(n—-2)---3-2-1
Vo ya
P,=1-2-3--(n—1)n @))

olur. Demsli, n elementdon miimkiin olan biitiin permutasiyalarin say1 1-dan
n-o godar olan natural ododlorin hasilina borabardir. 1-don n-o gadar olan
natural adadlorin hasili qisa olaraq n! soklinds yazilir vo n faktorial kimi
oxunur. Tarifa gors,
=1, 21=1-2=2;3!=1-2-3=6; 4!=1-2-3-4=24;
5/=1:-2-3:4-5=120 vos. n!l=1-2-3-..'n.
Yuxarida sylonanlara goro (1) disturu
B, =n! 2

kimi do yazila bilor .

Faktorialin torifindan,

m+D!'=n-(n+1) (3)

oldugu aydindir.

Misal. —%— kosrini ixtisar edin (m,n € N,m < n).
(n—-m)!
O Veilan kasrin suratini
nn=1-2-3--n-mmh-m+1)-n=
=n-m!'nh-m+1)-...n
kimi yazib, ixtisar etsok,
nl (m-m)lmn-m+1-n

(n-m)! (n—m)! =(m-m+1) ..-(n—Dn

Vo ya
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Y —nn=1) .. (n—-m+1) 4)

(n—m)!
olur. ®
Moasalan, (4) disturunda n = 50, m = 3 gobul etsok,
o0 0! 50-49-4 117
(50—-3)! 47! 0 8 = 11760
olur.

Masala. 6 nofar bir stolun otrafinda nego muxtalif tsulla otura bilor?
O Usullarin sayinin

Po=12-3-4-5-6=720
olacag aydindir. @

Qeyd. Riyazi hesablamalarda 0! amalins do rast galinir. 0! = 1 gobul edilir.
§ 152. KOMBINEZON VO XASSOLORI

Tarif. Hor birindo m element olmaq tizro n elementdon diizoldilmis vo
bir-birindon he¢ olmasa bir elemetlo farglonan aranjemana kombinezon
deyilir.

Mosalan, aq,a,,as, a,, as Vo ag kimi alt1 elementdan bes-bes diizalo
bilan kombinezonlar

102030405, 102030406, A1A02A30506, 0102040506,
103040506, 003040506
olar. Bu kombinezonlarin hor birindo elementlorin yerini doyissok, alti
elementdon bes-bes miimkiin olan aranjemanlar alariq:
A2 = 720.

Yuxaridaki kombinezonlarin hor birindo bes element var vo homin

elementlordon dizaldilmis permutasiyalarin say1
Ps = 5! = 120.

Demali, alt1 elementdon bes-bes diizoldilmis, kombinezonlarin say1 6,
arenjemanlarm say1 720, permutasiyalarin sayi iso 120-dir. Belalikls, bu
odadlor arasinda

720 = 6-120 voya A2 = 6Ps
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borabarliyini yaza bilarik. Har birindo m element olmaq Uzro n elementin
kombinezonlar1 say1 C;* ilo isaro edilir. Burada C horifi, fransiz sozii,
“Combinaison”-un ilk harfidir. Yuxaridaki xiisusi hal ti¢iin

5
A3 =CS-Ps vaya C3=2E=6.
5

Bu miinasibat timumi sokildo asagidaki kimi yazilir:
m _ At _ n(n-1) (n-2)--(n—(m-1))
Clr=-"=
Py m!

1)
(1) minasibati kombinezonlarin sayimi gostaran disturdur (n = m).

Moasalan,
32 7:6'5
C32 =;=3; C73 =T=35 Vo S.
8 150-doki (4) diisturunu sag torafini (1) diisturunun sag torafininds nazars

alsaq,

n!
C;ln = m!(n-m)! (2)
Vo ya
m Pn
- ®)
(2) va (3) diisturlarinda m adadinin yerino n - m adadini yazsaq,
n-m _ n!
Cn - m!(n-m)! (4)
Vo ya
n-m _ _ Pn
. ®)

disturlar1 alinir. (2) vo (4) eloca do (3) va (5) diisturlarinin sag toraflorinin
barabarliyindon, kombinezonlarin 1-ci xassasi deys gobul edilon asagidaki
Xasss alinir:
Xassa 1. Kombinezonlar {igiin asagidaki diistur dogrudur:

Gt =G™™. (6)
Qeyd. m = n oldugda (n — m = 0), 0! = 1 oldugunu nozars alsaqg, (6),
eloca do (2) vo (4) diisturlarindan

Ci=Cl=1 ()
munasibati alinir. Bununla yanasi
G =1 (@)

borabarliyinin do dogrulugu siibhasizdir (bos ¢oxlugun ancaq bir dons bos
altcoxlugu oldugundan).
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m >% oldugda, (6) dusturu hor birindo m element olmagla n elementin

kombinezonlarinin sayinin tapilmasini asanlasdirir. Masalon,
12-11

2!

= 66.

10 —_ ~12-10 _ 2 _
ClZ - C12 - C12 -

. AY =42, . . L .
Misal. { Yy tonliklor sistemini hall edin..
(o5 21

y
oc;¥=c =';—;‘ oldugundan,

42
21= =P =2>yl=2=y=2

By

Sistemin birinci tanliyindan,
A2=42=x(x—1)=42=>x, = —6,x, = 7.
x € N oldugundan, x = 7 alinir.
Cavab:x =7,y =2. @
Xassa 2. Kombinezonlar ligiin asagidaki diistur dogrudur:

G+ Gt = i (®)
o (3) diisturuna va faktorialin xassasine goéra
G’ + G _m!(n—m)!+(m+1)!(n—m—1)!_
nl(m+1+n—-m) nl(n+1) B (n+ 1! B
m+D!'n-m)! @Mm+D!'n-m)! (Mm+1D'(n-—m)
(n+1)! m+1

(m+1)!((n+1)—(m+1))! n+1 - M
Kombinezonlarin 2-ci xassasindan istifads edorok, n = 2,3,4,5, ... Giglin
C*-in giymotlor cadvali tortib oluna bilor ((8) barabarliyini tors istigamotds
totbiq edacoyik. Lazim olduqda Xasso 1-don do istifado edoacayik):
Co=C=C =1
C=1C=C+C =1+1=2,7=1;
Cd=1,C1=C0+C;=1+2=3,C} =C; =3,C3 =1;
C)=1,C1=Cd+C; =1+3=4,C} =C3+C?=3+3 =6,
C;=Ci=4C=1;
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Tapilan bu giymetlori asagidaki tigcbucaq sakilli cadvalds yazaq:

¢t ¢t ¢z ¢ A

Kombinezonlarin qiymatlorini yerine yazaq:

1 4 6 4 1.
Oldo edilon codvaldan goriindr ki, bltin kenar hadlori 1-9, digar har bir
hod iso 0stlinds simmetrik yerloson iki hoddin comino barabardir. Bunu
iimumilosdirib, Paskal® iicbucagi deyilon asagidaki codvali aliriq:

Gortndiyt kimi, cadvalin n-ci sotri €2, C,C2,C3, ... adodalorindan
toskil olunmusdur deyils bilor.

21 Blez Paskal (1623-1662) — Fransa riyaziyyatgisi, fiziki va filosofu
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§ 153. NYUTON BINOMU VO ONUN ACILISI

Owvalca iki adad cominin kvadrati vo kubu diisturlarini nozordon kegirak:
(x +a)? = x? + 2ax + a?,
(x +a)® =x3+3ax? +3a’x + a3.

Bu ifadalorin sag toroflori miloyyan ganunauygunluga tabedir. Homin
ganunun beladir:

Acilis x hearifinin azalan qlvvatlorine goéra diiziilmiis goxhodlidir.
Birinci hoddin Ustii binomun® qiivvatine borabordir; sonraki hadlords x-in
tistii bir vahid azalir vo son hoddos x istirak etmir (yoni x-in isti sifirdir).
Birinci hadlo axirinct haddin amsali 1-dir.

Indi ikinci hodlori ila farglonon

(x+ay), x+ay) (x+asz),(x+a,) vas.
ikihadlilarinin vurulmasina baxagq:

(x+ay) (x+ay) =x?+ (a; + a,)x + a,a,,
(x+a) (x+ay) (x+a3)=

=x3+ (a; + a, + az)x? + (a,a, + a;a3 + aya3)x + a,a,as,
(x+a) (x+ay) (x+a3z)(x+a,) =

x*+ (a; + ay + az + ay)x® + (aa, + ayas + a;a, + azas +
a,a,)x% + (aa,a5 + a1a,a4 + a10304 + A20304)X + A105030,.

Bu hasillords do qanunauygunluq yuxarida oldugu kimidir: fkinci
haddin amsali vurulan binomlarmn ikinci hadlarinin camidir;  ¢lnci haddin
aomsal, ikinci hadlorin iKi-iki gotiriilmiis biitiin - hasillorinin - comidir;
dordinci haddin amsali, ikinci hadlarin Ug-ti¢ gotiiriilmiis biitiin hasillarinin
camidir va s. Axirinct hadd isa butiin ikinci hadlarin hasilidir.

Bu ganunun ikinci hadlari ilo farglonan m sayda ikihadlinin hasili G¢iin
do dogru oldugunu forz edok. Onda

(x+a)(x+ay)—(x+a,) =x"+sx™ 1+
Spx™M™ 2 4 oo+ 51X + S (D

22 Binom - ikihadli demokdir.
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Burada, sadalik Gictin
S =a;+az+az+ -+ an_1+ay
S, =a.a, taas+ a1y, + Ap—1a4,,

Sm = A103 ... Ay

gobul edilmisdir. Goriindilyii kimi, si-larn toplananlarmin sayr CJ-dir
(k =1,m).

Indi bu ganunun (m + 1) sayda ikihadlorinin hasili tgtin do dogru
oldugunu gostorak.

(1) barabarliyinin har iki torafini ( x + a,,4+1) ikihadlisine vurag:
(x+a) (x+ay) (0 +a,)(x+ Qpyg) = X+ (5 + Ay )X™ +

(S + Ayt SOX™ L+ o+ (S + Qg1 Smo1)X + Ay 1Sm- 2

Gorundiyu kimi, (2) borabarliyinin sag torofi (1) borabarliyinin sag
torofi ilo eyni qanunla diiziilmisdiir. Demali, istonilon sayda ikihadlilarin
hasili homin qanunauygunluga tabedir.

(1) borabarliyinds ay =a, =+ =a,, =a oldugunu gobul edak. Onda
onun sol tarofi (x 4+ a )™, sag torofindoki s, , 55, ..., S;, omsallar1 {igiins,
uygun olaraq,

m(im—1) 2.

s, = Cha =ma; s, = C4a? = T4
m(m—1)(m—2)
=Cla® = 3
s3=Cha T3 a
Sme1 = CMlam 1 = CLa™ 1l = ma™ 1 5, = a™ = Cla™ (3)
borabarliklori dogrudur.

Belaliklo,
(x+a)™ =x™+ Chax™ t + CZa’x™ % + -+ Chakx™* + ...+ CMa™  (4)
Vo ya

m(m—1
(x+a)™ =x™+max™ ! + %azxm‘2 4+t
mm-1)n=2)- m=(k=D] x ym—k 4 ... 4 gm (4%)
12:3-k
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(4*), eloca do (4) baraborliyi Nyuton binomu? diisturu adi ilo meshurdur. (4%),
eloca do (4) baraborliyinin sag tarafina binomun agilist deyilir.
Qeyd. €Y% = 1 oldugunu diqqgeto alib, (4) barabarliyini
(x+a)™=Cox™ + Chax™ 1 + CZa’x™ 2 + .-+
Ckakx™m=k ...+ Cma™ (4*%)
soklinda do yaza bilorik.
Misallar. 1. (3x — 2)° binomunu agn.

O x yerina 3x, a yerino do —2 yazib, n = 5 {iglin binom agi¢isim tothiq edak:
(Bx —2)5 = (3x)° + C2(Bx)*(—2) + C2(3x)3(—2)? + C3(3x)?(—2)* +
C2(3x)(—=2)* + C3(—2)% = 243x% —5-162x* + 10 - 108x3 — 10 - 72x2 +
5-48x —1-32 = 243x5 — 810x* + 1080x3 — 720x2 + 240x — 32. @

n
2. (W+%) binomunun agilisinda tigiinci hadds x-in qlvvatinin —1

oldugunu bilorak, n-i tapin.

O Verilan binomun agilisinda tiglincii haddin
2

4 1 n-2_,
2 (1) = e
olacagi aydindir. Sarts gors, nT_Z — 2 = —1 olmahdir.
Buradan,
n—2
Cavab:n=6. @

§ 154. NYUTON BINOMUNUN XASSOLORI

Nyuton binomunun, dogrulugu binomun acilig diisturundan alinan
asagidaki xassolori vardir.
1. Binomun agilist x harfinin daracasine nozeroan diiziilmiis coxhadlidir.
2. Binomun agiliginin hoadlori sayt (m + 1 )-dir.
3. Binomun k-c1 haddinin omsali CX~1-dir (k = 1,m + 1).
4. Agihisin (k + 1)-ci haddini Ty, ilo isaro etsok (k = 0,m),

23 isaak Nyuton (1642-1727) — dahi Ingilis alimi. Oslinde. (4*) dusturu ilk dofo Sergin boyiik filosofu,
sairi vo riyaziyyatcist Omor Xoyyam (1048-1131) torofinden verilmisdir. Nyuton iso bu diisturu istonilon
n € R Uglin Umumilosdirmisdir (Bax. Azorb. SSR Elmlor Akademiyasinin Xoborlori, 3.1972, soh. 3-8).
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Tisr = Ckakx™k = m(m_l)";c(:n_(k_l)) akxm-k (1)

diisturu dogrudur (€2 = 1). (1) dusturuna binom agiligimn iimumi haddinin
disturu da deyilir.
5. Agciligin uclarindan eyni uzaqligda olan hodlorinin omsallar1 bir-birino
borabardir:
ck =ik,

Bu xassadan binomlarin agiliginda istifads olunur.
6. BUtun binominal amsallarin comi 2™-5 barabardir.

Dogurdan da, binomun diisturunda x = a = 1 yazsaq

2M=1+CL+CEH++CP1+1 voya
2" =Cp +Cp + Ch + -+ CRTT O

7. Binomun agilisinda har bir sonraki haddin amsalim tanmaq tigtin avvalki
haddin amsalin1 bu hodds olan x-in {stine vurmag va hasili tayin olunan
hoddon avvalki hadlarin sayma bolmok lazimdir.

Bu xassalordon kicik doracali binomlarin agilisinda istifads olunur.
Masalon,

(x + a)® = x° + 5ax* + 10a?x3 + 10a3x? + 5a*x + a®.

8. (x —a)™ lgln
(x—a)™=x"—-CLax™ 1 + CAa’x™ 2 - C3a3x™ 3 + -+ (—1)Ma™
disturu dogrudur. Yoni, a-n1 —a ilo ovoz etsok, aciligda + vo — isaralori
novba ilo doyisir.
Natica. CO —CL +C%2 —C3 +--+ (—1D)™C =0
borabarliyi dogrudur.

8-ci xassado x = a = 1 yazsaq, noticonin dogrulugunu alariq. Noticoya
gora, tok yerlordo duran binominal smsallarin comi, cit ifadslords duran
omsallarin comina barabardir.
Misallar.
1. (2x + 1)*? binomu agilisinin 8-Ci haddini tapin.

O Tyyr =Clh-17-(2x)1277 = ¢/, - 25x° = Ty = 25344x°. @

15
2. (xz + %) binomu agilisinda x daxil olmayan haddi tapin.

k
2 -
O Tpyq = C1ks( 3) (25K = Ty, = 2KChk X305k,
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Sorto gors, 30 —5k = 0 = k = 6 = T, = 26C5. = 320320.
Bu hadds x daxil deyil. ®

§ 155. EHTIMAL NOZORIYYOSININ ELEMENTLORI

Girig. Maraqhdir ki, bir elm sahosi olarag, ehtimal nazariyyasinin,
XVII osrdo qumar oyunlarinda udma sansinin hesablanmasi ilo meydana
golmasina baxmayarag, sonralar elm va texnikanin, elaca do insan hayatinin
bitun sahalorinds muvaffagiyystlo totbiq olunmaga baslamis va bu proses
muvaffagiyyatlo davam etmokdadir. Bu nazariyyanin asas yaradicilari olaraq
P. Ferma (1601-1665), B.Paskal (1623-1662), Hiygens (1629-1696) va
Yakob Bernulli (1654-1705) gobul olunur.

1. Hadisa anlayisi. Bilindiyi kimi, riyaziyyatin bazi sahalori istisna
olmagla, diger bitiin sahalari miiayyan sortlor daxilinds yegans bir noticays
golon hadisalori (proseslori) dyranir. Bu istisna hallarindan biri olan ehtimal
nazariyyasi iso milayyon miisahidalar, tacriibalor vo 6lgmolor zamani alinacaq
naticalarin, avvalcadan doagig miayyan edilmosi mimkin olmayan ¢ox sayda
tokrarlanan hadisalori (proseslori) Gyronir. Basqga sozlo, ehtimal nozariyyasi
bas verib vermoyacayi avvalcadon molum olmayan kiitlavi hadisalordoki (bu
cur hadislori tasadifi hadisalar adlandirilir) ganuna uygunlugu Gyranir.

Sadolik Uglin miayyan sartlor daxilinds aparilan v naticasi avvalcadan
bolli olmayan miisahids, tocriiba, 6lgma va s kimi banzor amaliyyatlarin
hoyata kegirilmasi sinaq olaraq adlandirilir. Hoayatimizda hor giin muxtalif
smaglarla qarsilagirig. Masalan, oyun zarinin atilmasi, suyun gaynadilmasi vo
ya donmasi, yagisin yagmasi, havanin giinosli, buludlu vo ya yagmurlu olmasi
Vo sairanin hor biri bir simaqdir. Har bir sinagin noaticasina hadisa deyilir.
Hadisolar, yaqin, mimkin olmayan va tasadifi olmagla ¢ ndva ayrilir.

a) Hor hans1 sinaq naticasinds htkman bas veran hadisays yagin hadisa
deyilir;

b) Hor hansi sinaq naticasinds hokmon bas vermayan hadisays mimkiin
olmayan hadisa deyilir;

€) Hor hansi sinaq naticasinds bas vera bilon va ya bas vera bilmayan
hadisayas tasadiifi hadisa deyilir.
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Masalan, bir oyun zarinin atilmasi bir sinaq, onun hor hansi bir tiziiniin
yuxart diismoasi hadiso, yuxari diigon Uzdoki, xallar saymin 1,2,3,4,5,6
rogomlorindan har hansi birina barabar olmast yaqin hadiss, 6-dan boyuk
olmasi miimkiin olmayan hadiss, 1,2,3,4,5,6 rogomlarindon miiayyan birina
borabar olmast iss tosadufi hadisadir. Yaxud eyni anda atilan iki oyun zarinin
yuxar1 diison Uzlorindoki xallarin cominin, 1-don boyuk vo 13-don Kigik
olmasi yoqin hadiss, 2-don kigik olmasi mimkin olmayan hadiss, 1-don
boyik va 13-don kicik tam ododlordon miisyyan birino barabar olmasi iso
tasadifi hadisadir. Eloca do hadafa giillo atma zamani, aticinin hadafi vurmasi
Va ya hadafi yan kegmasi tosadufi hadisadir. Ancaq aydindir ki, hadafi vurmag
tosadiifi olsa da, yaxsi atici iiglin hadofi vurmag deyil, yan kegmok tosadufi
hadisadir.

Smagin torifindeki “miayyan sortlor daxilinds aparilan” soézlorine
diggat etmak lazimdir. Bels ki, yuxarida gqeyd olunan zarin atilmasi sinaginda
mlayyon sortlor deyildikdo, tesadifiliyi tomin etmoak (clin zarin, bircins
maddodon hazirlanmas: vo kub soklindo olmasi, hor Uziindo 1,2,3,4,5,6
rogamlarindon yalniz birina uygun golon xallarin olmasi, zarin atilacagi
sahanin Ufgi vo mistovi soklinds olmasi, elaca do zori atanin bu sahodo XUsusi
al gabiliyystinin olmamasi kimi sortlor diisiiniilir. Asagida olo alacagimiz
bitun hadisalords tesadifiliyin tomin olunmast ti¢iin lazim olan biitiin sartlarin
yerina yetirildiyini gobul edacayik.

Qeyd 1. Voziyystdon asili olaraq, hadisonin névi dayiso bilor. Yoni bir
soraitds yaqin olan hadisa, basqa bir soraitde miimkin olmayan hadiss olabilor
Vo s. Masalon, suyun, normal atmosfer tozyigindo otaq soraitinds maye
soklinda olmas1 yaqin, donmus sokildo olmasi iso mumkiin olmayan hadisa
oldugu halda, —40°-do maye soklindo olmasi miimkiin olmayan hadiso,
donmus halda olmasi iss yaqin hadisadir.

2. Hadisalar tizarinda amallar. Umumiyyatlo hadisalor 4, B, C, ... kimi boyik
horflorlo isaro edilir. Xisusi olarag, ysgin hadisoni D, mumkin olmayan
hadisoni do H ilo gostorocoyik. Smmaq zamani A hadisssi bas verdikds, B
hadisasi do bas verirsa, 0 zaman A hadisasi B hadisasinin xiisusi halidir deyilir
Vo AcB Va ya BoA kimi yazilir. Mosalon, bir oyun zari atildigda, iki xali olan
liziiniin diismasi hadisasi A, ciit xalli {iziiniin diismasi hadisasi B iso , 0
zaman AcB-dir. Goriindiiyl kimi, bu smaqda B hadisasi bas verdikdo A
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hadisasi bas vermayas ds bilor. Dogrudan da, B hadisasinds 4 v ya 6-ya uygun
ciit xall1 tizii diisorss, A hadisosi bas vermoz. A hadisosi B hadisasinin, B
hadisasi do A hadisasinin xiisusi hali is9, bu hadisalora eyni guclu hadisalar
deyilir. Eyni gicli hadisslordon biri bas verdikds, digori do bag verir.
Moasalan, bir oyun zarinin ancaq ciit xalli izlori qirmizi ranglo boyanmigsa vo
atildiginda ciit xalli {iziiniin diismosi A hadisasi, qurmizi boyali iiziiniin
diigsmoasi do B hadisasi iso, 0 zaman A vo B hadisalari eyni gucludir.

A vo B hadisslorinin  eyni zamanda bas vermosindon ibarot olan
hadisays A vo B hadisalarinin hasili deyilir vo AB=ANB = (A va B) ils
isara olunur. Masalan, oyun zari bir dofs atildiqda, diisen xallarin 3-don boyik
olmasi A hadisasi, ciit xall1 tiziiniin diismoasi B hadisasi iso, onda AB hadisasi
4 va ya 6 xalli liziinlin diismasidir. Torifdon gorinir ki, AB = BA. Yoni
hadisalorin hasili yerdayismoa ganununa tabedir.

A va B hadisalarindon har hansi birinin bas vermosindan ibarat olan
hadisays, A vo B hadisalorinin comi deyilir vo A + B ilo isara olunur.
Moasalan, oyun zari bir dofs atildigda, diisen xallarin 3-don bdyiik olmasi A
hadisasi, ciit xalli tiziiniin diismoasi B hadisasi iss, onda A + B hadisasi 2,4,5,6
xall1 tizlorindon hor hansi birinin diismasidir. Torifdon goriniur ki, A + B =
B + A. Yoni hadisalorin comi yerdoyismo ganununa tabedir.

A hadisasinin bas vermomasindan ibarst olan hadisays A hadisasinin
aksi deyilir vo A ilo isara olunur. Masalon, oyun zari bir dofo atildiqda, A
hadisasi zorin ciit xalli {iziiniin diismosi ise, A hadisssi tok xalli iiziiniin
diismosidir.

AB, yoni A hadisosinin bas verib, B hadisosinin bas vermomasindon
ibarat olan hadisays A vo B hadisalorinin forgi deyilir vo A — B ilo isaro
olunur. Demoli, A — B = AB (hadisolor Uzorindo omollor 72-ci sokildo
gOstarilmisdir). Masalon, oyun zarinin bir dofo atilmasinda, diison xallarin 3-
don boyiik olmas1 A hadisasi, ciit xall1 iiziiniin diismasi B hadisasi iss, onda
A — B hadisasi 5 xalli {iziiniin diismasidir.

Yuxaridaki toriflordon

A+A=D, AA=H
oldugu aydindir.
A vo B hadisslori tGgun
AB=H
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olduqda, onlara uyusmayan va ya garsiliql uyusmaz hadisalar,
AB +# H

olduqda iso uyusan hadisalar deyilir. Mosalon, A va A hadisolori (AA = H
oldugundan), elaco do oyun zari bir dofo atildiqda, iki xalli {iziniin diigmasi
E,, tok xall1 tiziiniin diismasi Er, ciit xalli iiziiniin diismasi E; hadisalori is,
onda,

E,E; = E;E. = HVo E,Ec = E,
oldugundan, E, vo E, homginin E¢ vo E hadisalori qarsiligli uyusmaz, E,
Vo E hadisalori isa uyusan hadisalordir. Hadisslorin say1 ikidon ¢ox olduqgda,
yuxaridaki toriflor banzor gokilds sdylons bilar.

Sakil 72

Qeyd 2. Hadisslorlo slagodar yuxarida torif olunan toplama, ¢ixma vo
vurma amallorini adadlor (izarinds aparilan smoallorlo qarisdirmaq olmaz. Belo
ki, hesab amollori ti¢iin dogru olan qanunlar, hadisalor zarindaki amallor
tictin dogru olmaya bilar. Masalon, hesabda (cabrds) dogru olan

A+B=C->A=C-B

omali hadisalor ti¢lin imumiyyatlo dogru deyil. Dogrudan da, oyun zarinin bir
dofo atilmasinda: 1) diison xallarin, tok olmasi hadisasini A ilo, 5-don
kigik olmamasi hadisasini isa B ilo gostorsok, A + B, yani C hadisasinin
1,3,5,6 xalli tizlorindon har hansi birinin diismasi, C — B hadisasininss, 1,3
xall1 tizlorindan hor hans1 birinin diismosi olacagi aydindir. Yoni, A+ B = C
borabarliyindon A = C — B boraborliyi alinmur;
2) diison xallarin, tok olmasi hadisasini A ilo, 4 vo ya 6 olmasi hadisasini iss
B ilo gbstorsak, A + B, yani C hadisasi 1,3,4,5,6 xall1 tizlorindon har hansi
birinin diismoasi, C — B hadisasininss, 1,3,5 xalli izlorindan hor hansi birinin
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diismasi olacagr aydindir. Yoni, A+ B = C boraborliyindon A=C —B
borabarliyi alinir.

3. Hadisanin ehtimah. Yuxarida da qeyd etdiyimiz kimi, ehtimal nozariyyasi
tok tok bag veran tosadiifi hadisalori deyil, kiitlovi sokilda bag veran, yoani ¢ox
sayda tokrarlanan tosadifi hadisolordoki ganunauygunlugu arasdirir. Bu
aragdirmada hadisanin oSos xarakteristikasi ehtimal olub, hadisonin bas vermo
imkanin1 haqqinda fikir soyloyir. Hadisonin ehtimalinn no oldugunu
aydinlagdirmaq ti¢iin avvoalca eyniimkanli hadisalor anlayisin1 verak. Bunun
Ucuin avvalco, asagidaki masaloys baxaq:

Masala 1. Oyun zorinin bir dofo atilmasinda, zeorin yuxart diigan Uzindoki
xallarin uygun olaraq 1,2,3,4,5,6 ragomlorindon hansma uygun galdiyini
goOstoran vo uygun olaraq Eq, E,, E3, E4, Es, Eg ilo isara edilon altt miimkiin
hadisonin olacagi aydindir. Bu hadisalor iki iki uyusmaz olmaqla barabor
(EiEj=H, i,j = 1,6), heg birinin digori qarsisinda bir iistiinlityii yoxdur.
Ustolik onlarm hor biri iiciin alti miimkiin haldan bir donesi olverislidir.
Gorunduyd kimi, bu hadisalorin har birinin bas verms sansi eyni olub, %—9

borabardir. Ciinki, alt1 miimkiin haldan zarin hor hans1 bir {izii li¢iin alverisli
hallar sayt (yani, nazards tutulan tiziin diismasi) bir donadir. Bu ndv hadisalor
eyniimkanli (elementar) hadisalor olaraq gobul edilir. Zorin bir dofo
atilmasinda yuxaridaki alt1 hadisadon biri mltlog bas veracayindon, onlarmn
toplami yaqin hadisadir:
E,+E,+Es+E,+Es+Eg=D.

Aydindir ki, zorin bir dofo atilmasinda ciit xalli {iziiniin diismosi

hadisasi (E.) Ugln alverisli hallar say1 Ugdur vo buna gora ds onun bas vermo

sansl %, yani %—dir. Eloco do zorin bir dofs atilmasinda diison xallar saymin
dorddon boyiik olmamasit hadisasi (Ep) UcUn alverisli hallar sayr doérddiir.
Buna gors do onun bas verms sansi %, yani g—dir. Bu agiglamadan yola ¢ixaraq,

asagidaki toriflori verok:
Torif. E; (i = 1,n) hadisalori tigiin
Ey+E,++E,=D (1)
borabarliyi 6danirsa (yani bu hadisalorin on azmdan biri hokmon bas verirsa),
onlara hadisalarin tam grupu deyilir. Ustalik, (1) berabarliyini 6doyen E; (i =
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1,n) hadisolori garsiliqli uyusmaz (EL-E]- =H(,j= L—n)) iss, onlara
hadisalarin tam sistemi deyilir.

Masoalan, oyun zari bir dofo atildiqda, E, besdon bdyiik olmayan xallt
Uzlordan har hansi birinin diismesi, E,, E4, Eg da uygun olaraq 2,4,6 xalli
tiziinlinn diismasi is9, 0 zaman Eg, E,, E,4, E¢ hadisalori,

Es+Ey,+E,+Es=D
barabarliyini ddadiyindan, tam grup amals gatirirlor. Lakin, Eg hadisasi E, vo
E, hadisalaori ilo uyusan oldugundan, verilon hadisalor tam sistem oamoalo
gotirmirlar. Ancaq, oyun zari bir dofs atildiqda E'7, tok xall1 tizlardan har hansi
birinin diismasi, E, E4, Eg iSa uygun olaraq 2,4,6 xalli iiziiniin diigmasi iss, 0
zaman Er, E,, E,, E¢ hadisalori

Eq+E,+E,+Es=D
borabarliyini 6dodiyindan, tam grup ve garsiligh uyusmaz olduqlarma goéra
do, eyni zamanda tam sistem amala gatirirlor. Bu torifo gérs, zorin bir dofo
atilmasindaki E; (i = 1,6) hadisalori, yaxud zarin uygun olaraq tok va ciit xall
Uzlorindan har hansi birinin diismasini gostaron E vo E hadisalari, eloco do
metal pulun bir dofo atilmasinda iz torofinin diismesini gdstaran Ay, Xerite
torafinin diismasini gostaran Ay hadisalari, eloca do istonilon A hadisasi ilo
onun oksi olan A hadisesi do tam sistem toskil edirlor:

E,+E,+E;+E,+Es+E;=D (E;E; =H,i,j =16),

Er+Ec=D (ErEc = H),
Ay +Ax =D (AyAx = H),
A+A=D (AA=H).

Ustalik, ilk iic misaldaki hadisolor 6z aralarinda eyni imkanlidir (yani,

onlardan he¢ birinin digori qarsisinda tstiinlilyii yoxdur) vo bas vermo

imkanlar1 da uygun olaraq 22w %—dir. Bu imkanlar homin hadisalarin

6" 2
ehtimali olaraq gobul edilir vo

PE,) = P(E;) = P(ES) = P(E,) = P(Es) = P(EQ) = ¢
P(Er) = P(Ec) =7,

1
P(AU) = P(4y) = E
kimi yazilir.
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Yuxaridaki agiqlamadaki, E vo E hadisalori uygun olaraq E, E3, E5
Vo E5, E4 Eq kimi, Ep vo Ep hadisalori do uygun olaraq Eq,E,, E3, E, Vo
Ei,E, E5,E4, Es kimi olmagla E; (i = 1,6) hadisalorinin xiisusi hallarina
ayrila bilir. Basqga s6zlo desak, alt1 dono E; hadisasindan (¢ donasi E; vo E¢
hadisalori, dord denssi E, hadisasi, bes donasi do E hadisasi Uiglin slveriglidir.
Indi tutaq ki, hor hans1 A hadisasi Ggln, tam sistem omolo gotiren, eyni imkanli
(eyni ehtimallr) n sayda E; hadisasindon m saydasi alverislidir.

Tarif. A hadisosi Ugun alverisli hallar sayinin (m), biitiin eyni imkanl
hallar sayma (n) olan nisbatins, A hadisasinin ehtimali deyilir vo P(4) ilo
isara olunur:

m

Masala 2. Qutuda 16-s1 qirmizi olan 24 karandas var. Tasadiifi yolla ¢ixarilan
ilk karandasin qirmizi olma ehtimalini tapin.
O Moasalonin gartindon goriindiiyii kimi, eyni imkanl hallar sayr n = 24,
qirmizi karandas ligilin alverigli hallar say1 da m = 16 oldugundan,

p=2=2-20

n 24 3

Masala 3. Eyni zamanda atilan iki zarin diison xallarmnin cominin 4- don Kigik
olmasi hadisosinin ehtimalini tapin.
O Iki zerin atilmasinda, eyni imkanli hallar say1 n = 6-6 = 36, diison
xallarin cominin 4-don kicik olmasi {iglinss, olverisli hallar say1 iso
(1,1),(1,2),(2,1) olmagla, m = 3 olduguna goras, ad1 kegon hadisonin
ehtimali,

olur. ®
Masala 4. Qutuda 6-s1 ag, 9-u qirmizi, 5-i yasil olmaqla, 20 sar vardir.
Qutudan tasadiifi ¢ixarilan bir sarin: a) ag olma hadisasinin (44); b) qirmizi
olma hadisasinin (AQ); ¢) yasil olma hadisasinin (Ay) ehtimalini tapin.
O Mosalonin sartina gors, hor ii¢ hal iigiin eyni imkanl hallar say1 n = 20,
sarin ag, qurmizi vo ya yasil olmasi liglinss slverisli hallar saylariin uygun
olaraq my = 6,my = 9,my =5 oldugu aydindir. Odur ki, (2) diisturuna
goro,
m 6 3
a) P(4) :TAZEZE’
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m 9
b) P(Q) =T =2,

OPY)=""=—~=

Olur. @

Masala 5. Qutuda 10 qirmizi vo 5 sar1 karandas var. Bir dofoys ¢ixarilan 2

karandasin qirmizi olmas1 ehtimalini tapin.

O Qutudaki 15 sardan, bir dofoys 2 —si ¢ixarildigindan, eyni imkanli hallar

sayimin

15-14
2!

n= C125 = = 105;

qutuda 10 qirmuzi sar olduguna gora do alverigli hallar sayinin

olacagi aydindir. Odur ki, aranan ehtimal (2) diisturuna gora

PeA) = m 3

A=—=7

olur. ®

Masala 6. Vitrindoki 5 sar1, 3 g0y Vo 6 qirmizi sardan 8 sar partlayir. Partlayan
sarlardan {i¢iiniin sar1, birinin géy ve dordiiniin qirmizi olma ehtimalini tapin

O Mosolonin sortindon, miimkiin hallar saymin  n = C8,, olverisli hallar
sayminsa k = C3 - C5 - C¢ olacag aydindir. Odur ki,

Ch = Ch = se =317 11113,
5-6 5-4
C; =3 C§=C62=ﬁ=15,cs3=csz=ﬁ=1o

ci-ci-ct . .
SC—SH diisturunda yazib, axtarilan ehtimali
14

10:3-15 150
3-7-11 -13 1001

oldugunu, P (4) = % =

P(4) = (~ 0,015)
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olaraq tapiriq. @
Masala 7. Qutuda 7 qirmizi, 2 gdy vo 3 sar1 sar var. Qutudan tosadifi yolla
cixarilan iki sarm qirmizi olmasi ehtimalim tapin.
O Moasalonin sartindon, miimkiin hallar saymnin
, 12-11 66
12 = 5 =66

olverigli hallar sayminsa
7-6

C}=—-—=21

712

oldugunu nazars alsaq, axtarilan ehtimali
P(A)= 217
66 22

olaraq tapiriq. @

Yuxarida verilon torifa, ehtimalin klassik torifi deyilir. ©lverigli hallar
sayimin, yagin hadiss (D) Ug¢lin mp = n, mimkin olmayan hadiss (H) Uglin
my = 0, tesadifi hadiss (A) G¢linss, 0 < m, < n oldugundan,

P(D) =1, P(H) =0, 0<PA)<1
olacagi (2) disturundan aydindir. Son ifadalori diggeto alib, istonilon B
hadisasinin ehtimali ti¢lin
0<PMB)<1

ikigat barabarsizliyinin dogru olacagini séylays bilarik.

Aydindir ki, hadisonin ehtimali no godor boyik, yoni 1-o no godor yaxin
olarsa, sinaq zamani o daha tez-tez bas verar. Eloco do hadisonin ehtimali no
godar kicik, yani 0-a no godor yaxin olarsa, sinaq zamani o, daha az-az bas
verar. Yadda saxlamaq lazimdir ki, hadisonin ehtimalinin bdyiik olmasi, onun
mitloq bas veracayi, kicik olmasi iso bas vermoyocayi demok deyildir.
Hadisonin ehtimali, 1-a ¢ox yaxin olduqda, ona praktiki yaqgin hadisa, 0-a gox
yaxin olduqda iss, ona praktiki mimkin olmayan hadisa deyilir.VVaziyyoto
uygun olaraq, praktiki miimkiin olmayan hadiss, mimkin olmayan hadiss
deys gobul edilo do bilar, edilmays do bilor. Masalon, lampa zavodunun
istehsal etdiyi lampalarm standarta uygun galmoamasi hadisasinin ehtimali
0,001-0 borabordirss, bu praktiki olarak mimkiin olmayan hadisadir vo
mimkin olmayan hadiss olaraq gobul edils bilor. Ancag hamin ehtimal, gida
zavodunun istehsal etdiyi mahsulda zohorli madds amolo galmasinin ehtimal

olarsa, onu mimkun olmayan hadiss olaraq gobul etmok olmaz. Clinki, burada
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insan sagligina tohlika var. Banzar fikir praktiki mimkiin hadisalor Gglin do
sOylono bilar.

Qeyd 3. Umumiyyatlo bir smaq zaman1 A vo B hadisalori eyni zamanda bas
VErirss vo ya bag vermirsa, onlara eynigiicli hadisalar deyilir. Masalon, bir
oyun zorinin tok xalli tizlori qurmizi, ciit xalli izlori iso yasil ronglo
ronglonmigsa, 0 zaman bu zarin atilmasinda, tok xalli tiziin diismasi ilo qirmizi
rongli liziin diismasi, eloco da ciit xalli tiziin diismasi ilo yasil rangli Uzin
digmosi hadisolori eynigucludirlor. Aydindir ki, eynigiiclii hadisalorin
ehtimallar1 eynidir. Lakin ehtimallar1 eyni olan hadisalar eynigiiclidir deyilo
bilmoz. Masalon, bir oyun zarinin bir dofo atilmasinda ciit xalli tiziiniin vo

metal pulun bir dofo atilmasinda xorito iiziiniin diismasi ehtimallarinin %

olmasina baxmayaraq, bu hadisalorin eynigiiclii olmadigi aydindir.

Coamin ehtimali (Uyusmayan hadisalor tictin). Oz aralarinda uyusmaz
olan A, B, C hadisalori tguin, tam sistem amolo gotiron eyni imkanli E; (i =
1,n) hadisalorinda alverisli hallar saymin uygun olaraq m4, mg, m¢ oldugunu
gobul edok. Onda, bu hadisalarlin cami olan A + B + C hadisssinin slverisli
hallar saymin my, g, ¢ = my + mp + m olacagi aydindir. Buradan da, A +
B + C hadisasinin ehtimali tiglin

P(A+ B+ () = TAshic - RaTRtle - M4 _ T — ¢ = p(4) + P(B) + P(C),
yani

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+ P(C) (3)
disturu alds edilir. (3) diisturunun 6z aralarinda uyusmaz olan istanilan sonlu
sayda hadisanin toplamui ti¢iin do dogru olacagi aydindir. Beloliklo, asagidaki
teorem sdylons bilar.
Teorem 1 (Sads toplama teoremi). Oz aralarinda uyusmayan sonlu
sayda hadisonin cominin ehtimali, onlarin ehtimallarinin comina barabordir.
Teorem, uyusmayan Aq, Ay, ..., Ay hadisalori Ggin

P(A; +Ay+ -+ Ay) = P(A) + P(4,) + -+ P(Ax) (4)
soklinds yazila bilor. Uyusmayan A vo B hadisalori Gguin (3) disturu
P(A+ B) = P(A) + P(B) (4%

soklini alir. Masalon, masalo 4-doki hadisslor uyusmaz oldugundan, qutudan
tosadiifi ¢ixarilan bir sarin ag vo ya qirmizi olmast ehtimali

P(As+4g) =P(A)) +P(4Ay) = %4_2’;0 =3,

411



ag vo ya yasil olmasi ehtimall
3 .1
P(AA +Ay) = P(AA) +P(Ay) = E'l‘z =

qirmizi va ya yasil olmasi ehtimali iso

11
20’

9 1 7
P(Aq + Ay) = P(4y) + P(4y) =552 10

olur. SOzl gedon hadisalor tam sistem omolo gotirdiyindon, onlarin cominin
ehtimali 1-o barabor olmalidir. Dogrudan da, (3) diisturuna gérs,

3 9
P(A4+ A +Ay) = P(A) + P(4y) + P(4y) = otz ta= L

A vo A hadisolori uyusmayan vo tam sistem omolo gotiron hadisalor
oldugundan (4 + A = D),
P(A+A)=P(D) - P(A) +P(A) =1,
yani
P(A) =1-P(A) (5)

olur.
Masala 8. Bir oyun zarinin bir dofs atilmasinda 3 vo ya 5 xalli tiziiniin diismasi
hadisasiniun ehtimalimi tapin.

O Zorin bir dofs atilmasinda eyni imkanli hallar saymnin n = 6, zarin
3 Vo ya 5 xall1 iziiniin diismasi hadisalori do uyusmayan hadisslor oldugundan,
sads toplama teoremins goro aranan ehtimal

+

N -

3

N =

P(3veya5)=P3)+P(5) =

Olur. @

Sorti ehtimal. Hasilin ehtimali. A vo B istonilon iki hadisa olsun.
Yuxarida torif etdiyimiz kimi, A vo B hadisolorinin eyni zamanda bas
vermosindon ibarst olan hadisays, A vo B hadisalorinin hasili deyilir vo
AB=ANB = (A vo B) isarolorindon har hansit biri ilo gostorilir. B
hadisasinin bas vermosi sorti ilo A hadisasinin bas vermosinin ehtimalina A
hadisasinin B-ya gOra sorti ehtimali deyilir vo P(A/B) va ya Pg(A) ilo
gOsterilir  (Oslindo  bitln  ehtimallar, miayyan sortlor  daxilindo
hesablandigindan sortidir. Lakin s6zi gedon sortlor aragdirilan hadisalor Ugin
eyni oldugundan, onlarin ehtimali, sartsiz entimal olaraq gobul edilir).
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Masala 9. Oyun zori bir dofs atildiqda, diison xallarin; a) ciit olmast
hadisasini A, dorddon kicik olmamasi hadisasini isa B ilo géstorib; b) 5-don
bdyiik olmamasi hadisasini A, sads adod olmasi hadisasini isa B ilo gostarib,
A hadisasinin bas vermasi sorti ilo B hadisasinin ehtimalini tapin
(P(B/A) =2).

O Zoarin bir dofs atilmasinda eyni imkanl hadisalor saymnin alti (n = 6)
olmasina baxmayaragq: a) A hadisasi bag vermis oldugundan, eyni imkanli
hadisalor saymin ti¢ (n; = 3), bunlardan da B hadisasinin bas vermasi U¢in
olverigli hallar saymn iki (m, = 2) oldugunu (4 vo 6) nazars alsaq, ehtimalin
klassik tarifina gors,
m; 2
P(B/A) = E = §
olur,;
b) A hadisssi bas vermis oldugundan, eyni imkanli hallar saymnin bes (n, =
5), bunlardan da B hadisasinin bas vermasi Ucuin alverisli hallar sayinin Ug¢
(my = 3) oldugunu (2,3 va 5) nazoars alsaq, ehtimalin klassik tarifino gora,
_my 3
P(B/A) = Tl_l =z
Olur. @

Indi tutaq ki, n sayda eyni ehtimalli (imkanl) hadisolor igindo A
hadisasi iglin olverisli hallar say1 n,, bunlardan da B hadisasinin bas vermasi
Ucuin alverisli hallar say1 m4-dir. Onda, A hadisosinin bas vermasi sorti ilo B
hadisasinin bas verma ehtimalinin

m
P(B/A) = —
nm
olacagi aydindir. Bu borabarliyi,
m; my/n
P(B/A) = — = 1/
n, m/n
sokilda doayisdirib, P(A) = % , eloca do B va A hadisslori eyni zamanda bas

vermis olmasindan, P(AB) = % oldugunu nazars alsaq,

P(AB)
) ©)

disturunu oldo edorik. (6) dusturu Gmumiyyatlo sarti ehtimalin (yoni A
hadisasinin bas vermasi sarti ilo B hadisasinin bas verma ehtimalinin) torifi

413

P(B/A) =



olaraq gabul edilir. (6) disturundan, istonilon iki A vo B hadisasinin hasilinin
ehtimal1 liglin
P(AB) = P(A)P(B/A)

borabarliyi olds edilir. AB = BA olduguna gors, axirinci barabarlik daha
umumi

P(AB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B) (7
soklinda do yazila bilor. Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis olurugq:
Teorem 2 (Hasilin ehtimal). istonilon iki hadiss hasilinin (yani birlikds bas
vermosinin) ehtimali, bu hadisalordan birinin ehtimali ilo, digarinin birinciys
g0ro sorti ehtimalinin hasilino barabordir vo (7) diisturu ilo hesablanir.
Masala 10. Qutuda 8-i ag, 12-si qirmiz1 olmagla, 20 sar vardir. Qutudan, geri
gaytarmamagq sartilo tosadiifi olaraq dalba dal ¢ixarilan iki sarin birincisinin
ag (A), ikincisini isa qirmuiz1 (Q) olmasi hadisssinin ehtimalini tapin.
O Qutudan ¢ixarilan ilk sarm ag olmasi hadisasi tiglin eyni imkanli hallar say1

ny = 20, alverigli hallar say1 da m, = 8 olduguna gora, onun ehtimali

8 2

P(A) =—==

@ 20 5
olur. Sar torbaya geri qaytarilmadigindan, qutudan ¢ixarilan ikinci sarin
qirmizi olmast hadisasi, A hadisasindon asilidir (Q/A) va onun Ggln eyni

imkanli hallar say1 19, alverisli hallar say1 da 12-dir vo onun ehtimali (sorti)

12
P(Q/A) = —
(/M) =1
olur. Belalikls, birinci sarin ag, ikinci sarin qirmizi olmasinin ehtimali
2 12 24
P(AQ) = P(A)P(Q/A) = t'19-95

olur. ®
B hadisasinin bas vermoasi, A hadisasinin ehtimalini doyismirso, onda A
hadisasi B-dan asili deyil deyilir. A vo B hadisalari asili olmadiqda,
P(A/B) = P(4), elaca do P(B/A) = P(B)
olacagi aydindir. Buna goro do asili olmayan A va B hadisalori tgin (7)
dusturu
P(AB) = P(A)P(B) (7%)
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soklini alir. Demoli, asili olmayan iki hadisanin hasilinin ehtimali, bu
hadisalarin ehtimallar: hasilina barabardir. Bu toklif, asili olmayan istonilon
sonlu sayda hadisa tgtlin do dogrudur.

Masala 11. Bir metal pulu vo zari eyni zamanda atdiqda metal pulun xarito,
zorin iss ciit xalli Giztiniin diigmasi hadisasinin ehtimalini tapin.

O Metal pulun bir dofo atilmasinda eyni imkanli hallar sayinin 2, Xorito
tiziinlin diismasi U¢Unsa alverisli hallar say1 1 oldugundan, Xorita UzUnln

diismosi ehtimali P(Ay) = %, zorin bir dofs atilmasinda iso eyni imkanl
hallar saymn 6, ciit xalli tiziinlin diismasi Uclinss, olverigli hallar say1 3
oldugundan, ciit xalli iiziin diismo ehtimali P(B;) = 2 =% olur. Baxilan

hadisalor asili olmadigindan, onlarmn birlikds bas vermasinin (yani, hasilinin)
ehtimali (7%*) diisturuna gors,

P(AxB¢) = P(Ax)P(B;) =

N =
N =

Olur. ®

Masala 12. Eyni zamanda atilan: a) iki oyun zarindon birinin tok, digarinin cit
xall1 iziiniin; b) i¢ oyun zarindan birinin tok, birinin cit, birinin do 5-dan kigik
olmayan xall1 iziiniin diismosi ehtimalini tapin.

O a) Aydindir ki, iki zarin atilmas1 zamani, birindo tok (T), digarinds ciit (C)
xall1 tiziin diismasi hadisalori asili deyillar va har iki hadiss tigiin eyni ehtimallt
hallar say1 6, alverisli hallar say1 iso 3-dur. Odur ki, (7*) disturuna géro TC
hadisasinin ehtimali

P(TC) = P(T)P(C) ==-= =

ol w
ol w
el

olur;

b) ©vvalki banddo oldugu kimi, ti¢ oyun zarinin atilmasi zamani zarlorin
birinds tok (T), birinds ciit (€), birinds do 5-don kigik olmayan xall1 tiziiniin
diismoasi (B) hadisalari asili deyillar va har i¢ hadisa ti¢iin eyni ehtimalli hallar
say1 6, alverisli hallar say1 isa birinci iki zar Ugtin 3, G¢lncl zar tglnsa 2-dir
(5 vo ya 6 xalli tiziin diismasi). Odur ki, (7*) diisturunu asili olmayan ii¢ hadiso

ti¢tin uygun sokilds yazib, TCB hadisasinin ehtimalini

P(TCB) = P(MPC)PB) =~ 21 111

olaraq tapiriq. @
415



Qeyd 4. Moasalo 10-da, ilk ¢ixarilan sar qutuya geri qaytarilsaydi, o zaman Q
hadisasi A hadisasindon asili olmazdi (sortsiz ehtimal P(Q/A) = P(Q) =
12/20 = 3/5) va AQ hadisssinin ehtimali (7*) diisturuna gora
2 3 6
P(AQ) = P(A)P(Q) BT
kimi olard.
Comin ehtimali (Uyusan hadisalor tcuin). indi uyusan A vo B hadisalori
Uclin comin ehtimali disturunu ¢ixaraq. Bunun {igiin, avvalco A+ B
hadisasini,
AB (yani A hadisosi bas verir, B hadisesi bas vermir),
AB (yani A vs B hadisalori eyni zamanda bas verir),
AB (yoni A hadisasi bas vermir, B hadisasi bas verir)
olmagla, ii¢ sayda uyusmayan hadisanin comi, yani
A+B=AB+AB + AB
soklinda gostarib (salil 72), daha sonra uyusmayan hadisalarin comi tgiin (3)
disturunu totbiq edok:
P(A+B) = P(AB) + P(4B) + P(AB). (8)
Oxsar yolla A vo B hadisalorini uygun olaraq
A=AB+AB vo B=AB + AB
olmagla, uyusmayan hadisanin comi soklinds yazib, yens do uyusmayan
hadisalorin cominin ehtimali diisturuna asason

P(A) = P(AB) + P(AB) va P(B) = P(AB) + P(AB)
soklinda yazib, buradan slds edilon

P(AB) = P(A) — P(AB) va P(AB) = P(B) — P(AB)
ifadalorini (8) baraborliyinds yerlorino yazib, sadalosdirmo aparsaq,

P(A +B) = P(4) + P(B) — P(4B) 9)
disturtinu alariq. Belaliklo, imumi toplama teoremi deyilon asagidaki teoremi
alds etmis oluruq:

Teorem 3 (Umumi toplama teoremi). A vo B kimi istonilon iki
hadisanin cominin ehtimali, onlarin ehtimallarmmm cami ilo, onlarin
kasismasindoan slds edilon hadisanin ehtimali fargins barabardir vo (9) diisturu
ilo hesablanr.
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Aydindir ki, A vo B hadisolori uyusmaz(AB = H) olduqda, P(AB) = 0
olur va (9) dusturu (4*) disturuna, yani imumi toplama teoremi sads toplama
teoremina cevrilir.

Mosala 13. iki oyun zari birlikds atildigda, a) On azindan bir dofo 5
xall1 lizlinlin diigmoasi ehtimalin1 tapin.

O Hor iki zorin birlikds atilmasinda, ola bilar ki, 5 xalli iiz yalniz birinci
zordo (A hadisasi) vo ya ikinci zords (B hadisasi), ya da har ikisindos (AB
hadisasi) diissiin. Yoni, axtarilan ehtimal, A + B hadisasinin ehtimalidir va

P(4) =§, P(B) =%, eloco do A vo B hadisalori uyusan oldugundan,

P(AB) = ﬁ- ﬁ = % olmas1 nozars alinaraq, imumi toplama teoremi, yani (9)

dusturu ils hesablana bilor:
1 1 1
P(A+ B) —g-l—g—%:)

PAA+B) == ®
Masala 14. iki futbolgunun bir zorbado qol vurma ehtimallar1 uygun olaraq
P(I) = 0.7 vo P(II) = 0.5 -dir. Onlarmn harasinin bir zorbasindan sonra
he¢ olmasa birinin gol vurma ehtimalini tapin .
O Futbolgularin qol vurmalar1 uyusan hadisalor oldugundan,

P(I+1)=PI)+PU)—-PU-1I)=074+05-0.7-05=

1.2 - 0.35 =0.85
olar. @
4. Ehtimallarin paylanmasinin  binomial ganunu (Birlosmalar
nazariyyasinin diisturlarimn tatbigi ila sada masalalarin halli). ©vvalcs
asagidaki masaloni holl edok:
Masala 15. Bir qutuda sokKizi standart, ikisi iso standart olmayan 10 dono eyni
sokilli lampa var. Hor dofo gotlrllon lampani qutuya gaytarmaq sorti ilo,
qutudan dalbadal ¢ixarilan 5 lampadan 3-iiniin standart olmasi ehtimalini
tapin.
O Qutudan ¢ixarilan bir lampammn, standart olmasi hadisasini S, standart
olmamas1 hadisasini isa S ilo isaro edok (Bu hadisalerin ehtimallarmin uygun
olaraq P(S) =8/10 = 0,8 vo P(S) = 2/10 = 0,2 olacagi aydindir). Hor
dofo ¢ixarilan lampanin qutuya geri qaytarilmasi sorti ilo, aparilan sinaq
zamani ¢ixarilan 5 lampadan 3-iiniin standart olmasi hadisasinin
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5555S,55555,555SS va s.
hadisalorindon ibarot olacagi aydindur. Burada, masolon, SSSSS hadisasi,
cixarilan birinci, liglincli vo dordiincii lampanin standart, ikinci vo besinci
lampanin iss standart olmadigim gosterir. Aydindir ki, bizi maraqlandiran bes
dons smaqda S hadisasinin l¢ dofo bas vermasindan ibarst olan S5 hadisasi,
saylar1 C3 = %2 = 10 olan eyni imkanli asili olmayan hadisolorin toplami
soklinda
S3 = SSSSS + SSSSS + SSSSS + SSSSS + SSSSS +
SSSSS + SSSSS + SSSSS + SSSSS + SSSSS (10)
kimi yazila bilar. (10) barabarliyinin sag torafindoki hadisslor uyusmayan
oldugundan, (4) toplama diisturuna gors S; hadisasinin ehtimal i¢in
P(S;) = P(SSS5S) + P(SSS5SS) + P(SSSSS) + P(SSSSS) + P(SSSSS) +
+P(5555S) + P(SSSSS) + P(SSSSS) + P(SSSSS) + P(SSSSS) (11)
borabarliyi dogrudur. Smaq zamani ¢ixarilan lampanin standart olub
olmamasi hadisalori asili olmadiglarindan, (11) barabarliyinin sag
torofindoki ehtimallarin har biri Ggiin
P(§8558) = P(S)P(SHP(SIP(SP(S) = (P(5))*(P(5))* = (0,8)*- (0,2)%,
P(§8588) = P(S)P(SHP(SP(SP(S) = (P(S)*(P(5))* = (0,8)*- (0,2)%,
P(55588) = P(SP(S)P(SIP(HP(S) = (P(S)*(P($))? = (0,8)* - (0,2)?
olacagi aydindir. Bu naticalori (11) borabarliyinds yerlorins yazsaq, S;
hadisasinin ehtimal tgtin
P(S3) = (0,8)%-(0,2)> +(0,8)%-(0,2)2 + -+ (0,8)% - (0,2)* =
=10-(0,8)*-(0,2)* = ¢3(0,8)* - (0,2)?,
yani
P(S3) = €2(0,8)% - (0,2)*
ifadasini olds edorik. Buradan da, P(S3) = 0,2048 alinir. @
Yuxaridaki mosolods aparilan miihakimadon aydindir ki, maSalonin sorti
daxilinde qutudan dalbadal ¢ixarilan 5 lampadan k saydasimn (k = 0,5)
standart olmasi hadisasini Sy, ilo isars etsak, onun bas verms ehtimali ti¢iin
P(S) = C£(0,8)% - (0,2)57* (12)
diisturu yazila bilor. Buradan,
P(Sy) = €2(0,8)° - (0,2)° = 0,00032;
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P(S;) = €2(0,8)' - (0,2)* = 0,0064;

P(S;) = C2(0,8)%-(0,2)® = 0,0512;

P(S3) = €3(0,8)%-(0,2)2 = 0,2048;

P(S,) = €£(0,8)*-(0,2)* = 0,4096;

P(Ss) = €2(0,8)% - (0,2)° = 0,32768
aldos edilir. Bu ehtimallarin cominin 1-o barabar olmasi iss, uyusmayan Sy,
hadisalorinin

So+S1+S,+S53+S,+S5=D (13)

olmagla, tam sistem omalo gotirmasinin vo sads toplama teoreminin
naticasidir.

Indi yuxaridaki mosoloni osas alaraq, asagidaki  sokildo
Umumilogdirmo aparag. Tutaq ki, birbirindon asili olmayan n sayda sinagin
har birinds S hadisasinin bas vermo ehtimali P(S) = p-dir. Bu n sayda smaq
zamam S hadisasinin k dofo bas verib, n — k dofo bas vermomaosindon
(yoni, S hadisasinin n — k dofa bas vermasindan) ibarat olan hadisoni Sy ilo
gostorib (k = 0,n), onun ehtimalinin hesablanmasi {i¢iin diistur ¢ixaraq:
P(Sy) =? Aydindir ki, yuxaridaki moasalodokina oxsar olaraq, S), hadisasi,
asili olmayan eyni imkanli hadisalorin toplami saklinda

S, =55--585-§ + §5---S 55§ 4+ §5--555--8 (14)
k dafa n—kdafa k—1dafo n—k—1dafa n—k dafo k doafa

kimi yazila bilor. Uyusmayan hadisolordon ibarst olan sag torofdoki
toplanlarin sayi, hor birinds k sayda element olmagla n sayda elementdon
dizoldilon kombinezon oldugundan,

k _ nn-1)-(m-k+1) _  n!
Cn = 1-2-...k " kli(n-k) (15)

diisturu ilo ifads edilo bilor. Ustalik, asili olayan bu toplanan hadisalorin hor
birindo diiziiliis forqi ilo S hadisasi k dofo, S hadisasi iso n — k dofa istirak
etdiyindan, onlarin hamisi uyusmayan hadisalorin hasili olub, eyni ehtimala
sahibdirlor vo bu ehtimallar
P(55:-855:+-8) = P(S)P(S) - P(S) - P(S)P(S) - P(5) =
kdafe n-kdafe k dafa n—k dafs
(PN PEH* =p*(A -p)"*

Vo ya
(PSN*P(S)H™F = phgn* (16)
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diisturu ilo hesablamir. Burada, P(S) = p, P(S) = 1 —p = q oldugu diggeto
alinmigdir. (14) borabarliyina uyusmayan hadisolor U¢in sads toplama
teoremini totbiq edib, toplananlar saymin (15) diisturu, har bir toplananin
ehtimalinin da (16) diisturu ilo milayyan olundugunu nazors alsag, n sayda
smaq zamanm S hadisasinin k dofo bas vermosini gostoron S hadisasinin

ehtimal1 Giglin
n!

P(Si) = Pu(Si) = Gip* (1 —p)"™* = o -p" ™ (17)
disturunu olds edarik.

Yuxarida aparilan mithakimays, takrar sinaglar tisulu vo ya Bernulli
sxemi, (17) disturuna da Bernulli dusturu deyilir. (17) disturunda 1 —p = ¢q
oldugunu nazors alsaq,

! —
Pa(Si) = Cip* ™" = s p g " (18)

diisturu alinir.

(17) diisturunda uyusmayan S, hadisalorinin (k = 0,n) tam sistem
omalo gatirdiyi aydindir (¢linki, n sayda sinaq zamani bu hadisalordon ancaq
va ancaq biri hdkmen bas verir). Buna gora do,

So+S +S3++S,=D voya Y} oSk =D
borabarliyi dogrudur. Bu barabarliys sads toplama teoremini totbiq etsok,
Po(So) + Pu(S1) + Pu(S3) + -+ Pu(Sn) =1 voya Xi_oPu(Si) =1
borabarliyi oldo edilir. Burada (18) disturunu nazars alsaq,

! —
Tieo P q" ™ =1 vaya Yoo mp a" =1 (19)

borabarliyi alinir. Eyni naticays, p + g = 1 boraborliyini (p + ¢)" =1
soklinda yazib, sol torafin binom agilisin1 yazmagqla da galmok olur. Buna
gora do, (18) boraborlikleri ehtimallar coxlugu (k = 0,n), ehtimallarin
paylanmasinin binomial ganunu olaraq adlandirilir.

Ola bilor ki, n sayda sinaq zamani S hadisasinin bas vermalor sayinin,
miayyoan bir k deyil, hor hansi k; vo k, adadlori arasinda olmasi talob olunsun
(0 < ky <k <k, <n). Bu hadisoni Sy (k; < k < k;) ilo gostarsak, onun

ehtimalinin
n!

Pu(Si(ky < k < ko)) = B2y comPham ™ (20)
disturu ilo hesablanacagi aydindir.
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Masala 16. Helikopterdon agilan bir atogin hadafi vurma ehtimali p = 0,7 iso,
acilan 10 atos zamani (n = 10) hadofin: a) 4 dofo vurulma ehtimalini; b)
hodofi vurmalar saymnin 3 ilo 6 arasinda olmasi ehtimalini; ¢) hadafi vurmalar
saymin 0 ilo 3 arasinda olmasi ehtimalini hesablayn.

O Masalonin gartina gors,

a) n=10; k=4;p=0,7, q=1—p =03 oldugunu nozora alib, (18)
disturunu totbiq etsok, aranan ehtimal

10!
P1y(S,) =—(0,7)*(0,3)¢ = 210 - 0,2401 - 0,000729 =

4! 6!
0,036756909 = 0,037
olur;
b) n=1; ky =3; k; =6; p=10,7;q = 0,3 oldugunu nozora alib, (20)
disturunu totbiq etsok, aranan ehtimal

6
10!
Pio(Sk(3<k<6)) = zm(O,ﬂk(OB)m—k =
k=3

10 (0,7)°(0,3)” + 10 (0,7)*(0,3)® + 10 (0,7)°(0,3)° +

317! 416! 515!
0
a1 (07)°(03)* ~ 0,009 + 0,037 + 0,103 + 0,200 = 0,449

olur;
c)n=10; k; =0; k, = 3; p = 0,7; q = 0,3 oldugunu nozars alib, yens
(20) dusturunu tatbiq etsak, aranan ehtimali

> 100
P (0<k<3)= ) —
k=0

m (0’7)k(0’3)10—k —

20 (0,7)°(0,3)*° + 10 (0,7)*(0,3)? +

0!10! 119!
10! 10!
- 2 8 - 3 7 ~

0,000006 + 0,000138 + 0,001447 + 0,009002 =
0,010593 = 0,0106
olaraq slds edirik. @
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CALISMALAR

1. Asagidaki ifadolori hesablayn:

) 2140, b) ] -4 ¢) €3 —P,.
Py A}
2. Asagidaki tonliklori hall edin:
a)C2=3; b) A% = x* — 6x3 + 56 ; 0)A3=6
3 {A;‘n =72, tonliklor sistemini hall edin
“lepm =36 '

4, ¢l clh: Y =2:3:4  oldugunu bilorok, n vo m-i tapim.
5. (Vx +a)® binomunu agn.

6. (5x+7)* biomunun agilisinda dérdiincii haddi tapm.

7

12
Gx + 2) ifadasinin agiliginda x daxil olmayan haddi hesablayin.

oo

n
(x3 + iz) ifadosinin ag¢ilisinda birinci, ikinci va U¢Uncl hadlarin
X
omsallart cominin 11 oldugunu bilorok, x? daxil olan haddin omsalini tapim.

9. x* —3x3 + x2 + 1 goxhoadlisini x + 1 ikihodlisinin azalan
glvvatlarine gors yazin.

1 6
10. ((\/})tg’” t+ 1%) ifadasinin agilisinda dordiincii haddin 200

oldugunu bilorak, x-i tapin.
11. CE+2C2+3C3+--+nC™  comini hesablayin.

TEST 1

1. Hesablayin: Por

Pyo
A) 2500 B) 100 C) 2000 D) 2550 E) 51
2. Tonliyi hall edin: A2, ; = 42
A)6 B)5 C)8 D)7 E)4
3. (a + b)®-in ayrilisinda 4-cii hoddin omsalin tapin.
A8 B) 10 C) 12 D) 16 E) 20

4. 10 nafar sagirddan 2 ndvbatgisini ne¢a tisulla tayin etmok olar?
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A) 45 B) 50 C) 40 D) 35 E) 20
5. Hesablaym: Ci5 + C22 — C&J

A)0 B) 10 C) 60 D)1 E)5
6. Hesablaym: C30 + AL, + P,

A) 62 B) 61 C) 68 D) 70 E) 65
7. (a + b)*°-un acihsinda binominal amsallarin comini tapn.

A) 213 B) 211 C) 2° D) 512 E) 1024
8. C3¢%, ifadesinin x-in nego mimkiin giymatinds monas1 var?

A) 2 B)3 C)5 D)6 E)7
9. Uygunlugu miiayyan edin:

1. C{y + Als 2.P,+ C% — AL, 3. A%,

A) 105 B) (20; 30) intervalinda yerlogir C) 210

D) 25 E) (215; 200) intervalinda yerlogir

10. Uygunlugu miioyyan edin:

1lm=P,—C3 n=A4%-4;

2.m=A4%—-A%; n=C3+P;

3m=C—-C3 n=At+C

A) m+n =150 Bym—-n=19 Cim:n=0,2
D) m — n forgi sads ododdir. Eym+n=>54

TEST 2 (EHTIMAL)

1. Zor atildiqda, 4 vo ya 5 xalin diigmasi ehtimalin1 tapin .
2 1 5 1 1

A) 3 B) 3 C) - D) A E) "

2. Sinifdo 25 sagirddon 15 nofori olagidir. Sinifdon segilon bir sagirdin olag1
olmasi ehtimalini tapin .

1 2 3 1 1

A) s B) < "C) < D) - E) -

3. Iki zor eyni zamanda atilir. Ug qosa diismasi ehtimalini tapin .

A) = B) - C)— D) — E):
18 6 12 36 9

4. Sagirdin ¢cantasinda 6 qirmizi, 5 yasil karandag var. Cantadan qara
karandasin ¢ixma ehtimalini tapin.
1 1 1 6

A) - B) o C) z D) o E)O
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5. Dastads 7 qirmizi va 4 sar1 giil var. Dastodon bir dofoys 3 giil ¢ixarilir.
Hor {i¢ giiliin qirmizi olmasi ehtimalini tapin.
7 7 4 4 3

A% B) O D) E)

6. Kisado olan 14 almadan 8-i xarabdir. Kisadan ¢ixarilan 3 almadan
tcliniin do xarab olma ehtimalini tapin.
4 7 3 1 2

A) > B) " C) 3 D) 3 E) 3

7. Metal pul 2 dofa ardicil atilir. Har dofo Xorite tiziiniin diismasi ehtimalini
tapin.
1 1 1 1 1

A) g B) " C) 3 D) > E) A

8. Iki zor eyni zamanda atildiqda, hor birinds 3 xalinin diisma ehtimalini
tapin.
1 1 1 1

A) v B) - C) = D) 3 E)1l

9. Satigda ag vo qara rongli masinlar var. Bir masin satilir, bu masinin qara
olmasi hadisasinin ehtimali ii¢iin uygunlugu miiayyan edin:

1. 3 ag vo 5 qara masin var

2. 5ag va 5 qara masin var

3. 5ag vo 3 qara masin var
3 5 1 1 3

A)j B); 3 D) 5 E);

10. Maktobds oxuyan 400 sagirddon 160-1 oglandir. Tosadiifi se¢ilmis
sagirdin oglan olmasi ehtimalin1 hesablayin.

XIII FOSIL
TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR
§ 156. MUSBOT VO MONFi BUCAQLAR

Bir nogtodan ¢ixan iki siianin bucaq amslo gatirdiyi malumdur. Bu
stialarn ortaq noqtasine bucagin tapasi, sialara isa bucagin toraflari deyilir.

Mustavi Uzarinds stialardan birinin vaziyyatinin doyismadiyini gobul
edib, onu bucagin baslangic tarafi deys adlandiraq. ikinci siiam tops noqtesi
otrafinda horokat etdirmoklo mixtalif bucaglar almaq olar. Ona gors dos bu
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stiaya harakat edan siia (taraf), onun voziyyating ise bucagin son tarafi deyilir.
Gorunduyd Kimi, istonilon bucaga, siianmin 6z baglangic noqtasi atrafinda
harakatindon alinan fiqur kimi do baxmaq olar (sakil 73a). Sokildon

A

Sokil 73a Sokil 73b

gOrinduyt kimi szl edilon harokat iki istigamotdo ola bilor: AOB bucagi,
OB siiasmin O ndqtesi otrafinda saat agrobi horokatinin oks istigamatinds
horakstindon alinarsa mishat bucaq, saat agrobinin harokot istigamotinds
horakstindon alinarsa monfi bucaq hesab edilir. Mdisbst bucagin giymati
musbat odadls, manfi bucagin giymati iso monfi adadls ifads olunur. Sokil
73b-do 30°, —45°, —125° vo 235° doracali bucaglar gostarilmisdir. Stianin
baslangic noqts otrafinda bir dofs firlanaraq, 6z ilk vaziyyatini almasi bir tam

dovr adlanir. Tam doévriin % hissasini 6l¢u vahidi gebul edarak, onu daraca

. 1 . . . . . 1 . .. .
adlandirirlar. Daraconin P hissasi daqiga, dagiganin p hissasi iso saniya

adlanir.

Stian1 horokot etdirmoklo ixtiyari boyiklikds bucaq almaq mumkin
oldugundan, trigonometriyada dyranilon bucaglar ixtiyari hagiqgi adadlo ifado
edila bilor. Stianin tifqi OA vaziyyatini bucagin baslangic torafi hesab edoak.
Onda OB siiasini, O ndgtesi otrafinda harakat etdirmoklo baslangic toraflo
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muxtalif boylklukds bucaqlar almaq olar. Baslangic vo son toraflori Ust-usto
diison sonsuz sayda bucaglarim olmas1 gostarir ki, OB siias1 AOB bucaginin
giymatini birgiymotli olaraq tayin etmir. Belo ki, agor AOB bucaginin son
torofi olan OB siias1 eyni zamanda a + 2mn B
sokilindoki n=0; £1;+£2;+3;...)

bucaglarin da son torofidir (sokil 74).

Bucagin topa ndgtasini

koordinat  baglangicinda  yerlosdirib, o) -
baslangic Sokil 74

torofi olarag x oxunun misbat istigamatini

gobul etsak, ixtiyari boyiklikds bucaq verildikdas, onun son tarafinin hansi
ribds yerlasacayini sdyloys bilarik. Dogurdan da, 2075°-1i bucagi 2075° =
360° -5+ 275°  sokilindo yazmagla son torofinin dordinci ribds
yerlogdiyini gortirik. Homginin  —805°-li bucagin son torofi, —85°-li
bucagin (—805° = —360° - 2—85°) son torafi ilo Ust-Usts diistir (dérdiincii
riib) (sokil 75, 76).

Yi Yy

=~
=

. L .
18] x \_ @) z

Sokil 75. Sokil 76.

426



§ 157. BUCAGIN RADIAN OLCUSU VO ONUN DOROCO
OLCUSU ILO 9LAQOSI

Bildiyimiz kimi bucaglar govslorin kémoyi ilo olcultr. Qdvsu iso
cevranin Vo ya radiusun hissalori ilo ifads edirlor.
Qovsin, cevronin hissalori ilo ifado edilmasi, qdvsin daraca ilo ifadasi,
radiusun hissalori ilo ifado edilmoasi iso qovsin radianla ifadasi adlanir.
Radian, uzunlugu radiusa barabar olan qoévsdr.

Ta'rifo goro bir tam dévrli radian 6lcisu ? = 2m olar.
Tam dévrs uygun daracalorin sayi isa 360-dir. Buradan,

360° 180°
1 radian = = ~ 57°17'44",8 = 3437'747" = 206264",8;
o= 2T - T+ 0,01745329 radian (dogiq hesablamalar tiiin 7 ~
360 180

3,141593 goturaldr).
Bucagim 6l¢iisii radianla verildikda, ¢ox vaxt “radian” sézii yazilmir va

. 5
adsiz ododlo ifade olunur. Masalon,a =3; a=42; a= PG

yazilarkan, bucagin radianla verildiyi basa diistliir.

Cadval 10

Doroco | 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 90° | 180° | 270° | 360°

5w 14 3

Radian | — —_—
12

N
()

NE
AN
W

Umumiyyatls, derace dlgiistindan radian 6lgtisiine va oksine kegmok (igiin
uygun olaraq asagidaki diisturlardan istifado olunur:

AO
a= 180° T ()
A° =Z2.180° 2)

T
(A°- bucagin doraca ilo, a iso radianla dlsiisiidiir).
Misal hallinds lazim olan bir sira bucaglarin daraca va radian olgulori
arasindaki  olageoni  yadda  saxlamaq  faydalidir  (codvel  10).
Bucagin doaracs ils olglisiindan radianla olglstine va aksina ke¢gmak Gglin V.
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Bradisin “Dordrogomli riyaziyyat codvallori” kitabindaki XVI cadvaldon
istifado etmok lazimdir.

Radianm tarifino goro é= a oldugundan ( [-qovsiin uzunlugudur),

qovsiin uzunlugu bucagin radian Olglisii ilo uygun radiusun hasiling
borabordir: | = aR .

Misallar.
1. A° = 750°-ni radianla ifads edin:
O (1) dissturuna goro @ = 2o 7 = Z (= 13,08997). Demali, a = 27 ~

13 radian. @

2. 4,5 radianliq bucagin doraca ilo ifadasini tayin edin.

O (2) dusturuna goro A° = 475 180° ~ 258°. @

3. Radiusu 5 sm olan gevranin 72°36'-li morkazi bucagmin goardiyi qévsiin
uzunlugunu tapin.

O Cadvalo gora 72° 36" = 1,8849 radian oldugundan, [ = 5-1,8849 =
9,4245 (sm).

Cavab: l = 9,4245 sm. @

§ 158. IXTIYARI ARQUMENTIN TRIQONOMETRIK
FUNKSIYALARININ TO'RiFi

@ bucagmin son torofi (izorindo gotiiriilmiis B ndqtesinin baslangic
torof (izorina proyeksiyalayib, alinan néqtoni A ils isars edok (sokil 77).

YA
?B'Z
Cad A2 ........................ EA
R Y
0] x I‘il 1:
O Al 1
Sakil 77. Sakil 78.
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48 , o4 , 4B nisbatlori 0B-nin uzunlugundan asili olmayib
0B’ 0B’ 0A

a bucaginin giymatindon asilidir.

o OB Uzorinds B ndqtssindan fargli ixtiyar: B, ndgtesi qeyd edib, bucagin
OA torofi (zorino proyeksiyalayaq. AOB va A 0B, I(c¢bucaglarinin

oxsarliqindan asagidaki nisbatlorin borabarliyini yazmaq olar:
AB _AiBy, 04 04, AB _ AiBy (1)
0B~ 0By’ OB 0By’ 0A 04
B; ndqtasi ixtiyari oldugundan, demok olar ki, OB torsfi izarindoaki
noqtoalorin hamis1 tglin (1) boraborliklori dogrudur va  B-nin bucagin

topasindon olan masafasindon asili deyildir. «a bucagmm a; Vaziyystine

Teorem.

gotirsok (a < ay), 2—i < % oldugu aydindir (moxraclori eyni vo AB < AB,

oldugundan). Qalan nisbatlorin do doyisdiyini gormok c¢atin deyildir

AB _ AB, 0A _ OA . . . 5
(— ==, => —) Demoli, (1) nisbatlori yalmz « bucaginin
0B ~0B,” 0B~ 0B,

giymatindan asilidir. m
(1) nisbatlari a bucaginin ixtiyari qiymatlorinds dogru olub, eyni bir «
ticlin sabit oldugundan, onlara xiisusi adlar verib, ixtiyari bucagin funksiyalari

kimi baxmagq olar (2—§ nisbati lglin a # %(Zk + 1) oldugu nozardo tutulur).

Tutaq ki, diizbucaqli koordinat sisteminda absislor oxu ilo a bucag:
omalo gatiron va uzunlugu R olan radius-vektor verilmisdir. Radius-vektorun
koordinat oxlar1 iizra proyeksiyalarini (koordinatlarini) uygun olaraq x vo y

ilo isaro edok (sokil 78). Teorems gors, %, %, %

nisbotlori @ bucaginin
funksiyalaridir.

Toarif 1. Absislor oxu ilo a bucag amolo gotiron radius-vektorun
ordinatinin (y) homin vektorun uzunluguna (R) nisbatine a bucagmin
sinusu deyilir vo

1)

sina =

oL

kimi yazilir.

Tarif 2. Absislor oxu ilo @ bucag amolo gotiron radius-vektorun
absisinin (x) homin vektorun uzunluguna (R) nisbotone @ bucaginin
kosinusu deyilir vo

X
cosa = — 2
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kimi yazilir.

Tarif 3. Absislor oxu ilo a bucag amolo gatiron radius-vektorun
ordinatinin (y) absisinina (x) olan nisbatine, a bucaginin tangensi deyilir
\2)

tga = % 3)
kimi yazilir.

Tarif 4. Absislor oxu ilo a bucagi amoalo gotiron radius-vektorun
absisinin (x) ordinatina (y) olan nisbatina, @ bucaginin kotangensi deyilir
A

ctga = z 4)
y

kimi yazilir.

(1) - (4) nisbatlori, yoni, sina, cosa, tga Vo ctga funksiyalart «
bucaginn tirqonometrik funksiyalari, a ise arqument adlanir. Bazi hallarda
asagidaki trigonometrik funksiyalardan da istifads olunur:

R .
5. seca = o (a bucagimin sekanst).

R .
6. coseca = 5 (a bucagimn kosekanst).

Qeyd. Trigonometrik funksiyalarin tariflorindaki nisbatlorin manasi oldugu
hallar nozards tutulur. Belo ki, « = 90° (voya 90° + 180°k ) Uglin x =0

oldugundan, %—in, yani tga-nin; eloca do, @ = 0° (vo ya 180°k) Uglin y =
0 oldugundan, i nishatinin, yani ctga-nin monasi yoxdur.

Trigonometrik ~ funksiyalarin ~ qiymatlorinin radius-vektorun
uzunlugundan asili olmadigin1 nozers alaraq, bundan sonra onlar1 vahid
dairads Oyronacayik.

§ 159. VAHID DAIRO

Tarif. Markazi koordinat baslangicinda, radiusunun uzunlugu vahido
barabar olan dairays vahid daira, onun gevrasins isa vahid cevra deyilir (sokil
79).

0 < a < 27 sortini 6dayan (2 = 360°) istonilon a adadini (radian)
Vo ya bucagin1 A(1,0) ndgtssindon baslayaraq vahid ¢evra izarinds ayirsaq,

ona uygun olan qovs va ya bucagl qurmus oluruq. Aydindir ki, @ + 2mk-ya
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uygun biitlin q0vs va ya bucaglar da y

vahid ¢evra (zorindo a-ya uygun golon A44(0,1)
govs va ya bucagla eyni olacag. Demali,
bir-birindon tam dovrlor Sakil u 1

79 0;27
sayl (2zm-nin  misillori) ilo forglonon alh o
qovslor (bucaglar) vahid gevronin eyni
bir ndqtesine uygun golir. Sokilds
0,2m,4m, ..., 2wk govslorina
(bucaglarina) uygun olan néqta A(1,0) g0Ostorilmisdir.

Koordinat oxlar1 vahid dairani rib (kvadrant) adlanan dérd borabor
hissaya boliir vo onlar gokildo gostorildiyi kimi némralonir. | vo Il riib Ust
yarimdairani, Il vo IV riib alt yarimdairani, | vo IV riib sag, 1T vo Il rib iso
sol yarimdairani togkil edir.

A, A Ufqi, AszA, saquli diametr adlanir.

Bunlarin uc noqtalorine uygun qovslorin (bucaglarin) imumi ifadasi
asaidakilardir:

1%

45(0,—1)

({ A(1,0) - 27k } \
A,(=1,0) - 7 + 2k = 2k + D) ~ K7

s
{ A1(0,1)—>g+2nk . }k-z, (k=0,+1,42, ..)
| T > -+km |
U (4:0,-1 > 5+ 2mk )

Radius-vektorun uzunlugunu vahid gotirmoklo (R = 1), osas
trigonometrik funksiyalarin diisturlarini asagidaki kimi yazmaq olar:

sina =y, cosa = x,
y x 1 1
tga ==, ctga = —, seca = —, coseca = —.
X y X
Buradan gorundr ki, vahid raidus-vektorun uc ndégtesinin ordinati «

bucaginin sinusu, absisi iso a bucaginin kosinusudur. Bunlara uygun olaraq
tangens va kotangensi do hondasi gostarmoak olar. Vahid ¢evranin A(1,0)
ndgtasindan ¢okilon toxunanina tangenslar oxu, A1(0,1) ndgtasindan ¢akilon
toxunana isa kotangenslar oxu deyilir. 80, 81, 82-ci sokillords @ bucaginin
triqonometrik funksiyalar1 gostorilmisdir.
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%

Yy
sinus xatti \
: a
a
[@] T T
kosinus xatti K/

Sokil 80 Sokil 81

Tangenslar oxu

Kotangenslar oxu 3
sina, coseca

cosa,seca

+

+

+ tga,ctga
j

X, C
NPARN

Sakil 82 Sakil 83

X Vo y-in isarasindan, yani

lrib x >0, y >0,
Il rib x <0, y >0,
Hrib x <0, y <0,
IVrib x>0, y<o0

olmasindan asili olaraq riiblor Uzra trigonometrik funksiyalarin isaralori sokil
83-doki kimi toyin olunur.

§ 160. ARQUMENTIN DOYISMOSI iLO TRIQONOMETRIK
FUNKSIYALARIN DOYiSMOSi
Vahid gevradan istifads edarak, a bucagi 0-dan 2m-ys godor
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2

Sokil 84
0<a;<a; < % oldugda, vektorun ordinatlar oxu (izarina proyeksiyalar1 da

doyisdikda asas trigonometrik funksiyalarin
hor Dbirinin neco doyismasini nozardan
kegirak.

1. @ bucaginin sinusu iiglin sina =y
oldugunu bilirik.

a) a buca@i I riibds, yoni 0 < a < % olsun.
Ogar «a = 0 olarsa, y = 0, demali
sin0=0, «a =§ oldugda y =1, yoni
sin> = 1olur,

84-cii gokildon gorunduyd kimi

uygun olarag, 0 < y; <y, < 1 olur. Demali, a bucaginin 0 < a; < a, <

m . - - . . . . - ..
> giymetlorina uygun olan sinuslar 0 < sinay < sina, <1 minasibatini

Odayir.

Natica. Bucaq 0-dan %—ys godar artdigda, onun sinusunun qiymati 0-dan

vahids godor artir. Bu asagidaki kimi gostarilir:

012
2

sina

071

b) 11 riibds Z < a3 < a, <m oldugda, 84-cii sokildon 1> y; >y, >0,

basqa sozlo 1 > sina; > sina, = 0 olur, yoni azalir.

Tr
a 3 T
sina 110
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c) i ribde < as <ag < 3771 olduqda,0 = y5 > yg = —1, basqa sozlo

0 = sinas > sinag = —1 olur, yoni azalir.

“ T31'[
T

sina 0l -1

d) 1V ribds 3771 < a; < ag < 2 olduqda,—1 < y; < yg <0, basqasozlo

—1 < sina; < sinag < 0 olur, yani artir.

a 37TT2
2 A

sina -17T0

Gorunduyd kimi sinusun giymati, bucagin doérdiincii vo birinci
riblordoki giymotlorinds —1 < sina < 1olur, yoni sinus funksiyasi sag
yarimdairado artandir. Bunun kimi do sinus funksiyasi sol yarimdairads
azalandir. Umumiyyatlo iso |sina| < 1.

Il. @ bucaginin kosinusu tigiin (x = cosa) yuxarida deyilonlors oxsar olaraq
g0starmoak olar ki, yuxari yarimdairads bucagin artmasi ila kosinusu +1-don
—1-0 godor azalir, asagi yarimdairodo iso —1-don +1-o0 godor artir.
Umumiyyatlo iss |cosa| < 1.

1. @ bucaginin tangensi tigin a) a bucagi 0 < a < % olmagla doyisdikda

tga = %—in giymati  0-dan Dbaslayaraq artar (kosrin surati - sina =y
boyuylr, moxraci - cosa = x isa Kigilir). Forz edok ki, a-nin qiymati %— don
kigik qalmagla ona yaxmlagir. Bu halda «, g— yo soldan yaxmlasir vo sorti
olarag @ - % — 0 kimi yazilir. Gostormok olar ki, hor hanst miisbot A ododi

ucun %— Ay <a< % (@ istonilon Kkigik mlsbat bucaqdir) olduqda tga >
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A. Belo olduqgda deyirlor ki, @ — g — 0 olarsa tga — +o vo lim tga =

a—->—-—0
2

+oo  kimi yazilir.

012
x —
2

tgo. 0Too

b) @ bucag % < a < olmagla doyisdikds tga artir.Yuxaridakina uygun

olaraq a — % + 0 oldugda tga - —co vo lim tga = —co  kimi yazilir:

a—>;+0
29
a S
tga —o00 T0

c) m<a< 3?71 . a-nin boyimasi ilo y mitlag giymotco artir, x iso mutlog
giymotca azalir, belalikls ds tga artir. a - %ﬂ —0 olarsa, tga = +00 Vo

lim tga = +4co  kimi yazilir.

a—>7—0
o N 3n
2
tga 0Too
d) 37" <a<?2m oldugda, y-in giymati —1-don 0-adok artir, x-in
giymati iso 0-dan 1-adak artir, belaliklo do tga, —oco -dan 0-dok artir. a —
40 olarsa, lim tana = —co kimi yazilr.
2 a—>37+0
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a 37TTZ
2 T

sina —0T0

Gorindiyd kimi tangensin giymati, bucaqin —> < a <7 vo ~ < a <
37” giymatlorinds —oco-dan +oco-a godor artir.

Bucaqin 0-dan 2m-ys kimi artmasi ilo tangenslor oxu boyunca tangens
funksiyasinin giymatinin doyismosi sakildon ayani gériiniir (sokil 85, 86).

Cadval 11
N P g Sim HT%” %”Tzﬂ
ya
sina 071 110 0l-1 -17T0
cosa 110 0l-1 -17T0 071
tga 0T oo —o0T0 0T -0 T0
ctga |0 01— !0 0l —o0
seca 17T o0 —o0 T -1 -1l —00 o1
coseca ol1 1700 —oo T -1 11 —oc0

Yuxarida gostorilon Gsulla  kotangens, sekans vo kosekans
trigonometrik funksiyalarinin da doyismasini muoayyanlosdimak olar.
Trigonometrik funksiyalarin doyigmasi 11-ci codvalds gdstorilmisdir:
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Sokil 85 Sokil 86

§ 161. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN DOVRULUYU

Tutaq ki, f(x) funksiyasi, hor hansi X ¢oxlugunda toyin olunmusdur.
Torif. Istonilon x € X ticlin f(x) funksiyast,
fOe+T) =f)

barabarliyini 6dayirsa (T # 0, =T € X), ona ddvri funksiya, T-ys do onun
dovri deyilir. Torifdon ¢ixir ki, T adadi f(x) funksiyasinin dovriidiirss, kT
do (k € Z) onun dovriidiir (6zliniiz yoxlayin). Demoli, dovri funksiyanin
dovrlor say1 sonsuzdur. Buna goro do dovri funkiyanin toyin oblasti sonsuz
olmalidir. Bir qayda olaraq (1) miinasibatini 6doyan an kigik mishat T
adadi, f(x) funksiyasinin dovrii (asas dovr) olaraq gebul edilir. Bu dévrii T
ilo gOstaracayik.Triqgonometrik funksiyalarmn torifindan, sina, cosa, seca v
coseca funksiyallarmin 2m; tga Vo ctga funksiyallarininsa m dovrli
funksiyallar oldugu aydindir.

Teorem. f(x) funksiyasimn dovrii (asas dovr) T iss (a > 0),

f(ax + b) funksiyasinin dovrii g—dlr.
o f(ax + b) funksiyasinin dovrii 7 olsun (z =?). Onda,
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fla(x + 1) +b) = f(ax + b) = f((ax + b) + ar) = f(ax + b).
f(x) funksiyas1 T déviirlii oldugunu nozoro alsag, son borabarlikdan,
at=T>1t= g ]
Isbat olunan teoremdon asagidaki noticalor almr:
Notico 1. sin(ax + b), cos(ax + b), sec(ax +b) vo cosec(ax + b)
funksiyalart == dovrludir (a > 0).

Natica 2. tg(ax + b) vo ctg(ax + b) funksiyalari g doévrladuar (a > 0).
Qeyd 1. Hor dovri funksiyanin asas dévri var, deyils bilmaz. Bels ki, istonilon
T > 0 odadi y = C sabit funksiyasinin dovrii oldugu halda (y(x + T)) = (),
onun asas dovi yoxdur (mlshat adadlorin an kigiyi olmadigindan).

Qeyd 2. Aydindir ki, dovrii tapilacaq olan funksiya, bir ne¢a funksiyanin comi
oldugda, bu toplananlarin dovrlorinin an Kigik ortag boltnani  verilon
funksiyanin dovrii olacaqdir (5-Ci Vo 6-c1 misallara bax).

Misallar. Asagidaki funksiyalarin dévriinii tapin.

1. f(x) = sin? ax.

Osin?ax = %(1 — cos2ax) oldugundan, yuxarida isbat etdiyimiz teorem vo

ikinci geyds goro sag tarafin va demoali sol tarafin dovri ;—Z yani g olur. ®
2. f(x) = cos? ax.

O cos?ax = %(1 + cos2ax) oldugundan, verilon funksiyanin dovrii g

olur. @

3. f(x) = tg?ax.
1-cos2 g : : A

O tg2ax = —=22% ,]dugundan, verilon funksiyanin dévrii = olur. @
1+cos2ax a

4. p(x) = ctg? ax.

O Bu funksiyanin da dovriiniin g oldugu aydindir. @

5. f(x) = cosx + cos2x + cos3x.

O cosx-m dovrii 21-Yya, cos2x-in dovrl m-ys, cos3x-in dovrii 2?"—9 barabar

oldugundan, verilon funksiyanin dovri 2w, m Vo z?n adadlarinin an kiglk
ortaq bolinanins, yani 21-ys boraboardir. @

6. f(x) = sing + cosg + sin5x.
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O sing funksiyasinin dovrii 27'[:% = 4m, cos §-Un dovri 2n:§ = 6T Vo
sin5x-in dovri 2m:5 :2?11 oldugundan, bu odadlorinin an Kkicik ortaq
bolinani olan 12m ododi verilon funksiyanin dovriidiir. @

§ 162. BOZi BUCAQLARIN TRIQONOMETRIK
FUNKSIYALARININ QiYMOTLORI

Misal hallinds tez-tez rast golon boazi bucaglarm trigonometrik
funksiyalarinin qiymatini ozbardon bilmok faydalidir (codval 12).

Bucagin doyismosi ilo triqgonometrik funksiyalarin qgiymatlorinin
3

doyismusini  Oyronarken bucagin  0; %;Tr; ?n Vo 2m giymatlorinds
trigonometrik funksiyalarm qiymatlorini nozordon kegirdik. Qalan bucaglara
uygun qiymatlori asagidaki kimi tapmaq olar.
of=T
1a=30°(=%).
OAB diizbucaqli i¢bucaglida 30°-li bucaq gqarsisindaki Kkatet

hipotenuzun yarisina borabor oldugundan (sokil 87), y=§=%, yani

, 1
sin30° = 3 olur.

Cadval 12
Bucaglar
30° 45° 60° 90° 180° | 270° 360°
0
- Tl | L) | T/ | T | @ | G/ | 2m)
yal
sina =y 0 1 \/_E \/_§ 1 0 -1 0
2 2 2
cosa 1| B V2| 1 0 1 0 1
=X 2 2 2
t 4 0 ! 1 V3 d 0 d 0
a =— - oxaur oxaur
g p NE 3 |y y!
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ctga =§ yoxdur | /3 |1 \/ig 0 yoxdur 0 yoxdur
Sonra

— vz = / _1_¥ i o_ V3
x =41 = |1 4—2,yen|60530—2.

o_Xx_1.¥3_ 1 o _
tg30° = =2: =7 Vo ctg30 = 3.
of=T
2.a=145°(=1).
Bu halda AOAB-do x? +y%2 =1vas x =y oldugundan (sokil 88),
2x%2 =1,x = 2
2
Demali, sin45° = cos45° = =, tg45° = ctg45° = 1.

2
3 a= 60°(= g)

A OAB-do £B = 30° oldugundan (sokil 89),

x=0A=‘0B=2voy=4ap=2
2 2 2

Demali, sin60° = ? , €0S60° = % ,1g60° = /3, ctg60° = L

L
YA 'y
B
2> B //\
0 S0° & - [0 45,4 x
Sokil 87 Sokil 88
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Bu qgiymatlorin - kdmoyi ilo Yy
(cadvaldon istifads etmodon)  ~+ a,
T+ a, 37” + @, 27 — a bucaglarmin da &

(burada = %,7,7) triqonometrik ./

funksiyalarinin giymatlorini hesablamag 0 y.\
olar. Bunun tcun homin bucgt amolo
getiran radius-vektorun
proyeksiyalarnin  miitloq  giymatlori
yuxarida gostorildiyi kimi hesablanir va
isarasi tayin olunur. Sokil 89

8]y

§ 163. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR UCUN
LOQARIFM CODVOLI

B. M. Bradisin “Dérdragemli riyaziyyat codvallori” adli kitabinda
triqgonometrik funksiyalarin taqribi giymotlori vo onlarin logarifmlori ayrica
verilmisdir. Kitabin VIII-IX cadvallorinds  trigonometrik funksiyalarin
giymetlori yer alir. Bunlar natural trigonometrik cadvallor adlanir. VIII
codvalda 0°-don 90°-yadok bucaglarin sinusu vo kosinuslarinin hor 6
dogigedon bir dord onluq isarasi olan togribi  giymotlori verilmisdir.
Tamamlayici bucaqlardan birinin sinusu, o birinin kosinusuna (va ya oksino)
barabar oldugundan, sinus va kosinusun giymatlorini hesablamaq tgun eyni
cadvaldan istifado edilir. Codvaldan istifado qaydasi, kitabganin 6ziindo
verilmigdir. Yadda saxlamaq lazimdir ki, sinus vo tangens | ribdo artan
oldugu ti¢iin, onlar bucagn kigik qiymati tigiin tapildiqda toshih alavas olunur,
boyiik giymeti ticiin tapildiqda iso toshih ¢ixilir.
IX codvalda 0°-dan 76°-ya godor bucaglarin tangenslorinin hor 6 dagigadon
bir giymotlori verilmisdir. X codvalds isa 76°-don 89°-ya godar bucaglarin
tangenslorinin hor 1 dogigadan giymatlori verilmomisdir. Buna sabab 76°-dan
90°-ys dok bucaglarin tangenslari Uglin codval farginin (tangensin iki qonsu
giymati arasindaki forq) ¢ox boyiik olmasidir. Kosinus va kotangensin | riibds
azalan oldugunu nozors alaraq, onlar bucagin boylik qiymoti U¢ln

441



goturaldikds tashihi slave etmok, Kicik giymatlori Ucun iso toshihi ¢ixmaq
lazimdir.

Trigonometrik funksiyalarm verilon giymatlorino géro bucagi tapmaq
tictin do hamin cadvallorindan istifads olunur.

Natural cadvallorlo hesablama apararkon triqgonometrik funksiyalarin
hasilini com sokilinds gostormok faydalidir. Belo hesablamalar zamani togribi
hesablama qaydalarina riayat edilmalidir.

XV-XIX cadvallords bucaglarin 0°-don 90°-ya dok giymatlori tgun
trigonometrik funksiyalarin qiymotlorinin logarifmi dord onluq isara ilo
verilmalidir. Osas vahiddon bdyiik oldugundan logarifm isarasi altinda olan
ifadonin boylk giymatine, logarifmin do boyik giymeti uygun golir. Buna
gora do XV-XIX cadvallordon yuxarida gostarilon dsulla istifade etmok vo
bu zaman lgsinx, lgtgx funksiyalarmin artan, lgcosx, lgctgx
funksiyalarininsa azalan oldugunu nozars almaq lazimdir.
Homin coadvallorin kdmayi ilo triqgonometrik funksiyalarin logarifminin
giymatina gora bucaglar1 da hesablamaq olur.

§ 164. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN TOK VO
CcUTLUYU

Trigonometrik funksiyalarin tarifindon aydindir ki, y = sinave y =
cosa funksiyalar1 (—oo,+00) intervalinda toyin olunmusdur, qiymatlor
coxlugu da [—1, +1] parcasim togkil edir. y = tga funksiyasi a-nin §+ km,
y = ctga funksiyasi iso km-don (k =0, +1, +2, +3,...) forgli butin
giymatlorinds toyin olunmuslar, giymatlor goxlugu da (—oo, +0) intevalidir.
Bu funksiyalarin ciitlityii ilo olagodar asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. y =cosa  funksiyast ciit, y =sina, y=tga, y =ctga
Sfunksiyalari isa 1ok funksiyalardir.

o Isbat iiciin sozii edilon funksiyalarin tok vo ciitliik sortlorini 6doyib-
O6damadiyini yoxlayaq (§ 114-2 baxin):
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1) Teoremds adlar1 ¢okilon biitiin funksiyalarin toyin oblastlarinin koordinat
baslangicina nozoron simmetrikliyi aydindir
2) Tayin oblastinda
cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sin,
tg(—a) = —tga, ctg(—a) = —ctga
oldugunu gostarak:
X0y koordinat mistavisinds vahid daira go6tirib, ixtiyari 2AOB = «,
2 AOBy = —a bucaglarina baxaq (sokil 90). Aydindir ki, B vo By
ndqtalarinin absislori eyni, ordinatlari ise bir-birindon ancaq isara ils farglonir
(0C =x,CB =y,CB; = —y), yani

! B(x,y),B;(x,—y). Buradan, trigonometrik
. funksiyalarin torifina osasen « bucagi tgiin
cosa =x , —a bucad lgiinso cos(—a) = x
o @ A olur, yoni cos(—a) = cosa. Eyni gayda ilo
O ¢ T sina =y, sin(—a) = —y olmasindan
sin(—a) = —sina alinir.
By Demoli, y =cosa cit, y=sina iso tok
funksiyadir. y = tga vo y = ctga funksiyalari
Gctin
Sakil 90
sin(—a) —sina
tg(—a) = cos(—a) T cosa A
() = B = g

Demali, tga Vo ctga tok funksiyalardir. m
seca-nin clit, coseca-nin isa tok funksiya oldugu aydindir.

§ 165. TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN QRAFIiKi
Trigonometrik funksiyalarin qrafikini qurmaq ti¢lin onlarin dovri
olmasina asaslanib, uzunlugu dovra barabar olan parcada (ve ya intervalda)

onlarin grafikini qurmaq, konarda isa dovri olaraq tokrar etmok lazimdir.
Tutaq ki, x radianla olgulir.
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1. y = sinx funksiyasimin qrafiki. y = sinx funksiyast x-in butin
giymatlorinda, yani (—oo, +00) intervalinda toyin olunmusdur, dovrii do 27-
dir. Onun grafikini [—m, ] par¢asinda qurmagq ti¢iin, y = sinx funksiyasinin
tok funksiya oldugunu nozoro alaraq, qrafiki [0,m] parcasinda qurub,
koordinat baslangicina nazoron simmetrik olaraq [—m, 0] pargasina davam
etdirmok kifayatdir.

Owvalco qrafikin koordinat oxlar1 ilo Kesismo noqtolorini tapag:
1) Ordinatlar oxu ilo: x = 0 = y (0) = sin0 = 0. Demoli, grafik ordinatlar
oxunu O(0,0) nogtesindo kasir, yoni koordinat baslangicindan kegir;
2) Absislor oxu ile: y = 0 = sinx =0 = x; = 0,x, = m. Demoli, grafik
absislor oxunu 0(0,0) vo A (7, 0) négtalorinds kasir. Bilirik ki, [0,x]
parcasinda funksiyanin an Kigik giymati 0, on bdylik giymoti do +1 olmagla,
[0, g] pargasinda 0-dan +1-o gador artir, [g,n] pargasinda iso +1-don 0-a

godor azalir.

Sonra funksiyasinin [0, 7] par¢asinin
nmmw 3r 5t 3n 7
05755 a5 ol
84828 4°8
ndqtalarindaki qiymatlori tapilir.
Qrafiki qurmaq tUglin asagidaki iki disulu gostormok olar:
I Gsul. sinx-in  bolgl nogtalorindoki giymatlarini cadvalin kémayi ilo
(muoayyan, masalan, 0,01 dagigliklo) tapmaq va koordinat mistavisinds ( x,
sinx ) noqtalorini qurub, onlar1 ardicil birlogdirmok lazimdir (bunu oxuculara
hovals edirik).
Il Gsul (handasi Gsul). Ovvalca [0,7] pargasimin yuxarida geyd etdiyimiz
bolgli nogtalorindon Ox oxuna perpendikulyar qaldiririq. Sonra yuxari
yarimmiistavinin sol torofinds morkozi (—1,0) ndqtesinds olan vahid
radiuslu yarimgevra Gokib, sakkiz barabar hissoya bélok (bolgii ndgtslaring
uygun olan bucaglar yuxarida gétiiriilon bucaglar olacaq) v gevrs tzarindoki
har bir bolgl négtesindon ona uygun ndqgtodon galdirilan perpendikulyarla
kosigona godor Ox oxuna paralellor gokok. Aydindir ki, hor bir kasismo
ndgtesinin ordinat1 sinx-in bolgl ndgtalorindoki giymatlari olarcaq (sokil 91).
Alinmis noqtalori ardicil olaraq salis xatlo birlogdirib, [0, ©] par¢asinda y =
sinx funksiyasiin qrafikini alariq. Daha sonra iss funksiyanin tok oldugunu
nozore alb, aldigimz grafiki koordinat baslangicina simmetrik olmagqla
444



[—m, 0] parcasina davam etdiririk. Daha sonra iss alinan grafiki, saga [, 37],

[3m, 57] vo s, sola [—3m, —m], [—5m, —3m] Vo s. pargalarina kdgiirmoklo
butiin oxda

01(—1,0) )

po| 3 [

T o
Sokil 91
Ya
i O T 7
Sakil 92

y = sinx funksiyasinin qrafikini aliriq (sokil 92). Alinan ayriya sinusoid
deyilir.
2. y=cosx funksiyasimn qrafiki. Bu funksiyanin grafiki, y = sinx

funksiyasinin qrafikino oxsar olaraq qurulur (sokil 93). Alinan oayriys
kosinusoid deyilir.

Iy

Z )2 O

Sakil 93
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3.y = tg x funksiyasimn qrafiki. y = tg x funksiyasi x-in % (2k + 1)-don
(k=0, £1,+2,+3,...) forgli biitlin giymotlorinds toyin olunuus, doyismo
oblast1 biitiin hagiqi adadlor ¢oxlugudur vo dovri do m-dir. Funksiyanin
tokliyini nazoro alib [0,%) yarmmintervalinda onun qrafikini qurub, koordinat

baglangicina nozaron simmetrik olmagla (— g, 0] yarimintervalina kogiirok.
Qrafikin oxlarla kasisma ndqtalorini tapag:
Dx=0=y(0) =tg0 =0, demoli grafik ordinatlar oxunu O (0,0)
ndqtasinds kasir, yani koordinat baglangicindan kegir;
2) absislor oxu ilo kasisdiyi noéqtads tgx = 0. Buradan x = 0 va yena do
kasisma ndqtasi O (0,0) olur. x = g oldugda, y = tg x funksiyasi tayin
olunmadigindan, x doyisoni g-den kicik galmagla ona yaxinlasdiqda tgx
artir vo +00-a yaxinlasir. x = g saquli diiz xatting, eloco do x = %(Zk +1)
diz xotlorine (k=0,41,42,43,...) y = tgx funksiyasimin grafikinin
asimptotu deyilir.
Aydindir ki, [0, g) yarmmintervalinda funksiyanin oan Kigik giymeati 0,
on boylk giymati iso yoxdur. y = tg x funksiyasinin grafikini qurmaq

ucun [0, %) yaimintervalim 0; %; %; %ﬂ;% ndgtalori vasitasilo dérd borabar
hissoya bolok. Qurma tigiin asagidaki iki tisulu gostormak olar.

I Usul. Cadvalin kdmayi il bolgi ndgtslorinds (x = % mustasna olmagla)
funksiyanin giymatlori miiayyan dogigliklo tapilir, alman (x,y) noqtolori
koordinat mustavisinds geyd olunur va bu noqtslor ardicil olaraq salis Xatlo
birlosdirilir (bu grafikin qurulmasini oxuculara havals edirik).

Il Usul (handasi Usul). ©vvalca, x :% mustosna olmagqla, yuxarida qeyd
etdiyimiz bolgi ndgtalorindon Ox oxuna perpendikulyar qaldiririq. Sonra
yuxari yarimmiistavinin sol torafindo morkazi 0;(—1 — % 0) ndgtasinds olan
vahid radiuslu yarimgevro goturub, dord barabor hissoya bdlok (bolgu
nogtalorina uygun olan bucaglar yuxarida gotiiriilon bucaglar olacaq) v ¢evra
Uzarindoki hor bir bolgl nogtesindon ona uygun noqtadon  qaldirilan

perpendikulyarla kasisono godor Ox oxuna paralellor ¢okok. Aydindir ki, har
bir kasigsma noqtasinin ordinat1 tgx-in bolgu ndgtalarindaki giymatlori olarcaq
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(sokil 94). Alinmis ndqtolori ardicil olaraq soalis Xotlo birlogdirib, [0,%)

yarimintervalinda y = tgx funksiyasimin qrafikini alariq. Daha sonra iso
aldigimiz ayrini (—%,O] yarimintervalinaina elo davam etdiririk ki, alman

grafik koordinat baslangicina nozoron simmetrik olsun. y =tgx
funksiyasinin grafikini alariq (sokil 94).

. 3 3w 5 3
Alman qrafiki saga (E, —n) , (—n, —n) Vo S., sola (— —n, — E),
2’ 2 2’2 2 2

(_5_” _ 3z
2’ 2
toyin oblastinda grafikini aliriq (sokil 95). Bu ayriys tangensoid deyilir.

) Vo s. intervallarina kogiirmokls, y = tg x funksiyasinin biitiin

Y

3

T
8

ool 31
INE
NI

T ﬂ
Oi(-1 - 5 0) |- 5

Sakil 94
4. y=ctgx funksiyasimn qrafiki. Bu funksiyanin qrafiki, y =
tgx funksiyasinin grafikino oxsar qayda ilo qurulur. Lakin burada nozars
almaq lazimdir ki, y = ctgx funksiyasi X-in mn-don forgli (n =
0; £1; +2; ...) biitin giymatlorinds tayin olunmusdur. Odur ki, qrafiki (0, )
intervalinda qurmaq lazimdir ( bunu oxuculara hovals edirik). Alinan ayriys
kotangensoid deyilir (sokil 96).
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Sokil 95 Sokil 96

§ 166. HONDOSI CEVIRMOLORIN KOMOYI iLo
TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN QRAFIKIiNIN
QURULMASI

§ 123-do deyilonloro asasen y =sinx,y =cosx,y =tgx Vo y =
ctg x funksiyalarimin grafikindon istifado etmoklo, onlardan daha murokkob
funksiyalarin qrafikini qurmaq olar. Bunu kosinus funksiyasinin miixtolif
formalar1 tiglin yerino yetirok.

1. y=—cosx. Aydindir ki, y =cosx Vo y = —cosx funksiyalarmin
grafiki absislar oxuna noezaran bir-birina simmetrikdir. Demoli, y = —cosx
funksiyasinin grafikini almaqii¢iin y = cosx funksiyasinin qrafikini absislor
oxu otrafinda 180° déndarmoak lazimdir (sokil 97).

2.y = a cosx. Bu funksiyanin grafikini qurmaq tcuin absisi doyismadon y =
cosx funksiyasi grafikinin ordinatlarin1 a odadins vurmaq lazimdir; a > 1
oldugda grafik ordinatlar oxu boyunca uzanir (dartilir), a < —1 olduqda iso
hom dartilir, hom do absislor oxu strafinda 180° déniir. 0 < a < 1 olduqda
sixilir, —1 < a < 0 oldugda iss hom sixilir, hom do absislor oxu atrafinda
180° dondr. 98-ci sokildo y = 2 cosx funksiyasinin grafiki gostorilmigdir.
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Y

Y = COSx

S
=Y

Yy = —CO0SX

Sokil 97

okil 98
3. y = coswx. Bu funksiyanin qriﬁkini qurmagq ti¢lin ordinati1 doyismoadan,
y = cosx funksiyasi grafikinin absisini % ododins vurmagq lazimdir. w > 1
oldugda grafik absislor oxu boyunca sixilir (w dofs), 0 < w < 1 olduqda iss
dartilir. y = cosx funksiyasmnin ¢ltliyline asason deys bilarik ki, w odadi

monfi olduqda grafik y = cos |w|x funksiyasi grafikinin eyni olacaqdir. w =
2 oldugda qurulan grafik 99-cu sokildo gostorilmisdir.

Yy = cosx
Yy = c0S2x

Sakil 99
4. y =cos(x +a) funksiyasimin qrafikini qurmaq igiin, y = cosx
funksiyasinin grafikini biitovliikde absislor oxu boyunca |a| godar (@ > 0
oldugda sola, @ < 0 olduqda iso saga) siiriigdiirmok lazimdir. a = %olduqda

qurulmus qrafik 100-cii sokilda gostorilmigdir.
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Sokil 100

5. y = acos(wx + a) funksiyasinin qrafikini qurmaq tg¢iin  yuxarida
deyilonlori nazars almaqla asagdaki morhalslori ardicil olaraq yerina yetirmok
lazimdir:

1) y = cosx, 3) y = acoswx,

2) y = acosx, 4) y = acos(wx + a).

6.y = |cosx|. Mitlog giymatin torifindon alinir ki, cosx = 0 oldugda bu
funksiyanin grafiki y = cosx funksiyasinin grafiki ils, cosx < 0 oldugda isa
= —cosx funksiyasmin qrafiki ils tist-Uste diisiir. Odur ki, homin funksiyanin
grafikini qurmag Ugiin avvalca y = cosx funksiyanin grafiki qurulur, sonra
iso grafikin absislor oxundan yuxari hissesi saxlanilmagla, asagi hissasi
absislor oxu otrafinda 180° dondarilir. Noaticada, absislor oxundan yuxarida
alinmig ayri y = |cosx| funksiyasiin qrafiki olur (sokil 101).

/\ """ /\

Sakil 101
Sinusoid, tangensoid, kotangensoid ayrilorine oxsar ayrilor do bu gayda ilo
qurulur.
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§ 167. EYNI BUCAGIN TRIQONOMETRIK
FUNKSIYALARI ARASINDA 9LAQO
(OSAS TRIQONOMETRIK EYNILIKLOR)

Trigonometrik funksiyalarin torifindon istifads edoarok, eyni bir bucagin
triqgonometrik funksiyalar1 arasinda oslage yadadag.

B(x,y), vahid dairodo horokot edon OB radiusunun uc nogtesi olsun
(0A = x, AB =y, (sokil 102).
1) Pifaqgor teoremina asasan AOAB-dan

(AB)? + (0A)? =1vayax? +y% =1.
Burada y = sina, x = cosa oldugunu nazars alaqg:
sin?a + cos?a = 1. (1)

Demoali, eyni bir bucagin sinusu il kosinusunun kvadratlart comi vahida
barabardir.

Sakil 102

2) B nogtasinin Oy oxu zarinds olmayan bitlin vaziyyatlorinds, yoni a #
~ + mk olduqda, torifo osason (tgar =)

sina

tga = —— (a¢%+7rk, keZz) (2)
minasibati dogrudur.

Demoli, eyni bir bucagin sinusunun kosinusuna nisbati hamin bucagin
tangensina barabardir.
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3) B nogtasinin Ox oxu uzarinds olmayan btlin vaziyyastlorinda, yani
a # wk olduqda, terifo asasen (ctga = %)

(a #mk,k € Z) (3)

cosa

ctga = sina
munasibati dogrudur.

Demoli, eyni bir bucagin kosinusunun sinusuna nisvati homin bucagin
kotangensina barabardir.

4) seca Vo coseca funksiyalarinin torifine asason
-t T

seca = —— (a # 5 +mk,k €Z) 4)

coseca = ﬁ (a # 7k, k € Z). ()
(1) - (5) eynliklorina asas trigonometrik eyniliklaor deyilir. Osas eyniliklordon
bir sira yeni eyniliklor do almaq olar. (2) va (3) barabarliklarini torof-torafo
vursag,

tga ctga =1 (a *+ nk, a ¢§+nk,k EZ) (6)

yani, eyni bir bucagin tangensi ilo kotangensinin hasili vahida barabardir.
(2), (1) vo (4) minasibatlorindan istifads edorak, asagidaki eyniliyi alariq:

, sina _ cos’a +sin*a 1
1+tgia= 1-l_coszoz - cos?a ~ cos?a
yaxud,
1+ tg?a = sec’a (a¢%+7rk,kEZ) (7
Eyni gayda il (3), (1) va (5) eyniliklarindan
1+ ctg?a = cosec’a (a # mk,k € Z) (8)

(4), (5) va (6) eyniliklorindon isa
sina cosa tga ctga seca coseca = 1
alinir.

Yuxarida isbat etdiyimiz eyniliklordon istifado edarok, trigonometrik
funksiyalardan har birini yerdo qalanlarin vasitasilo ifado etmok olar. 13-cii
codvolds wverilon bu  diisturlarin ¢ixarilist oxuculara hoavalo olunur.
Qeyd. Cadvalds kokiin garsisindaki igsarolor @ bucaginin hansi riibdo
yerlogsmasinog asason milayyan edilir.

Moasalon, sina = g Vo 90° < a < 180° oldugunu bilarak, galan
trigonometrik funksiyalar tayin edok:
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Il ribds cosa, tga, ctga, seca monfi oldugundan, onlarin sina ilo
ifadasinds kokiin qarsisinda monfi isarasi gotirmak lazimdir:

= —/1 — sin2qg = 3 — sine _ 4.
cosa 1 —sin‘a = tga osa 3

=_1__3. =_1 __5 =_1_5
ctga e o seca = ——=-2 coseca = —=_.

§ 168. CEVIRM® DUSTURLARI

Tarif. 90° + a; 180° + «; 270° + a; 360° — a bucaglarmin triqgonometrik

funksiyalarini o  bucagimin triqgonometrik funksiyalar1 ilo ifads edon

dusturlara gevirma diisturlar: deyilir.
Cevirmo dusturlar1 asagidakilardir:

sin(90° — o) = cosa sin(90° + o) = cosa

c0s(90° — a) = sina c0s(90° + o) = —sina

tg(90° — o) = ctga
ctg(90° — a) = tga

sin(180° — o) = sina

c0s(180° — a) = —cosa

tg(180° — a) = —tga

ctg(180° — a) = —ctga

tg(90° + a) = —ctga
ctg(90° + a) = —tga

sin(180° + a) = —sina

cos(180° + a) = —cosa

tg(180° + o) = tga

ctg(180° + a) = ctga
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sin(270° — a) = —cosa sin(270° + ) = —cosa

c0s(270° — a) = —sina c0s(270° + o) = sina
tg(270° — a) = ctga tg(270° + a) = —ctga
ctg(270° — a) = tga ctg(270° + a) = —tga
sin(360° — ) = —sina sin(360° + o) = sina
c0s(360° — a) = cosa c0s(360° + a) = cosa
tg(360° — a) = —tga tg(360° + o) = tga
ctg(360° — a) = —ctga ctg(360° + a) = ctga

Codvolo  osaslanaraq asagdaki iki qaydam soylomok olar:
1. Cevrilon trigonometrik funksiyalarin bucagi 180° + a; 360° —
sokilindodirse, cevrilon funksiyalarin adi doyigmir, isarasi iso cevrilon
funksiyanin verilmis riibdoki isarasinin eyni olur.
2. Cevrilon trigonometrik funksiyalarin bucagit 90° + «; 270° + «
sokilindadirss, cevrilon trigonometrik funksiyalarin adi 6z oxsarina kegir
(sinus kosinusa va tarsine, tanges kotangenss va tarsing), isarasi isa ¢evrilon
funksiyanin verilmis riibdoki igsarasinin eyni olur.

Yuxaridaki gaydalar bucaq radianla olgiildiikda, yani %i o, Tta;

37” + o; 2 + a olduqda da 6z guclinds galir.
Qeyd etdiyimiz diisturlarin ¢ixarilmasi bir-birina oxsar oldugundan,

onlardan bir negacinin ¢ixariligi ila kifayatlonok.
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1. c0s(90° + a) = sina oldugunu gostorok. Bunun ({giin vahid radiuslu

ceviro goturub, o vo 90° + a bucaqglarim quraq. Aydindir ki,

AOAB = AEFO (sokil 103a). Ona gore do |AB| = |ED| = |OF|. Bunu,

cos (90° + a) = OF, sina = AB olmasini, hom do AB vo OF-in miitloq

giymotca barabar, isaraco mixtolif, yani AB = —OF olmasini nazars alsag,
c0s(90° + o) = —sina.

2. sin(180° + o) = — sin a oldugunu gostarok. Bunun {c¢iin vahid radiuslu

cevrodo a vo 180° + a bucaglarim quraq (sokil 103b). Sokildon aydindir

ki, AB ilo CD, yani sina ilo sin(180° + ), elaca do OA ilo OC, yani

i Y
B~
i B
%% :
R ~ _
F O = A T A T
D;
Sokil 103 a Sokil 103 b

sin(180° + a), eloco do OA ilo OC, yani cosa ils cos(180° + a) giymatca
barabar, isaroco mixtalifdir. Demoli,

sin(180° + o) = —sina, cos(180° + o) = —cosaq,
3. sin(270° — a) = —cosa  oldugunu gostorok. Bunun clin vahid radiuslu
cevrado o Vo 270° — a bucaglarini quraq (sokil 104):
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20OAB =20CD vo £AOB =.20DC v
olmasindan alinir ki, OA vo CD

giymeotca bir-birina barabardir. Homin B

parcalarn isaroCo mixtelif olmasina :

Vva sin(270° — o) = CD, cosa = 0A ) :
miinasibatlorine asason c R

sin(270° — a) = —cosa. O A T

Qeyd. Yuxaridaki diisturlari
¢ixararkan o bucagimi iti bucaq gabul
etmisdik, lakin homin disturlar a-nin
istonilon giymatinds do dogrudur (a
elo olmalidir ki, Sokil 104

tangens vo kotangensin monasi olsun).

Cevirma diisturlarini  tatbiq etmozdan awval arqumentdon wuygun
trigonometrik funksiyanin tamdovrlarini atmaq lazimdir.
Misallar.

1. sin 237° = sin(270° — 33°) = —cos 33°.

2.tg 135° = tg(180° — 45°) = —tg45° = —1.

3. ctg 315° = ctg(360° — 45°) = —ctg45° = —1.

4. Sins?1T = sin (3?“ + E) = —sing = —%.

Qeyd etmok lazimdir ki, ¢evirmo diisturlarinin komayi ilo istanilon
bucagin triqgonometrik funksiyasint 0° ilo 45° arasinda yerlogson bucagin
trigonometrik funksiyasi sokilinda gostarmok olar.

Dogurdan da, istanilon a bucagint a = 2wk + a4 sokilinds gostors
bilorik (0 < oy < 2m).

Trigonometrik funksiyalarin dovri olmasini nazars alsag, a avazine oy

bucaginin eyniadli trigonometrik funksiyasini alariq. o4-in nega doracos
olmasindan asili olmayaraq, onu qursaq, saquli vo ya fgi oxlardan biri ilo 0°
ilo 45° arasinda yerloson bir bucagq omala gatiracakdir. Son naticaya gevirmo
dusturu totbig etmok lazimdir. Dediklorimizi misallar Uzorinds izah edok.
Misallar.

1. 5in 2765° = sin(7 - 360° + 245°) = sin 245° = sin(270° — 25°) = —cos25°.
2. cos 875° = cos(2 - 360° + 155°) = cos 155° = cos(180° — 25°) = —cos25°.
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3. tg 4315° = tg(11- 360° + 355°) = tg 355° = tg(360° — 5°) = —tg5°.
4. ctg 3835° = ctg(10 - 360° + 235°) = ctg(270° — 35°) = tg35°.

sin(—a)+co s(a +§)+tg(a—1't)

. o - ifadosini sadoalogdirin.
cos(—T—a)—sm(51'[+(x)+tg(21't—a)

. s
sin(—a)+co S(a+;)+tg(a—ﬂ) —sin a—-sina+tga

COS(—72—T[—O()—SiTl(5T[+(X)+tg(21‘[—0() COS(Z'ZTL'—g+OL)—Sin(2'21‘[+T[+O()—thL
—2sina+tga __ —2sinat+tga 1. @

cos(g—(x)—sin(rwa)—tga sin a+sin a—tga

CALISMALAR

1. Saat ograbinin 1,5 saat, 2 saat va 2,5 saat arzinds dondiiyii bucaqlar1 deraca
Vo radianla ifads edin.
2. Asagidaki bucaglarin son taraflorinin vaziyystini sokilds géstorin: —75°,
225°,765°, —1225°.
3. Codvaldan istifads edorak,
a) radianla ifado edin: 122°; —210°; 1823°; —7500°;
b) daracs ilo ifads edin: 1,2513; —1,4600; 0,5000; —2,1425.
4. Ugbucagin bucaglari 3: 4: 5 nisbatindodir. Bu bucaglarm doraca vo radianla
Olcgllorini tapin.
5. Gevronin radiusu 4 sm-dir. 10,16, 22 sm-lik gdvslorin uzunlugunu doaraca
ilo tapin.
6. Altibucaglinin bucaqlart 3:4:5:7:8:9 nisbatindadir. Hor bucagin radian
Olciisiinii tapin.
7. Radiusu 10 sm olan ¢evranin 120°-li markazi bucagimin gordiiyii qovsiin
uzunlugunu tapin.
8. Radiusu 10 sm va moarkazi bucagi 120° olan dairo sektorunun sahosini
hesablayin.
9. Vahid dairadon istifads edarak, 6lgmonin kdmoayi ils tapin:

sin225°; cos(—135°); tg390°; ctg215°.
10. @ bucagmin son torafi hansi riibds yerlogir?

a)sina > 0 vacosa < 0; b) ctga < 0va cosa > 0.
11. isaroni toyin edin:
a) sin150° - cos230°; b) cos210° - tg130°;
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C) tg220° - ctg305°; d) ctg108° - sin240°;

e) sin(180° — a) + tg(90° — @) — cos(270° —a) (0 < a < 90°);
) cos230° — cos275°.

12. Boraboarsizlikari hall edin.

a)sin3x < 0; b) cos(—2x) < 0; C)tg5x > 0;
d) ctgx = % > 0; e) sin(—2x) > 0; f) cos3x > 0.
13. Asagidaki barabarliklor mimkindirmi?

iny = —_ . -_m .
a) sinx = — (m>1); b) cosx = — (m > 1);

3
C) cosx = 7”; secx =+/0,16; cosecx = g
14. Isbat edin.

|2sinx — 10cosx| < 12.
15. ©On bayiik vo an Kigik giymatlorin varligini aragdirin, varsa tapin.

a)y= b)y = 1+1gx'
16. Coadvalsiz hesablayin.

a) sin45° + cos135° + tg135° + ctg135°;

b) 25in270° + 3cos180° + 5tg45°;

C) 5tg540° + 2c0s1170° + 4s5in990° — 3c0s540°;

d) 100ctg? 990° + 25tg? 540° — 3c0s%990°;

e)ZSin(n—a)+6cos(a—§)+tg(a—2?n), a=2

1-sinx’

17. Funksiyalarin dovrlorini hesablayn.

a) y = sinx + tgx; b)y:sing; Qy= ;
d) y = tg5x; e) y = |ctgx|.
18. Bucagin giymatini radianla hesablayin.
sinx = 0,3644; cosx = 0,2731; tgx = 8,64;

ctgx = 8,65; sin(tgx) = 0,2612; cos(tgx) = 0,6427
19. Funksiyalarin qrafikini qurun.
a) y = 3sin(2x + 4); b)y = —2tg(—3x+%n);
c) y = 1,5cos(3x + 2); d) y = 2ctg(—x + 3).
20. Eyniliklori isbhat edin.

) tga—sina-cosa 1 1

1+tg2a = 1+ctg?a

1.2, :
1-(sina—cosa)? 2 tg~a; b) !
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¢) sina - tg?a = tg?a — sin’q;

¢) cosa =§ Vo 270° < a < 360° oldugunu bilorok, galan triqgonometrik
funksiyalar1 tapin;

d) seca = —g Vo 180° < a < 270° oldugunu bilarak, galan triqgonometrik

funksiyalar1 tapin.
21. ifadolori sadslosdirin.

tg(8m+ay-cosa N
) ctg(a+7m)-sina + tg(6m — a);

b) sin(57 + a) - cos (17711 - a) + sin (13771 + a) - cos(7m — a);

) sin(14m+a)-cos(7m—a), ) tg(13m+a)-ctg(8n+a)
tg(9m+a) ! sin(12m—a)-cos(5n+a)’
TESTLOR
1. 140°-1Ii bucagin radian qiymatini tapin.
7T 81 51 21 81
A5 B) 5 O D)~ E)~5
2. sin 9x - cos3x ifadesinin giymatini 12x = m olduqda hesablayin.
A) 0,25 B) 0,5 C) —0,25 D)o E)1
3. sina + cosa = /3 olarsa, sina - cosa hasilini tapin.
A) 1,5 B) 0,5 )1 D)0 E)-1
4. Hesablayin. tg12° - tg23° .- tg67° - tg78’
A) 3 B)V3 C)2 D)0 E)1
5. 70°-1i bucagin qonsu bucagi ne¢s radiandir?
117 11n n 117 T
A Teo B O ) 3600 B)
6. y = 7cos(305x) funksiyasinin an boyuk giymatini tapin.
A) 305 B) 2135 o)1 D)7 SKE
7.y = sin5x + cos6x funksiyasinin an Kigik misbast dovriinii tapin.
A) 21 B) 7 O12n D)i1lx E)14n

8. a bucag III riibdo yerlogir.

sina + «/ sin’a =?
A) —2sina B) 2sina o)1 D) sina E)O
9. Uygunlugu miiayyan edin.
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1.y = 5sin? x + cos?x
2.y = sinix +tg 4x
3.y = 5sinbx + 2cos3x

A) ciit funksiyadir B) T = 8m  C) tok funksiyadr D)T =2m E)T =n
10. Uygunlugu miiayyan edin.

1. sina + cosa = V2. 2.sina + cosa =7 3.sina + cosa = —/2

A) a — 1] ribiin bucagidir. B) borabarlik dogru deyil.

C) a — I riibiin bucagidir.

D) a — II riiblin bucagdir. E) a — IV riibiin bucagidir.
XIV FOSIL

TOPLAMA TEOREMLORI VO ONLARIN NOTICOLORI
§ 169. BUCAQLARIN TOPLANMASI VO CIXILMASI

a Vo B kimi iki bucaq verilmis olsun. Tutaq ki, OA siias1 O noqtasi
otrafinda saat ogrobinin oks istigamotindo o bucagi qodor donorok OB
vaziyyatini, sonra OB baslangic voziyyst olmagla, homin istigamatds
bucagr godor donerok OC voziyystini almusdir. Bu yolla alinan AOC
bucagina a va  bucaglarmin comi deyilir (sokil 105 a).

C
B B
a+f
¥ A A
Sokil 105a Sokil 105b
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a Vo 8 bucaqglarmin forgi elo bucaqdir ki, onu £ ilo topladiqda a bucagi alinir
(sokil 105 b);

(a=p)+pf =a.
Qeyd. Cevra govslorinin toplanmasi va ¢ixilmasi qaydasi da onlarin morkozi
bucaglarinin toplanmasi va ¢ixilmasi gaydasi ila eynidir.

§ 170. VEKTORLAR COBRININ BOZi ANLAYISLARI

Fizika, mexanika, riyaziyyat vo digor tatbiqi elmlords iki ndév kamiyyat
istifads olunurr Yalniz odadi qiymati ilo xarakterizo olunan kamiyyaoto skalyar
komiyyat vo ya sadoco skalyar, hom ododi 4 B
giymoti va hom do istigamoti ilo xarakterizo >
olunan komiyyato vektor kamiyyat vo ya sadoca vektor deyilir. Masalon,
uzunlug, saha, hocm, cismin Kkutlosi vo sixligi, temperatur vo S. skalyar
kamiyyalar, giic, qiivvat, tacil va s. isa vektor kamiyyatlordir. Sokilds vektor,
bir ucunda ox isarasi olan diz xatt pargasi kimi gostarilir (sokil 106 a). Dilz
Xatt pargasmin ox isarasi olan ucuna vektorun son néqtasi, digarine iso
vektorun bagslangic négtasi deyilir. Baglangic vo son noqtalori Ust Usto diison
vektora sifir vektor deyilir. Vektorun uc ndqtelori arasindaki mosafoys
vektorun uzunlugu (modulu) deyilir. Gortindiiyii kimi, sifir vektorun uzunlugu
sifirdir. Uzunligu 1-o borabar olan vektora vahid vektor deyilir. Biz, uzunlugu
Vo istigamati doyisdirilmadan, istonon yera koglrilo bilon vektorlar
Oyranacayik. Skalyar kemiyystlor, a, b, c, ... kimi bir horflo isara olunur.
Vektor kemiyyatlor iso a, b, c, ..., i,j,7,...kimi bir galin horflo voya a, b,
C, oo LJ,T,... Kimi Ustlinds xatt olan bir normal harflo, ya da birincisi bas-
Sokil 106a

langig ndqte, ikincisi son noqto olmagla Gstiindo xatt olan AB, CD, MN, ... Vo
ya AB,CD, MN, ... kimi iki normal horflo isaro olunur (sokil 106 b)

A a B b . & X
C D M N

>

Sokil 106b
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v
V ~

M ) B,

Sokil 106¢ Sokil 106¢

Bilindiyi kimi, hor hans1 M ndqgtasinin [ oxu Uzarina proyeksiyasi, bu
nogtadan oxa endirilon (¢okilon) perpendikulyarin oxu kosdiyi ndqgtoys (M;)
deyilir vo Pry;M = M, kimi isaro olunur (sokil 106c). AB vektorunun uc
nogtalorinin [ oxu Uzarine proyeksiyalari uygun olaraq A; vo B; is9, m
vektoruna AB vektorunun [ oxu iizarina vektor proyeksiyasi deyilir vo

P—T'l)A—B) = AlBl

soklinda yazilir. 4;B; vektor proyeksiyasinin uzunluguna, AB vektorunun |
oxu Uzarina skalyar proyeksiyasi deyilir vo Prlﬁ kimi yazilir. [ oXu va
m vektoru eyni istigamatli oldugda, proyeksiya mushat, tors istigamotli
oldugda isa manfi gobul olunur (sakil 106¢).

Dekart koordinat sisteminds baslangici O (koordinat baglangict), sonu
iSo harhanst M(x,y) ndgtesinds olan OM vektoruna, M ndgtesinin radius
vektoru deyilir vo ¥ = OM kimi yazilir. Bu ndv vektorun koordinat oxlart
Uzarina skalyar proyeksiyalari, bu vektorun koordinatlar: olaraq gobul edilir.
Radius-vektorunun oxlar Uzarins skalyar proyeksiyalarim uygun olaraq x vo
y ilo isars etsok (sokil 107), onu koordinatlari ilo asagidaki sokilds yaza bilorik
(M ndgtesinin hansi riibds olmasina bagh olaraq, x Vo y-nin biri va ya har ikisi
monfi do ola bilor):

r={x,y}
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Koordinat oxlar1 tizerinde O ndqtesindon baglayaraq miisbat
istiqgamotds uygun olaraq vahid i vo j vektorlar: ayiraq. Bu vektorlara ort
vektorlar da deyilir. M nogtesinin koordinat oxlar1 iizarino proyeksiyalarini
uygun olaraqg M, Vo M, isaro etsok, r vektorunun oxlar Gzorino vektor
proyeksiyalar1 uygun olaraq O—M,C) =xi Vo 0—My)= yj olur. Odur ki, 7
vektorunu, bu vektorlarin comi olaraq

r = xi+yj 1)

soklinds yazmag olar.

istonilon @ vo ya AB, ya da AB vektorunun uzunlugu uygun olaraq |d|,
ya da a vo ya |AB|, ya da |4B| ilo gostorilir. i va j, uygun olaraq koordinat
oxlar1 istigamatinds vahid vektorlar olsun: |i | = |j | = 1. Sifir vektor, 0 ilo

isars olunur, uzunlugu da 0 ilo gostorilir.
d vo b kimi istonilon iki vektor arasindaki bucagq, iki siia arasindaki

bucag kimi toyin olunur vo (d@," b) ilo gésterilir ((@," b) = ¢ olsun. Onda
(3,“ d) = —¢ olur). Odur ki, (i," j) = 90° = 7 /2 olacagi aydindr.

Tarif. Iki vektorun uzunluglar1 (modullari) ilo aralarindaki bucagin
kosinusu hasilina bu vektorlarin skalyar hasili deyilir.

@ Vo b kimi iki vektorun skalyar hasili @-b vo ya (@, b) kimi isara olunur.
Odur ki, tarifa goro

d,b) =d-b = |d||b|cosg )
olur. Tarifdan,
a) (d," b) = 90° oldugda (d,b) = 0;
b) (d,b) = (b, @) oldugu goriiniir.
(2) borabarliyindo @ = b alsag, ¢ = (d," @) = 0 olur vo boraborlik

(@ad = |d|?

soklini alir. (@, @)-ya d@ vektorunun skalyar kvadrat: deyilir. Gortnduyu kimi,
vektorun skalyar kvadratt onun uzunlugunun kvadratina barabardir. Buradan

da, vektorun uzunlugu {i¢iin
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lal = (@, a) 3)

diisturu alinir. Demoli, vektorun uzunlugu onun skalyar kvadratimn kvadrat
kokiina barabardir. Sohbat uzunlugdan getdiyi tgtin kokiin hesabi giymati
goturaldr.
lil = 1jl = 1, (i, "j) = oldugundan, skalyar hasilin torifino asason
GD=0N=1,G)=3GD=0
olacagi aydindir.
Bu miinasibatlori nozars alsaq, proyeksiyalari ilo verilmis 04 = x;i + v,j

Vo OB = X1 + y,j vektorlarinin skalyar hasili {i¢iin

Y

A[,Z(O~1/) ............................. B(T«U)

~i

O‘ lj M (z,0)

Sokil 107 Sokil 108

(m'ﬁ) = (0l + Y1), X0 + ¥,j) =
x1%2 (8, 0) + 1y, (&, ) + y122(, D) + y1y2(lJ) = x122 + y1Y2

borabarliyini alariq. Demoli, proyeksiyalar ila verilmis iki vektorun skalyar
hasili, onlarin eyniadli proyeksiyalar: hasillarinin cabri camina barabardir:

(m,O_B)) = xle + Y1J’2- (4)
Mosalon, @ = 5i + 3j,b = 6i — j vektorlari iigiin,
d,b)=5-6+3-(-1) =27
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olur (Vektorlarla slagali daha otrafli melumat tc¢uin bax. Riyaziyyat 11, XV
Fasil).

§ 171. KOSINUS UCUN TOPLAMA TEOREMI

a Va8 bucaqlarmm cominin vo forginin (a + f) trigonometrik
funksiyalarini bu bucaglarin triqonometrik funksiyalar1 ilo ifado edon
teoremlors, toplama teoremlori deyilir.

Teorem. iki bucaq farginin (cominin) kosinusu, hamin bucaglarin kosinuslar1
hasili ilo sinuslar1 hasilinin comins (forgina) borabardir:

cos(a — B) = cosacospf + sinasinp, @))
cos(a + B) = cosacosP — sinasinp. 2)

o Vahid dairado gbtiiriilmiis OA vo OB vektorlarmm oxlar iizarine
proyeksiyalar1 ilo triqgonometrik funksiyalar arasinda asagidaki slagesnin
oldugu aydindir (sokil 108):

x; = 0C = cosa, x, = 0D = cosp,

v, = AC = sina, Yy, = BD = sinp,
04 = icosa +j sina, 0B = icosf + jsinp.
Iki vektorun skalyar hasilinin torifina asason
(04,0B) = |0A| - |0B|cos(04, " OF)

Vo
|04| = |0B| = 1,(0A"0B) = a — B
oldugundan,
(04,0B) = cos(a — B) (3)
olur. Digar tarafdan, skalyar hasilin koordinatlarla ifadssine gors
(ﬁ, ﬁf) = X1X, + Y Y, = cosacosf + sinasinf 4)
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yazila bilar. (3) vo (4) diisturlarinin sol taraflorinin baraborliyindan, sag
toraflorinin barabarliyini, yani (1) disturunu alariq.

(1) disturunda g yerine — S yazib, kosinus va sinusun uygun olaraq ciit
Vo tok funksiyalar oldugunu noazaros alsaq,

cos(a + B) = cosacosP — sinasinf. m

Isbat olunmus teorem ixtiyari a vo 8 bucaglari iiciin dogrudur.

Misallar. Asagidaki ifadslori hesablayin.

1) cos15° = cos(45° — 30°) = c0s45°c0s30° + sin45%sin30° =
V2 V3 V2 1 V2
7'74‘7'5——7(\/?*’ 1) ~ 0,9659;

2) c0s11%c0519° — sin11%sin19° = cos(11° + 199) =

V3
cos30° = >~ 0,8675;
3) c0s72%c0s12° + sin72%sin12° = cos(72° — 12°) =

1
cos60° = 5= 0,5

§ 172. SINUS UCUN TOPLAMA TEOREMIi
Teorem. Iki bucaq cominin (farginin) sinusu, birincinin sinusu ils ikincinin
kosinusu va birincinin kosinusu ils ikincinin sinusu hasilinin comins (farginos)
barabardir:

sin(a + B) = sina cosp + cosa sinf, (Y]

sin(a — B) = sina cosp — cosa sinf. )
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o Cevirmo diisturlarma asason

sin(a + B) = cos <g —(a + ﬁ))

cos((z—a)—ﬁ)

kimi diisiinarak, onu iki bucaq forginin kosinusu kimi acsaq,

yazib, sag torofi

sinfle +B) =cos (g - a) cosf + sin (g - a) sing.

Alinan barabarliyin sag tarafine yenidan ¢evirms diisturlarini tatbiq etsak, (1)

barabarliyini alarig.

(1) dusturunda B yerine — 8 yazib, kosinus va sinusun uygun olaraq ciit vo

tok funksiyalar oldugunu nazors alsag, (2) borabarliyini alariq. m
Misallar. Asagidaki ifadslori hesablayin.
1) sin15° = sin(45° — 30°) = s5in45° cos30° — cos45° sin30°

2B B (y3-1)~0,2588;

2 2 2

2) sin75° = sin(45° + 30°) = sin45° cos30° + cos45° sin30°

V2 V3 V21 V2
— ot 5= (V3+1) ~ 09659;

3) sin64° - c0s34° — c0s64° - sin34° = sin(64° — 34°) =
sin300 = 2 = 0,5;
2
4) sina = 0,8 (0<a< g) oldugunu bilorak, sin (a - g)—ﬁ hesablayin.

. T . T . T . 1 )
O sin (X—g =smacos§—cosasm§=sma-E— 1 —sin‘a -

~ |G
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§ 173. TANGENS VO KOTANGENS UCUN TOPLAMA
TEOREMLORI

Sinus va kosinus gun isbat etdiyimiz toplama teoremlarindan istifado
etmoklo, tangens va kotangens ti¢iin toplama teoremlari asanligla alds edilir.

Teorem 1. ki bucaq cominin (forginin) tangensi, homin bucaglarm
tangenslori ilo asagdaki kimi ifads edilir:

__ tgaxtgp
t'g(a + ‘8) - 1¥tga tgpB (1)

o Tangensin tarifino goro

sin(a £ ) _ sina cosp + cosa sinf
cos(a+B) cosa cosf F sina sinf

tglaxp) =

yazib, cosa cosff # 0 qobul edorok, borabarliyin son torsfinin surst vo
moXracini cosa cosf hasilina bolsak, (1) diisturuna alarig.
cosa cosP = 0 olarsa, a vo B bucaqlarindan biri 90° olur. Buna goro do

tg(90° + B) = Fctgp
olur. m
Eyni gayda ilo
Teorem 2. iki bucaq cominin (forginin) kotangensi, hamin bucaglarm
kotangenslori ilo asagdaki kimi ifads edilir:
ctg(a + ﬁ) _ ctgactgf+1

ctgatctgB
Misallar. Asagdaki ifadslori hesablayin:

V3
0 _ 0 0\ _ tg4-50+tg30° _ 1+? _ .
1)tg75° = tg(45° +30°) = T = —5=2+ V3;
3
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) 1-tg23°tg22° _ 1 1 _1_y.
£g220+tg239 ~ tg(220+4239)  tgas0 1’

tg73° ctg28°+1
) “egrai-cgsgr = Ctg(73° = 28°) = ctg45® = 1.

§ 174. IKIQAT ARQUMENTIN TRIQONOMETRIK
FUNKSIYALARI

sin(a + B) = sina cospf + cosa sinf
disturunda 8 = a gabul etsak,

sin2a = sina cosa + cosa sina = 2sina cosa,
yani
sin2a = 2sina cosa 1)

olur.

Belaliklos, ikigat argumentin sinusu, birgat arqumentin sinusu ila
kosinusu hasilinin iki mislina barabardir diisturunu aliriq.

Hamin gayda ilo

cos2a = cos*a — sin’a, 2

yani ikigat arqumentin kosinusu, birgat arqumentin kosinusu ila sinusunun
kvadratlar: farqina barabardir diisturunu aliriq.

tga+tgf

tg(O( +ﬁ) = 1-tgatgp

disturunda 8 = a gotirsok,

tg2a = ———, 3)
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ctga ctgB-1

Ctg(a + ﬁ) - ctga+ctgf
disturunda B = a gotursak,
ctgla = ctgla-i 4)

2ctga

(1), (2), (3) va (4) diisturlar, ikigat arqumentin trigonometrik funksiyalarmmn
diisturlarn olaraq adlandirilir. Bu diisturlarda a yerino %yazsaq, birgat

arqumentin trigonometrik funksiyalarimi yarimarqumentin trigonometrik
funksiyalari ils ifada edan

sina = Zsingcosg' cosa = cos? c_ sin? g,
B 2 72 B 2 2’
5)
Ztg% ctg? % -1
tga = a’ ctga =——@q—
1—tg? > 2ctg >

diisturlar1 alinir.
Misallar.
1. sina = 0,6 oldugunu bilorak (0<a< g), ikigat arqumentin sinus vo

kosinusunu tapin:
O sina = 0,6 oldugundan,

T
cosa =+/1—sin?a=,1-0,36 =08 (0<a< 5)
olur va (1) dusturuna gora

sin2a = 2sina cosa = 20,6 - 0,8 = 0,96
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cos2a = cos’a — sin*a = 0,64 — 0,36 = 0,28
olur. @

2. tga = g oldugunu va a bucaginin birinci riibds qurtarmadigini bilarak,

tg2a vo cos2a-ni tapm.
4
2tga 23 24 3

=-2=-_32

1-tg2a 1—% 7 7

O tg2a =

a bucagi birinci riitbde qurtarmadigindan o, ancaq iiglincii riibds qurtarmalidir.

Demali, 2a bucagi bir tam dovrdon sonra ikinci riibds qurtarir.

1 3 . 4
cosa = — = cosa = —=< Vo sina = — =,
J1+tgla 5 5
9 16 7 7
cos2a =———=——, cos2a=——.@
25 25 25 25

3. 5in10° c0s20° cos40° = i oldugunu isbat edin.

_ (sin10°c0s10°)c0s20°cos40°

O sin10°0s20°%c0s40° = =

c0s109

1 (sin20°c0s20°)cos40° 1 sin40°cos40°
2 cos100 4 cos100
1 sin80% 1 cos10® _ 1
8 cos10° 8 cos10® 8’

§ 175. ARQUMENTI YARIYA BOLMO DUSTURLARI

Bildiyimiz
a . a a . a
cosZE + smzz =1 vo cos? > —sng = cosa

eyniliklorini avvalca toraf-tarafo toplayaq, sonra da torof-torofo ¢ixsaq,
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2cos?

N R

=1+ cosa,

. a
2sin? ~=1-cosa.

Buradan,
COSE — i 1+COS(ZI (1)
2 \’ 2
sinZ =+ /1_Cosa. 2)
2 2

owvalca (2) va (1), sonra da (1) va (2) barabarliklarini taraf-torofa

bolsak,
a ’1—0050{
'g; =z 1+cosa’ (3)

a 1+COS(Z. (4)

1), (2), (3) va (4) diisturlar, arqumentin yariya béliinma diisturlar: adlanir.
Bu diisturlardaki + isaralorindon hansinin gétiiriilmasi bucagin hansi riibdos
qurtarmasindan asilidir.

Misallar.

1. sina = —g oldugunu bilersk (n<a< 3;”), cos% Vo tg % - ni hesablaym.

O a bucagi tiglincii riibda qurtardigindan,

25 5

- ’ 16 3
cosa = —V1—sin2a=—|1——==—=,

% bucagi ikinci riibdo qurtardigina goéra do,

3
cos® = 1+cosa _ 1+(_§) 1 _ B
2~ 2 2 55’
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g% = — [izcosa _ _ 1‘(‘3)__\/1_2 PY
gz_ 1+cosa 1+(_§)_ -

2. tga = —3 oldugunu bilorok (*< a<m), sin~-ni hesablaym.

O a bucag: ikinci riibds qurtardigindan,

1 1 V10
cosa = —

= - ,  cosa=——-.
J1+tgia V10 10

% bucagi birinci riibde qurtardigina gors do,

V10
o 1 — cosa 1+35 [10++V10
sin= = = = >
2 2 2 20

. «a 1 [10+vV10
sm;=— s

§ 176. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARIN
YARIMARGUMENTIN TANGENSLORI
ILO IFADO DUSTURLARI
Teorem. a # (2k+ 1)m oldugda (k tam ododdir) sina,cosa vstga
funksiyalari t g% vasitasilo rasional sokilds asagidaki diisturlarla ifados edilir:

] 2tg2
sina = 2, 1)
1+tg25
(04
1-tg?=
2
cosa = —% 2
1+tgzg’ (2)
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)

o a # (2k + 1)m oldugundan, cos% # 0. Bunu vo cos? % + sinzg =1
eyniliyini nozars alib,

. . a . a
sina = 2sin—sin >

borabarliyinin sag torafini

. Qa a
i 2sin- cos
Sind = ——a . &
cos*_+sins

soklindo yaib, surat vo moxracini cos? g- ya bolak:

2sin /cosg 21:gg
o 2 2 _ 2
sina = Y a = T
1+sin5/cos?  1+tg*5
, 2tg;
sina = 2
1+t

Oxsar yolla cosa Vo tga funksiyalari ligiin

a . a a
COSZE—SLTLZE 1—tg25

cosq = —t——& = %
cos E+sm Z 1+tg Py

1- th%
cosa =

o a
1+tg >
Vo
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sina ZSin% cos% Zsin% /cos% 2tg7

tga = = = = =
9 cosa cos?% —sin2%  1-sin?S jcos?S  1-tg2S
2 2 2 2 92

dusturlar1 oldo edilir. m

§ 177. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARIN HASILINi
COMO CEVIRMO

Toplama teoremlarine asasan
sin(a + B) = sina cospf + sinf cosa
Vo
sin(a — B) = sina cospf — sinf cosa
yazib, torof-torafo toplasaq,
sin(a + B) + sin(a — B) = 2sina cosf ,
buradan da,

sina cosf = %(sin(a + B) + sin(a — B)) Q)
borabarliyini alariq.

Misal.  sin75%0s15° = (sin(75° + 15°) + sin(75° — 15%)) =

= 2 (5in90° + sin60°) = 1(1 + E) _2h3
2 2 2 Z

Oxsar yolla,
cos(a — B) = cosa cosp + sina sinf
\')
cos(a + B) = cosa cosB — sina sinf
eynilikarindan toraf-torafa toplama vo toraf-torafo ¢ixma yolu ilo
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cosa cosf = %(cos(a + B) + cos(a — B)), 2
Vo

sina sinf = %(cos(a —B) —cos(a + B)) (3)
diisturlar1 alinir.
(1)-(3) disturlarma trigonometrik funksiyalarin hasilinin cama gevrilmasi

diisturlar: deyilir.
Misallar. Asagidaki hasillori coma gevirin.

1. cos13%co0s7° = %(605(130 + 7% + cos(13° — 79)) =
%(605200 + cos6°).

2.5in21%in9° = %(605(210 —99) — cos(21° + 9%)) =
%(COSlZO — c0s300).

3. sin15%0s75° = %(sin(lSO +75%) + sin(15° — 75°)) =
% (sin90° — sin60°).

§ 178. TRIGONOMETRIK FUNKSIiYALARIN COBRI
COMINIi HASILO CEVIRMO

Trigonometrik funksiyalarm camini vo ya fargini hasila gevirmak,
onlar1 loqarifmi alinacaq saklo gatirmok demakdir.

sina cosf = %(sin(cx + B) + sin(a — B)) Q)

disturunda @ + B = x, @ — B = y gobul etsak,

x+ x—
olur va dustur
sin% cos% = %(sinx + siny),
soklini alir. Buradan da,
sinx + siny = ZSin% cos% 2
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disturu oldos edilir.
(2) disturunda y-i (—y) ilo avoz etsak,

sinx — siny = Zsin%cos% (3)
diisturu alinir.
Oxsar yolla avvalki paraqrafin (2) va (3) diisturlarinda e + f = x, a —

B = y oldugunu nazars alsaq, uygun olaraq,

+ -
cosx + cosy = 2605%005’(237, 4)
. + . -
COSX — coSy = —2$m%sm¥~ (5)
diisturlarin alariq.
Tangenslarin comini va fargini hasil sokline gevirmok tglin

sinx siny

tgx = , tgy =
g cosx 9y cosy

eyniliklarindan istifads edoak:
sinx + siny __ sinx cosyzxsiny cosx

tgx x tgy = —

cosx — cosy cosx cosy

Son tarafds sinus Uglin toplama teoremini nazoars alsaq,

sin(xty) (6)

tgx  tgy = cosx cosy’

(2) - (6) disturlarma trigonometrik funksiyalarin cabri camini hasila ¢evirma
diisturlar: deyilir.

Misallar.

1. Asagdaki cabri comlori hasils gevirin.

8094300 cos 80°-300

a) sin80° + sin30° = 2sin = 25in55%c0s25%;

209+10° 209-10°

b) c0s20° + cos10° = 2cos = 2c0s15%cos5°;
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. 4504750 . 450750
C) cos45° — cos75° = —2sin———sin——— =

25in60%sin15° = /3sin15°;

sin(55°-15%) _ sin40°
c0555°c0s15%  c0s55%c0s15°°

¢) tg55° — tg15° =

2. cosa + cos2a + cos3a comini hasils gevirin.

O cosa + cos2a + cos3a = (cosa + cos3a) + cos2a =

1
2cos2a cosa + cos2a = 2cos2a (cosa + E) =

2cos2a( cosa + cos60°) = 4cos2a cos (30o + %) cos (300 - %) o

CALISMALAR

1. Asagdaki ifadolori hesablayin.
a) sin105°; b) sin23°c0s22° + cos23°sin22°.
2. sina = %(O<a<%a); sinf = Z (0<ﬂ< %) oldugunu bilarak,
a) cos(a —pB); b)sin(a+pB); c)cos(a+p)
ifadalorini hesablayin.
3. cos(45° + a)sin(45° — a) + cos(45° — a)sin(45° + «) ifadosini
sadolosdirin.
4. Codvoldan istifado etmodon asagidaki ifadslori hesablayin.
a) c0s29%c0s74° + sin29°%sin74°;
b) c0s17°c0s43° — sin17%sin43°;
C) sin52°co0s8° + c0s52°sin8°;
d) sin83°c0s53° — c0s83°sin53°.
5. Asagidaki eyniliklori isbat edin.
. A a
a) 1+ sina = 2cos? (Z — E);
b) 1 — cosa = 2sin? %;

¢) 1—2cos3x + cos6x = —4cosxsin? 37)6;
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d) cos10°c0s50°cos70° = —;

e) 1—4cos?a = —4sin(60° + a)sin(60° — a).

|3

TESTLOR

1. sin5° = m olarsa, cos10°-ni tapm.
A) 2m? B) 2m? — 1 C)2m D)1 —2m?

2. Hesablayn.
2tgy

1+tg%7

A) 0,5 B) —1 C)0 D) 1 E) 2

—cos2a

3. tga = 2 olduqda, ——

sin2a
A) 3 B)> C)1 D) 2 E):
4. Hesablayin.

ifadasinin giymatini tapin.

1 — 2sin?22°30’
A1 B)> C)V2 D) % E) —1

5. sina + cosa = 0,5 olduqda, sin2a-n1 tapin.

A) 0,75 B) 1 C) —0,75 D) 0 E) 0,25

6. Hesablayn.

c0s123° - c0s33° + sin123° - cos57°

A) —1 B) 1 C)5 D)\/—li E) 0
7. Ifadonin giymotin tapin.
sin18° - cos36°

A0 B-; O3 D-; B

8. (cos15° — sin15°)? ifadesinin giymotini tapim.
A) 1 B) 0 OF D) < E);
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9. Uygunlugu miiayyan edin.
1.y =sin3x + tg2x AT =2n
2.y = cos5x + 2sinx B) tok funkisyadir.
3.y = 2cos?x + 7sin’x C) ciit funksiyadur.
D) no tokdir na da ciit.
E)YT =2n
10. Uygunlugu miiayyan edin.

1. c0s220° 2.sin330° 3.tg315°
A) -1 B) —sin40° C)1 D) —cos40° E)—

XV FOSIiL
TORS TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR
§ 179. TORS TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARIN TORIFi

Har bir smaliyyatin torsi oldugu kimi, funksiyanin da torsinin oldugunu
Vo tors funksiyanin tapilma gaydasini bilirik (ager varsa?). Bundan yola
cixaraq funksiyalar c¢oxlugunun bir alt coxlugu olan trigonometrik
funksiyalarin tors funksiyalarim ayrica nozardon kegirak.

Tutaq ki, a bucag tiglin

sina = ? Q)

borabarliyi verilmisdir. Buradan a bucagini tapmaq olarmu sualina cavab
axtarag.
a= % oldugda (1) barabarliyinin 6dondiyi aydindir. Lakin sinusun 27 dovrli
funksiya oldugunu nazars alsaq, istonilon n € Z Ugin

. oym w3
sin (§ + 2n7r) = sm§ =

olur. Buna gors do

T,

3 7

w |

+ 2m; §i4n; %i&rws.
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bucaqlarindan hor biri o-nin giymati ola bilor. Demali, sinusun verilon
giymatina goro tapilmis bucaq birqiymotli olmur. Basqa sozlo desok, sina
funksiyasinin torsi birgiymatli deyildir.
y = sinx (Jy| £ 1) funksiyasinin goxqiymatli tors funksiyasi
y = Arcsinx

soklindo yazilir vo “iqriq barabordir arksinus iks” kimi oxunur. y = sinx
funksiyasinin tors funksiyasmin toyin olunmasina oxsar olaraq, yerdo galan
trigonometrik funksiyalarin da tors funksiyalari tayin olunur va uygun olaraq

y = Arccosx, y = Arctgx, y = Arcctgx
kimi yazilir.

Trigonometrik funksiyalarin hor birina bitun adod oxu tzarinds (tayin
oblastlarin1 digqoto almagla) deyil, monoton olduglari hor hansi pargada
baxildiqda, onlarin tors funksiyalar1 birqiymatli olaraq tayin oluna bilir.
Teorem. Hor hansi intervalda monoton funksiyanin tarsi var vo bu funksiya
monotondur.

y = sinx (|y| < 1) baraborliyinds (x-bucaqg va ya qévsdir) x bucagr — %
don %—ya godar dayisarss, hamin barabarlik hor bir y Uclin ancaq bir

x bucagini miioyyan edor. Bu bucaga y ododinin arksinusu demak va
y = arcsinx
soklinds yazmaq gobul edilmisdir.
y = arcsinx funsiyasi, y = Arcsinx funksiyasimin bas giymati adlanir.
Bunun kimi do,

arccosx, arctgx, arcctgx
funksiyalar1 uygun olaragq,
Arccosx, Arctgx, Arcctgx

funksiyalarinin bag qiymatloridir.
Yuxarida verdiyimiz torifdon ¢ixir ki, y = arcsinx baraborliyi
asagidaki yazilisla eynigiicliidiir:

T[< <T[
2=Y=720 (Ixl < 1)
siny = x.

y = arcsinx barabarliyi, 0 < x < 1 olduqda
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s
{OSy<—'

S5
siny = x
yazilist ilo, —1 < x < 0 olduqda isa
I
—=<y<0;
siny = x

yazilist ilo eynigtcludur.
Eloco do y = arccosx vo y = arctgx barabarliklori uygun olaraq,

0<sy<sm
{cosy:x (xl =D
Vo
< . _r < 0
{O_y<2'(x20) { 2 <Y=0 <
tgy = x tgy = x

yaziliglari ilo eynigiclidur.
Yuxarida soylodiklorimizo osasen, asagidaki baraborliklori yazmaq
olar:
arcsin0 = 0, arccos0 = m/2, arctg0 = 0,
rcsin (1/2) = /6, arccos (1/2) =n/3, arctg (\/§/3) =1/6,
arcsin(\/E/Z) =mn /4, arccos (\/5/2) =mn/4, arctgl = /4,
arcsin(\/§/2) =m/3, arccos(\/§/2) =n/6,arctg\3 = /3,
arcsinl =mn/2, arccos1l = 0, arctg(—\/§/2) = —7/6,
arcsin(—1/2) = —n/6, arccos(—1/2) =2n/3, arctg(—1) = —n/4,
arcsin(—v2/2) =-n/4, arccos(—V3/2) =5n/6, arctg(—/3) = —n/3,
arcsin(—\/§/2) = —n/3, arccos(—1) = m, arctg(+ow) =n/2,
arctg(—o) = —n/2.
ogar y=f(x) vo y=¢@(x) funksiyalar1 qarsilighh tors
funksiyalardirsa, onda
fle) =y v o(f(0) = x.
Buna goro do asagidakilar1 yazmagq olar:
sin(arcsinx) = x, cos(arccosx) = x (2)
tg(arctgx) = x, ctg(arcctgx) = x (3)
Burada (2) barabarliklori |x| < 1 olduqgda, (3) barabarliklori isa x-in

istanilon haqigi giymatlorinds dogrudur.
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§ 180. ARKFUNKSIYALAR UZORINDO TRIQONOMETRIK
OMOLLOR

Tutaqg Ki, F hor hansi triqgonometrik funksiyanin xarakteristikasidir.
Owvalki paragrafdaki (2) va (3) baraborliklorindan istifads edorok

F(arcsinx), F(arccosx), F(arctgx), F(arcctgx)

soklinda ifadslori hesablayag.

1. cos(arcsinx). Malumdur ki, cosy = +./1 — sin?y . Bu baraborlikdo
y = arcsinx gobul edorok, sin(arcsinx) = x oldugunu nazars alsaq,

cos(arcsinx) = i\/l — (sin(arcsinx))? = +V1 — x2. Q)

Burada, y = arcsinx € [—g, g] oldugunu va hamin parcada cosy >

0 olmasini nozars alsaq:

cos(arcsinx) = +V1 —x2, (-1 <x <1). 2
2. Yuxaridaki baraborliklordan istifads etsok,
. _ sin(arcsinx) _  x
tg(arcsmx) " cos(arcsinx)  Vi-xZ’ ®)
3. (3) beraborliyindan istifads etsok,
, _ 1 _ V1-—x?
ctg(arcsinx) = @ = x 4)

Eyni gayda ilo asagidaki boarabarliklori do isbat etmak olar:

sin(arccosx) = V1 — x2, sin(arcctgx) = \/ﬁi

V1—x2

tg(arccosx) = , cos(arcctgx) = \/;—

1+x2’

ctg(arccosx) = ﬁ, cos(arcctgx) =

1+x2
sin(arctgx) = ﬁ, tg(arcctgx) = %
Bu diisturlarm isbatimi oxuculara hovalo edirik.
Bir cox ifadalorin hesablanmasinda homin disturlardan istifads etmok
olar. Masalan,
1. sin(2arcsinx) = 2sin(arcsinx) cos(arcsinx) = 2xV1 — x2;
2. cos(2arccosx) = cos?*(arccosx) — sin*(arccosx) = 2x% —1;
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3. sin(arccosx + arctgx) = sin(arccosx) cos(arctgx) +
cos(arcosx) sin(arctgx) =

1 x x24+V1-x2
v1—x2- +x- =
Vi+x2 Vi+x2 Vi+x2

Vo S.

§ 181. TORS TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR
DAXIL OLAN EYNILIKLOR

Tamamlayict bucaqglarm triqgonometrik funksiyalar1 arasindaki
olagodoan istifads edorak, asagidaki teoremlori isbat etmak olar.
Teorem 1. x-in [—1, 1] parcasindaki qiymatlorinda
arcsinx + arccosx = g (1)
eyniliyi dogrudur.
o Isbat iigiin barabarliyin hor iki torafinin sinusunu alib, sol torafi asagidaki
kimi doyisdirok:
sin(arcsinx + arccosx) = 1.
sin(arcsinx + arccosx) = sin(arcsinx) cos(arccosx) +
sin(arccosx) cos(arcsinx) =

-x+(i\/1—x2)(i\/1—x2) =x*+1-x*=1.
Belalikls, 1 = 1 dogru barabarliyini alds etdik. Demali, (1) barabarliyi

dogrudur. m
Teorem 2. x-in bltun haqiqi giymatlorinds

arctgx + arcctgx = % (2)
eyniliyi dogrudur.

o Istanilen x (igiin arcctgx ododi (0, ) intervalinda yerlosdiyindan, %—

arcctgx qovsu (—%, g) intervalinda yerlogir. Bunu nazars alib, (2)
borabarliyini
I
arctgx = 5~ arcctgx

soklinda yazib, hor iki tarafin tangensini alaq vo lazim olan amollari yerino
yetirok:

tg(arctgx) =tg (g - arcctgx),
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x = ctg(arccotx),
X =X.

Beloliklo, dogru boraborlik oldo edirik. Demali, (2) baraborliyi
dogrudur. m

Misallar.
1. cos (arctgx/? + arccos ‘/—25) = cos (arctg\/ 3) cos (arccos ?) —

. , V3 1 3 1 3 3 1 1
sm(arctg\/§) sin (arccos;) == T —1=1-1=3

Bu misal, daha sado
cos (arctg\/g + arccos g) = c0s(30° +30") = cos60° = %

yolu ilo do hall olunur. Lakin avvalki paraqrafdaki diisturlari tokrarlamag tgiin
yuxaridaki yolu se¢dik.

. , 1 . ., 1 1
2.sin Zarcsmg = 2sin aT'CSlTlg cos arcsmg =

3 \’ 9 9

1 1 1,1
1 1 tg(arctgz)+tg(arctg§) >t3

3. tglarctg=+arctg=) = T — = 3
2 3 1-tg(arctg))tg(arctgy) 1-3

Misallarm hamisinda argumentin birinci riibds olmasini nazars aldiq.

§ 182. TORS TRIQONOMETRIK FUNKSIiYALARIN
XASSOLORI vo QRAFIKLORI

I. y = arcsinx funksiyasinmin xassalari va grafiki.
1. y = arcsinx funksiyasinin toyin oblasti [—1, 1] par¢asidir.
2.y = arcsinx funksiyasi [—1, 1] par¢asinda monoton artandir va giymotlori
do [—%,%] parcgasini togkil edir.
3. y = arcsinx funksiyasi tok funksiyadir:
arcsin(—x) = —arcsinx. (1)

485



(1) barabarliyinin dogruluguna inanmagq tiglin hor iki torafin sinusunu almagq
kifayotdir.

y = arcsinx funksiyasinin qrafikini qurmaq i¢lin, qarsihgh tors
funksiyalarin grafiklorinin y = x diz Xottino goro simmetrik yerlosdiyini

nozors alib, [—%,%] parcasinda y = sinx funksiyasimin qrafikini qurub,

birinci koordinat bucagmnin tanbéloni strafinda ¢evirmok lazimdir (sokil 109
a,b)

yA ) Y
(v
i
gl -
2 .
.y = sinx
& o T %
2 2
T
2

Sokil 109 a,b
Diiz trigonometrik funksiyalarin qrafikinin adima oxsar ters
trigonometrik funksiyalarin grafiklori do uygun olaraq arksinusoid,
arkkosinusoid ve s. kimi oxunur.
Il. y = arccosx funksiyasimin xassalari va grafiki.
1. y = arccosx funksiyasinin toyin oblasti [—1, 1] pargasidir.
2. y = arccosx funksiyasi [—1, 1] parcasinda monoton azalandir,
giymatlori do [0, ] pargasini togkil edir.
3. y = arccosx funksiyasi {igiin:
arccos(—x) = T — arccosx
borabarliyi dogrudur.
o Borabarliyin hor iki torafinin kosinusunu alib, lazim olan amoallori yerinos
yetirok:
cos(arccos(—x)) = cos(m — arccosx),
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—x = — cos(arccosx),
—X = —X.

Oldo edilon dogru barabarlik, 3-lincli xassonin dogrulugunu gostorir. m

Isbat etdiyimiz boraborlik gostorir ki, y = arccosx funksiyasi y =
cosx funksiyasindan forqli olaraq ciitliiyli olmayan funskiyadir. y = arccosx
funksiyasinin grafikini qurmaq {igiin, y = cosx funksiyasinin [0,]
parcasindaki qgrafikini birinci koordinat bucaginin tonbéloni otrafinda
cevirmok lazimdir (sokil 110 a)
I1l. y = arctgx funksiyasimin xassalari va grafiki.
1. y = arctgx funksiyasimin toyin oblasti biitiin haqiqi adadlor ¢oxlugudur:
(—00, ).
2.y = arctgx funksiyasi (—oo, 00) intervalinda monoton artandir vo onun

giymatlori (—%,g) intervalini togkil edir.

Yy A Yy

™
2
5 ® = ? -1 o1 X
2 :
Sokil 110 a, b
3.y = arctgx tak funksiyadir:
arctgx(—x) = —arctgx . (3)

(3) barabarliyinin dogruluguna inanmagq ti¢iin har iki torafin tangensini
almagq kifayotdir.
y = arctgx funksiyasinin qrafiki 111-ci sokilds verilmisdir.
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Yl

/2

== y = arctgx
7[/4‘ ,,,,,,,,,,,,

— /2

Sokil 111
IV. y = arcctgx funksiyasimin xassalori va grafiki.
1. y = arcctgx funksiyasinin toyin oblasti (—oo, o) intervalidir.
2.y = arcctgx funksiyasi (—oo, ) intervalinda 7-don 0-a godor monoton
azalir vo giymoatlori (0, ) intervalini togkil edir.

)

/4|
y = arcctgx
O 1 i
Sokil 112

3.y = arcctgx funksiyasi li¢iin
arcctg(—x) = w — arcctgx
borabarliyi 6donilir.
Gorinduyu kimi, y = arcctgx cltllyii olmayan funksiyadir, qrafiki do 112-
ci sokildo g0storilmisdir.

CALISMALAR
1. Asagidaki ifadalorin giymatini hesablayin:
a) sin (arcsin§ + arcsin i); b) tg (2 arcos g + arcsin %),
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1

\/5) + arc ctg(—V/3);

c) arctg0 + arc ctg(—1) — arc ctg (

d) cos (g + arc cos (—0,8)); e) tg Gn —arc sin(— %))

2. Eyniliklori isbat edin:

a) arc sin(cos arc sin x) + arc cos(sin arc cosx) = z

Py
VA T

b) arc cos (cos ;) ==

C) arctg2 + arctg3 = —1;

.5 . 16 4
d) cos (arcsmg + arcsin E) = cos (arccos g).

TESTLOR

1. Hesablayin. arccos (—%) + arcsin (— g) +arctg (—1)

s s 2T
2. Hesablayn. cosarcsin (g)

1 4 4
A) s B)O C) - D) — s
3.y = arcsin (2x — 5) funksiyasinin toyin oblastini tapimn.
A) (—o,0)  B)[1, )  C)[2,3] D) (=o0,1)
4. arctg E + arctg z = m olarsa, tgm-i tapin.

5 7 37
A) o B) -~ 01 D) %

5. Hesablaymn. arcsin z + arcsin g
A) B) = C)n D) 2n
6. Hesablayn.
. (V3
arcsin (7) + arctg (—1) + arcctg (—1) + 2arc cos (—1)
A) = B) 21 C)-n D) &

7. Hesablayin. arcsinl + arctg (—\/§) + arc cos (— ?)

E) -

3
E);

E) @

27
E) o

E)—m

171

E)T
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A)%ﬂ B) C) 2m D)0 E)-n
8. Hesablayin. arccos (— g) + arcsin (— ?)

A) 7 B) 7 C) 2 D) & E) -~
9. Uygunlugu miiayyan edin.

1. arccos (— ?) 2.sin (arccos?) 3. cos (arctg %)
A) 0,8 B)~ C)5 D) E)0
10. Uygunlugu miiayyan edin.
1. arccos V5 2. arctg /3 3. arcctg V3
A) % B)« C) monasi yoxdur D) % E) %
XVI FOSIL
TRIQONOMETRIK TONLIKLOR VO
BORABORSIZLIKLOR

§ 183. TRIQONOMETRIK TONLIKLOR
VO ONLARIN HOLLI

Trigonometrik funksiyalarin xassalorini daha mikommol 6yronmok
Uclin trigonometrik tonliklor hoalinin boylk ohomiyysti var. Muxtalif
odobiyyatlarda trigonometrik tonliklora muxtslif név toriflor verilir. Biz
asagidaki toriflori gobul edacayik.

Tarif. Trigonometrik vo ya tors triqgonometrik funksiya isarasi altinda
mochulu olan tanliya trigonometrik tonlik deyilir.

. . . 5
Masalan, sinx +sin2x + sin3x = 2 tgx + ctgx = 2,
cosx = e*, arsin2x + 2arccosx = %,

sinx = tgx, arcsin2x +1 =0vas.
Tutag ki,
F(x)=0
hor hansi trigonometrik tonlikdir. Machulun (x -in) miumkin giymetlor
coxlugu har hansi interval, parca, biitiin haqigi adadlor ¢oxlugu va s. ola bilar.
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Trigonometrik tanliyi hall etmak, machulun mimkin giymatlar coxlugu
icarisinda tonliyi 6dayan bitun adadlori tapmag va ya tonliyin hallinin
olmadigini gostarmok demokdir. (1) tonliyini 6doyan x = x, adadino onun
halli va ya kokul deyilir. Masalan,

sinx =0 vo cosx =1
tonliklorinin uygun olaraq, x = wk vo x = 2nk (k € Z) olmagla sonsuz
sayda halli oldugu halda,
sinx = 2,1 va cos3x = —4
tonliklorinin heg bir halli yoxdur. Cunki, sinx vo cosx funksiyalar1 miitloq
giymatca 1-don boyiik olabilmozlor.

Machulun mumkiin giymatlori coxlugundan asili olaraq tonliyin koklari

sonlu vs ya sonsuz sayda ola bilar. Masalan,
in2x = sinx
tanliyinin [O, g] parcasinda yerloson 0 vo g kimi iki kokii vardir. Lakin,
machulun mimkiin giymatlori ¢oxlugu olaraq hogiqi adadlor ¢oxlugu, yani
(—o0,0) araligi alindiqda, hamin tanliyin
x =mnk V9x=§+2nk, kez

kimi sonsuz sayda koki var.

Trigonometrik tonlik Gg¢iin mohculun mimkin giymatlori ¢oxlugu,
bitiin hagigi adadlor ¢oxlugu olduqda, tanliyin butin hallari ¢oxluguna onun
umumi halli deyilir. Bundan sonra, verilmis triqgonometrik tonlik 0g¢in
moachulun mimkin giymatlori ¢oxlugu haqqinda ayrica danigilmirsa, hamin
tonlik t¢tin mohculun mimkin giymatlorini biitin hagigi adadlor goxlugu
hesab edacayik.

Trigonometrik tonliklorin mihiim bir xUsusiyystini do geyd etmok
lazimdir. Coabri tanliklardan fargli olaraq triqgonometrik tonliklarin holli varsa
(mimkiin giymotlor ¢oxlugu olaraq (—oo, ) araligi vo ya bunun sonsuz
sayda nogtesinin atilmis oldugu hissasi hesab edilir), onlar sonsuz sayda olur.
Bu, triqgonometrik funksiyalarin dovri olmasi ils olagedardir.

Verilmis

F(x)=10
trigonometrik tonliyinin sol torafi dovri T olan funksiya, x = xy adadi do
tonliyin hor hans1 holli isa, onda
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x =x+ kT, keZ
soklindaki bitiin adadlor do homin tonliyin hallidir. Masalon,

1
cosx = -

tonliyinin sol torafi dovri 2w olan funksiya, x = g-da tonliyin holli
oldugundan,

x =z+2km,  kez
soklindaki biitiin adadlor do hamin tonliyin hallidir.

§ 184. ON SADO TRIQONOMETRIK TONLIKLOR

Ovvalca an sada trigonometrik tanliklar adlanan

sinx =m, cosx =m, tgx =m, ctgx =m (1)
tonliklarinin halli ilo mosgul olag. Bunun {iglin sira ilo homin tonliklori hall
edok:

l. sinx = m. 2
Bu tanliyi hall etmak Uglin, m-in dayarins bagh olaraq, asagidaki miimkiin
hallar1 nazardan kegirak:
a) |m|>1. Bu halda (2) tonliyinin he¢ bir halli yoxdur, ¢inki x-in hec bir
giymetinds  sinx-in giymeti miitlag giymstcs vahiddon bdyiik ola bilmoz;
b) jm| <1 (-1 <m < 1). Bu halda (2) tonliyinin sonsuz sayda halli var.

Indi tonliyin Umumi hollini tapag. [—g, %] parcasinda sinx funksiyasi
monoton artan oldugundan, har bir —1 < m < 1 adodi Ggun hamin parcada
yerlasan elo yegans x, = arcsinm qovsi var ki, onun sinusu verilmis m
odading barabardir:
sinx, = m.
Basqa sozlo, x, ododi (2) tonliyinin [—g, %] parcasinda yerlogon
yegana kokudlr. sinx funksiyasi E, 37”] par¢asinda monoton azalan

oldugundan, yeno do —1 < m < 1 adadi Ucun hamin parcada yerlogon elo

492



yegano x'y = m — arcsinm qovsl var ki, onun sinusu verilmis m odadins
borabordir:
sinxg = m.

Yoni xj otedi do  (2) tonliyinin  kokudir  (xp e [£,2).

Stylodiklarimiza asason deys bilarik ki, (2) tanliyinin [—Z, 2| parcasinda
ancaq iki kokii vardir: sinx =m; sinx'o=m.
sinx funksiyasi 2 dovrli oldugundan aydindir ki, xo + 2km vo x'y + 2km
(k € Z) soklinda olan bitlin adadlor do (2) tenliyinin hollidir. Onda (2)
tonliyinin dmumi halli
_ Xo + 2km = arcsinm + 2km,

x= {x'o + 2km = (m — arcsinm) + 2km
borabarliklari ilo tayin olunur. Bu barabarliklori asagidaki kimi birlogsdirmok
olar:

keZ

‘e { (—=1D3**arcsinm + 2kn
(=1 ***agresinm + 2k + Dn
= (-D*arcsinm + kn, ke€Z.
Belalikls, (2) tonliyinin Gmumi halli, yani batin hallori Gglin
x = (—Dkarcsinm+kn, k€Z (3)
diisturunu almis olurugq.
(2) tonliyinin Gmumi hallini bazan Arcsinm kimi ds isars edirlor:
Arcsinm = (—D)*arcsinm + kr, k€ Z.
Xususi olaraq (2) tonliyinin sag torofindo m =0 vo ya m = +1
olduqgda, tonliyin koklori uygun olaraq asagidaki kimi tayin olunur:
1) m = 0 olarsa, tonliyin Umumi halli x = kmolar (k = 0,+1,+2,..) m =0
olduqgda (3) dusturu da homin naticani verir. Dogurdan da
arcsin0 = 0 oldugundan,

x = (—D*arcsin0+ kn = kn = x =kn, k € Z; (a)
2) m = 1 olarsa, (2) tonliyinin Gmumi halli asagidaki kimi tayin edilir:
x ==+ 2kn, k € Z; (b)
3) m = —1 olduqda iso, (2) tanliyinin Gmumi halli
x=—%+2kn,kEZ (©
kimi olur.
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Belaliklo, m = 0 vo m = +1 olduqda, (3) disturuna miracist etmodon
bir basa (a), (b) va (c) diisturlarindan istifado etmok magsads uygundur.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

. V3
1. sinx = 5

O (3) dusturuna goérs tonliyin Gmumi halli
V3
x = (—1)karcsin7 +krn, keZ

kimi yazila bilar. arcsin? = g (vo ya Sing = g) oldugunu nozars alsag,
tonliyin Gmumi hallini
s
x=(—1)k§+kn, keZ

sokilinds alariq. @
2. sinx = 2.5.
O Tanliyin heg bir halli yoxdur. Ciinki, sinus funksiyas1 miitlaq giymotcs 1-
don boylk giymat ala bilmaz. O
Qeyd. Yuxarida oldugu kimi géstara bilarik ki,

sinp(x) =m 4)
tanliyinin |m|>1 oldugda heg bir halli yoxdur. |m|<1 olduqgda iss (4)
tonliyinin Gmumi halli

o(x) = (-Dkarcsinm + kn, k€ Z (5)
borabarliyindon tapilir. (5) boraborliyi, k parametrindon asili olan cabri
tonlikdir. Bu cabri tonliyi hall edorok (4) tenliyinin butiin koéklorini tapa
bilarik.
(5) cobri tonliyinin he¢ bir hoqiqi kokii olmadigda (k-nin biitiin
giymatlorinds), (4) tenliyinin do haqiqi koklori olmayacaqdir. Xiisusi halda,
@(x) = ax+ b (a # 0) olarsa, (4) tonliyi

sin(ax + b) =m, (a # 0)

soklini alir. Bu tanliyin halli

ax +b = (—D*arcsinm+kn, keZ
Vo ya

(—D* kr —b

arcsinm + , keZ
a

x =
olur.
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Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1. sin(4x + 3) = g .
O4x+3= (—1)"arcsin§ +kr=4x+3 = (—1)"%+ km

Vo ya
(-Dkr
16

x = +$,kez. °

2. sin3* = %
O 3*= (—1)"arcsin% + km voya 3* = (—1)k%+ k.
3*>0 oldugu tigiin tonliyin halli k-nin ancaq

(~DF =+ k>0

borabarsizliyini 6dayan giymatlorindon alinir. Bu iso k = 0,1, 2,... olanda
mumkindir. Demali, Gmumi hall asagidaki kimi olacaqdir:

— log; ((—1)k%+kn), k=0,0.0

Il. cosx = m.
a) m adadi miitlog giymotco vahiddon boyiik oldugda (|m|>1)

cosx =m (6)
tanliyinin halli yoxdur.
b) Im| <1 (-1 <m < 1) olduqgda, (6) tonliyinin sonsuz sayda halli vardir.
Bu hollari tapag.
cosx funksiyast [0, m] pargasinda monoton azalan oldugundan, ixtiyari
m (Jm| < 1) adadi Gglin hamin pargada yerlogon elo xo, = arccosm yegans
govsl var ki, onun kosinusu verilmis m odadino borabordir: cosx, = m.
Onda x, + 2km sokilindo olan bitin govslorin do kosinuslar1 verilmis m
odadina borabar olacaqdir. Bu gostorir Ki, xq + 2km (k € Z) odadlori (6)
tonliyinin kokloridir. cosx ciit funksiya oldugundan, —xq + 2km (k € Z)
sokilinds olan bitiin adadlar ds (6) tanliyinin kéklaridir. Demali, (6) tonliyinin
umumi halli

_(xo+2km B
- {—xo + 2k txo + 2km = arccosm + 2km,
yani
x = +arccosm + 2kn, k € Z (7)
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borabarliklori ilo tayin olunur.
Bazon (6) tonliyinin mumi hallini Arccosm ila do isars edirlor:
Arccosm = tarccosm + 2km, keZ.
Qeyd. cosp(x) = m (Im| < 1) tonliyinin Gmumi holli
¢(x) = xarccosm + 2km, keZ
dusturu ilo toyin olunur. @(x) = ax + b olarsa,
cos(ax+b)=m
tonliyinin mumi halli
ax +b = tarccosm + 2kn

Vo ya

arccosm 2km—b

x=+ + , kez
a a

kimi olacaqdir.

Xususi haldam = 0 vom = %1 giymatlorinds (6) tonliyinin hallini (7)
disturu ilo deyil, basqa diisturlarla ifado etmok daha uygundur. cosx = 0
tonliyinin koklarinin

T
x=§+kn, keZ

disturu ils, cosx = —1 tonliyinin kéklarinin
x=mn+2kn, keZ
disturu ilo vo nahayat cosx = 1 tenliyinin koklorinin do
x = 2km, keZ
disturu il tayin olundugunu yadda saxlamaq faydalidir.
Misallar.

1. cosx = % S>x = iarccos% + 2km voyax = i§+ 2km.
2. cos(x? +2) = —1 tonliyinin Gmumi halli, yuxarida geyd olunan xiisusi
hala goro

x2+2=m+2kn

olmalidir. x% + 2 > 0 oldugunu nozars alib, buradan
x=+/Qk+1Dn -2, k=0,

yaza bilarik.
B.cox2*=0=2"="+kn= 2" =2k +1)7.
Buradan da,
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i
x =log,(2k + 1)5, k=00

Umumi halli tapilir.
. tgx = m.
m-in istonilon hagigi giymotinda
tgx =m (8)
tonliyinin holli vardir. Bu hollori tapmaq {igiin avvalco (—7, ) intervalina

baxag. Bu intervalda tgx funksiyast monoton artandir. Ona goéra da hor bir
hoagigi m odadi Uglin hamin intervalda yerlogon yegans elo xy = arctgm
govsi var ki, onun tangensi m odadina borabardir: tgx, = m. Onda x, +
km sakilinda olan bltin adadlar (8) tenliyinin koklari olar. Buradan da, (8)
tonliyinin mumi holli alinar:
x =arctgm+kmn, k € Z. C)]
Bozon (8) tonliyinin tmumi hallini Arctgm ils do isaro edirlor:
Arctgm = arctgm + km, k € Z.
Qeyd. tgp(x) = m tonliyinin tmumi halli
o(x) = arctgm +krn, ke€eZ
borabarliyi il tayin olunur.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

1. tgx =3 = x = arctg\V3 + km voya x=§+k7r, kez.

2. tg xifl =1= xiil = arctgl + km = xfj_cl = %+ km =
+/16+(m(4k+1))?
Ty
IV.ctgx =m.
m-in istonilan hagigi giymotinds
ctgx =m (10)

tonliyinin holli vardir. ctgx funksiyasi (0, ) intervalinda monoton azalan
oldugundan har bir hagigi m adadi Ggiin hamin intervalda yerloson yegana elo
Xo = arcctgm qovsu var ki, onun kotangensi m adadina barabardir: ctgx, =
m. Onda x, + km sokilinda olan bitin qgdvslorin do kotangensi verilmis m
adadins barabar olar. Bu gostarir ki, x, + km (k € Z) ododlorinin hamisi (10)
tonliyinin koklaridir. Beloliklo, (10) tonliyinin mumi halli
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x = arcctgm + km voya x = Arcctgm, k€ Z (11)
borabarliyi ilo tayin olunur.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1l ctgx =5=>x =arcctgs+kmn, ke Z.

2. ctg(5x —2) =3 = 5x — 2 = arcctgV3 + kn =

_ (6k+:2)n+12' ke
Qeyd. Trigonometrik tonliklari hall etdikds naticani bitinlikds ya radian, ya

da daraca ilo ifada etmok lazimdir. Masalan,

1
sinx =

tonliyinin hallini
x = (=1*Z+ km, k € Z,yaxud x = (1) 30° + 180°k, k € Z
kimi yazmaq lazimdir. Cavabi
x=(=1)¥30° + km, k € Zvoya x = (1) +180°%, k€ Z
kimi yazmaq qusurludur.

Xiisusi hallar1 da nazars almagla oan sads trigonometrik tonliklorin hoalli tctin
14-cii codvali yadda saxlamaq faydalidir (k € Z).

Cadval 14
Halli
Tonliklor
radian ilo daraca ila

sinx = a, x = (—=D*arcsina+ k| x = (=1)*arcsina + 180°k
-1<ax<1
cosx = a, x = tarccosa + 2wk x = tarccosa + 360°k
-1<ax<l1

tgx=a x = arctga + mk x = arctga + 180°k

ctgx =a x = arcctga + k x = arcctga + 180°k
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sinx =0 x =1k x = 180°
sinx =1 ¥ = §+ 2k x =90° + 360%%
i — i3 _
sinx = —1 X = ——+ 21k x = —90° + 360°k
cosx =0 x=%(2k+1) x =90°(2k + 1)
cosx =1 x = 2mnk x = 360°
cosx = —1 x=n(2k+1) x =180°2k +1)
tgx=20 x =nk x = 180°
ctgx =0 x=g+nk x =90° 4+ 180°k

§ 185. EYNIADLI TRIQONOMETRIK FUNKSIYALARIN
BORABORLIK SORTLORI

Trigonometrik tonliklori hall edarkon bozon eyniadli triqgonometrik
funksiyalarin baraborlik sortindan istifads edirlor. Bu sartlori miiayyan edak.

Teorem 1. x vo y govslari sinuslarmin barabar, yani

sinx = siny
olmasi ti¢iin, homin qévslor arasinda
x=(—D*y +kn (1)

munasibatinin olmas1 zaruri va kafidir. Yoni
sinx = siny o x = (—D)*y + kn, (k € Z).

o Sartin zaruriliyi. Tutaq ki, x vo y qévslorinin sinuslar1 barabardir:
sinx = siny,
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onda
sinx — siny = 0.
Borabarliyin sol torafini hasilo gevirak:
xy _
2

. X—
ZsmxTycos 0.

Buradan,
sin% =0 we costrTy =0,
naticads isa, x Vo y-lor iclin
x—y=2kr vo x+y=_2k+ D=

olur. Alinan bu iki barabarliyi uygun olaraq

x =y + 2kn = (—1)**y + 2km,

x=—-y+ 2k+Dnr=(-D*"y+ 2k + Dn
soklinda cevirib, birlogdirsak,
x=(CD"y+nw (n€Z)
olur.
Sartin kafiliyi. Tutaq ki, x vo y qdvslari arasinda (1) miinasibati

vardir. Onda

y + 2nm, k = 2n,

x={—y+(2n+1)n, k=2n+1
boraborliyi dogrudur. Aydindir ki, har iki halda
sinx = siny
borabarliyi ddanilir:
sinx = sin(y + 2kn) = siny,
sinx = sin(—y + 2k + V)m) = sin((wr — y) + 2kn) =
sin(m —y) = siny. m
Teorem 2. x vo y qovslori kosinuslarimin barabar, yani
cosx = cosy
olmasi ti¢iin, homin qdvslor arasinda
x =xy+ 2km

munasibatinin ddonilmasi zaruri vo kafidir. Yoni
cosx = cosy & x =ty + 2kn, (k € Z).

2k+1 . .. - .. .
Teorem 3. Tn-den forgli x va y qovslari tangenslarinin barabar, ysni

tgx = tgy
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olmasi ti¢lin hamin qdvslor arasinda
x=y+kn (k€Z)
miinasibotinin olmasi zoruri vo kafidir.
Teorem 4. km-don forgli x vo y qovslori kotangenslarinin barabar, yani
ctgx = ctgy
olmasi ti¢iin hamin qdvslor arasinda
x =y +km, (kez)

miinasibotinin olmasi zoruri vo kafidir.

Bu teoremlarin do isbati1 1-ci teorems oxsar oldugundan, oxuculara
hovals edirik.

Misallar. Asagida verilon tonliklori hall edin.

km
5—(-1)k2’
k =2n vo k = 2n + 1 gotirmokls aldigimiz koklori asagidaki kimi
ayirmagq olar:

1. sin5x = sin2x = 5x = (-1)f2x +kn = x = kez.

x = Z?nn Vo x = 2n7+17r, (ne2z.
2. sinx — sin30° = 0 = x = (—1)¥30° + 180°k, k € Z.

3.6053x=cosx='3x=ix+2kn=>x=%, keZ.

Son barabarlikds + vo — isaralorini névba ilo gétirmoklo uygun olaraq x =
%ﬂ Vo x = km, haticodo iso x = %ﬂ Umumi hoallini alariq (k € Z).

4, cosdx — cos40° = 0 = 4x = +40° + 180°2k = +10° + 90°, k € Z.
5.thx=tg3x:>5x=3x+kn:>x:k7ﬂ, keZ.

6. tg(x+%)=ctgx:>tg(x+%):tg(§—x):>

+-—= +k =—0Uk+1), keZ
—=—=— Sx == .
X 4 2 X T X 3 B

7. ctg7x=ctg3x:>7x=3x+k7rzx:%n, keZ.

8. ctg(x + 60°) + tg(x + 25°) = 0 = ctg(x + 60°) = —tg(x + 25°) =
ctg(x + 60°) = ctg(x + 115°) = x + 60° = x + 115° + 180°k.
Olds edilon bu cabri tonliyin halli olmadigina géra, verilmis trigonometrik

tonliyin do halli yoxdur.
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§ 186. TRIQONOMETRIK TONLIKLORIN OVOZETMO
USULU iL® HOLLI

Trigonometrik tonliklor muxtalif Gsullarla hall olunur. Bu Gsullardan
biri do ovozetmo Usuludur. Bu Usulla trigonometrik tonlik cabri tonliya
getirilarok hall oluna bilir.

Ovvalca mochulu bir triqgonometrik funksiya isarasi altinda olan

F(sinx) =0 Q)
tonliyino baxaq. sinx =t ilo ovoz etsak, (1) tonliyi
F(©)=0 )

tonliyina gevrilir. Goriinduyd kimi, (1) tanliyinin koklorini tapmaq ticun (2)
tanliyini hall etmok lazimdur.
—1 < sinx < 1 oldugundan, (2) tanliyinds machulun mimkin giymatlori
[—1,1] pargasidir: —1 < t < 1. (2) tonliyinin [—1, 1] pargasinda yerlogon
har bir ¢; halling, (1) tonliyinin miayyan hallor seriyast uygun olur (Burada,
i, (2) tonliyinin mixtalif kdklorini gostorir). Bu hallor seriyasini,
sinx =t¢t; (|| <1)

tanliyini hall edarak aliriq:

x = (—D™arcsint; + nm, n € Z. (3)

(2) tonliyinin [—1, 1] parcasinda yerloson biitiin t; (i = 1,m) hollori sira ilo
(3)-da yazilaraq, (1) tonliyinin hallori tapilir. (2) tonliyinin [—1, 1]
pargasinda yerlagon halli olmazsa, (1) tenliyinin da halli olmaz.
Ogor tonlik,
F(cosx) =0 4)
sokilindo verilorss, cosx = t avozlomasi ilos, tanliyin [—1, 1] pargasinda
yerloson hollarini gotirmak lazimdir. Yeni alinmis
=0 (5)
tonliyini yuxarida izah edildiyi kimi holl edib, (4) tonliyinin
x = xarccost; + 2km, (ke2)
hallorini tapariq.
Basqa trigonometrik funksiyalardan asili olan triqgonometrik tonliklarin
hallinda da avazetmo Usulundan istifads oluna bilar. Masalan,
F(tgx) =0 vo G(ctgx) =0

502



tonliklori uygun olaraq tgx =t Vo ctgx = t avazlomoalari ilo
Ft)=0va G(t) =0
tonliklorina cevrilir va hall olunur. (2) vo (5) tenliklorindon forgli olaraq,
burada t mochulu Uzarine heg bir sort qoyulmur.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1. sin’x — 4sinx + 3 = 0.
O sinx = t ilo ovoz edok:
t?—4t+3=0=>t; =1;t, = 3.

Buradan, sinx =1 vo sinx = 3. sinx = 3 tonliyinin hoalli yoxdur.

sinx = 1 tonliyindan, verilon tonliyin imumi halli

—n+2k
x= T

kimi tapilir. @
2.2cos?x + 5cosx —3 =0
O cosx =t ilo avaz etsak,

2t2+5t—-3=0=>t,=-3; t, =§=> cosx=§=> x=i§+2nk, keZ.
cosx = —3 tonliyinin halli yoxdur. @
3. tg’x+tgx—2=0.

O tgx =t iloovoz etsak,
tg’x+tgx—2=0=2t*+t—-2=0=>t; =-2,t, =1.
tgx=—-2=x, =arctg(—=2)+nm, n€Z; tgx=1= x, =%+n7r,n €Z®

Birdon ¢ox triqgonometrik funksiyalardan asili olan
F (sinx, cosx, tgx, ctgx) = 0 (6)

trigonometrik tonliyini hall etmok (gln do bazon oavazetmolordan istifads
etmok olverisli olur. Bu zaman, ovvalco (6) tonliyindo istirak edon
trigonometrik funksiyalarin hamisi, bunlarin biri ilo ifads edilir. Alunmig
tonlikds trigonometrik funksiyani yeni doyisonlo ovoz edorok, yuxarida
aldigimuz tonliklordan birina gatirirlor.
Qeyd. Bir trigonometrik funksiyani basqasi ilo avaz etdikdo

, tgx
sinx = +V1 — cos?x = ———
- +J1+tg?x '
1

+1+tg?x

cosx = /1 —sin?x =
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Vo S. kimi ifadalor iglatmok lazim galir. Bu ifadslords irrasionalliq va iki isara
vardir. Buna goéro do naticods alinan tonliklorin hallinds gox zaman konar
koklor amalo golir. Bu ndgsanlarin olmamasi {iglin ¢ox vaxt trigonometrik
funksiyalarin hamisi yarim bucagin tangensi ila ovoz edilir:

2tg% 1—tg? %
SInX = ———%; COSXx = ——
1+tg*5 1+tg*x5
2tg% 1—tg? %
tgx = %5 Ctgx = ——=
1- th 5 Ztgz 2
Onda (6) tenliyi avezins ancaq tg >-den asil
X
f(ta3) =0 ™
tonliyini alirig. tgg =t ilo avaz etsok, (6) tonliyini va elaca da (7) tonliyini
fe)=0 (8)

tonliyino gevirmis olurugq. (6) tonliyinin sol torofi trigonometrik
funksiyalardan asili olan rasional funksiya olarsa, (8) tonliyinin sol torafi do

t-nin rasional funksiyasi olur. Buna géro do tg g = t avazlomasina ¢ox zaman

rasionallasdirici avazloma va ya universal avazlamo deyilir.
Misal. cosx — 3sinx + 1 = 0 tonliyini hall edin.
tgy 1-tg%

2
O sinx = VO cOSx =
1+t9%7 1+tg%5

oldugunu digqatos alib, tgg =t gobul
edok:
Lo 3 2 s
1+¢? 1+¢?
1—t2—6t+1+t2:0:>2:6t:>t=%=>

x 1 x 1

—_—e s - = - =
1:g2 3775 arctgg+mr

X = 2arctg§+ 2nmt, n€Z. @

cosx —3sinx+1=0>
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§ 187. BIRCINSLI TRIQONOMETRIK TONLIKLOR

apsin™x + a;sin™ 1xcosx + - + a,_;sinxcos™ x + a,cos™x =0 (1)
sokilindaki tonliklora bircinsli triqgonometrik tanliklar deyilir.
(1) tonliyini hall etmok ti¢lin, gox istifads olunan iki hali nazardon kegirok.
1-ci hal. Forz edok ki, a,, # 0. Bu halda (1) tenliyinin cosx = 0
barabarliyini 6dayan hallari ola bilmaz. Dogrudan da, (1) tonliyinin cosx =
0 tonliyini 6dayan x; halli oldugunu farz etsak,
apsin™x; + a;sin™ 1x;cosx; + - + a,_;sinx;cos™ 1x; + a,cos™x; =0
borabarliyindon
sin™x; = 0= sinx; =0

alariq. Aydindir ki, bu halda x = x; néqtesindo

sinxy = cosx; =0

borabarliyi 6danilmalidir. Bu iss ola bilmaz. Yani forziyyamiz dogru deyil:

cosx # 0. Bunu nazars alib, (1) tanliyinin har iki tarafini cos™x-o2 bolak:
n-1

sinx\" sinx sinx
%0\ cosx T cosx ot e cosx tan =0,

aptg"x + a;tg" x + -+ a4t + a, = 0.
tgx =t ilo ovoz etsok, n doracali
apt" + a;t" 1+ +a,_t+a, =0 )

cabri tonliyini alariq. (2) tonliyini hall edib, t;, t,, ..., t;, (M < n) hagiqi
koklorini tapdigdan sonra, (1) tanliyinin kéklorini
tgx=t, (k=1,2,..,m)
tonliklorindon tapmaq lazimdr.
2-ci hal. Farz edak ki,
ag=ay =-=0ax_1=0vo aq, # 0.

Bu halda (1) tonliyini

cos®x(aysin®*x + a,qcosxsin®™ *1x + -+ a,cos™Fx) = 0
kimi yaza bilorik. Buradan
cosx =0, aisin™ *x + apycosxsin® ¥ 1x + -+ a,cos™*x = 0. (3)
(3) tonliklarindan birincisinin halli aydindir. ikincisi isa bircinsli tonlikdir vo
1-ci halda gostorildiyi kimi hall edilir. (3) tonliklarinin bitiin hallari coxlugu
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verilon tonliyin mumi halli olur.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

1./3sin%x — 4sinxcosx +v/3cos?x = 0.

O cosx # 0 oldugundan (niya?), tonliyin hor iki torafini cos?x-o bolok:
V3tg?x — 4tgx + V3 = 0.

tgx =t ilo avaz edok:

V3t2 —4t+/3=0>1t, = \/_,tz—\/_:>tgx1—\/_,tgx2—\/_:
X1 =g+k7r, Xy =§+kn, keZ. @

2. cos?x — sinxcosx = 0.

O cos?x — sinxcosx = 0 = cosx(cosx — sinx) = 0 =

Dcosx =0 = x1=g+kn, k ez
2)cosx —sinx=0= tgx=1= x, =%+kn, keZ @
Qeyd. Bozon cevirmolor vasitssilo bircinsli olmayan tonliklori bircinsli
trigonometrik tonliklora gatirmok olur. Bunun tiglin adaton, sin®x + cos?x =
1 eyniliyindan vo voziyystdon asili olaraq onun miixtalif quvvatlorindon
istifada olunur. Masalan, bircinsli olmayan
Asin?x + Bsinxcosx + Ccos?x = D
tonliyindo D yerino D(sin?x + cos?x) yazsag, onu
(A — D)sin?x + Bsinxcosx + (C — D)cos?x = 0
kimi bircinsli triqgonometrik tonliys gotirmis olurug.
Elaoco do,
Asin*x + Bsin3xcosx + Csin?xcos?x + Dsinxcos3x + Ecos*x = F
tonliyindo sag torofi F(sin’x + cos?x)? soklinds yazsag, onu
(A — F)sin*x + Bsin3xcosx + (C — 2F)sin®xcos?x +
Dsinxcos3x + (E — F)cos*x = 0
kimi dorduncil daracali bircinsli trigonometrik tonliys gatirmis olurug.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1. 3sin?x + 5cos?x — 4sinxcosx = 2.
O 3sin®x + 5cos?x — 4sinxcosx = 2 =
3sin?x — 4cosxsinx + 5cos?x = 2(sin’x + cos?*x) =
sin?x — 4cosxsinx + 3cos?x = 0.
Hor iki torofi cos?x-o bollib, tgx = t gobul edok:
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tg?x —4tgx +3=0>tgx; = 1,tgx, =3 =
X1 =%+kn, x, =arctg3+kn, ke Z. @
2. 3sin*x + 4sin’xcos?x — 3cos*x = 3.
O Tonliyin sag torafini 3(sin?x + cos?x)? kimi yazib, sadologdirok:
3sin*x + 4sin®xcos?x — 3cos*x = 3(sin®x + cos?x)? =
2sin?xcos?x + 4cos*x = 0 = 2cos?x(sin’x + 2cos?x) = 0 =
1) cos’x=0=cosx=0=x; :§+kn, k ez

2) sin’x+2cos’x=0=>x€0. @

§188. asinx + bcosx = ¢ SOKLINDOKI
TONLIKLORIN HOLLI

asinx + bcosx = ¢ tonliyi, a=>b, ¢ =0 oldugda ¢ox asan hall olunur.
Umumi halda (a # b,c # 0,a # 0,b # 0) sozii edilon tonlik bir nego tisulla
hall oluna bilir.
I. asinx + bcosx = c tanliyinin yardimc1 bucaq daxil etmakla halli.
Tonliyin sol torofini asagidak: kimi ¢evirak:

asinx + bcosx = ¢ =

Jav

COSX) =C.

a b
——ssinx + ——
va? + b2 va? + b?

(L)Z + (L)Z = 1 oldugundan, ——— = cos¢
Jazin? Jazin? gundan, oz '
——— = sing qabul edila bilar (2 = tg¢). Onda tanlik

. . Cc . Cc
SINXCOSQ + SINPCOSX = == = sin(x + @) = T

soklini alir. ©ldos edilon

c
sin(x + ) = ——=
v Va? + b?
tonliyinin,

|| .. - .
1) =1 oldugda hallinin olmadig1 aydindir;

2) == < 1 oldugda isa halli

c
x+ ¢ = (—1)"arcsin———=+ nmn, nez
a? + b?
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yani

x = (—1)narcsin\/az;i_}_b2 — @ +nm, nez
olur.
Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.
1. 3sinx + 2cosx = 4.
O Yuxarida deyildiyi kimi, tonliyi asagidaki kimi ¢evirok:
3sinx + 2cosx = 4 =

cosx) =4=

3 2
V32422 (—sinx —
V32 422 V32 + 22
3 2 4

—Sinx + —cosx = —=

Vi3 V13 V13

sin(x + @) = \/%_3.
4

3 2 . . .
Burada, ——= = coso, 5= sing. > 1 oldugundan, verilan

V13
tonliyin halli yoxdur: x € ¢. @

2. sin5x — V3cos5x = 1.
O Yeno yuxaridak: kimi tonliyi asagidaki kimi ¢evirak:
sin5x —V3cos5x =1 =

1 V3
v1+ 3( sin5x — cosSx) =1>
Vv1+3 v1+3

1.« V3 e L
Z _y2 LN
5 SinSx — —-cos5x =5
sin (Sx — E) = z = 5x— 2 = (—1)"arcsinl +nr =
3 2 3 2
T T
5x=§+(—1)"g+nn:>
_T =nr
x—15(1+—2 +3n),nEZ.

. 1, 3 -
Cevirmads cosp = 50 Sing = g =@ = % oldugu nazors alinmigdir. @

3. sinx + cosx = V2 .

O sinx + cosx =V2 = \/E(gsinx + gcosx) =2 =

. ﬂ . n . n
smxcosz + cosxsmz =l=>sinx+—-=1
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x+%=§+2nn:> x=%+2nn, nezZ @

Il. asinx + bcosx = ¢ tanliyinin universal avazlama ils halli. Tanliyi hall
etmak Uglin sinus vo kosinusun yarimarqumentin tangensi ilo ifado diisturlari
olaraq adlandirdigimiz

X 2X

. 2tg; 1-tg*; ., 2t 1-t2
Sinx = ——%, COSX =_——%, YanlI Sinx =—, C0Sx = 5
1+tg% 1+tg25 1+t 1+t

diisturlarindan istifado edok (burada, t = tgg universal avazlamo adlanir):
Tanliyi hall etmok (gl sinus va kosinusun ifadslarini tanlikds nazars alag:
2at  b(1—t?)

1+t2+ 1+ t2
b+o)t?-2at—b+c=0=>

a++Vva?+ bz —c?
b+c '

t1p =

OVazlomoni nazars aldiqda,

x at++va?+ b?%—c?

tg— =
gZ b+c
Vo ya
etV T DI =
x = 2arctg + 2nm, neE’Zz.
b+c

Qeyd edak ki, verilmis tanliyi bircinsli tonliys gotirmoakls vo ya hor iki
torofi kvadrata yiiksaltmoklo do holl etmoak olar.
Misal. 3sinx + 2cosx = 2 tonliyini hall edin.
O Universal avazlomoni tatbig edok:
6t 2(1-1t%) 3t 1—t?
+ =2= +—
1+ t? 141t 1+¢t2 141¢2
2t -3t=0=>t(2t—-3)=0=>
Dt=0= tg§=0:>§:nn$9q:2nn, nez

=1

2)2t—3=0=>t= 1,5=>tg§=1,5=>§=arctgl,5+nn=>
x, = 2arctgl,5 + 2nm, nezZ.@®
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§ 189. TRIQONOMETRIK TONLIKLORIN BOZi XUSUSI
USULLARLA HOLLI

Umumiyyatls, triqgonometrik tonliklorin hoalli Ggtin Gmumi bir Gsul
vermok mimkiin deyil. Bu paragrafda bazi trigonometrik tonliklori hall etmak
tiglin iglodilon bir sira xiisusi tisullar gostoracayik.

I. Forz edoak ki, verilmis

F(x)=0 1)
trigonometrik tonliyinin sol torofi asagidaki kimi vuruglara ayrilir:

F(x) = @1(x) - 92(x) -+ oo ().

Bu halda (1) tonliyinin Gmumi hallini tapmag Ggiin
@01(x) =0; p(x) =0;...;0,(x) =0 2
tonliklorindon har birinin hallini tapib, bunlar1 bir ¢oxluq soklinds
birlosdirmok lazimdir. Aydindir ki, (1) tanliyinin har bir halli (2) tonliklorinin
he¢ olmasa birinin hallidir.
Misal. sinx + 2sin2x + sin3x + sindx = 0 tonliyini hall edin.
O Tonliyi asagidaki kimi gevirak:
sinx + 2sin2x + sin3x + sindx = 0=
2sin2x + (sinx + sin3x) + 2sin2xcos2x = 0 =
2sin2x + 2sin2xcosx + 2sin2xcos2x = 0 =
2sin2x(1 + cosx + cos2x) =0 =
sin2x(2cos?x + cosx) = 0 =
sin2xcosx(2cosx + 1) = 0.
Cevirma zamani
sindx = 2sin2xcos2x, sin3x + sinx = 2sin2xcosx Va
1+ cos2x = 2cos?x

oldugunu nazors aldiq. Son tonlikdan,

1) sin2x =0 = 2x=nn:>x1:%”;
2)cosx =0= x2=g+nﬂ,
3)2cosx+1=0 =>cosx=_% =>X3=i2?n+2mr.

Bunlar1 birlogdirib, verilmis tonlik Ggiin

nm 21
x=— Vo x=i?+2nn
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koklorini tapariq (n € Z). @
Il. Verilmis

F(x) = o(x) (3)
trigonometrik tonliyini miiayyan gevirmalor vasitasilo

@1(x)@2(0)..0n(x) _
Wy ()W (). Wp(x) 0 (4)

sokilinda gevirmok mimkiin oldugda, hamin tonliyin Gmumi hallini tapmaq
tctin (4)-un sol tarafindaki ifadonin suratindaki vuruglardan har birini sifra
borabar edorak (kasirin giymotinin sifir olmasi tiglin onun moXraci sifirdan
fargli, surati iss sifir olmalidir), alinan

@1(x) =0; p(x) =0;...; ,(x) =0 (5)
tonliklorinin halli tapilir. Sonra (5) tonliklorinin hallari igarisindan (3) tonliyini
0dayan koklor segilir.
Qeyd. Tutaq ki, F(x) = ¢(x) trigonometrik tonliyi verilmisdir. Arqumentin
mimkin giymetlor ¢oxluguna daxil olmayan a néqtasinds F(x) vo ¢(x)
ifadolarindan biri 6z monasini itirarss, lakin x — a-da F(x) — ¢(x) farginin
limiti sifira barabordirss, x = a néqtssine (adadins) verilmis

F(x) = ¢(x)

tanliyinin maxsusi halli va ya maxsusi koki deyildir.
Misallar. Tanliklori hall edin.

sinx cosx

" otgx tgx
O Tonliyi ¢evirak:
sinx cosx  sinx — cosx (sinx — cosx)cosx
= =0= =0

)

tgx  tgx tgx sinx
sinx — cosx = 0,cosx = 0.
Bu tonliklori hall etsak,

=2k, = 2k + D)2

X =t km xp = >
x=2k+1) % giymatlarinds verilmis kasrin moxracindaki tgx funksiyasi 6z
monasini itirir. Demali, x = (2k + 1)% ifadasi verilmis tonliyin moxsusi

kokloridir. Belaliklos, verilon tonliyin koklori x = %+ km, k€ Zolur. @

2.1 — cos2x = sinx.
O Tonliyi asagidaki kimi ¢evirak:
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1 — cos2x = sinx = 2sin’x = sinx =
sinx(2sinx —1) =0 =
Dsinx=0=>x=kn, ke Z
2) 2sinx —1 =0 = sinx =%:>x = (—1)k%+kn..
I11. Bozi trigonometrik tonliklor, triqgonometrik funksiyalarm hasilini coma
(Vo tarsino) cevirmo diisturlarmin kémayi ils hall olunur.
Misallar. Tanliklori hall edin.
1. cosxsin7x = cos3xsin5x.
O Hor iki torafa hasili como gevirmoa diisturlarini tatbig edok:
%(sin(7x +x) + sin(7x — x)) = % (sin(5x + 3x) + sin(5x — 3x)) =
sin8x + sinbx = sin8x + sin2x =
sinbx — sin2x = 0.
Sol torafdoki forgi hasila gevirak:
sinbx — sin2x = 0 = 2cos4xsin2x = 0=
cosdx =0, sin2x =0>
X4 =%+Z—ﬂ; Xy =nz—n,nEZ..

2. sin12xsin7x = cos10xcos5x.

O Hor iki tarafa hasili coms, sonra da comi hasilo ¢evirme diisturlarini
tatbig edok:

1
5 (cos5x — cos19x) = > (cos15x + cos5x) =

cos15x + cos19x = 0 = 2cos17xcos2x =0 =

cosl7x =0, cos2x =0=
s nm s nm

Xy =—+—, X=—+—, n€Z @
34 17 4 2

3. sinx + sin2x + sin3x = cosx + cos2x + cos3x.
O Tonlikdaki biitiin hadlari sol torafa kegirib qruplagdiraq vo lazim olan
diisturlari tatbig edok:
(sinx + sin3x) — (cosx + cos3x) + (sin2x — cos2x) = 0 =
2sin2xcosx — 2cos2xcosx + (sin2x — cos2x) = 0 =
2(sin2x — cos2x)cosx + (sin2x — cos2x) = 0 =
(sin2x — cos2x)(2cosx +1) =0 =

1) sin2x —cos2x =0=>tg2x =1 x; = §+%nn;
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2)2cosx+1=0:>cosx=—%:>x2=i§n+2nn, nez @

4. tgx +tg2x = tg3x.

O tgx + thx — tg3x N sinx + sin2x — sin3x
coSx coSs2x cos3x
sin(x +2x) sin3x ) 1 1
= =S x( - ) =0=
COSXC0S2x cos3x cosxcos2x cos3x

1)sin3x =0 = x1=%, nez

1 1 C0S3X—C0SX-C0S2X
) — = >

:0$

COSXCO0S2Xx cos3x COSX-€c0S2x-c0S3X

cos3x —cosx - cos2x =0 =
cos2xcosx — sin2xsinx — cosxcos2x = 0 =
sin2xsinx =0 =

a)sin2x=0:2x=nn=>x=%, nez;
b)sinx=0=>x=nn, nedZ

Bu iki cavabi birlagdirib x = nm almaq lazimdir, ¢lnki, tok n-lar Gglin x =
nz—n-larda tgx funksiyasi toyin olunmamisdir. Beloalikla, verilon tonliyin halli

x1=% Vo xp =nm, neEZ olur. ®

IV. sin*x + cos*x = a sokilindaki tonliklari, bazon sin?x + cos?x =
1 eyniliyinin har tarafinin kvadrata ylkssldilmasindan faydalanaraq hall
etmok asan olur. Bels ki,

sin?x + cos?x = 1 = sin*x + 2sin®xcos?x + cos*x =1 =

sin*x + cos*x = 1 — 2sin’xcos’*x =

sin*x + cos*x =1 — EsinZZx

oldugundan, verilan tonlik
1 —%sinZZx = a.

soklins diistir. Buradan,

sin?2x = 2(1 — a). *)

Bu tonliyin (demsli, hom da verilan tonliyin) hollinin olmasi {igiin 0 <

2(1—a) <1, yoni % < a <1 olmalidir. Bu halda als alinan tonliyin halli

asagidaki kimi olur.
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. _ — _ =" . — nm .
1) sin2x = \/2(1 — a) = x; =-——arcsin 2(1 a)+2,nEZ,

. _ — _ (~1)nt1 ) — nm
2)sin2x = —\2(1 —a) = x, = S —arcsin 2(1—a) + > ,NEZ.

Misallar. Asagidaki tonliklori hall edin.

. 7
1. sin*2x + cos*2x = 5

Oa= g oldugundan, (*) diisturuna gors verilon tonlik
1
. 24 —_
sin“4x = -
soklini alir. Buradan da, sindx = +-=x=2(6n+(-1)"), ne€Z

oldo edilir. @

2. sin*X+ cos*E=2
5 5 8

O Yeno do (*) dusturuna gors verilon tonliyi

. ,2x 3

sin®—=—

5 4

soklinds yazib, buradan, sinz?x = i?, noticads ise x = 5?11: GBnt(—DM),

n € Z oldo edirik. @

3.sin*3x + cos*3x = g.

Oa= ? < % oldugundan, verilon tonliyin halli yoxdur. @

§ 190. TRIQONOMETRIK FUNKSIYA DAXIL OLAN
USTLU VO LOQARIFMIK TONLIKLOR

Quwvvatin sttina machulun triqgonometrik funksiyasi daxil olan tonliya
ustli trigonometrik tanlik deyilir. Ustlii triqonometrik tonlik, ya borabor osasl
glvvatlori migayiso etmoklo, ya da logarifmloms ilo hall edilir. Logarifm
isarasi altinda trigonometrik funksiya olan tonliya logarifmik trigonometrik
tonlik deyilir. Logarifmik triqgonometrik tonlik iso ¢ox zaman potensiallama
ilo hall edilir.
Misallar. Verilan tonliklori hall edin.

1, 2sin®x 4 4 . pcos’x — ¢
O 2sin?x 4 4. pcos’x — g = psin®x 4 4. pl-sin®x — g -
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225in2x —-6- Zsinzx +8=0.
25t°X — 3 iy avoz edok:
y2—6y+8=0= y, =2.y, = 4.
OVvazlomaya gora buradan,
1) 25 =2 > sin?x =1 sink =+1 = x = + 2+ 2km, k € Z;
2) 25X = 4 = 2SIN*X = 92 o in2x = 2 = sinx = +V2. |sinx| < 1
oldugundan, bu tanliyin holli yoxdur.
Beloliklo, cavab x = + 7+ 2km, k € Z. @

2. lgsinx — lgcosx = 1g3 — 1gV/3.

. _ _ sinx ;3
O lgsinx — lgcosx = 1g3 —1gV3 = Ig o = 852
tgx=%=>tgx=x/§z>x=§+nn.

Tonlikde sinx > 0, cosx > 0 olduguna gors, cavab x = §+ 2nm,

n =20, olur. ®

§ 191. TORS TRIQONOMETRIK FUNKSIYALAR
DAXIL OLAN TONLIKLOR

Machulu tars triqgonometrik funksiya isarasi altina daxil olan tonliklora
misal olaraq asagidaki tonliklori géstarmok olar:
arcsinx = m, arccosx =m, arctgx =m,
f(arcsinx) =0, f(arcsinx,arccosx) = 0Vas.
Belo tonliklardon bazilorinin hallini nazardan kegiroak:

l. arcsinx = m. arcsinx funksiyasinin qiymatlori [— %,%] pargasini omoala
getirdiyindon, ancaq |m| Sg olduqda, verilan tonliyin yegana

X = sinm
halli var.
Il. arccosx = m. arccosx funksiyasi gqiymatlori [0, ] parcasii omoalo
gotirdiyindon, ancaqg 0 < m < m olduqda, verilon tanliyin yegano

= cosm

halli var.
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. arctgx =m. (g,g) intervalinda yerloson hor bir m odadi Uglin
arctgx = m tonliyinin yegano
X =tgm
halli var.
IV. arcctgx = m. (0,7) intervalinda yerloson hor bir m odadi Uglin
arcctgx = m tonliyinin yegans
X = ctgm
halli var.
V. f(arcsinx) = 0. Bu sokildo tonliklori holl etmok Ggin arcsinx =t
gobul edib, alinan f =0 tenliyini hall etdikdon sonra tapilan cavabi
ovazlomods yazib, alinan tonliklori yuxarida gostorilon gayda ilo hall etmok
olar.
f(arccosx) =0, f(arctgx) = 0, f(arcctgx) =0

tonliklori do oxsar qayda ilo hall olunur.
VI. f(arcsinx,arccosx) =0 va f(arctgx,arcctgx) =0 soklinda
tanliklar. Bu sokilds tonliklori hall etmak tiglin uygun olaraq

arcsinx + arccosx = % (1)
Vo

arctgx + arcctgx = % (2)
eyniliklorindon istifado etmoklo verilon tonliklori V halda gostarilon
tonliklordan har hansi birina  gatirmak moagsads uygundur.
Misallar. Verilan tanliklari hall edin.
1. 6 arcsin(x? — 6x + 4,5) = - .
O Tonliyi hall etmok Ugtin har iki tarofi 6-ya boliib sinusunu alag:
6arcsin(x?> —6x +4,5) = - =

m
sin(arcsin(x? — 6x + 4,5)) = —sing >

1
x2—6x+4,5=—§=>x2—6x+5=0=>

X1 = 1, Xy = 5. .
. A
2. arccosx — arcsinx = g .
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O Tanliyi hall etmok tgtin (1) eyniliyindan istifads edok (arccosx = %—
arcsinx):

T
E_ arcsinx — arcsinx = — => arcsinx = g = X = SlTl P > x=-. @

Nlr—k

3. arctg(x +4) — arctg(x +3) = Z'

O Toanliyi hall etmok tguin har iki terefin tangensini alaq:

arctg(x + 4) — arctg(x + 3) = — => tg(arctg(x + 4) — arctg(x + 3))
T  (x+ 4) —(x+3)

=tgo = =1=>x*+7x+12=0=
9% 1+(x+4)(x+3) Xt XA

X1 = —4,x2 =-3.0

4. arccosx = arctgx .
O Tanliyi hall etmok Ugtin har iki tarafin kosinusunu alag:
arccosx = arctgx = cosx(arccosx) = cosx(arctgx) =

1
x=—=>x2(1+x2)—1:>x +x2—-1=0=

i
S = =

§ 192. TRIQONOMETRIK TONLIKLOR SISTEMI

Trigonometriyada osason iki nov trigonometrik tonliklor sistemina
baxilir. Birinci név trigonometrik tonliklor sistemi mixtalif arqumentlor
(machullar) arasindaki olageni ifado edon bir tonlikls, hamin arqumentlarin
trigonometrik funksiyalar1 arasindaki olagoni ifads edon basqa bir tonlikdon
ibarat olur. Masalan,

sinx + siny = a,

{ x+y=2b
sistemi birinci nov trigonometrik tonliklor sistemino misal ola bilor.
Ikinci  név  trigonometrik tanliklor ~sistemi iso arqumentlorin ancaq
trigonometrik funksiyalarindan ibarat olan iki tanlikdon diizolir. Buna

sinx + siny = a,

{cosx +cosy=b
tonliklor sistemi misal ola bilor.
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Misallar. Verilan tanliklar sistemlarini hall edin:

sinx + siny = 1,
! x+y= %
O Sistemin birinci tonliyinin sol torafini hasil soklins gevirok:

Xty xX—=Yy
2 =1,
sin——cos —
o
xty=z.

Ikinci borabarliyi birincide istifado edok:
{Zsin%cos% =1, {cos% =1, {x —y = 4km,
= =

=
x+y=§

x+y=§ x+y=§

2x = Z + 4k, T T
3 =>x=g+2kn,y=g—2kn, keZ @

2y = g — 4kn
2c0s 22 cos T2 = 1,
2 2
COSXx coSy = i
O Birinci tenliyin sol tarafini coma gevirsak:
4 coS a4
2 2

X
2cos

=1, (cosx+cosy =1,
= 1

1 COSX COSy = —.

COSX COSY = 7. 4

Bu sistemi Viyet teoremindan istifads edarak hall etsak,

1, 1
cosx =, cosy =,

T
x=y=i§+2kn, kez

olds edorik. @
{zsmx+cosy =1,
) 16sin2x+c052y = 4.
2sinx+cosy — 20’ sinx + cosy = 0,
{42(sin2x+coszy) =4 {Z(Sinzx + CO.S‘Z_’)/) =1
{sinx + cosy =0, { sinx = —cosy,

O =

1>

1=
sin?x + cos?y = 3 sin?x + cos?y = 5

518



1 1 1 T
2coszy=z =>c052y=z=> cosy=iE=> y=i§+2kn;

n¥ (—1").
Beloliklo, cavab x = %(611 FCEDM, y= i§+ 2km, n,k € Z olur. @

. —1 T
sinx =+-, x =—=(6
2 6

§ 193. TRIQONOMETRIK TONLIKLORIN QRAFIK
USULLA HOLLI

Tutag ki,
fG) = o(x)

YA

T O o T

trigonometrik tonliyi verilmisdir.
x0y koordinat sisteminds y = f(x) vo y = ¢(x) funksiyalarmn grafiklarini
quraq (sokil 113). Aydindir ki, bu funksiyalarin grafiklorinin kosismo
noqgtalorinin absislori olan  x; vo x5, , Sokil 113
verilon tonliyin hollari olacag.

Trigonometrik tonliklorin elslori var ki, elementar Usullarla hall
olunmur. Belo hallarda homin tonliklori grafik tsulla hall etmok lazim golir.
Funksiyalarm grafiklorini har zaman dogig qurmag mimkin olmadigindan,
tonliklorin grafik tsulla halli asasan tagribi noticalor verir.

Misallar. Asagidaki tonlikli grafik yolla hall edin.

1. x? = sinx.

O Holl ticlin y = sinx (sinusoid) vo y = x? (parabola) funksiyalarmnin
grafiklorini quraq (sokil 114). Bu oayrilar, absislori x; = 0 vo x, = 0,85
(tagribi) olan iki ndqgtads kasisir. Yoni verilmis tonliyin koklari x; = 0,
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x, = 0,85 (togribi)-dir. @
2.tgx = x.
O y = x funksiyasinin grafiki birinci koordinat bucaginin tonbolonidir.
Aydindir ki, y = tgx funksiyasinin grafiklori ilo tonb6lon sonsuz sayda
ndqtada kasisir (sakil 115). Demali, verilmis tanliyin sonsuz sayda halli
vardir. @

YA

y = tanx
5 : :
=g : YA i

Y=
Yy = sinxT :
O @2 €2 _ .TE 0] ﬂ' : :
2. 2: 2
Sokil 114 Sokil 115

§ 194. TRIQONOMETRIK BORABORSIZLIKLORIN HOLLI.

Toarif. Triqgonometrik funksiya isarosi altinda machulu olan
borabarsizliys trigonometrik barabarsizlik deyilir.

Trigonometrik tonliklords oldugu kimi, triqgonometrik
borabarsizliklarin do halli an sads trigonometrik barabarsizlik adlanan

sinx > a (< a), cosx = a (< a),
tgx = a (a <0), ctgx = a (0 < a)
borabarsizliklarin hallina getirilir.

Aydindrr ki, sinx > a vo cosx > a barabarsizliklarinin a > 1 olduqda
halli yoxdur. a < —1 olduqda iss onlar x-in bitiin giymatlorindo dogrudur.
Eloco do, sinx < a vo cosx < a boarabarsizliklori a = 1 oldugda x-in bitin
giymatlorinds dogrudur. a < —1 olduqda isa halli yoxdur. Odur ki, bu
borabarsizliklorin halli zamani |a| <1 gobul edocayik. Trigonometrik
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funksiyalarin dovriilliyii vo monotonlugunu nozoro almagla on sade
trigonometrik barabarsizliklorin hollini asagidaki cadval sokilinds vermok
olar.

Borabarsizliklor Holli (radian ilo)

sinx>a (|a|<1) arcsina + 2nn<x< — arcsina + 2n + )mw, n

eZ

sinx<a (|a|<1) —arcsina + (2n — 1)mw<x<arcsina + 2nm,
nez

cosx>a (|al<1) —arccosa + 2nm<x<arccosa + 2nrm, nez

cosx<a (|al<1) | arccosa + 2nmw<x< —arccosa+ 2n+ 1)n neZ

T
tgx>a arctga + nmw<x< E + nm, nez

T
tgx<a - E + nn<x<arctga + nrm, nez
ctgx>a nr<x<arcctga + nm, nez
ctgx<a arcctga + nn< x<(n + D, nez

Indi bazi triqonometrik barabarsizliklorin hallini misallarla izah edok:
Misallar: Borabarsizliklori hall edin.

1. 2sin?x — 3sinx +1 < 0.

O sinx =t ovoz etsok, 2t? —3t+1<0 borabarsizliyini alariq. Bu
borabarsizlik - < t < 1 olduqda 6denilir. Odur ki, verilan barabarsizlik - <
sinx < 1 olduqgda 6danir. Bu borabarsizliklordan birincisi (sol toraf) [0, 27]

pargasinin [%,5?”] hissasindo, ikincisi iso (sag torof) butdvlikdo 6danir.
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. . 5 . .
Demoli, onlarin ortaq hissasi E,f] pargast olur. Odur ki, verilon

borabarsizliyin holli

T 5w
g+2nn<x<?+2nn, nez

olur. @
2.2cos%*x + 3cosx —2>0
O cosx =t ovoz edib, 2t2+3t—2>0 boraborsizliyini aliriq. Bu

borabarsizlik t < -2 vo t > % olduqgda 6danir. Odur ki, verilon borabarsizlik

cosx < —2 Vo Yyaxud cosx>% oldugda Odonir. Bu barabarsizliklardon
birincisinin halli yoxdur. Cadvals asasan ikincinin halli

T T
—§+2nn<x<§+2nn, nez

olur. Bu, verilon barabarsizliyin hallidir. @
3. |ctgx| > 1.
O (0, ) intervalina baxaq. Miitlaq giymatin tarifina asasan
/s
|( ctgx, 9gor x € (0, E)
/s
lctgx| = 4 0, ager x = 5
I T
|—ctgx, agerxe (E,n)

yaza bilorik. Buradan iss 0 < x <% Vo Tﬂ < x <m aliriq. Demali, verilon

boraborsizlik (0,7) intervalinin (0, %) Vo (%ﬂ, n) hissalorinds dogrudur.
Cadvalo asasan cavab
nmw < x <%+nnva%n+nn <x<(n+Drm

olur. ®
CALISMALAR
Tonliklari hall edin.
. V2 o oox 1
1. sin5x — 5 = 0. 2. sin5* = > 3. cos(4x +2) =-1.
4, cos(2*—-1) = g 5. tgxﬁ =/3. 6. tg(5x+1) = —/3.
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7.

ctg(5x + 4) = 715 8. ctg3* = /3.

Asagidaki tanliklori hall edin va halli aragdirin:

9. sin(ax + b) = sin(cx + d). 10. sin%ﬂ = cos4x.
11. cos(ax + b) = coscx. 12. tg4x = tg3x.
13. tg (x + %) = ctg2x. 14. ctg9x = ctg5x.
15. ctg(x + 60°) + tg(x + 35%) = 0.
Asagidaki trigonometrik tanliklari hall edin.
16. tg?x + 2tgx — 3 = 0. 17. cos?x + 5cosx + 4 = 0.
18. cos2x — 2sin?x = —3. 19. cos®x = 1 + cos(90° — x).
20. 2sinx — 3cosx = 6. 21. sin3x + cos3x = 1.
22. 2sin’x + sinxcosx — 3cos’x = 0.
23. 3sin’x — 4sinxcosx + 5cos’x = 2.
24. 2sin3x + 2sin’xcosx — sinxcos’x — cos?x = 0.
1-tg>
25. gzx = 2sin< 26. 2sinx + 2cosx = 1+ /3.
1-ctgs 2
27. /3sinx + cosx = /2. 28. sin3x —v/3cos3x = 1.
29. 2(cos4x — sinx cos3x) = sin4x + sin2x
30. sin3xcos3x = sin2x. 31. sinbxsin2x = sinl13xsin9x.
32. sin*x + cos*x = ; 33. sin*x + cos*x = %
34. sin(x + 30°) + cos(x + 60°) = 1 + cos2x.
35. cos2x — cos8x + cosbx = 1. 36, gl—cos6x = “ /3
37. 22t9§-0056x =4, 38. 31+sinx+-~+sin”x+~-~ — 3\/6
39. arccos(x — 1) = 2arccosx.
40. arctg(x + 1) + arctg(x — 1) = arctg?.
41. 6arcsin(x? — 6x +8,5) = m. 42. arcsin3x = arcos4x.
43. arctg(x + 2) —arctg(x + 1) = %.
sinx + siny = 1, —
. { o 45 {ZCOS x + 2205): 3,
xty=7. x —y = 60°
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sinx + siny =%, tgxctgy =3,
46. 47 {

s
cosx+cosy=£. xty=g-

tgZ+tgl==%,
48.gg‘/—

tgx +tgy =23
Asagidaki trigonometrik barabarsizliklori hall edin:

49. sinx > i. 50. cosx > —%. 51. sing < g

52. tgx > —/3. 53. 2cos?x > % 54. sinx > cosx.

55. sinx 4+ cos2x > 1. 56. sinx + 2cosx < 2.
57. cos2x + 3sinx > —1. 58. cos2x + cosdx < 0.

TESTLOR

1. Tonliyi hall edin.
2sinx cosx + 5 sinx = 0.

A)2nn, n€Z B)nmn, neZ C)n(n+1), neZ D)3m E) nz—n, neZ
2. Tonliyi hall edin.

cos 6x = ﬁ.
2
A) .|__, neZ B)%T+27m, neZ C)+ %+ 1:3_n’ nez

D) — E)Z
24 6
3. Tanliyi hall edin.

2cos’x —5cosx+3=0.

A)mk, keZ  B)=- keZ  C)=*

4. Tonliyi hall edin.

3% keZ D)2mk,keZ E)o

3tg x = /3.
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A) %+ 2mk, keZ B)Z+ 2k, keZ C)-+mk, keZ D)o
E) =+ mk, keZ

5" f 6Si7’l§ funksiyasinin toyin oblastini tapin.
A) [4nk; 2m + 4ntk], keZ  B) (—o0; ©) C)[nk; m+ 4nk], keZ

Vs
D) [E; n] E)o
6.y = arccos (x — 3) funksiyasinin tayin oblastina daxil olan tam adadlarin
Comini tapin.
A) 24 B) 32 C)9 D)8 E) 10
T7.arcctgx (x —1) > % barabarsizliyini hall edin.
A) (—o;2) B)(2; +0) C)(4; +©) D) (—;4) E)(1; +x)
8. Barabarsizliyi hall edin.

x-3

<0.

sin x—5

A) [3; +0) B)(—x;3) C)[-5;5] D) (arcsin5; +o0)
E) (3; +0)

9. Uygunlugu miioyyan edin. 1. cos (x — 35°) = — g
2.tg (x —70°) = -1
3.cosdx = %
A)x =25 B)x=100° C)x=170° D)x=15° E)x = 30°

10. Tanliyi hall edin.

arcsin 221 =T
5VZ 4
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YEKUN SORGU TESTLORI
1. Asagidaki miinasibatlordon hansi dogrudur?
A){1;2;5} c{1;2;3;4}; B){1;2;3;4} c{1;2;5}; C)3,5€N;

D)QcR; E)RcZ.

2. Asagidaki odadlordon hansi an boyukdir?

A) LXV; B) XCI; C) XVIII, D) XX1v; E) XLV .

3.{—3; 5; 2,4; —%; 16; 0; %; 13; \/§; 11; 4%°; 52:10°5; 3,222 ...;8; 2,3111 }

adadi ¢oxlugunda neco natural adad var?
A)5 B)6, C)7; D)8; E)1l.
4. * avazing eyni bir rogom yazilarsa

5% 63— 24 %2 +%09 = 4000

borabarliyi dogru olar. Bu ragom asagidakilardan hansidir?

A) 3; B) 5; C) 6; D) 7; E) 9.
5. 40-a godor olan sads adoadlorin say1 negadir?

A) 10; B) 11; C) 12; D) 13; E) 14.
6. 30030 adadinin ne¢a sads vurugu vardir?

A) 4; B) 6; o7, D) 10; E)5

7. Horbi hissada asgorlorin an az say1 nego olmalidir ki, onlari iki-iki,l¢-Ug,
dord-dord, corgalords dilizmok miimkiin olsun, lakin bes-bes diizdiikdos biri
konarda galsin?

A) 6; B) 11, C) 16; D) 31; E) 36.

8. Atanin ayliq amak haqqi, oglununkundan 2.5 dofs ¢ox oldugundan, har ay
1200 manat ¢ox alir. Atanin amak haqqi ne¢co manatdir?

A) 2000; B) 1800; C) 3000; D) 2400; E) 1600.

9. 212,318 va 530 adadlorinin ©BOB vo ©OKOB-u asagidakilardan hansidir?
A) {53; 3180} B) {153; 1590} C) {106;1590}

D) {106;3180} E) {106:1060}.
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420 .. . - .. .
10. — kasrini tam ixtisar etmok Ggun, slirat vo moxraci hansi adado
b6lmoak lazimdir?

A) 60; B) 30; C) 210; D) 105; E) 420.
(62-32)52 fadasinin gi o | 0
C Gicizsyas | adasinin giymoti asagidaki adodlordon hansidir?

A) 4,5; B) 3; C) 2,5; D) 1,5 E) heg biri.

352924 o
G372 7 ifadosinin ododi giymoti asagidaki ododlordon hansidir?

' (15,5+4,5):2;
A) 3; B) 0,2; C) 1,5 D) 0,5; E) 1.
13. % ifadosinin odadi giymaoti asagidakilardan hansidir?
2 3 4713
A) 4,2; B) 5; C) 13; D) 6; E) heg biri.

14. 2,(6) asagidaki adodlordon hansina barabardir?
3. 3. S 2, 3
A2 B)2: C)2:; D) 23; E)2=.

15. 1ki nasos birlikde hovuzu 7 saata doldurur. Birinci nasos hovuzu toklikds
saata doldurursa, ikinci nasos negs saata doldurar?

3. 1, 2, 3, 1
A) 152, B) 122, C) 16 ot D) 122, E) 165.

16. Velosipedci 30 km masafani 2,5 saata gedir. Homin siiratlo 42 km
moasafoni na godar vaxta gedir?

A) 3,5; B) 3; C) 3,2 D) 2,85; E) 2,8.
17. 40%-i 12 olan odod asagidakilardan hansidir?

A) 36; B) 48; C) 40; D) 30; E) 60.

18. 7% - x = 182 olarsa x asagidaki adadlordon hansina barabardir?

A) 260; B) 2600; C) 1364; D) 13,64; E) heg birina.

19. Bir ha sahadoan 70 s. bugda yigilmigdir.Bugdani iiytidorken,ondan 90%-o
godori un alinir. Corak bigirdikds iso 40% artim verir.2.5 ha sahodan yigilan

bugdadan na godar ¢orok alinagagini mitayyan edin.
A) 250 s; B) 280 s; C) 3605s; D) 220,5s; E) 350ss.

20. 0,3x : 3§ = 6 : 1,5 tonasublini maghul haddi asagidakilardan hansidir?
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A) 137 B) 447; C) 30; D) 4; E)100 .
21. Asagidaki tokliflordon hansi dogrudur?
7

A)-25<-3 B)0,(6)=% C)i<Z D) 021(3) = E) heg biri,

22, % = 2 olarsa,agsagidaki miinasibatlordon hansi dogrudur?

atm _ ctm, atc _c. a=c _a.
A) b 4’ B) b+d b’ C) b-d b’
D) a—2b _ d-2c E)E _ ﬂ
b d b d

23. % = % olarsa asagidakilardan hansi sahvdir?

a+b c+d a-b c—d a+b a a+b c+d a-b c—d
A —=—i B)—=—7 C—_=2 D) —=— E—=—
24, Perimetir 30 m olan tigbucagin toraflorinin uzunluglar1 5; 7 vo 8 adadlori
ilo miitonasibdir.On boyiik torafin uzunlugu asagidakilardan hansidir?

A) 10,5; B) 8,5; C) 12; D) 13; E) 14,5.

25. 8,5 15 va 25 m uzunlugda parcalara mitsnasib olan parcalardan an
boyiyl 20 m-dir.Ki¢iyinin uzunlugu asagida gostarilonlordon hansidir?

A) 6,8; B) 12; C) 10; D) 5,1; E) 9.
26. i73asagidakilardan hansidir?
A)1; B) —1; Oi; D) —i; E) heg biri.

27. Asagidaki ifadalordon hansi i-ya barabordir?

i+1,
i-1’

B)(i+1)(i—1); C)(i-1)72% D)(G+1? E.

i+1

A)
28. Asagidaki baraborsizliklordon hansi dogrudur?
A)-5-i<0;B)1-i<2+1i;C)2+3i>0;D)1+2i < 3;E) heg biri.

29. a < b olarsa,asagidaki borabarsizliklordon hansi dogru deyil?
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A) 5a < 5b; B)a?+b%>2ab; C)la—5<b-—5;
D)L <2 E)—a> —b.
-5 -5

30.a = —1,x = —2 olduqda 3a? — 2x3 ifadosinin giymati noyo
borabordir?

A) —13; B) 19; C) —19; D) 13; E) 10.
(z+3t)t—2z2

3 1
3hz=—%, t=5olduda s s e

ifadasinin giymati

asagidakilardan hansidir?
A) —0,6; B) —6,4; C) -5; D) 3,5; E) 5.

x%-y(3x—y)

P2y (it 7)57 ifadasinin giymati

1 1
32.x = —3 y =Eolduqda

asagidakilardan hansidir?
A) -2; B) 4; C) 6; D) -8; E) 10.

1 (m-2n)m+n?

B.m=--,n=15 oldugda ifadasinin qiymati

m2-n(2m+n)+m3
asagidakilardan hansidir?

A) 5; B) —2,4; C) —6,4; D) 3,5; E) 5.
34. Gostorilon amoallordon hansi naticads vahid veracok?

2
A) (_xn—l)s . (x5)13—n; B) (C—Z)n+1 . (03)571—1; C) (_t3)2n . t5—6n;
2zn—1 2 Z(Tl—l)
D) (%) . (3’7) : E) (—a?b®)?"1 . (a3b?)1-2n
35. Asagidakilardan hansi dogrudur?

A) 0,5a% < (-0,5a)3; B)(—2x)* > —2x*; C) (—3x)3 = —33x3;
D) 2a® > (—2a)3; E) Qa)* > (—3a)*.

36. (0,2ac3)? - x2 = 0,04a*c'? baraborliyini 6doyan x asagidakilardan
hansidir?

A) 0,2ac3,; B) a?c?; C) 0,2a?c3; D) a?c3; E) ac3.

37. x? < x olmas iiciin asagidakilardan hansi dogrudur?
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A)-1<x<0; Byx>0; C)x<1, D)x>1; E)0<x<1.
38. |x| < x? olmast iiciin asagidakilardan hansi dogrudur?

A) x € (=0;0) U (1; ); B) x € (—o0; —1) U (0; 0);

C)x € (0; 1); D)x € (—1;1); E) x € (—o0; —1) U (0; ).

39.a — b < 0 olarsa |a — b| -nin giymati asagidakilardan hansidir?

A) a — b; B)b—a; C) —; D) —; E) heg biri .

40. Asagida gostarilon amallari edin, noticads sifir alinani gostarin.

a) (5a% —3b?) + (—(a? — 2ab — b?) + (5% — 2ab — 3b?));
b) a? — b2 — (3ab — 2b* - (a® + 2ab — (b* — ab)) );

c) 0,6ab? + (2a® + b%) — (3ab? — (a® + 2,4ab? — b?));

d) 12,502 + b — (8a? — 5b* — (10a* + (5,5a> — 6b%)) );
e) 1,7a — 106 — (a? — 3b* — (43a? — (2a® — 7b%))) ;

41. Gostorilon amallari edin,naticods hadlarinin say1 on az olan ¢oxhodlini
miayyan edin.

a) (2x* —3x3 +2x% —5x + 1)(x? — 2x — 1);
b) (5m? —3m3 + 4m — 1)(3 — 2m? — 6m);
) (4b% + 2a? — 4ab)(3ab + 2a? — 3b3);

d) (a® — a?b + ab? — b3)(a — b);

e) (5ab? — 3a® + 2a?b)(—ab + a® — 4b?).

42. Asagidaki bolmoalordon hansi qaligsiz yerina yetirilir.

a) (2x3 —21x% + 67x — 60): (x — 5);
b) (2x3 —19x2 + 32x + 21): (x — 7);
c) (2x3 +3x? —2x —3):(x + 2);
d) (2x3 4+ 7x% +7x + 2): (x + 2);
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e) Rx3—7x2+x+3):(x—4).

2_

43. aa2+3aa_22 kasrini ixtisar etdikdon sonra asagidakilardan hansi almar?
a-2. a-2. a1 ati, a1

A) a+2’ B) a+1’ ) a+2’ D) a-1’ E) a+1’

2x%2-3x-2xy+3
44 X TEXTEXYFOY

> kasrini ixtisar etdikdon sonra agsagidakilardan hansi
2x-3x“+3xy—-2y

aliar?

) 2x-3, ) x+y . C) 2—-3x, ) 2x-3 ) 3-2x
2+3x’ 2-3x’ x—y' 2-3x’ 2-3x "’
3a3+ab?-6a’b—32b3 R . -

45, kasrini ixtisar etdikdon sonra asagidakilardan hansi
9a5—ab*-18a*b+2b>
almar?

) 1 B) 1 )3a2+b2_ ) 1 ) 1

3a2-p?’ 9a%—p*’ 3a2-p2?’ 3a2+bh2’ 9a*+bt’

2a+1 a+3 a’+3a+

46. ——+—+ > ifadosi asagidakilardan hansina borabordir?

A) 5; B) 4; C)3; D) 2; E) 1.
3a+2 | 1-4 2a%+3 3-2a

47. (22+3 2a+‘; 4a2a+12aa+9) p— ifadasinin qiymati asagidakilardan

hansidir?

A -1, B) 0; 01, D) 2; E)-2.

48. (ZaJ:;'_ 2) (j_ N ) ifadasi asagidakilardan hansina barabordir?

A1, B) 2; C)V3; D) V2; E) -

Ya 3a+3p b

EewmT TR e

ifadasi asagidakilardan hansina barabordir?

A) Va; B -V5; Ol D) 0; E) -1
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50. Gostorilon ifadolordon hansi 3a — 2b — Vab ifadosino borabar olar?

o) (Va +5)(2va - VB)
b) (2va +Vb)(3va — 2vb);
¢) (Va—+vb)(3Va+ 2vVb);

d) (4va —v2b)(Va + v2b);
e) hec biri .

51. Gostarilon ifadaloron hansi a + b + Vab ifadssine barabar olar?

a-+vab+ab. ava—bVb vat+vb |

) ) ava—bvb Va-vb | Va+Jb
) ava+bVb '’ a+vab+ab’ ava+b\b’

Vas * B Vare T Vas

D)

52. Asagidakilardan hansini sadslosdirdikds (va + Vb) alinar?

a’+2avVb+4, )a+b\/E+bz_ )1—a\/3+a2b. a+2+vab+b

A) bz biva —avr ) Varv

E) heg biri .
9(vV144++/8

53. (VI1—V2)(13+2v22)

ifadosinin giymati asagidakilardan hansina barabardir?
A1, B) 2; C)3; D) 1,5; E)2,1.

54. Asagidaki ifadolorin hans1 v/3-o borabordir?

A) 15\E —V/160; B)VI35+10v0,6;  C)6 [1:— V27,

D) 0,524 + 10\/%; E) heg biri .
55.Ya + Vb + ¥c = 0 olarsa (a + b + ¢)3 nays barabar olar?
A) 18abc; B)3a(b+c¢) C)27abc; D)3(a+b)c; E)36abc

56. (x+91c 5 + x_i \/?) yT_l ifadasi agsagidakilardan hansina barabordir?
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A) %; B) -, 0 D);—/; E) heg birino .

Y05-V16

57 s

(V7 — V2) ifadosi asagidakilardan hansina borabordir?

A) 5; B)VZ C)1; D)%% E) 5

V2+V/3+V4

8. o Erververa

ifadosi asagidakilardan hansina barabordir?
A)V2+1; B)V2+2; C)v2—-1;, D)v2-2; E)hegbirins.

4/ 3/54+15v128
r+ /9 162

ifadosi asagidakilardan hansina barabordir?

A) 0,6; B) 1,5 C) —24, D) —1,5; E) 3v7.

3\/_\/ T

0. R ifadosinin qiymati asagidakilardan hansidir?
A) 40; B) 2,5 C) 10; D) 20; E)hec biri.
l—— - VB+V4+VB ifadasinin giymoti asagidakilardan hansidir?
(2\/" Y (2+2)
2 2—V2 ) 2. -

A) m, B)T C) 0,2; D)E, E) heg biri.

62. Asagidaki tonliklordon hansinin qiymati 1,5-0 barabardir?

13

a) sBx—D+=-22

b) 2 (5x - =5;
0) (1 —-20) +3(x +6) = 2,1;
d) 3 (x+1)+3"4 =
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e) 2x—2(12x —8) +3=0;

63. Asagidaki tonliklordon hansinin halli yoxdur?

) 13
3(x—1)  2(x+6) ’
4 9
b) 3(x+2)  8x+11’
x 3x 2x
O 1B-5=3"%
d) 2+ T2 = 5y — 245

5—-x 1
€) i ra= O

64. Asagidaki tonliklor sisteminin hansinin halli {2; -1} olar?

2x—y=4,
2) 5x + 4y = 36,
x—2y=-5,
b) 4x+3y =2,
0 3x + 2y = -5,
4x+ 2y =5,
d) 7x —3y =15,
5x + 6y = 27,
2x—-3y=7,
) 5x +6y=4.

02x—y=3, . L -
65. { x-Y sisteminin koklori Gglin x - yhasili asagidakilardan

3x — 5y =15
hansidir?
A) 17; B)O C) 15; D) 10; E) hall yoxdur.
2x -3y =5, . S e
66. {Sx _2y =125 sisteminin koklori Ucuin x - y hasili asagidakilardan
hansidir?
A)91; B) 144; C) 50; D) 11; E) 4.
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Y _Ax _
67. { 3 3 ’ sisteminin koklori ticlin = nisboti asagidakilardan

3y—2x=0 y
hansidir?

A)3; B) 2,5: C) 1; D) 1,5; E) 2.

x_y
Y=,

68. {; §y o sisteminin halli Uglin x + y comi asagidakilardan hansidir?
4

A) 17; B) —1; C) 15; D) 10; E) halli yoxdur.

i TN
69. 1 yl 1 sisteminin halli Uguin xy hasili agagidakilardan hansidir?

x y 6
A) —9; B) 8; C) 14; D) 5; E) 6.

1 1 _os
70. x+y1_ 2 x+y1_ ! tonliklor sisteminin holli asagidakilardan
1-x-y 2-x-y

hansidir?
A) (0; 0); B) (—2;2); C) (3; —1); D) halli yoxdur;

E) sonsuz sayda holli var .

71 |2 +2[ - 3|1 = | =2 tonliyinin boyiik kki asagidakilardan

hansidir?
A) 1,5; B) 2; C) 3,5; D) 4; E) 4,5.

72.0,25(x +4) < <(5x — 1) + 2 borabarsizliyinin an kigik halli

asagidakilardan hansidir?

A)—0,6; B) —2; C) 3; D) 0,6; E) —3.
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73. 22— Z=2 4 2 < Obarabarliyini 6dayan an boyik giymat

asagidakilardan hansidir?

A) 1,125; B) 2,03; C)2,2; D) 2,81; E) 3,1.

11x-3

74.

asagidakilardan hansidir?

—0,2(1 4+ 5x) < x — 3 barabarsizliyinin an kicik tam halli

A) 4 B) 6; C) —2; D) 10; E) —5.

75 x_—1 _ 2x-3

4

> —x borabarsizliyinin holli asagidakilardan hansidir?
M|-1%;00); B) (—oi-12; O)[-12;0]; D) [0l B) (12 ;00).

76. % > 3 barabarrsizliyinin tam holli asagidakilardan hansidir?

A) 1; B) 2; C) -2 D) -5; E) -3.
x+12 _ 3x
77. i _x_sz borabarsizliklor sisteminin tam halli asagidakilardan
e
hansidir?
A) —5; B) 8; C) -3; D) 5; E) 6.

78. {(" DO+ D> G+ 3) X =6) ) o ciolikor sisteminin holl

7(2x —4) <2(6x—1)
asagidakilardan hansidir?

A)[-2;1); B)(=2;1]; C)(—w;-2); D)(=2;1); E)(1; o).

79.y = %x + 0,5 vo y = 3x + 5 diiz xatlori bir ndgtadon kegir.Bu ndgtonin

ordinati asagidakilardan hansidir?

A) 0,5; B) 3; C) —0,5; D) —3; E) 3,5.
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80. Asagidaki tonliklordon hansinin hor iki koku vahiddon kigikdir?

a) 5x2—64x =0;

b) 8x —>-=0;

¢) 6x% —11x — 10 = 0;
d) 3x2—-8x+4=0;
e) 12x> —7x+1=0.

81. Hans1 tonliyin hor iki kokiu monfidir?

a) 8x2 —5x+0,75=0;

b) (x—1)(x+05=7;

c) (x+2)(x+5) =4(x—1);
d (x+4)2x+ 1)+ 4x = -2;
e) (x+8)(3x—5) = 5x.

82. Hans1 tonliyin boyuk koku 1,5-dir?

a) (x+2)2x+7) =17x% ;
b) 20 — x(28 — 9x) = 0;

c) 2—x(9—-7x) =0;

d (4x—-1)Bx—1) =x;

e) (x+3)(3x+5) =19x2.

83. 3—6 -2 =2_10 tonliyinin ki¢ik kokii asagidakilardan hansidir?
xX“—4 x—2 X
A)—1,3; B) 1,3; C)-14; D) 1,4 E)-2.
84, — — ZL =2 tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?
x-2  x%2-4 2

A){-2;1,5}; B)-1,; C) {0} D){1,5;4}; E){2; —1}.

g5, X8 5 _x12 tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?
x-12 6  x—6

A1l B{-31) o4 1 Dz:s4as B){2484).

21
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2x-5 x+2 x+5
86. - + =

x2-3x x%2-3x x2-9

0 tonliyini n halli asagidakilardan hansidir?

A){3;-15} B){-3;1}; C){15;1}; D)-35; BE)1l.

1 1 2 2 s ,
i e —— o 9
87. s T e = 1o T 3eca? tonliyinin halli agagidakilardan hansidir?

A) {6;1}; B) 1, C){—6;1}; D){-1;1}; E) 0.

x-2|-11 L 247y tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?
x“-1 x+1 x+1

88.

A) {5; 0}; B) {1;4}; C) {4;5} D) {0;4};  E) heg biri.

2 x—1 1,6 o o
. — = tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?
5x—10 3x2+6x  x2-1

89

A){2;50}; B){-5}; C){-5;-2}; D)5 E){1;-5}.

90. 2x% + x — a = 0 tonliyinin koklori 2x; — x, = 5 sartini ddayarss, a
noya barabar olar?

A) 1,8; B) 3,5; C) 6; D) 10; E)2=.

91. 4x? + 7x — a = 0 tonliyinin koklori 3x; + 4x, = —6 sortini ddoyarss,
a noys baraboar olar?

A) 2,1; B) 4,5; C) 6; D) —8,5; E)-3.

92. x2 — 3x + a + 1 =0 tonliyinin koklorinin kvadratlar1 comi 23-dir.a-nin
giymati asagidakilardan hansidir?

A)—2,3; B) 7,1; C) 6; D) —8; E)—12.

93. 2x2 + ax — 7 = 0 tonliyinin koklori farqi 4.5-dir. Ikinci omsal
asagidakilaradan hansidir?

A){-1;-5} B){-5} C){1;5}; D){5}; E){-5;-5}.
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94. x? — a(x — 1) + 2 = 0 tonliyinin koklarindan biri o birinin kvadiratma
borabordir.a-nin qiymati asagidakilardan hansidir?

A6 ; 1} B) {-1}; C){1}; D){3;1}; E){6}.

95. ax? — 4x — 15 = 0 tonliyinin koklori 2x; + 3x, = 1 sortini 6doyir.a-
nin qiymati asagidakilardan hansidir?

A){1;3} B){3;40};  C){30;32}; D){3;32} E){32;4}

96. ax? — (2a + 1)x + 2(a + 1) = 0 tonliyinin koklarindan biri —3-
diir.ikinci kok asagidakilardan hansidir?

A) 0,8; B) 1; C) —2; D) —4; E) —1.

97. ax? — (a + 1)x + (a + 2) = 0 tonliyinin koklorindan biri 2-dir. Ikinci
kok asagidakilardaan hansidir?

A) 1; B)-% O -3 D) —1; E) heg biri .

98. 2x2 — 5x — 2 =0 tonliyinin koklori a va b-dirss, koklori a? vo b? olan
tonlik asagidakilardan hansidir?

a) x>+ 29x +42=0;
b) 4x> —33x+4=0;
c) 2x2—9x—2=0;
d) 2x2 —41x +16 = 0;
e) 2x2—-9x+2=0.

99. (x — 2)* + (x — 3)* = 1 tonliyinin hogiqi koklorini comi
asagidakilardan hansidir?

A)-5; B) 10; C) 5; D) 6; E) —10.
100. % = x* tonliyinin hogigi koklorinin hasili asagidakilardan hansidir?
A) 2; B) 1; C) 0; D) —1; E)-2.
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101. x* — 4x3 + 7x? — 16x + 12 = 0 tonliyinin haqigi holli
asagidakilardan hansidir?

A){1;2}; B){1;3}; C){2;3}; D){-1;2}; E) heg biri.

102. Durgun suda siiroti 10 km/saat olan motorlu qayiq cayin axma
istigamatindo 91 km gedorok qayitdi. Qayigin yola 20 saat sorf etdiyini
bilorak, caymn axma siiratini tapin.

km

A) 222, B) 34, () 25X D4, pygim
saat saat saat saat saat

103. 1957-ci ilds yas1 anadan oldugu ilin ragomlarinin comina borabar olan
adamin 1992-ci ilds negs yas1 olar?

A) 50; B) 40; C) 55; D) 45; E) 60 .

104. x? — ax — 2 = 0 tonliyinin koklorinin kublar1 comi asagidakilardan
hansidir?

A a®-12; B)a®-8; C)a®—3a; D)a®—6a; E)a®+6a.

2x+3
2x+5

105. < 2 boaraboarsizliyinin halli asagidakilardan hansidir?

A) (=©;3,5] B)(—9;-35)U(-25;2); C)(-2,5;m),
D) [—2,5; ); E) heg biri.

106. Z:i < 1 borabarsizliyinin halli asagidakilardan hansidir?
D) [0,5;2,8]; E) (0,5;2,8).

107. 8x? — 41x + 50 < 0 boraborsizliyinin tam holli asagidakilardan
hansidir?

A)—12 B)12; C)—43; D) 3; E)14.
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108. 7x? + x — 30 < 0 borabarsizliyinin on Kigik tam holli asagidakilardan
hansidir?

A)-2 B) 12; C) —327; D) 3; E) —165.

109. i—:i + 3xx_+11 > 2 borabarsizliyinin holli asagidakilardan hansidir?
Ao B) 4; C)(=o0;1); D)(1;);  E)(=1;D).
110. -1 < 53x__x2 < 2 barabarsizliyinin holli hansidir?

A(-=-43) B)(-3:2): o(iw): D)(2:3); E)heghbiri.

x%2-7x+8

111.1 <2 < 2 borabarsizliyinin halli asagidakilardan hansidir?

x24+1
Ax<1 B)1<x<6; 0)1<x<6;

D)1<x<6; E)6 <x <8.

5—-2x
3x2-2x-16

112. < 1 barabarsizliyinin halli hansidir?

A)x < —/7 B) —2 <x <7, C)§<x<oo;

D) x < —V7; —2<x<A\7 E)x<—\/7;—2<x<\/7;x>§.
113. Asagidaki tonliklordon hansinim monfi halli var?

Q) Vx2 +3 = 2vx;

by Vx —2V2x +4=x+2;

c) Vx =3 =+v2x—-7;

d) V2x2 —4x —5=x+2;

e) V2xZ+4x+1=x+1.
Vx+vx

= ivini i o )
114, N 3 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?
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A) 243; B) 32; C) 64; D) 81 E) 128 .

115.vVx + 1 + v2x + 1 = 2 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?
A){24;05  B){24} C) {0; 2}; D) {0} E) {3}.

116. ¥Vx — 1+ Zi/m = 3 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?
A2y, Bk o3 p© B){2:33}.
117. Vx — 2 = 5¥x — 2 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?

A) {83}; B){83;38}; C){18}; D) {18; 38} E) {18;83}.
118. 5%/x + 2 = 3+/x tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?

A) 81; B) 256; 0 1; D) 16 E) i

119. 3%/81 + 10v/9 + 3 = 0 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?

A) 3; B) 4: C)5: D) 2 E)o.
120. 1_2\/5 — 1:7} = 4 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?

A) 9; B) 16; C) 25; D) 49 E)8l.
121. \/7%_55 = 3v2x + 5 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?
A) 0; B) 7: C) 2: D) 10; E) 5,5.

122.Vx—8++Vx+1= % tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?

A) 17; B) 12; C)15; D) 33; E)24.

123.V5x — 1 + v2x — 3 =+/3x — 2 tonliyinin halli asagidakilardan
hansidir?
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A)2; B) 13; C) 6; D) 14; E)g.

124. (V2 +V3)* + (V2 — V3)* = 4 tonliyinin holli asagidakilardan

hansidir?

A) {2}; B){z;-2} O){-2%  D){4;2} E){2;4}.

125. /x - i — ’1 — i =1- itsnliyinin holli asagidakilardan hansidir?

x—y=1
126. { x+y _ 3 tonliklor sisteminin holli asagidakilardan hansidir?
2

2x+y=28,
127. { X _ g tonliklor sisteminin halli asagidakilardan hansidir?
x+y

a) {(3;2),(=5;2)};
b) {(2; 49),(3;2)};

c) {(3;2),(-8;24)};
d) {(5;-2),(-8;24)};
e) {(3;2),(5;-2)}.

2xy —3x2 =5
y—x=3
hansidir?

128. { tonliklor sisteminin bitin hallori comi agsagidakilardan
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A) 20; B) 19; C) 18; D) 17; E) 16.

x-3yo-H=1, R
29. 3 _ 4 tonliklor sisteminin buttn hallori hasili
y—4
asagidakilardan hansidir?

A) 120; B) 90: C) 150: D) —70; E) —100.
130 { Xy +X+yY =29, liklor sisteminin hollori tciin 2 nishoti
'2(x+y)—xy=—29 ° sllartucun - v °

asagidakilardan hansidir?

A)1; B) 2; C-1; D) —2; E) -3.
x? — y2 =9 . . .. . x .
131.{ tonliklor sisteminin hallori Gglin = nishati asagidakilardan
xy =20 y
hansidir?
A)—1; B) 1; C) 1,5; D) 1,25; E) 1,125.

x% + xy+y? =49, . o o i
132. { Xtxyty=7 y-n tanliklar sistemini 6doayan béylk giymati
asagidakilardan hansidir?
A) 7; B) 4; C)5; D) 3; E)6.
12x — 51+ 14y —-31=7, . . . .
133.{ 4y =3 +12x — 51 y-n tonliklar sistemini 6doyan giymati
asagidakilardan hansidir?
A) 1,625; B) 2,375; C) 1,5; D) —3; E) hec biri .
2 —Av2 —
13, {75, 20 77 5% tanliktor sisteminin hallor tgin xy hasil
5x% —9xy — 3y* =15

asagidakilardan hansidir?

A) —9; B) —3; C)3; D) —1; E)1.
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3 3 _
135.{ X HYT=T20 onlikdor sisteminin hollori tigin xy hasili

x2—xy+y?=12
asagidakilardan hansidir?

A) 8; B) 12; C) -8; D) —12; E) heg biri .
Jx+3y=2, . . . A .
136. tonliklar sisteminin hallori tiglin x + y comi
J2x —y=T7y—6

asagidakilardan hansidir?

A) 2; B) 3; C)7; D) 5; E) 42.

tonliklor sisteminin hallori tglin g nisbati

Yr+y=x+y,
137. VEHy=yxty
Yx—y=Jx—-y—4
asagidakilardan hansidir?

13

] 14
14’

A) B) 1; C) —1; D) E)2.

138. Odadi silsilodo a; =8 ,d =5 olduqda, a;5 asagidakilardan hansi
olar?

A) 78; B) 83; C) 73; D) 68; E) 88.

139. Ododi silsilodo a; = 1,d = 3 olduqda, S;, asagidakilardan hansi
olar?

A) 228; B) 219; C) 201; D) 210; E) 237.
140. Hoandasi silsilods b,3,q = 2 olduqda, Sg asagidakilardan hansidir?
A) 726; B) 363; C) 364; D) 728; E) hec biri .
141. Hondasi silsilodo bg = 384 ,q = 2 olarsa,b; nays barabar olar?

A)Z; B) 6; C) 3; D) 2; E) 2.

545



142. 2, 1,% ... SONsuz azalan handosi silsilonin comi asagidakilardan

hansidir?
A) 4; B) 3; C) 6; D) 2; E)=.

143. Odaodi silsilods a; + a; = 6 Vo asz - a; = 8 olarsa, asagidakilardan
hansi olar?

A) {76}; B) {—76;18 }; C){20}; D){76;20}; E){18;20}.

144. 11k ii¢ haddinin comi 7, hamin hadlorinin hasili 8 olan, sonsuz azalan
hondasi silsilonin comi agagidakilardan hansidir?

A) 6,5; B) 8; C) 9.1; D) 10; E) hec biri .

145. x, y, z handasi silsils x, 2y, 3z iss adadi silsiladir.Handasi silsilanin
vahiddan foqli ortaq vurugu asagidakilardan hansidir?

1 1, 2. 3. iri
A) e B)E' C) . D)Z, E) heg biri .
146. Ugo boliinen ikiragomli odadlorin comi asagidakilardan hansidir?

A)1665;  B)1556;  C)1560; D)1671; E)1755.

147. 15-0 boldikds galigi 10 olan tigragamli adodlorin comi asagidakilardan
hansidir?

A)32000; B)32090; C)32120; D)32210;  E)31500.
148. 3ix > 27 borabarsizliyinin halli asagidakilardan hansidir?

Ax<-3; B)x>3; C)x<-3; D)-3<x<3; E)x=3.
149. /x — 1 > v/x — 1 borabarsizliyinin halli asagidakilardan hansidir?

A)x<1;, B)l<x<9 C)x<1l: D)x=09; E) heg biri .
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150. 12x — 1 — /x — ¥x — 1 < 0 barabarsizliyinin holli asagidakilardan
hansidir?

AD<x<05x>1 B)0<x<0,5; C)x=1,;

D)0 <x<0,5 E)0<x<05;x>1.

6 T .. . -
151. ﬁ >0 borabarsizliyinin an kigik tam holli asagidakilardan
hansidir?

A) —5; B) —3; C)o; D) 5; E)3.

152. 2% — 2*~* < 15 borabarsizliyinin holli asagidakilardan hansidir?

A) x <0; B)0<x <4, C)x<4; D)x<6, E)x>0

153. ¥x + Vx + 8 < —2 barabarsizliyinin holli asagidakilardan hansidir?
A) x<-8 B)-2<x<0; C)x>-8; D)x=>0;, E) -8<x<0

154. 3-2V*-1 _5.2V% < _56 barabarsizliyinin holli asagidakilardan
hansidir?

A)0<x<20; B)9<x<25; C)1<x<36; D)x>15; E)x > 16.

155. x + 1 < 1 + Vx — 1 borabersizliyinin halli asagidakilardan hansidir?

A)x<¥; B)x>¥; C)—¥<x<0;
D)x<—¥;x>¥; E)x>0.

156. V4x + 35 < 2x barabarsizliyinin an Kigik tam halli asagidakilardan
hansidir?

A —-2; B) 3; C)-3; D) —4; E)O.
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157.Vx?% + 2x — 3 < v/2x + 13 borabarsizliyinin holli asagidakilardan
hansidir?

A —4<x< -3 B) 1<x <4 C) 4<x<4;
D) 4<x<—-3;1<x<4 E) x > 0.

- 64 o 5 5
158. (0,125)37* < Sz borabarsizliyinin hallor ¢oxlugu asagidakilardan
hansidir?
A) —oo < x < 3,25; B)3 < x < oxo; C)—-2<x<3;
D) 3,25 < x < oo; E) heg biri .

159. Asagidakilardan on boyuk halli olan tonlik hansidir?

a) 81*t7 = 715 ;
b) 49 5 ==
C) 54*+5 = ‘k/% .
d) 43-5% = 3{/% .
g) g+5-15% = %

160. Asagidaki ifadalordon hansinin isarasi monfidir?
A)logsZ;  B)lg4 +1gl2 —1g45; C)logs12 —log,5;
D) 1g130 — 71g2; E)log, 5 — 3.

161. Asagidaki ifadslordon hansinin giymati 1.5-dir?

A)log,2v2 + log 7 8; B) logg log, log, 64 ; C) %log\/g 25 —
D) 91089 4 4 410881 2; E) log, - + 3.

162. Asagidakilardan hansinin qiymati 5.5-dir?

2;
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A)1610g4 3—1; B) 33+10g3 4-+2,2; C) 3—log0,57 _ 1’5 :
D) llOgZ 5 _ 210g4 9; E) 9%10g3 5 _ 0’7.
2

163. y = log,_3 E funksiyasmin toyin oblasti asagidakilardan hansidir?

A) (=0, —13); B) (= ,—=3) U (3, »); C) (1, 00);
D) (—o, 3); E) (—o0,—1).

164. y = Vx — 2 +1g(3 — x) funksiyasinin toyin oblast1 asagidakilardan
hansidir?

A) (—0;2];  B)(=x,3); C)(2;3); D) [2;3); E) (2;3].

165.log, U = 3log,(x —3) + 2log,(z — y) —log, (2 — x) barabarliyinds
U asagidaki ifadslorden hansidir?

A) (x—3)3(z—y)2 . B) (x—3)3(z—y)_ C) (3—x)3(y—z),

2-x ’ x—2 ! 2-x !

)

D) (x=3)’(y-2)*

2—-x

E) B-0)3Ww-2)

2—x

166. 1g2 = 0,3010 oldugunu bilorok logs 2 log, 3logs 4 ...1og10 9
ifadosinin asagidakilardan hansina borabar oldugunu tapin.

A)0,4771;  B)0,3010;  C)0,3501; D)0,6511; E)O0,778L.

167. logz 18 = a Vo logs 15 = b oldugunu bilarak, asagidakilardan hansinin
oldugunu tapin.

A@-2"1b-1)"Y% B)l+@-2)tb-1Y C)a+—;
D) b+ —; E) heg biri,

168. Igtg3°lgtg6® Igtg9° ...1gtg87° asagidakilardan hansina borabordir?
A)-2; B)O: C)—1; D) 1; E) 2.
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169.1g2 = 0,3010 volg3 = 0,4771 oldugunu bilorok 22933%6°° hasilinin
rogomlori sayini tapin.

A) 68; B) 56; C) 55; D) 46; E) 70
170. Asagidaki tonliklordon hansinin holli {—4; 8} verar?

a) log;log, log, x = 1;

b) log,_325 = 2;

c) logs (2x2 +9) = 4;

d) log; (x> —4x —31) =0;
e) log,(x3 —19) = 3.

171. Asagidaki tonliklordon hansinin hallidir?

a) lgvx+1 =%lg(x—22)+lg3;

b) log,(x +3) — 2log,(x — 2);

lglx+11) _ |
) e Y
d) lg(2x —1) —1gBx + 1) =lg(x +5) ;
e) lg(x — 1)3 —3lg(x —3) =31g2.

172.1g 2x* + 5x + 3) = 1 +1g 1, 1(x + 1) tenliyinin holli asagidakilardan
hansidir?

A)—1,5; B) 4: C) 1,5; D) —4; E) —3,2.
173.log, (2* — 7) = 3 — x tonliyini hall edin.
A)8,1; B)—12; C) 0; D) 3; E) —3,2.

174. 3%2-3%-38. - 33%=1 = 275 tonliyini édoyan natural odod
asagidakilardan hansidir?

A)7; B) 2; C) 5; D) 3; E) 4.
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175. f(x) = x* Inx olarsa, f'(x) — = £(x) = 0 tenliyinin halli

asagidakilardan hansidir?

A) e?; B) Ve ; C)e; D)e % E) e3.
176.1g(3,5 + x) = 1g 2 — Igx tonliyinin hoalli asagidakilardan hansidir?
A)0,5; B)—4; C) -0,5; D)4; E) 1,5.

177.1og(17 — 2*) = %(4 — x) tonliyinin holli agsagidakilardan hansidir?

A) {0;3}; B) {3;4}; C) {0; 4}; D){0;2}; E){2;4}.
178. lg(7+5x-x7) tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?
Ig(2x+3)
A)—1,3; B)0,4; C) 1,5; D)—-04; E) heg biri.
> 0,2x

179. x = 3210832 4 2logs2 plarsa, 3_2 nays borabordir?

A) 5,1; B) 12 ; C) 10,5; D) 6; E) 1,4.

180. Toanliyinin hoalli hansidir?

A)3; B) o )3 D)3 E)

181. log, log, x + logg x = log1 /3 tonliyinin holli hansidir?
3
A)8; B) 16 ; C) 32; D) 4; E) 64.

1 2
+
5-lgx = 1+1gx

182.

= 1 tonliyinin halli asagidakilardan hansidir?

1

A){10;100}; B){;;10}; C){100;100}; D){1;10}; E){Z;1}.

183.log, x + log, x — log, vx = 1 tonliyinin holli asagidakilardan
hansidir?
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A) 1,6; B) 2; C) 3,6; D) 4; E) 16.

lx+2]|
184. logi m

A) {1;-2V6}; B){1;1-2V6}; C){2;1-2V6};

= 1 tonliyinin holli asagidakilardan hansidir?

D) {1;2}; E){1;2V6}.

logx(x —y) =1,
185. { 2 tonliklor sisteminin holli asagidakilardan hansidir?

logy,(x +y) =0

NG5 BGEs)r oG5 D5 e

186. {logx Gx—y) =2, tonliklor sisteminin holli asagidakilardan hansidir?
logs(Bx+y) =1
A) (3;6); B) (3;9); C) (6; 3); D) (9; 3); E)(6;9).
187.{ 1082 X 1082 X =2, 4 likdor sisteminin holli asagidakilard
Uog, 3x — ) = 2+ log, 5 anliklar sisteminin holli asagidakilardan
hansidir?
A) (1;2); B)(-10;5); C)(1); D)(5; —10); E)(1;5).
188{ log, x +log,y =5, tonliklar sisteminin holli iici hasilin
. log2(3x _ y) — 24 logz 5 SNIIKIar sisteminin nalll ugun xy nastini
tapin.
A) 32; B) —30; C) 24; D) 16; E) 50
log, x +log, y =4, . - A
189. { 20t — 2y) = 3 sisteminin halli U¢lin xy hasilini tapin.
A) 12; B) 14; C) 16; D) 18; E) 20
37%.2Y =1152, . . S
190. {log\/g(x +y)=2 sisteminin halli Gglin xy hasilini tapin.
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A) 12; B) —14; C) —12; D) 14; E) 10.

5
191. {IOg" Y 108y X = 3 isteminin holl liclin x + y comini tapm.

xy = 27
A) 10; B) 12; C) 15; D) 16; E)5.
+ +1 — 2 = - - g .
192. {22;;;3 B 552:“_:137 sistemi Ugln xy hasilini tapin.

1 3 3 2

193. 5**+1 . **3/g% = 500 tenliyinin holli asagidakilardan hansidir?
A) 3; B) 5; C) 1,5 D) 2; E)4.
194. 4* + 10* = 25* tonliyini hall edin.

\/—+1 V5-1

\/— \/—
;C)lo 0804 —— , D) 10804 ; E) 10g04—

Alog, —— \/— ; B) logo 2
195. 16 + 24 - 16 — 11 = 0 tonliyinin koklori Ggiin x; + x, Comini tapin.
a) % + logs

b) % — logZ\/—

c) logi63 — z;

d) log16 3+ 3

e) - + logZ\/—

196. x-1n logg s x = 2 barabarsizliyini 6doyan an boyiik giymati
asagidakilardan hansidir?

A)—1; B) 0,25 ; C) —0,25; D)1; E)0,5.
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197. x-in 3% > 27 baraboarsizliyini 6dayan an boyik giymati asagidakilardan

hansidir?
A)—1; B) 1, C) 2; D) —-2; E)-3.

198.1g(x — 3) + lg(x + 2) < 2(1g3 + 1g2) barabarsizliyinin halli
asagidakilardan hansidir?

A) (2; 3); B) (3; 7); C)(2; 7); D) (0; 3); E)(0; 7)

199. x2 - 3% < 3**1 porabarsizliyinin on Kigik va on boyiik hallorinin hasili
asagidakilardan hansidir?

A) 2; B) —3; C) 3; D) —2; E)4.
200, ——=~ <1 barabarsizliyinin halli hansidir?
3-logsz(9-3%)
A) (log; 0,9 ;2); B) (logo 3; 2); C) [log3 0,9; 2];
D) [logs 0,9; 2); E) (logs 9 ;2] .

201. logo 1 (x* + 1) < logp,1(2x + 2,5) barabarsizliyinin on kigik misbot
tam holli asagidakilardan hansidir?

A) 2; B) 3; C) 6; D) 5; E)7.

202. y = x? — 6x + 4 parabolasinin tops noqtasinin ordinat1 asagidakilardan
hansidir?

A)—4; B) —5; C)6; D) —6; E)4.

203.y = %x + 0,5 vay = 3x + 0,5 duz xatlori bir ndgtadan kegir.Bu
nogtonin ordinati asagidakilardan hansidir?

A) 0,5; B) 3; C) -0,5; D) —-3; E)3,5

204. Diizbucaqhnm toroflori 2x? — 13x + 20 = 0 tonliyinin kokloridir.
Diizbucaqlinin sahosi negadir?
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A) 10; B) 12; C) 8; D) 16; E)6,5.

205. y = 5x — 2 diiz xattinin y = ax? parabolasina toxunan olmast iigiin a
noya barabor olmalidir?

2 5 25 25
A)g; B) E; C) ;; D) L E)S5.

TRIQONOMETRIiYA

206. Katerlori 16 sm va 30 sm olan diizbucagli ighucagin boyiik tangensi
asagidakilardan hansidir?

8 17, 8. as, 15
A)E' B) g’ C) 17’ D) 17’ E) 8’

207. Toraflorinin nishati 1: 2:4/3 kimi olan diizbucaqli iighucagin kigik
itibucagini tapin.

A) 60°; B) 30°; C) 15°; D) 75°; E) 45°

208. 60° — a bucaginin tamamlayict bucagini tapin.

A) 30°%; B)30°—a; C)30°+a; D)60°+a; E)heg biri.
209. — 6000 +— - ifadanin adodi giymati hansidir?
1+sin60° ' tg30
V3, : L 3.
A5 B) 2; 05 D) s E)O

210. (1 + sin 60°)tg15° ifadonin giymoti hansidir?
A)1; B) 1,5; C) 2; D)0,5; E)0,75.
211. sin 65° — sin 55° — sin 5° ifadonin giymati hansidir?

A) 0; B) 1; C) —1; D) 1,5; E)—15.
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212. %ﬂ nego doracadir?

A) 108°; B) 48°; C) 54°; D) 96°; E) 70°.
213.cosq = —— ,90° < a < 180° olarsa, L 4 Lasag“gldakllardan
13 cosa tga

hansina barabar olar?
A) 3; B) —4; C)-5; D) 5; E) 0.

214. ctgf = —274 ,270° < B < 360° olarsa, %sin,b’ asagidakilardan hansina
barabar olar?

A)2,1; B) —2,1; C)o; D) —0,16; E)0,16.
215 1+_C051°2° _ st - ifadonin giymati asagidakilardan hansidir?
sin12 1-cos12

A) —1; B) 1; C)-2; D) 0; E)0,5.

216. tgar = 2 olarsa, —————2 asagidakilardan hansina barabar olar?
g sina@—cos«a g

A)1; B) 2; C)3; D) 4; E)O.
217. % ifadanin giymoti asagidakilardan hansidir?
A) 0,12; B) 0,2; C)-1; D) 0; E) 0,25 .

v/3(sin 48°+sin 12°)
Cc0s48°+cos 12°

218

ifadanin giymoti asagidakilardan hansidir?
A)—1; B) 0; C)1; D) 2; E)5.

219. tg45° - tg(30° + a)tga(60° — a) ifadssinin giymati asagidakilardan
hansidir?

A)O; B) 1; C)~1; D) V3; E) ;-
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220, Sos18sIn 157, /3 ifadesinin giymoti asagidakilardan hansidir?

" cos 15°—sin 15°
A) 2; B) 1; C)3; D) 0; E)—2.

sin 35°+co0s 65°
4cos5°

221. ifadasinin giymoti asagidakilardan hansidir?

A) —0,2; B) 0,2; C)-1; D) 0; E)0,25.
222. 7200° negos radiandir?
A) 30m; B) 40m; C)50m; D) 35m; E) 457 .

223. 3) COS% - sin% b)sin 0,1 — cos 0,1 ifadesinin isaralori asagidakilardan

hansidir?
A) (+; +); B) (+;-); C)(—;+); D)(—;-); E) heg biri .

bZ
cos20

224. a? sin% + 2abcosm + asagidakilardan hansina borabardir?

A) (a + b)?; B)a(a+ 2b); C)b(b+2a); D)(a—b)? E)heg biri.
225. sina + cos @ = n olarsa asagidakilardan hansi sohvdir?

a) sinacosa =%(n2 -1);
b) sin®a + cos® a = 2(3 —n?);

. 1+2n%2-n*
¢) sin*a + cos* a =——

d) sina —cosa =+/2 —n?;
1 1 2n

) — + =—.
sina cosa n«—1

in3 3
sin” a+cos” a . -
226. ———— + sin a cos a asagidakilardan hansidir?
sina+cosa

A)1; B) 2; C)3; D) 4; E)O.
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(1-sina+cos a)?
221. (1-sin @)(1+cos a)

asagidakilardan hansina baraboardir?

A)1; B) 2; C) 3; D) 4; E)O.

208 (1-sina—cos a)(1-sin a+cos a)

—— asagidakilardan hansina barabordir?
sin (sina—1)

A1, B) 2; C)3; D) 4; E)O.
229.,/2tga + sec? a — tga asagidakilardan hansina borabordir?
A1, B) 2; C)3; D) 4; E)O.

230. 2(sin® a + cos® @) — 3(sin* a + cos* a) + 1 asagidakilardan hansina
barabardir?
A1, B) 2; C)3; D) 4; E)O.

231. 2 sin? 1?771 + tg? ?’?’Tﬂ ctg%ﬂ asagidakilardan hansina borabordir?
A1, B) 2; C)3; D) 4; E)O.

232.5in(180° + a) = — % oldugunu bilarak, ctg(a — 180°) -ni tapin.

A) V2; B) 1, C) 2; D) 3; E)V3.

233.sin(a — ) + tg(a — ) — cos(% + «) ifadosi asagidakilardan hansina
barabardir?
A) sina; B) tga; C) cosa; D) ctga; E) hec biri .

234. cosa = % ,cosff = g Vo a, f musbat iti bucaq olarsa, cos(a + f)
asagidakilardan hansina barabar olar?

A)1; B) 2; 0 3; D) 4; E)O.
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235. sina = % ,a + B =90° olarsa, sin 8 asagidakilardan hansina barabar

olar?
13, 16, 15, 14, 12
A) B) = C) = D) E)-

236. sina = % , tgB = 1—52 Vo a, f -nin miisbat iti bucaq oldugunu bilarak,

sin(a — B)-ni1 tapin.

102,

124+10V2,
30 '

39 '

12-10v2,
39 7

A B) C) D) B)22.

237. sin 200° sin 310° + cos 340° cos 50°asagidakilardan hansina
borabordir?

1, NER V2, : _Vz

A) 3 B) *; ) D) 0; E)-3.
238. Asagidakilardan hansinin giymaoti %ﬁ olar?
A) tg15°; B) cos15°; C) tg15°; D) sin15°; E)O.

sin2f  cos>Z . - . .
239. Sm—g - ﬁ ifadasinin qiymoti asagidakilardan hansidir?

12 12

AN B) 2v/3; C)V3; D) VZ; )2
240, Sn2a , _cosa asagidakilardan hansina barabordir?

1+cosa 1+sin2«a
A) tga; B) sina; C) tg%; D) sin %; E) hec birina

1 (3+cos? 2a) cos 2a
" cosZa-sin?a

24 asagidakilardan hansina barabardir?

A)l; B) 2; 0 3; D) 4; E)O.
242. cos 80° + cos 40° — cos 20° asagidakilardan hansina barabardir?
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A)1; B) 2; C) 3; D) 4; E)O.

243. cos a + cos(120° — a) + cos(120° + «) asagidakilardan hansina
borabardir?

A1, B) 2; C)3; D) 4; E)O.
244, SPAsIn2P asagidakilardan hansina borabardir?
1+cos f+cos 25
A)tgpB; B)tg2p ; C) ctg f5; D) ctg 2p; E) heg birina

245, tg67°30" — tg22°30'asagidakilardan hansina borabordir?
A)1; B) 2; C) 3; D) 4; E)O.

246. cos? a + cos?  + cos(a + B) cos(a — B) asagidakilardan hansina
barabardir?

A1, B) —1; C)0; D) 2; E)-2.

247. cos a + cos 3a + cos 5a — cos 7a asagidakilardan hansina barabardir?

)sin 8a, ) 2sina |

A) cos 8a; B) sin8 «a; E) cos4a .

2sina’ sin 8a’

. a . .
Sll’lE+Sll’1E+San

248.a + B +y = 180° olarsa —2——%——* ifadosi asagidakilardan
COSECOSECOSE

hansina barabordir?

A) 0,4; B) 0,8; C) —0,6; D) -0,8; E)-04.

249. tg10°tg20° + tg20°tg60° + tg60°tg10° ifadesi asagidakilardan
hansina barabardir?

A)1; B) 2; 0 3; D) 4; E)O.

250. Asagidakilardan hansi %—9 borabardir?
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A) arccos g; B) arcsin L;; C) arctgl; D) arcctgy3; E) arccos %
251. sin(arccos0,6) asagidakilardan hansina borabordir?

A) 0,4, B) 0,8; C) —0,6; D) —-0,8; E)-04.
252. Asagidakilardan hansi %-9 borabar deyil ?

1 1

V5 T arcsinvio
.5 2

b) arcsin— — arccos — ;
13 13

a) arcsin

C) arctg% — arctgé ;
d) arcctgg —arctgll;
e) arctg% - arcth—;: .

253. arccos(x — 1) = 2arccosx tonliyinin holli hansidir?

AYL;0E  B{1;2 Ofos3)  D0s2; B{1;3)

2
254. Asagidaki tonliklardon hansinin halli olar?

a) sin(3x+%) = —g;

b) cos(g—x) =—ﬁ;

2
c) tg(g—x) =1;

d) ctg(%—x) =1
e) cos (Zx —%) =

’
1
2

255. tgx — v/3tgx = 1 —+/3 tonliyinin hallor coxlugu asagidakilardan
hansidir?

A)%+7m; B)§+7m; C)%+ nn; D) %"‘ﬂn; E)n.
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256. 1 + sinx cos 3x = sin 2x cos x tonliyinin hoallor coxlugu
asagidakilardan hansidir?

A)§+7m; B)%+nn; C) nn; D)§+nn; E)m+nn.
257. Asagidaki tonliklordon hansinin halli yoxdur?

a) sinx —cosx =3;
b) 1 + cos2x = V2 sinx;

) cos2x _ .
1-tgx '
) 1+cos2x

=0;

CosXx
e) cos2x = sin(x — %) cos 2x .

258. 4 sin* x + sin? 2x = 4 sin x cos x tonliyinin (0 ; 90°) intervalma diison
halli asagidakilardan hansidir?

A) 15°; B) 75°; C) 60°; D) 30°; E) 45°.

259. cos(x + 30°) = cos(x — 30°) tonliyinin 0 < x < 360° sartini édoyan
hallini tapin.

A) 360°; B) 270°; C) 180°; D) 90°; E) 0°.

260. cos 4x = —2 cos? x tonliyinin 0 < x < 60° sortini 6doyan hallini
tapin.

A) 10°; B) 15°; C) 35°; D) 45°; E) 75°.

261. sin 3x + cos 3x = /2 tonliyinin 0 < x < 100°sartini 6doyan hallini
tapin.

A) 36°; B) 45°; C) 60°; D) 30°; E)15°.
262. Asagidaki hansi iki tonliyin hallor ¢oxlugu eynidir?

1. 1+ sinx + cosx = 0;
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1—sinx —cosx = 0;
1—2sinx —cos2x =0;
1 — 2cosx + cos 2x;

sinx +sin2x +sin3x =0

ok~ wn

263. Asagidaki tonliklordon hansinin halli yoxdur?

a) cosx — cos 2x = cos 3x — cos 4x;
b) sinxcos3x = —1;

c) cos(x + 60°) cos (x — 60°) +i =0;
. Vs Vs
d) sm(x+§)cos(x—g) =1;

e) sinxsin7x = sin3x sin 5x .

264. sin 54° agagidakilardan hansina barabardir?

3(v/5-1
A) 25D : ),

B)

2 4

\/52—1; ) \/§+1; D) 3(V/5+1) E) V5+1
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CAVABLAR
| FOSIL
1. 1) a) dogrudur; b) dogrudur; ¢) dogru deyil; d) dogrudur; e) dogru deyil. 2)
a) dogrudur; b) dogrudur; ¢) dogru deyil; d) dogrudur; e) dogru deyil; f) dogru
deyil; g) dogru deyil. 2. Yeddi milyon alli dérd min otuz iki; bes yiiz alt1
milyon yetmis min sokkiz yiiz doqquz; iyirmi bir milyon {i¢ yliz qirx bes min
doxsan sokkiz. 3. Yox (onluq say sistemi movqeli sistem oldugundan, rogomin
giymeti tutdugu yerdon asilidir). 4. 990. 5. 7 gln. 6. 8,16, 24,32, 40,...,
demok olmaz; 64,32,16,8,4,2,1; 7 odod var. 7. a) 451 + 5235 = 5686;
b) 3866 — 252 = 3614; c) 264-52 = 13728; d) 58534:518 = 113. 8.
240 man., 80 man. 9.59 kq; 41 kq; 56 kq.10.a) 14, b) 18, c) 82, d) 0. 11.

40%,400 km. 12.50 km/saat. 14. 349,149,1289.15. Odadin 11-o

bolinmasi Giglin, onun tak yerds duran ragamalarinin cami ilo, cit yerds duran
ragomlarinin caminin forgi 11-0 bélinmalidir. 18. n # 3m. 23. Yox. 27. 192.
28. Birinci bolgii aparsin Vo galan iki nafars istadiklori payr gotiirmayi toklif
etsin. Onlarin horasi bir pay gotirarss, yerds qalani 6zii gotiirar vo bu halda
masals hall edilmis olur. ©gar hor ikisi eyni pay1 ¢ox oldugunu zonn etsalor,
onda onlardan biri homin pay: yuxaridaki gayda ilo bolsin va digerine
istodiyini gotiirmoyi toklif etsin. Ikinci dofo bu isi tokrar etmoklo bolgii
raziligla qurtarar.

1 FasiL
1.1.20;3;°L. 2.2 D¢ 11— 7.2>.8172,5. 9.20saat. 10. 1.
15 312° 11 11 11
||| FOSIL

1. a) —15,81; b) 3200; ¢) 5. d) 10. 2.3; 3. 3596,4. 4. 75.5.23,4 km/saat. 6.
357,6 min km. 7. 120 kq. 8. 96; 144.

IV FOSIL
9.a)—1; b)27.11. 41 o112, —(a b)(m —n); 10a(m — n)(m + n)2.
13. 37 'mn*(m — n) 73; (a +b)(a—b)7?
(b —a)(a+b)"Hx7y (1 + x2y)? (2 —y?) 3.

14, 2 4l 2 X 95 03vel —3 Va2
—+ 4b2+a2b4+ﬁ,x +7+y_3+37' .—0,3vol;, —3vol.
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V FOSIL
1.3,1.2. —188. 3. 0. 4. 3b(2b — 9a).
5.0,2x' +1,012x° + 0,019x7 — 0,2006x° + 0,002x3.
6.4y% - 14y + 2.7.21a%b + 15a — 9b.8.2n(3m - 2).

16.a) 2a2b3, b) avnb™-1  ¢) {/x2(a — x)*. 19. a)—%x 3ox2y;
b)4c2W 21. a)\/_+3\/_—5' b) 3v17 + 5V10 — 4; ¢) —V/3;
d)1.22.8) = b) 2ab 2+ V3 — V7);

c) x2"Vx3 +x3 \/x_+x4"{/§ ;d) 4¥2 ; V3V5+ V5 (mirokkob kokiin
diisturundan istifads edin); e) 2vx.
VI FOSIL

1.0.2.16.3.1.6.64(1 + i\/_) 8. a) 2x% + 9x + 4; b) x3 —x% +2x —2;
4 _ 2x3+6x2+3x-2,

c)x*—1.9.a)x3 Tiixi3xZia’

10.a) 17(2a? — 4b? + 5), b) (2y 3)(5x — 3y 1),

) (x% + 2x + 2)(x? —2x +2); d) (a6 + a3 1)(a6 - a3 —1).12. +1.

15.p= 35.16.a =

b —b?
8.5+ 3) e .
VII FOSIL

1. a) ho; b) yox; c) yox; 2. a) ha; b) ho; ¢) he; 3. a) —17,45; b) 4; c)4;
¢)—13; d)1.4.a)—2; 12;b) 0;3.¢) — 5; —6; ¢) =3.5.) 570 ha;

b) 90 km; ¢) 10 sm; 10 sm, 6 sm;¢) 6 va 10;d) 50 sm, 100 sm.

6. ) (115; —43); b) (5 —2); ¢) (4; 3); ¢) (10; —3);d) (3,57);€) x =
—abc, y= ab+bc+ac,z=—(a+ b+ c).7.a)yegans halli var; b)
halli yoxdur; c) sonsuz sayda halli var. 8. a # 2 olduqda sistemin yegana,
a = 2 Vva b = 1 olduqda sonsuz sayda halli var. a = 2, b #1 olduqda
sistemin halli yoxdur.

9.a) 2(x + 1)2 — 5; b) 5a%(x — 0,1)? + (a — 1 — 10,05a?);

Q) (x+5-)% — 14202 16 2) +3; b) x; = 0; x, = 15;

38

¢) x; = —0,5 x; =2;(;)x1 =5; x,=6; dx, =—1 X = —1.
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e)x; = —V2(2++3), x, =v2(2-+3). 11 a)x? —4x + 1 = 0;
b)x2—2x—-1=0; ¢)x?—x—1=0;

¢) x2 — 2x + 2 = 0;d) x> — 8x + 65 = 0;e) x> — 2ax + a? + b%> = 0.
12.2) 3(x — 5) (x +2);6) 5(m + 1)(m - 0,8);  ¢) 2(x — 5)(x +9). 13.

)2(a+9); ) 3a+1; )a—l
3(a-7) 2a-12 3a-2

isarali. 15. ¢ = 9. 16.% < a < 7 olduqda kéklar eyni, a > 7 olduqda iso

. 14. a) eyni isarali; b) eyni isarali; ¢) mixtolif

2_
mixtolif isaraliolur. 17.a = —2voa =1.19. m = p4 1

istonilon tam odaddir, g # 0). Géstoris. Diskriminant: ifadasini (p/q)?—na
borabor edin. 21. a) x; = —4; x,5 = 2 £ 2ivV/3;

b) X1,2 = 1+ i)\/7,x3,4 =(-1&% l)\/Z_,

O xip =42 X34 =2 (1402256 = - (1+lf) 22. ) 10 giin; b)
18 km/saat; 12 km/saat; ¢) 3 m;¢) 12 q; 48q, 1, 5 5 d)

a 2;:+4a5 23.2) x15 = +1; x34 = 2V2; b)xl—l Xy =3; X34 =

-1+V3 1, —343+/3i, 1+iV7
2 , x5_6= 2 ,C)X1=_2' Xy = 3 X34_—_2

—9+V77 -94++/13,
4; x2=9'd)x12=T; X34 =", e)x; =1,% =4 X34 =

37+iv231 11+v117
20 2

6) X =

f) 1—4‘X2—8 24 a)leZ—(1+l\/—) x34—

. b)

Sim. 25.

X1 = _2' Xy = _1; X3 = 2; Xg4 = 4, C)xl = _1; Xy, = 6; x3'4_ =

154288
a)x =
2n-1,

—15;x2=13;d)x=6;e)x1:m,x2
V111 FOSIL

1.a)V5+vV3>V6++v2 b)¥V26>3V2+ V4 ) (V6—v2)2° >

W5 = V3)25) (L+4/5) > 319 d)2 (30 — v2) > /8 — VI5. 2. Yox.

5(m-2)
2(m+10)’

C)x>ﬁ(a¢—1);g)x<—2;d) —o<x <

b) 1:_3 x2—1 C)X12—+ 5'***Q)x =

f) halli yoxdur.

3”1

11. a) ho; b) ho; ¢) yox; 12. a) x > 2; b) m > 2 olduqda x <

m<
5(m-2)
2(m+10)’
0. 13.a) 10< x < 27; b)holliyoxdur; c)x >3.14.8) —co < x <

2 olduqda iso x >
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1, 2<x <o h)1<x<20-0<x<—7 ;<x<0¢-1<x<
1, 2<x<3Vex>5d) —s<x<3vox>6€1<x<34<x<
5; 5<x<oo;f)2<x<3v;>x>5.15.a)0<x<%; b) x <
—%,x>1; c)a>Oolduqda—:ﬂstaa;b;a=O,bthoIduqdaheIIi
yoxudur. a = b = 0 olduqda iss —0 < x < oo; g)—00<x<0V9x>§;

Olxl>Ldx<—Ivex>3 16a)x>V2-1 b)x>300<
x<3¢)4<x<5dx<-2;¢)x =2

IX FOSIL
la)-2<x<1, 1<x<2; bx<0,2<x<3 ¢)x=55.22a)
cut; b) na tak, no clit; c) tok.
4 a)—co<x<—-1;2<x<o;h)—co<x<]; 2<x<00;C)xE
[E+2nk,5—n+2nk];(;)x€[E+nk,z+nk[.
3 3 4 2

X FOSIL

5.a) 1; b) 2;0)12; ¢)10;d) 9;€) 1; a% ~; 8.a) x = a® | % b) x

bz’

‘“(—2“’” 13.4;31.14.1) ~ 1101; 2) ~ 5914; 3) ~ 1,338; 4) ~
0,7404. 15. 1) —1; 7; 2) 3; 3) 6; 4) halli yoxdur; 5) 27mJ_r§ ; 6) =~
0,5446;7)9; 8)0; +1;9)9; (3 — 2log, 3)?; 10) +2; 11) 10; 0,001;

12) BEHOZ1E2 46, 1) 4; 2) 1000; 3)9 ) 1; 5)72;16; 6)x =

ab(buradaa > 0vo a # 1); 7) 8; 5=; 8) V3;3; 9) 16; 10) 1023; 11) 7; 12)

'V'
x =k (k=234,.).17.1)0;2-2;3) 1; — 4)9 ; 5) 100; 6)
4logs 2;7) 3; 1; 8) £1; 2. 18. 1) (2;2); 2) (10, 1000); (1000; 10); 3)
(11;5); 4) (2:v2); (V2;2); (3;v3);(V3;3); 5) (1;8) (8; 1); 6) (9; 16);
7) (6:2);8) (1/41/3).19. )x > 22; 2)0<x<1;3)—1<x<
0; 49)0<x<2 5)—-1<x<0;0<x<1]; 1<x<2 6l<x<
1,2;,7)1<x<3;8)2<x<3; 92 8<x<1;10)0<x<
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2

3io8s710273711) 0,01 < x < 1;12) —4 <x < —3; x> 8; 13):<x <5;
14) 0<x <7515 ~1<x<2

X1 FOSIL
2.452.3. 5. 4. 21.5. 2430. 6. 47. 7.2070.9.0) a, = 5(3 — 2n); b)
ay; = —13;¢) a, =n—10; d) = 3,1,—1,... 10. x = 55. 11.1,21,41, ....
12.a, =1, d =2.13.+17,103; +810,12.14.2187. 15.5. 16.3.
17. 14,4. 18. %

XIl FOSIL
1.2)17; b)93;¢) 2; 2.a) 3;b) 28;¢) 3.3m = 2von = 9. 4. m = 34va
n = 14.5. xx2 + 5ax¥/x+ 10a%x + 10a3Vx2 + 5a*¥/x+a5. 6. 5040x.
328125

77/—=8.6.9. (x+1D*=7(x+ 1) +16(x + 1)> — 15(x + 1) + 6. 10.
X, = 10, x, = 0,0001.11. n-2"1,
X1l FOSIL
1. 45°%;60°; 75°. 5. 143°15’; 229°12'; 315°9’.7.~ 21. 8. =~ 105 cm?; 10.
) Il rilbdo, b) IV ritbda. 12. 2) 5(2n +1) < x < (n+1); b) T+ 7 <
x < %” + tn. 13. a) yox; b) yox; c) yox; yox; ha. 21. a) 0; b) —1; C)

—cos?a; d) seca coseca.
XV FOSIL

—/3; ¢©)165°% d)—0,6; e) — 2,4
XVI FOSIL
1. (=1)™9° + 36°n. 2. logs((—1)™30° + 180°n). 3. %+ % (nm—1).4.

1l.a)

\/§+\/E; b)
12

T Bn+1)m T 1 T
lng (i€+ 2nn + 1) Sm 6. ——+—(T[Tl - 1) 7E+
L — id ()*d+nr—b T ((—1yn+1 .E
- (mn —4).8. 10g3( +7TTL) 9. +( Drrie 10. (( 1) +
1-2m)). 11 2222 12 7n. 13. 2+ 2n. 14, x = 27n. 15. Halli yoxdur.

16. % + n; —arctg3 + nm. 17. n(Zn +1).18.Z S T 19.n; —= + 2nn.

27Tn

20. Halli yoxdur.  21. g + 27'[ 22— + n; —arctg( ) + mn. 23.
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= + nn; arctg3 + mn. 24. +arctg£ 25,22 (3 +1). 26. (4n -1+

(—1)narcsin%. 27.%(6n— 1) + (—1)n T 28.L(2G@n+1)+
-1)M).. 29.1(4n +1).30.2; + 2% 31. = 52 32,
-1

16 2 2 15 7

(=D ™arcsin f V2 + mn. 33. Halli yoxdur. 34. 90°(2n + 1); 60°(6n + 1).
35. (2n+1) = 36. (— 1)nl+— 37.2 4 27n. 38. (- 1)"+1-g+nn.
39.0; 2. 40. 1. 41. 4; 242.2.43. -1; —2.44. ((-D)"Z+Z (4n -

D, (D" 2+ 2@n+1). 45 ()" 2+ 2G@n -1, ()" E+ZG@n -
2)). 46 Xisusi hollor. x = =2, y =2 47 x, =Z(n + 1) +
(—l)niarcsini, Yn = %(1 —n) + (=) -%arcsini. 48.x, = §+

2nn;y, = % + 2mn; x, = 2arctg%E + 2mn; y, = arctg 1+\/\/§E +

2mn; x3 = Zarctg% + 2nn;y; = arctgl_\/_—3\/E + 2mn. 49. (arcsin% +
2nn; ™ — arcsin% + 2mn). 50. (—gn + 2mn; gn + 2mn). 51. (—S?R +

4mn; En + 4nn) 52. (—E + mn; E + mn). 53. (—E + n; E + mn). 54.
(— + 2nn; — + 2mn). 55. (2mn; = + 27Tn) U ( + 2nn; w+ 27m) 56.
(2arct92+2nn; 2n(n + 1)).57. (_E + 2mn; ? + 2mn).

58. (%+7m; 5?”+7m),x ¢%+7Tn.
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YEKUN SORGU TESTLORININ CAVABLARI

1 25 49 D 73 97 121 | D
) 26 50 B 74 98 122 | E
3 27 51 D 75 99 123 | E
4 28 52 D 76 100 124 | B
5 29 53 B 77 101 125 | E
6 30 54 Cc 78 102 126 | E
7 31 55 Cc 79 103 127 | C
8 32 56 B 80 104 128 | C
9 33 57 Cc 81 105 129 | A
10 34 58 Cc 82 106 130 | A
1 35 59 | A | 83 107 131 | D
12 36 60 | A | 84 108 132 | A
13 37 61 c 85 109 133 | A
14 38 62 c 86 110 134 | C
15 39 63 E 87 111 135 | A
16 40 64 E 88 112 136 | A
17 41 65 B 89 113 137 | C
18 42 66 | A | 90 114 138 | A
19 43 67 D 91 115 139 | D
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161 181 201 221 241 261
162 182 202 222 242 262
163 183 203 223 243 263
164 184 204 224 244 264
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FOSILLORDOKI TESTLORIN CAVABI

Testlar
2|13|4|5|6|7]|8 9 10
Fasil
| fosil CIC|A|D|E|C|C]| 1-AB,E; 2-D; 6
3-AD
1 fasil DIC|IC|E|D|C|D 21 1-B,E; 2-A;
3-C.D
11 fasil B/ DIE|A|C|E|C]| 1-B;2-AD; 3- 3
CE
1V fasil C|C|D|E|D|E|C|1-C,E;2-B;3-A 1,2
V fasil DIC|E|B|A|A|E| 1-B;2-AC; 3- 1-C; 2-A,D;
D,E 3-B
VI fasil A|/A|B|C|B|B|A| 1-A;2-C;3-B 4096
VI fasil E|IE|A|C|E|D|B| 1-B,D;2-C,E; | 1-B,D; 2-C,E;
3-A 3-A
VI fasil A|D|C|B|C|D|E 27 1-A; 2-C,D;
3-B
IX fosil DIA|E|B|A|C|D| 1-A;2-D;3-B 1
X fosil A|/E|ID|C|B|A|D| 1-C;2-B;3-D | 1-C; 2-A; 3-D
Xl fosil CIA|B|/D|E|C|A| 1-AC; 2-B,E; -16
3-D
Xl E|IB|A|A|C|E|C]| 1-B,D; 2-A; 3- 1-E; 2-B,D;
(1)fasil C 3-A,C
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X1 fasil
(Ehtimal)

1-B; 2-C; 3-A

0,4

XM fasil

1-AE; 2-B,C;
3-D

1-C; 2-B; 3-A

XIV fasil

1-AB; 2-D; 3-
C

1-D; 2-E; 3-A

XV fasil

1-D; 2-C: 3-A

1-C; 2-D,C;
3-A

XVI fasil

1-C: 2-A; 3-D

3
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	Cəbri tənliklərin həlli ilə məşğul olarkən elə tənliklərə rast gəlirik ki, onların həqiqi ədədlər çöxluğunda həlli olmur. Məsələn, ,𝑥-2.= −1 sadə tənliyinin həqiqi kökü yoxdur, çünki, həqiqi ədədlər arasında kvadratı −1-ə bərabər olan ədəd yoxdur.
	Deməli, ya belə tənliklərin həllinin olmaması ilə razılaşmalı, ya da həqiqi ədəd anlayışını elə genişləndirməliyik ki, onun köməyi ilə yuxarıdakı növ tənliklər həll oluna bilsin. Bu məqsədlə yeni 𝑖 işarəsi qədul edilir və, 𝑖 -2.= −1 kimi təyin olunu...
	Tərif. 𝑎+𝑏𝑖 şəklində olan ifadəyə kompleks  ədəd deyilir.
	Burada, 𝑎, 𝑏 həqiqi ədədlər, 𝑖 isə xəyali vahiddir.
	𝑎, kompleks ədədin həqiqi hissəsi olub, 𝑎=𝑅𝑒 (𝑎+𝑏𝑖)  ilə, 𝑏 isə kompleks ədədin xəyali hissəsi olub 𝑏=𝐼𝑚 (𝑎+𝑏𝑖)  kimi işarə olunur. 𝑎+𝑏𝑖 ifadəsinə kompleks ədədin cəbri şəkli deyilir. 𝑎 və 𝑏-yə uyğun olaraq kompleks ədədin birinci v...
	𝑎 =𝑏= 0 olduqda, kompleks ədəd sıfra bərabər hesab olunur. Eləcə də 𝑎 + 𝑏𝑖 = 0 olarsa, 𝑎 =𝑏= 0 olur.
	Bu təklifdən çıxır ki, iki kompleks ədəd yalnız və yalnız o zaman bərabər hesab edilir ki, onların həqiqi və xəyali hissələri uyğun olaraq bərabər olsun, yəni
	𝑎 + 𝑏𝑖=𝑐 + 𝑑𝑖
	bərabərliyi yalnız və yalnız 𝑎= 𝑐, 𝑏=𝑑 olduqda doğrudur.
	Doğurdan da, 𝑎+𝑏𝑖=𝑐+𝑑𝑖 olarsa, 𝑎−𝑐+(𝑏−𝑑)𝑖=0, buradan 𝑎−𝑐=0,  𝑏−𝑑=0, yəni 𝑎=𝑐,  𝑏=𝑑 alınır.
	𝑏=0 olduqda alınan 𝑎+0 𝑖 kompleks ədədinin həqiqi 𝑎 ədədi ilə üst-üstə düşdüyü qəbul olunr. Deməli, həqiqi ədədlər kompleks ədədlərin xüsusi halıdır. 𝑎=0 olduqda isə 0+𝑏𝑖=𝑏𝑖 ədədini alırıq ki, buna sırf xəyali və yaxud sadəcə xəyali ədəd deyi...
	Tərif. 𝑎−𝑏𝑖 ədədinə  𝑧=𝑎+𝑏𝑖  kompleks ədədinin qoşması deyilir və ,𝑧.=𝑎−𝑏𝑖 kimi işarə olunur:
	𝑎−𝑏𝑖=,𝑎+𝑖𝑏..
	𝑧 və ,𝑧. ədədləri qarşılıqlı qoşma kompleks ədədlər adlanır. Tərifdən aydındır ki, həqiqi ədədin qoşması özünə (,𝑎.=𝑎), xəyali ədədin qoşması isə onun (−1) ilə hasilinə (,𝑏𝑖.=−𝑖𝑏) bərabərdir.
	§ 53. KOMPLEKS ƏDƏDLƏR ÜZƏRİNDƏ HESAB ƏMƏLLƏRİ
	İxtiyari ,𝑧-1. = ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖  və  ,𝑧-2. =,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖 kompleks ədədləri verilmiş olsun.
	Toplama.  ,𝑧-1. = ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖  və  ,𝑧-2. =,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖  kompleks ədədlərinin cəmi
	𝑧 = ,𝑧-1.+,𝑧-2. =,,𝑎-1.+,𝑎-2..+,,𝑏-1.+,𝑏-2..𝑖
	şəklində təyin olunan z  kompleks ədədinə deyilir.
	Qayda. İki kompleks ədədi toplamaq üçün onların həqiqi və xəyali hissələrini uyğun olaraq toplamaq lazımdır. Məsələn,
	,1+2𝑖.+,8+𝑖.=,1+8.+,2+1.=9+3𝑖,
	,3+5𝑖.+,4−3𝑖.=,3+4.+,5−3.=7+2𝑖.
	Aydındır ki, hər bir kompleks ədədə, həqiqi və xəyali ədədin cəmi kimi də baxmaq olar:
	𝑎+𝑏𝑖 = (𝑎+0∙𝑖)+(0+𝑏𝑖)= (𝑎)+(𝑏𝑖).
	Çıxma. ,𝑧-1.  və ,𝑧-2. kimi iki kompleks ədədin fərqi ,𝑧-1.=,𝑧-2.+𝑧 münasibətini ödəyən 𝑧=𝑎+𝑏𝑖     kompleks ədədinə deyilir və ,𝑧-1.−,𝑧-2.=𝑧 kimi yazılır.
	Bu tərifə görə
	,𝑧=𝑧-1.−,𝑧-2.=, ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖.−,,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖 .=,,𝑎-1.−,𝑎-2..+,(𝑏-1.−,𝑏-2.)𝑖               olacağı aydındır
	Qayda. İki kompleks ədədi çıxmaq üçün uyğun olaraq onların həqiqi və xəyali hissələrini çıxmaq lazımdır. Məsələn,
	,1+3𝑖.−,7+𝑖.=,1−7.+,3−1.𝑖=−6+2𝑖,
	,8+5𝑖.−,4−3𝑖.=,8−4.+,5−(−3).𝑖=4+8𝑖.
	Yuxarıda deyilənlərə əsasən ixtiyari 𝑧=𝑎+𝑏𝑖  kompleks ədədi üçün
	𝑧+,𝑧.=𝑎+𝑏𝑖+𝑎−𝑏𝑖=2𝑎, 𝑧−,𝑧.=𝑎+𝑏𝑖−,𝑎−𝑏𝑖.=2𝑏𝑖.
	Deməli,  qarşılıqlı qoşma iki kompleks ədədin cəmi həqiqi ədəd,  fərqi isə xəyali ədəddir.
	Vurma. ,𝑧-1.= ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖  və ,𝑧-2.=,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖   kompleks ədədlərinin hasili
	𝑧=,𝑧-1.∙,𝑧-2.=,,𝑎-1.,𝑎-2.−,𝑏-1.,𝑏-2..+,,𝑎-1.,𝑏-2.+,𝑎-2.,𝑏-1..𝑖
	şəklində təyin olunan kompleks ədədə deyilir. Bu tərifdən çıxır ki, iki kompleks ədədi vurmaq üçün, onları ikihədlilərin vurulması kimi vurub ,𝑖-2.= –1 olduğunu nəzərə almaq lazımdır.
	Misal.
	,3+2𝑖.,5−𝑖.=3∙5−3∙𝑖+10𝑖−2,𝑖-2.=17+7𝑖. ,𝑎+𝑏𝑖.,𝑎−𝑏𝑖.=,𝑎-2.+,𝑏-2.+𝑖,𝑎𝑏−𝑏𝑎.=,𝑎-2.+,𝑏-2..
	Deməli, qarşılıqlı qoşma kompleks ədədlərin hasili həqiqi ədəd olub, həqiqi və xəyali hissələrinin kvadratlarının cəminə bərabərdir.
	Bölmə. ,𝑧-2.≠0 olduqda,  ,𝑧-2. ∙ 𝑧=,𝑧-1. bərabərliyini ödəyən 𝑧 ədədinə ,𝑧-1. = ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖  və  ,𝑧-2. =,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖 kompleks ədədlərinin nisbəti deyilir 𝑧=,,𝑧-1. -,𝑧-2..  kimi yazılır
	Göstərək ki, ,𝑧-2.≠0 olarsa, 𝑧 ədədi birqiymətli olaraq təyin olunur. 𝑧=𝑎+𝑏𝑖 olsun. Tərifə əsasən
	,(𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖),𝑎+𝑏𝑖.=,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖
	və ya
	,,,𝑎-2.𝑎−,𝑏-2.𝑏=,𝑎-1.,-,𝑏-2.𝑎+,𝑎-2.𝑏=,𝑏-1.,..
	buradan da
	𝑎=,,𝑎-1.,𝑎-2.+,𝑏-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..,   𝑏=,,𝑏-1.,𝑎-2.−,𝑎-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..
	alınır ki, bu da 𝑧-in birqiymətli təyin olunduğunu göstərir.
	Bölmənin nəticəsini belə də yazmaq olar:
	, ,𝑎-1.+,𝑏-1.𝑖-,𝑎-2.+,𝑏-2.𝑖 .=,,𝑎-1.,𝑎-2.+,𝑏-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..+,,𝑏-1.,𝑎-2.−,𝑎-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..𝑖.
	Misal. (1)
	,3+2𝑖-1−𝑖.=,3−2-1+1.+,2+3-1+1.𝑖=,1-2.+,5-2.𝑖 .
	Verdiyimiz qaydalardan alınır ki, həqiqi ədədlər üzərində aparılan hesab əməllərinin əsas xassələri kompleks ədədlər üçün də doğrudur, yəni
	1)  ,𝑧-1.+,𝑧-2.=,𝑧-2.+,𝑧-1. ,                 2) ,,𝑧-1.+,𝑧-2..+,𝑧-3.=,𝑧-1.+,,𝑧-2.+,𝑧-3.. ,
	3) ,𝑧-1.∙,𝑧-2.=,𝑧-2.∙,𝑧-1. ,                       4) ,,𝑧-1.∙,𝑧-2..,∙𝑧-3.=,𝑧-1.,,𝑧-2.,∙𝑧-3..,
	5) ,,𝑧-1.+,𝑧-2..,∙𝑧-3.=,𝑧-1.,∙𝑧-3.+,𝑧-2.,∙𝑧-3..
	Nəticə. ,𝑖-2.= –1 olduğu nəzərə alınmaqla, kompleks ədədlər üzərində hesab əməlləri həqiqi ədədlər üzərində olduğu kimi aparılır.
	Verdiyimiz təriflərdə ,𝑧-1. və ,𝑧-2.-ni uyğun olaraq  ,,𝑧-1.. və ,,𝑧-2..  ilə əvəz etsək, aşağıdakı ifadələri alarıq:
	1.  ,,𝑧-1..+,,𝑧-2..=, ,𝑎-1.−,𝑏-1.𝑖.+,,𝑎-2.−,𝑏-2.𝑖.=
	,,𝑎-1.+,𝑎-2..−,,𝑏-1.+,𝑏-2..𝑖= ,,𝑧-1.+,𝑧-2.. ;
	2.  ,,𝑧-1..−,,𝑧-2..=, ,𝑎-1.−,𝑏-1.𝑖.−,,𝑎-2.−,𝑏-2.𝑖.=
	,,𝑎-1.−,𝑎-2..−,,𝑏-1.−,𝑏-2..𝑖=,,𝑧-1.−,𝑧-2.. ;
	3.  ,,𝑧-1..∙,,𝑧-2..=, ,𝑎-1.−,𝑏-1.𝑖.,,𝑎-2.−,𝑏-2.𝑖.=
	,,𝑎-1.,𝑎-2.−,𝑏-1.,𝑏-2..−,,𝑎-1.,𝑏-2.+,𝑎-2.,𝑏-1..𝑖=,,𝑧-1.∙,𝑧-2.. ;
	4.  ,,,𝑧-1..-,,𝑧-2...=, ,𝑎-1.±,𝑏-1.𝑖-,𝑎-2.−,𝑏-2.𝑖.=,,𝑎-1.,𝑎-2.+,𝑏-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..−,,𝑏-1.,𝑎-2.−,𝑎-1.,𝑏-2.-,𝑎-2-2.+,𝑏-2-2..𝑖=,,,,𝑧-1..-,,𝑧-2.... ;
	5. Qüvvətin qoşması qoşmanın qüvvətinə bərabərdir:
	,,,𝑧-𝑛...=,(,𝑧. )-𝑛..
	Riyazi induksiya üsulu ilə 5-ci xassə asanlıqla isbat olunur.
	Qüvvətə yüksəltmə. Kompleks ədədlərin natural qüvvətlərindən danışmazdan əvvəl xəyali vahidin qüvvətlərini nəzərdən keçirək:
	𝑖=𝑖,                              ,𝑖-5.=,𝑖-4.∙𝑖=𝑖,                   ,𝑖-9.=,𝑖-8.∙𝑖=𝑖  ,
	,𝑖-2.=−1,                        ,𝑖-6.=,𝑖-4.∙,𝑖-2.=−1,            ,𝑖-10.=,𝑖-8.∙,𝑖-2.=−1,
	,𝑖-3.=,𝑖-2.∙𝑖=−𝑖,           ,𝑖-7.=,𝑖-4.∙,𝑖-3.=−𝑖,             ,𝑖-11.=,𝑖-8.∙,𝑖-3.=−𝑖,  ,𝑖-4.=,𝑖-2.∙,𝑖-2.=1,           ,𝑖-8.=,𝑖-4.∙,𝑖-4.=1,                ,𝑖-12.=,𝑖-8.∙,𝑖-4.=1.
	Buradan görünür ki, 𝑖-nin natural qüvvətləri ancaq 𝑖, −1, −𝑖 və  ola bilər, bunlar da hər dörd addımdan bir təkrarlanır. Odur ki, istənilən natural ədədin 4𝑘+𝑛 (𝑘= 0, 1, 2, 3, ...; 𝑛=1, 2, 3, 4) kimi göstərilməsindən istifadə edərək, xəyali vah...
	,𝑖-4𝑘+𝑛.=,,, 𝑖,     𝑛=1      𝑜𝑙𝑎𝑟𝑠𝑎,  -−1,      𝑛=2      𝑜𝑙𝑎𝑟𝑠𝑎,  .-,−𝑖,     𝑛=3    𝑜𝑙𝑎𝑟𝑠𝑎,- 1,     𝑛=4    𝑜𝑙𝑎𝑟𝑠𝑎....
	Bu münasibətdən istifadə edərək, 𝑧=𝑎+𝑏𝑖 kompleks ədədini istənilən natural qüvvətə yüksəltmək üçün onu adi ikihədlinin qüvvətə yüksəldilməsi kimi qüvvətə yüksəldib, xəyali vahidin qüvvətlərinin ifadəsini nəzərə almaq lazımdır.
	Məsələn,
	,,𝑎+𝑏𝑖.-3.=,𝑎-3.+,3𝑎-2.𝑏𝑖+,3𝑎𝑏-2.,𝑖-2.+,𝑏-3.,𝑖-3.=
	,,𝑎-3.−,3𝑎𝑏-2..+,,3𝑎-2.𝑏−,𝑏-3..𝑖
	§ 54. MÜSTƏVİ ÜZƏRİNDƏ KOORDİNAT SİSTEMİ.
	İKİ NÖQTƏ ARASINDAKI MƏSAFƏ
	Müstəvi üzərində bir-birinə perpendikulyar olmaqla, O nöqtəsində kəsişən və ölçü vahidləri də uyğun olaraq 𝑂,𝐸-1.və 𝑂,𝐸-2. olan ,,𝑂,𝐸-1..=,𝑂,𝐸-2..=1. iki ədəd oxu götürək. Bu oxlardan birini üfqi vəziyyətdə götürüb, absislər və yaxud x oxu, o ...
	𝑥 oxunun koordinat başlanğıcından sağ tərəfə istiqamətini müsbət, sol tərəfə istiqamətini isə mənfi, y oxunun koordinat başlanğıcından yuxarıya istiqamətini müsbət, aşağıya istiqamətini mənfi qəbul edək.
	Müstəvi üzərində götürülmüş istənilən 𝐴 nöqtəsinin vəziyyətini koordinat sistemində müəyyən etmək olar. Bunun üçün 𝐴 nöqtəsindən koordinat oxlarına 𝐴𝑀 və 𝐴𝑁 perpendikulyarlarını endiririk (şəkil 8).
	nöqtəsinə, 𝐴 nöqtəsinin x oxu üzərinə proyeksiyası, 𝑁 nöqtəsinə isə y oxu üzərinə proyeksiyası deyəcəyik.
	𝑂𝑀=𝑥 və 𝑂𝑁=𝑦 ədədlərinə 𝐴 nöqtəsinin koordinatları deyilir (𝑥 absis, 𝑦 ordinat).
	𝐴 nöqtəsinin absisinin 𝑥 və ordinatının 𝑦 olması 𝐴(𝑥, 𝑦) kimi yazılır. Aydındır ki, 𝑂 nöqtəsinin koordinatları (0, 0)-dır. 𝑥 və 𝑦-in işarəsi nöqtənin hansı rübdə olmasından asılıdır (cədvəl 1).
	𝑥 oxu üzərində yerləşən istənilən 𝑚 nöqtənin 𝑦 oxu üzərində proyeksiyası və eləcə də 𝑦 oxu üzərində yerləşən istənilən nöqtənin  𝑥 oxu üzərinə proyeksiyası 𝑂 nöqtəsi ilə üst-üstə düşdüyündən, 𝑥 oxu üzərindəki bütün nöqtələrin ordinatları və 𝑦 ...
	Cədvəl 1
	Yuxarıda deyilənlərdən aydındır ki, koordinat müstəvisi üzərində götürülmüş hər bir nöqtəyə bir cüt 𝑥 və 𝑦 həqiqi ədədi uyğun gəlir. Tərsinə, hər bir 𝑥 və 𝑦 həqiqi ədədlər cütünə də koordinat müstəvisində yerləşən müəyyən bir 𝐴 nöqtəsinin koordin...
	9-cu şəkildə 𝐴,1, 4.,  𝐵,0, 4.,  𝐶,3, −2.,  𝐷,−2, 0.,  𝐸(−2, −3),     𝐹(0, −2) nöqtələri qurulmuşdur.
	İndi düzbucaqlı koordinat sistemində koordinatları ilə verilmiş ,𝑀-1.(,𝑥-1., ,𝑦-1.) və ,𝑀-2.(,𝑥-2., ,𝑦-2.) kimi ixtiyari iki nöqtə arasındakı məsafəni təyin etmək üçün düstur çıxaraq (şəkil 10). Bunun üçün ,𝑀-2. nöqtəsindən 𝑥 oxuna ,𝑀-2.,𝑁-2...
	Pifaqor teoreminə əsasən
	,,,𝑀-1.,𝑀-2..-2.=,,,𝑀-1.𝐸.-2.+,,𝐸,𝑀-2..-2.
	və ya (1)
	,𝑑-2.=,,,𝑥-2.−,𝑥-1..-2.+,,,𝑦-2.−,𝑦-1..-2.
	alınır.
	Axırıncı bərabərlikdən iki nöqtə arasındakı məsafə üçün
	=,,,,𝑥-2.−,𝑥-1..-2.+,,,𝑦-2.−,𝑦-1..-2..
	düsturunu alarıq (məsafə müsbət kəmiyyət olduğundan kökün hesabi qiyməti götürülür).
	Deməli, müstəvi üzərində iki nöqtə arasındakı məsafə həmin nöqtələrin eyni adlı koordinatları fərqinin kvadratları cəminin kvadrat kökünə bərabərdir.
	Əgər nöqtələrdən biri, məsələn  ,𝑀-2. koordinat başlanğıcı ilə üst-üstə düşərsə, onda məsafə düsturu
	𝑑=,,𝑥-1-2.+,𝑦-1-2..
	şəklinə düşər.
	Misal. ,𝑀-1.(5,−7) və ,𝑀-2.(2,−3) nöqtələri arasındakı məsafəni tapaq:
	𝑑=,,,2−5.-2.+,,−3+7.-2..=,9+16.=5,
	𝑑=5 uz. vahidi.
	§ 55. KOMPLEKS ƏDƏDLƏRİN HƏNDƏSİ ŞƏKLİ.
	KOMPLEKS ƏDƏDLƏRLƏ VEKTORLAR ARASINDA ƏLAQƏ
	Müstəvi üzərində düzbucaqlı koordinat sistemi götürək və koordinatları 𝑎 və 𝑏 olan M nöqtəsini 𝑧=𝑎+𝑏𝑖 kompleks ədədinin həndəsi göstərilişi olduğunu qəbul edək. Aydındır ki, bu zaman müstəvinin hər bir nöqtəsinə müəyyən bir kompleks ədəd və tərs...
	Kompleks ədədləri həndəsi göstərmək üçün istifadə olunan 𝑥𝑂𝑦 müstəvisinə kompleks müstəvi deyilir.
	𝑧=𝑎+𝑏𝑖 kompleks ədədini həndəsi göstərən 𝑀(𝑎, 𝑏) nöqtəsinə başlanğıcı koordinat başlanğıcında olan ,𝑂𝑀. vektorunun sonu kimi də baxmaq olar (şəkil 12).
	Deməli, koordinat başlanğıcından çıxan hər bir vektora bir kompleks ədəd və tərsinə, hər kompleks ədədə koordinat başlanğından çıxan bir vektor uyğun gəlir. Bundan istifadə edərək kompleks ədədlərin cəmini və fərqini həndəsi olaraq təsvir etmək olar (...
	XIV FƏSİL
	TOPLAMA TEOREMLƏRİ VƏ ONLARIN NƏTİCƏLƏRİ
	§ 169. BUCAQLARIN TOPLANMASI VƏ ÇIXILMASI
	𝛼 və 𝛽 kimi iki bucaq verilmiş olsun. Tutaq ki, 𝑂𝐴 şüası   𝑂  nöqtəsi ətrafında saat əqrəbinin əks istiqamətində α bucağı qədər dönərək 𝑂𝐵 vəziyyətini, sonra 𝑂𝐵 başlanğıc vəziyyət olmaqla, həmin istiqamətdə 𝛽 bucağı qədər dönərək 𝑂𝐶 vəziyy...


