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Orta maktab kursunda oxucular sonsuz sayda 
toplanam olan camlara rast gelirlsr (masalan, sonsuz azalan 
handasi silsilanin camina). Bu nov camlarin oyranilmasi 
adadi ardicilliqlarin oyranilmasina gatirila biter. Buna 
baxmayaraq bela camlarin atrafli oyranilmasi lazim galir, 
cunki onlar muxtalif funksiyalarin gostarili§larinda vacib 
komakgi vasita rolunu oynayirlar.

§1. Qdadi sira anlayi§i

1. Qdadi siralain yigilmasi va dagilmasi. ixtiyari 
а „а г,...ак,... adadi ardicilligma baxaq. Bu ardicilligin
elementlarindan formal olaraq

00

ax +a , + ... + ab + ...=  / ] ак 0 *1)
k=1

sonsuz cemini duzaldek.
Forma! duzaldilmi§ (1.1) camina adadi sira vo ya 

sadoco olaraq sira deyilir. ak topiananlari (1 .1) sirasmin 
hadlari adlamr. (1 .1) sirasmin ilk n haddinin camina bu 
siramn n -ci xQsusi cami deyilir va S„ simvolu ila i§ara edilir:

n
iS*. = a. + A-. +... + д.. = ■ 0 *2 )

*=i
Tarif. ( 1.2)  xususi cam/arinin {s„} ardicilligi yigilarsa,

(1.1) sirasi yigilan sira , {S„} ardicilligimn S l/miti isa (1.1)
sirasmin cami adlamr.

Belalikla, cami S olan(1.1) sirasi iigQn formal olaraq



■s' - i > „
k = I

i •i ihorliyini yazmaq olar.
j,S'w} ardicilligi yigilan olmadiqda (1.1) dagilan sira

•нНпШГ.
Goriindiiyu kimi, siramn cami anlayi§i ancaq yigilan 

• h i .Инг iigun tayin edilir.
Numuna.
1 1 1

- H b  . . .   ---------------

3 J5 An1 -1
+ - = z

1

Miiisinm yigildigim gostarak.
«Bu siramn n-c\ xususi camina baxaq :

1с 1 * 1S — —i----- 1 ь... ,
" 3 15 35 An -1

1 1 1
a.. =

4/72 - I  (2n-\)(2n + \) 2
1 1

2/7 - 1  2n +1

oldugunu nazara alaraq S„ camini sadala§dirak:

с 1 1 1Л —------1--------1-------- b... +
" 1-3 3-5 5-7

1 1
(2л - 1)(2л + 1) 2

1- +

1 о 1 ( 1 n I f 1 1 \
b — --- 4~— ------ + . • + —

2 У 5 j 2 5 1 ) 2 K 2 /7 - 1  In  + 1,

1
2/7 + 1

Aydindir ki, limS„ =
1

Belalikla, baxilan sira yigiiir va onun cami S  =
1

adadina barabardir:
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У — —

2
Numuna. Vurugu с/ olan handasi silsilanin 

hadlarindan duzaldilmi§
CO

a + aq + aq ~ +... + aq +... — 'y t aq
w=l

sirasim ara§dirin.
MSfl xususi camini hesablayaq:

о 2 »-1 я -##  д a#
o ;/ —  (7  +  QCf +  +  . .  • +  GCf — ----------------------- — ----------------------------------------? ( CJ Ф  1 )  .

1 -q  1 — q 1 - q 
|<?|<1 barabarsizliyi odandikda lim # " = 0  oldugundan

lim S„ = lim
«-> • 0 0  I I —>  CO

a aq
1 -  q l - i 1 -q

vs ya
v 1 «-I _ a
»-! 1 -  q

U >1  halinda lim#" =oo va demali, lim 5,, = ccoldugundan
//->  CO //— >00

baxilan sira dagilir.
с/ 1 olduqda я -а  + а -а  + ... (я^О) sirasmi

aliriq. Bli sira Qgiin
0 , n - 2 k  olarsa,
a , n = 2k -1 olarsa.

Buradan aydin olur ki, limS,, movcud deyil.
//->00

q = 1 olduqda isa a + a + ... + a + ... sirasim aliriq. Bu 
halda S„ = na va lim S„ =oo. Sira dagilir.

S.. =

6



Uelalikla, a + ciq + aq2 +... + aq"~l +... sirasi k |< l

"Mucjda yigilir ve onun cami ~~— edadina berabardir, |g |> l

■ 'MiK|da isa dagilir. ►
Qeyd 1. Formal noqteyi nazardan adadi siralarin

• ■yi.inilmasi adadi ardicilhqlarin yeni formada oyranilmasidir. 
Ilnfjrudan da, a) har bir adadi siraya yegana {S„} xiisusi
• omlar ardicilligi uygun galir, b) ixtiyari {Sn} adadi
ndicilligina hadlari a] = S] , ak = Sk - S k_{ , к >1 , olan yegana
ulodi sira uygun galir ki, SH bu siranin n-ci xususi camidir.

Qeyd 2. I. Siranin sonlu sayda hadlarinin atilmasi va 
y.i siraya sonlu sayda hadlarin alava edilmasi bu siranin 
yi()ilmasina va dagilmasina tasir etmir.

CO

II. с *  0 va a\ = cak olarsa, onda ^ a 'k sirasinm
k= 1

00

yigilmasi ugiin zaruri va kafi §art ^Tak sirasmin yigilmasidir.
k = 1

I xassanin dogrulugunu yaqin etmak iigun siradan 
sonlu sayda hadd atdiqda va ya siraya sonlu sayda hadd
alava etdikda ilkin siranin xususi camlarinin miiayyan sonlu
nomraden ba§layaraq eyni bir sabit kamiyyat qadar 
dayi§diyini nazara almaq kifayatdir.

GO 00

II xassani asaslandirmaq ugiin 2 > *  va £ 4
k = 1 k= l

siralarinm n-c\ xiisusi camlarini uygun olaraq SH va S', ila 
i§ara edak. Aydindir ki, S’n = cSn, с *  0. Bu mQnasibatdan 
{£'} ardicilligimn yigilmasi iigiin {Sn} ardicilligimn yigilmasi 
zaruri ve kafi oldugu aydm olur.

2. 6dadi siranin yigilmasi ugiin Ko§i meyari. Tarifa 
asasan siranin yigilmasi onun {Sn} xususi camlar
ardicilligimn yigilmasi ila eynigiicliidiir. Ona gore da, {S„}

7



ardicilligina Ko§i meyarim tetbiq etmekle (1.1) sirasimn 
yigilmasi ugun meyar aliriq.

03

Teorem 1.1 (Ko§i теуап). ak s/rasimn yigilmasi,
A=1

йдйп zaruri ve kafi §ert ixtiyari s  > 0 ededi йдйп eie N (s) 
nomresinin movcudlugudur ki, n > N{e) §ertini odeyen ixtiyari 
n nomresi ve ixtiyari natural p ededi ugun

\a/1+1 +a„+2 + -  + au+pl < S
berabersizliyi odensin.

Teoremin hokmunun dogrulugu {s„} ededi
ardicilliginm yigilmasi йдйп Ko§i meyarmdan aimir:

ги+1 + ап+2 + ••• + an+r -  ~ < £

Netice 1. ^ a k s/ras/ ytgilarsa, onda Rtl = cik
A=l £=/»+l

ardicilliginm Umiti s/f/ra beraberbir.
со

4  У  ак sirasi yigildigindan Ko§i meyarina esasen
A=1

ixtiyari s > 0 ugun e!e N(e) nomresi var ki, n > N(s) §erti 
odenildikde (1.3) berabersizliyi ixtiyari p = 1,2,... natural 
ededleri ugun dogrudur. p natural ededinin ixtiyariiiyine 
esasen (1.3) berabersiziiyinden n>N(e)  nomreleri ugun 

oidugu alinir. Bu ise Rn = S -S n ardicilliginm sonsuz 
kigik olmasidir. ^

00

Qeyd edek ki, Rn kemiyyeti ^ а к sirasinin n-ci qaligi
k = 1

adlamr.
00

Netice 2  (siramn yigilmasi ugun zeruri §ert). ak
k=\

sirasm/n yigilmasi йдйп lim ак = 0 olmasi zeruridir.k-~>co



4  Ko§i meyarina asasan ixtiyari s > 0 Ggun ela N (s)  
и*'infosi var ki, n>N{c)  olduqda (1.3) barabarsizliyi odanir 
i н barabarsizliyi p = 1 halinda yazsaq ,

\an+1 1 < £' ,  n > N{e)

Huyunu aliriq. N0 =7V(£) + 1 qabul etsak |a„|<£, n > N 0 
imiuasibeti alinar. Bu isa lim a. = 0  olmasi demakdir. ►к—* да

Qeyd 3. ak ardicilliginin limiti sifra barabar deyilsa va
00

v>i limiti yoxdursa, onda ^ a k sirasi dagilir.
k=\

Numuna.
1 a  ̂  ̂ уГ1 7Г- 1+ 0 + —+ —  + cos— + ...= > cos—

2 2 5 to n
sirasi dagilir. Qunki,

71
lim ak = lim cos — = cos 0 = 1^ 0 .
A '-»o o  k~>«>

Numuna.

l - l  + l - l  + ... = ] T ( - 1)‘ +1
/t=l

sirasi dagilir, gunki lim ak = l im (- l) A+1 movcud deyil.k—>co lc—>oo
00

Qeyd 4. lim ak =0 olmasi Y a k sirasinin yigilmasi
к —ъсаk~>a° A=1

ugiin kafi deyil.
Numuna.

1 i 00 1
1 + —+ V — (1.4)

2 к fa k

sirasi ugQn lima, = lim —= 0 .A-><» oo
Gostarak ki, (1.4) sirasi dagilir. Ko§i meyanni p = n 

halinda yazsaq



Bu barabarsizlikdan aydin olur ki, s < -  iigiin (1.3

miinasibati я -nin heg bir qiymatinda odanilmir. Ko§i 
meyarina asasan (1.4) sirasi dagilir.

Qeyd edak ki, (1.4) sirasi harmonik sira adlamr.

§2. Hadlari manfi olmayan siralar

1. Hadlari manfi olmayan siralarin yigilmasi iigiin zaruri 
va kafi §art._Hadlari manfi olmayan siralarin oyranilmasi 
hadlari ixtiyari i§arali siralarin oyranilmasini asanla§dirir. 
Digar tarafdan hadlari manfi olmayan siralar bazi tatbiqi 
masalalarin hallinda istifada olunur. Ona gora da bu siralarin 
ayriliqda oyranilmasi zarurati var.

Qeyd edak ki, hadlari manfi olmayan siranin xususi 
camlar ardicilligi azalmayandir. Buna gora da a§agidaki teklif 
dogrudur.

Teorem 1.2. Had/on manfi olmayan siranin xususi 
camlar ardicilligimn mahdud olmasi bu siranin yigilmasi ugun 
zaruri va kafidir.

A  Zarurilik. ixtiyari siranin yigilmasi onun xiisusi 
camlar ardicilligimn yigilmasidir. ixtiyari yigilan ardiciliiq isa 
mahduddur.

Kafilik. Hadlari manfi olmayan siranin xiisusi camlari 
azalmayan ardiciliiq ta§kil edir. Bu ardicilligin yigilmasi iigiin 
onun mahdud olmasi kifayatdir. ^

2. Muqayisa alamatlari. Siranin yigilmasi iigun Ko§i 
meyari nazari maraq kasb edir. Ounun tatbiqi adatan 
miiayyan gatinliklarla mii§ayiat olunur. Ona gora da daha 
samareli alamatlarin tapilmasma ehtiyac duyulur. Bela



» I nth (Harden olan muqayise elametleri bir siranin yigilmasim 
i и iilmasmi) yigilmasi (dagilmasi) malum olan ba§qa sira ile

 i.iyisa vasitesi ila ara§dirmaga imkan verir.
Teorem 1.3. Tutaq ki,

CO

ax +a2 +... + ak + -  = X a  '
k=]

b] +b2+... + bk +... = J j b
к*=1

(1.6)
tu nUeri menfi oimayan siraiardir ve ixtiyari к nomresi йдйп

(1.7)
00 СО

berabersizliyi odenir. O nda^j bk s/ras/y/g/hrsa, ^ a k s,ras/
Ы \  k= 1

00 00

da уigilir; ^  ak s/ras/ dag/hrsa, ^ b k s/ras/ da dag/hr.
k=] k —\

Л (1.5) va (1.6) siralarinin xiisusi camlarini diizeldek:
Sn -  c\ + a2 +... + an, an =b{ +b2+ ... + bn.

(1.7) mQnasibetinden S„ < <rH, « = 1,2,... barabarsizliklari 
alinir.

Tutaq ki, (1.6) sirasi yigilir, yani limcrH=<7 .W—»oo
bk > О, к = 1,2,... oldugundan 0<<t„ <<r, л = 1,2....  Buradan
0 < £„ < cr, « = 1,2,... berabersizliyi alinir. Bu о demekdir ki,
(1.5) sirasinin xijsusi cemler ardicilligi mehduddur. 1.2 
teoremine esasen (1.5) sirasi yigilir.

Tutaq ki, (1.5) sirasi dagilir. ak >0 oldugundan
Jim..9,,=+oo. Onda an > Sn (n = 1,2,...)berabersiziiyinden
//->00

lim<7„ =+oo miinasibeti alinir, yeni (1.6) sirasi dagilir. ►

Qeydi. 1.3 teoreminin hokmunun dogrulugu ugun
(1.7) berabersizliklerinin mueyyen k0 nomresinden

l i



ba§!ayaraq odanmasi kifayatdir, gQnki siradan sonlu sayda 
haddin atiimasi onun yigilmasina tasir etmir.

Numuna.
oo 1

z -k=i 2* + -\[k
sirasmin yigilmasim ara§dirin.

<  — ?— < 1 ^
21+4k 2* U

(k = 1,2,...) oldugundan va

« f  i у
-  sirasi yigildigindan ara§dirilan sira 1.3 teoremina 

asasan yigilir. ►
« 1

Numuna. У —  sirasmin yigilmasim ara§dirm.

M Ink < к ( к -  2,3...) barabarsizliyindan

- i -  > — (A: = 2,3...) oldugu ahnir. V — dagildigindan
In к к j? [k

» ]
(aydmdir ki, У — sirasi da dagilir) ara§dirilan sira 1.3tik
teoremina asasan dagilir.

Qeyd 2. 1.3 teoremi daha Qrmumi ak <АЬк(Лак <bk), 
A> 0 §arti odandikda da dogrudur.

« f  л \
Niimuna. X r ~ cos~  sirasmin yigilmasim

*=IV 2 J
ara§dirm.

^  sin* < x, x > 0 barabarsizliyindan istifada etsak



я-2 00 1
11 r.ibatini aliriq. Я = —  V0 sirasi yigildigindan

2  k = l 4

hi rjdirilan sira yigilir (qeyd 2-ya asasan). ► 
i ' Inoremindan a§agidaki natica ahnir.

Notice 1. ak > 0, bk > 0 (k = 1,2,...) ve
a,

lim —  = L , 0 < L  < +co
k~>cc b k

. </. iisa, onda eyrti zamanda (1.5) va (1.6) siralarmin у  a her 
ihisi уigihr, у  a da her ikisi dagilir.

A lim —  = L oldugundan ela N0 nomrasi var ki,
A - > «  b k

/i /V0 §arti odanildikda

r  L  a k T L  L  —  < —  < L  + —
2 bk 2

L  3 L
horabarsizliyi odanir. Buradan —bk <ak <— bk , k>N0 

horabarsizliyi alinir.
00 3 LTutaq ki, (1.6) sirasi yigilir. Onda ]T — bk sirasi da

k-\ 2

3 Ljyigilar. ak <'^-bk, k>N0 oldugundan teorem 1.3 va qeyd 

1-a asasan (1.5) sirasi yigilir.
* l

Tutaq ki, (1.6) sirasi dagilir. Onda 2^—bk sirasi da
k = l 2

dagilar. bk <ak, k>N0 barabarsizliyi odanildiyindan 

teorem 1.3 ve qeyd 1-a asasan (1.5) sirasi da dagilir. ►
00 7tNumuna. sirasimn yigilmasim ara§dirin.

k = l

13



со 1

^Bu sirani ]>] — harmonik sirasi ila miiqayisa edak:
k = 1 к

. 71 .71
sin — sin —

lim —  = l i m— = l im n ---- — = tv ф 0 .
£ -> « >  ^  k —t oo 1 /r— >oo ;7f

Л I
Harmonik sira dagildigandan notice 1-8 asasa 

ara§dirilan sira dagilir. ►
oo |

Numuna.    sirasmin yigilmasim ara§dirin.
k=\ 2 — k

00 /  1
^Verilmi? sirani yigilan У  -  sirasi ila muqayisa

edak:

lim —  = l i m——— = lim —   = lim  — = 1 ^ 0 .
A '-> o o  f j  к -> o o  X A :->oo 2   A -> o o

¥  ' ~ 2* I
Ara§dirilan sira yigilir. ►
Teorem 1.4. Tutaq ki, (1.5), (1.6) siralarinm hddfdri 

musbetdirlar va
<4+L < ^± i 

b,
k = 1,2,.... (1 .8)

Onda (1.6) sirasmin yigilmasmdan (1.5) sirasmin yigilmasi,
(1.5) sirasmin dagilmasmdan isa (1.6) sirasmin dagiJmasi 
almir.

<4 ixtiyari n nomrasi Ggun (1 .8) barabarsizliyini 
к = 1,2,...,/2 - 1  hallarinda yazaq:

a, b7
a, 6,

14
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ST к

luii.ihorsizliklsri taraf-tarafa vursaq ,
b „  c l  ,

< — V9 ya ди < — 6,,

a,
i -i.ihDrsizliyini alanq. Sonuncu barabarsizlikda A = - L

uiijr.hat sabit oldugundan , qeyd 2-ya asasan teoremin 
11« ikmi) dogru olar. ►

Qeyd 3. 1.4 teoreminin hokmQnun dogru olmasi ugiin 
( I ft) barabarsizliklarinin muayyan k0 nomrasindan
li.iylayaraq odanmasi kifayatdir. 

indi isa

(1-9)
k = 1

umumila§mi§ harmonik sirasimn a <  1 halinda dagildigim 
g6starak.

00

(1.9) sirasim £ k~l harmonik sira ila muqayisa edak:
k=\

ak + 1 k+] ( k \a

k + 1ak  ̂ i i  
a < 1 oldugundan

k _ < (  k л

£ + 1

k +1 k + l
barabarsizliyi ixtiyari k nomrasi ugun odanir. 1.4teoremina 
asasan (1.9) sirasi a < 1 halinda dagilir.

3. Dalamber va Ko§i aiamatlari. Bu alamatlar hadlari 
manfi olmayan siralarin yigilan

15



Ы 1

sirasi va ya dagilan
00

]T l =1 + 1 + ... + ! + ...

(1.10)

(1.11)

sirasi ila miiqayisesina asaslamr.
Teorem 1.5 (Dalamber alamati) a) Tutaq ki, muayyan 

nommdan ba§iayaraq
f  -  \

A + l <q  <1
cik + 1 >1

V  u k J

( 1. 12)

со

barabarsizliyi odanir. On da ]T V C sirasi y ig ilir (dagilir).
k=  1

а
b) Km—̂  = Л olarsa,

k -+  oo

(1.13)

onda ]Г а А 5/Л55/ Я < 1 hahnda yigilir, Л>1 hahnda isa
k=\

dag/hr.

4  a) bk = qk {bk = 1) qabui etsak , A'+l

munasibati odanir va (1 .12) barabarsizliyini
A + l  <  u k + 1

? /< t>k

аA'+l ^  Ai 4“I

V °k Jk у

К )

(1.14)

§aklinda yaza bilarik.

16



со

Y^bk sirasi (1 .10) (1 .1 1 ) sirasi oldugundan yigilir
A=1

i Miilir). Onda (1.14) berabersizliyi 1.4 teoremine esasen

V./* sirasinin yigilmasini (dagilmasim) temin edir.
ПТ

b) Tutaq ki, 0<A<1.  e = { 1 — A) / 2 > 0 qebu! 
i .ok, ardicilligin limitinin terifine esasen ele N(e) nomresi 

i tpilar ki, k>N(s)  nomreleri ugun

X ~ s < ^ - < X  + s = \ - s .  (1.15)

00

4 \ - e  qebul etsek, teoremin a) bendine esasen
k=l

Mirasi yigilar.
A>  1 olarsa, onda e = A - 1 qebul etsek, (1.15) 

borabersizliyinin sol terefi

^ - > 1 ,  kZN,(s)
ak

00

miinasibetine gevrilir. Teoremin a) bendine esasen
к=-Л

sirasi dagilir. ►
Qeyd 4. Teorem 1.5-de (1.12) §ertini

« Л  <  1 ,  £  =  1 , 2 , . . .

§erti ile evez etmek oimaz.
^  Dogrudan da, harmonik sira ugun

CO) ^ ± L  = _ L < 1 ; k =1,2,...
cik к +1

§erti odenir, lakin harmonik sira dagilir. ►



Qeyd 5. Л = 1 olarsa, onda Daiamber alameti vasitesi
GO

ila 2 > A sirasmm yigilmasi ve ya dagilmasi haqda heg bir
/ Ы

hokm etmek olmaz.
A Dogrudan da, harmonik sira ugiin A = 1 olur ve bu

sira dagilir. Diger tarafdan a > 1 sirasl ^gun d0
* = l  ^

Л = 1о1аг. Bu sira isa yigilir (onun yigildigi sonralar 
gosterilecek). ►

» k2
Numuna. 2 ]—  sirasimn yigilmasini ara§dirm.

a = i 2

. 2  / / .  . i \ 2. к (k + \y . , „ ,
*  a* =  У  ’ aM  = oldugundan

lim —— = lim — -— ——  = lim —
*->o° a, к 2 A'_>0° 2

<1
2

Daiamber alametine asasen — sirasi yigilir. ►
*=i 2

Numuna. jT —  sirasimn yigilmasini ara§dirin.
A =1 ^

.  (& + l )A+1
a  =  " 7 7  > a A + i  =

.. ak+x (k +1) k\ 
lim  ——  = lim - --------7—  = lim
^:-> c o  & -* < »  Л — > o o ^

1 + I
/с

= £ > 1.

Ara§dirilan sira dagilir. ►
Teorem 1.6 (Ko§i elameti). a) Tutaq ki, mueyyen 

nomreden ba§!ayaraq
1фГк й Ч < i ф к * п  (1.16)

berabersizliyi odenir. Onda > ’ uk simsi yitfi/ii (di if'/il/r).



b) lim  \[a  ̂= A (1-17)
со

oo

• •Ursa, onda sirasi A< 1 hahnda yigilir, A> 1 hahnda
k=1

i*n dagilir.
^ n) /?,. = (6* = 1) qebul etsak, (1.16) munasibetindan

K > A * )  (1.18)

CO

borabarsizliyi alimr. sirasi (1 .10) ((1 .1 1 )) sirasi ila eyni
k=  0

oldugundan yigilir (dagilir). Onda (1.18) mOnasibatina va 1.3
CO

miiqayisa teoremina asasan ^ a k yigilir (dagilir).
k= 1

b) Tutaq ki, A<  1. A < q <  1 §artini odayan her hansi 
7 adadini segak. Onda limitin tarifina asasan muayyan N 
nomrasi ugun \fa~ < q va ya ak < qk , к > N barabarsizliyi

со

odanir. 1.3 miiqayisa teoremina asasan ak sirasi yigilir.
*= 1

Tutaq ki, A> 1 . Onda muayyan Nnomrasindan 
ba§layaraq >1  va ya a* > 1 barabarsizliyi odanar.

Demali, \imak* 0  va sirasi dagilir. ►
k ->  oo

k= 1

Qeyd 6 . 1.6 teoreminda < q <  1 §artini \[a^  < 1
§afti ila avaz etmak olmaz.

oo

Qeyd 7. A - I  halmda ^ a k sirasmin yigilmasi va ya
*=i

dagilmasi haqda hokm etmak olmaz (Dalamber alamati 
ugun uygun qeyddaki misallara baxin).

00 2к
NQrnuna. —-  sirasmin yigilmasim ara§dinn.

k=l In (к + 1)
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<  ак 

oldugundan
1п2Л (/с + 1)

2аь =
\n \k  + V)

lim  \fafr = lim-
2

= 0 < 1
A -^ o o  v  л  *->«1п2(& + 1)

Ko§i alamatina asasan sira yigilir. ►

Numuna. J - y ( l
k = 1 2  V

+ 1

oldugundan 

lim da
k — >cQ

1 + 1

sirasinin yigilmasini ara§dirin.

—  — 1 +

lim —
k -> o o  2

\k
1 +

V к
= - > i .

2
Ara§dirilan sira Ko§i alamatina asasan dagilir. ►

Qeyd 8 . Ko§i alamatinin tatbiq dairasi Dalamber 
alamatinin tatbiq dairasindan geni§dir, yani Dalamber 
aiamati ile ara§dirila bilan siralari Ko§i alamati ila da 
ara§dirmaq olar. Tarsi isa dogru deyil.

( -1 /+ 3Dogrudan da, sirasi Ko§i alamatina
k=i

1asasan yigilir, gtinki (1.17) limiti - - a  barabardir. (1.13) limiti

movcud olmadiginlan bu siraya Dalamber alamatini tatbiq 
etmek olmaz.

Gmumiyyatla, a§agidaki taklif dogrudur.
ah

*->c0 a.
Taklif. lim —̂  movcuddursa ve X -ya beraberd/rse,

a,(
onda lim '{[ak movcuddur ve Я -ya beraberdir.

Й-» oo V
■ 4 .>Ko§i-Makleron alamati (inteqral alamati), Bazi

siralarm yigilmasinin ara§dirilmasi ugun Dalamber va Ko§i
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lim it 'I и hi I tatbiqlari musbat natica vermir. Masalan, 
ими - и ' iiiiv tiarmonik sira ugGn (1.13) va (1.17) limitlari 1-a 

• mllrler. Ona gora da, bu alamatlar vasitasi ila 
iimiihiill r.rnijj harmonik siranm yigilmasi ara§dirila bilmaz.

hforem 1.7 (Ko§i-MakIeron alamati). Tutaq ki, f (x )  
i i . mmoxunda menfi olmayan ve artmayan funksiyadir.

Г Ы * V  J\k) sirasimn yigilmasi ugun zeruri ve kafi §art
A - l

n

-  \ f ( x)dx (n=1,2,...) (1.19)
i

, i , k ilhginin yigilmasi dir.
4  k> 2  §artini odayan к natural adadi ugun 

I x < k  pargasmi qeyd edak. Bu pargada f (x )  
lunHyasi artmayan oldugundan ixtiyari x e [ k - \ , k ]  
iMiqtosinda

m < f ( x ) < f ( k - 1) (1 .20)
|. x.ibarsizliyi odanir. [ k - l , k ]  pargasinda f (x )  monoton va 
inohdud oldugundan о bu pargada inteqrallamr. Muayyan 
inloqralin barabarsizlikla bagli xassasina asasan (1 .20) 
munasibatindan

к  к  к

| / (k)dx < j f  (x)dx < j /(k  -1 )dx
k - l  k - 1 k - l

vo ya

f ( k ) <  ) f ( x ) d x < f ( k - 1) (1 .2 1 )

barabarsizliyi almir.
(1 .2 1 ) barabarsizliyini k = 2,3,...,n hallarinda yazaq:

2

/ ( 2) < \ f{x)dx  < / ( 1) ,
i
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f(n)< j f(x)dx<f(n~l).
« - I

Bu barabarsizliklari taraf-tarafa toplayaq:

£ / ( * )  ^ }/(*)<& ^ Z / w  • (1.22)

5. = ^ f ( k )  i§aralamasi daxil etsak, (1 .22) barabarsizliyi

Tutaq ki, ]►]/(&)' sirasi yigilir. Onda {£„} ardicilligi

mahduddur. (1.23) barabarsizliyinin sag tarafina asasan 
{an} ardicilligi da mahduddur va {a,,} ardicilligi 
azalmadigindan onun limiti var.

Tutaq ki, { a j  ardicilligi yigilir. Onun limitini a ila i§ara
edak. {an} ardicilligi azalmadigindan an <a  barabarsizliyi 
odanir. Bu barabarsizliya va (1.23)-Qn sol tarafina asasan 
{ S J  ardicilligi mahduddur:

(1.23)

§aklinda yazilar.

0 < S n < a n + f ( l ) < a  + f ( l ) .
00

1.2 teoremina asasan ]T /(£ )  sirasi yigilir. ►



Qeyd 9 . 1.7 teoreminda x>\  §erti x > m  ( m - ixtiyari
n

-iniodir) §arti ile avaz edile bilar. Bu halda an -  J f(x)dx
w

и iiuimek lazimdir.
00

Numuna. ~a sirasinin yigilmasini ara§dirm.
*=i

4 a < 1 halinda bu siramn dagildigi biza melumdur. 
halini tadqiq edak:

"rdx x'~a Ix=n n~a - 1rax x 

lim a„ = lim

a 1 - a

n]~a - 1  1
oo w -> o o  i — a a - 1

Ko§i-Makleron alamatina asasan umumile§mi§ 
harmonik sira a > 1 halinda yigilir. ►

°° |
NQmuna.    sirasinin yigilmasini ara§dirin.

/c=l 1

Bu halda / ( * ) = — r ,  1 funksiyasina
l + JC

b;ixmaq lazimdir.
"r dx л 1in -   T  = arctg n -  arctg l;
r l  + x

a„

7T 7T TC
lima = lim {arctg n -  arctg l) =  -  = —

„_** «-»«> 2 4 4
oldugundan verilmi§ sira yigilir. ►

00 kNumuna. ]>] ——  sirasinin yigilmasini ara§dirm.
к =] к + 1

4  f (x )  = —-•*— , x > l  funksiyasina baxsaq, verilmi§
x + l

siramn k -ci haddinin /(A)-ya barabar oldugu aydin olar.

23



Kosi-Makleron alamatina asasan У - ^ — sirasi
^ k 2 + 1

dag ilir>
CO J

Numuna. У     sirasmin yigilmasim
t i ( k ~ 2 ) \ n 2(k~2)

ara§dirin.

4  /(x ) =  К  , x > 4 funksiyasina
( x - 2) In " ( x - 2)

baxaq. Aydmdir ki, f ( k )  =
(k - 2) In2 (k -2 )

n 7 nj* ' UX rd[ln(x -  2)] 1
j  (x -2 )  In2 ( x - 2  ) "J In2 (л: -  2) “  ln(x -  2)

1 1

In 2 1п(я -  2)

lim an = lim
/1-»оО П — >co

1

In 2 1п(я -  2)
1

In 2

00 1
Qeyd 9-a asasan V ------------- - sirasi yigilir. ►

00 |

Numuna. У  , a >  0 sirasmin yigilmasim
£z2 к l n “  к

ara§dirin.

4  f (x)  = — 5—  , x > 2 , a > 0 funksiyasina baxaq.
x l n a  X

Aydmdir ki, f  (k) 1— , k > 2 oiarsa
к In" к



"г dx
а„ = j х\па X

In In n -  In In 2, a = 1 olarsa,

W~an - W - a2
1 - a

а ф 1 olarsa.

~ i
Buradan aydin olur ki, 2^— ~  sirasi a <  1 olduqda

£=2 к ̂  ^ 
dagilir, a >1  olduqda isa yigilir. ►

Qeyd 10. Tutaq ki, f {x )  funksiyasi 1.7 teoreminin
QO

§artldarini odayir ve ]Г /(Л )  sirasi 5 camina yigilir. Onda
A =1

/?„ = S -S „  qaligi йдйп a§agidaki qiymatlandirma dogrudur:
+oo

0 < ЛИ < J f (x )dx .
n

CO oo *  +<*>

Л,, = 5 - S „  = £ / ( & ) < £  //(*)<& = | / (x ) ife >
A=w+1 A=H+1 £-1 tl

cO j

Numuna. ]T~— , /? > 1 sirasinin «-ci qaligim
a = i  ^

qiymatlandirin.

; x p ( i - p )xp~ „ {p -\ )n ‘
Belelikle,

x. *, I  « = U - >

5. Raabe alamati. Bu alamat hadlari menfi olmayan
siramn

^ 1 1  1
/  —  — 1 н 1 ь...

-L.OC о а  п а
k=\ & Z, J

umumila§mi§ harmonik sira ila muqayisasina asaslanir.
Teorem 1.8. (Raabe elameti). a) Tutaq ki, mueyyen 

nomreden ba§iayaraq
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f l  a‘ +l N

AAl

/

к
(

1_

s~
VI

a K J ч a k j )
оО

bdrabdrsizliyi odanir, onda ak sirasi yigilir (dagilir).

b) Tutaq ki, lim к

k=\

| _ ak+\
k - y o o \ aк J

CfJ

-Л . Onda Y ,ctk sirasi
ы\

Л > 1 halinda yigilir, Л < 1 halinda isa dagilir.
CO

Numuna. ^ ak ,
i + — + . . . + —  

2 k - sirasmin yigilmasini
k=2

ara§dirin.
4

r  \ 
1 _£!*+!

a
= к

к J

lim к
/ с -» о о

1-

i i П ^1+-+...+— +- 2 k-\ к J

11 1 - 2  *
/ i+i+...+JL]I 2 k-\J

/
V /

2 * - I  

_  1 

к

V a
2 k - I  

= lim ---- r—  = In 2 < 1
к  J

k—> со  J

~k
Ara§dirilan sira Raabe alamatina asasan dagilir. ► 

Numuna. ^ a k , ak ^
k = 1 1 +

yigilmasini ara§dirin.

sirasmin

V a
= k

lim A:
к~> то

к  )

*k+\

1-
V

-J к +1 

1 + -Jk + l

lim —  *
A->col + V& + 1

/

= +oo

1 + -J к +1

Ara§dirilan sira Raabe alamatina asasan yigilir. ►
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§3. Mutlaq va §arti yigilan siralar

1. Mutiaq va §arti yigilma anlayi§lan. Tutaq ki,

<1-24)
k=\

sirasmin hadlari ixtiyari haqiqi adadlardir.
oo

Terif X K I  s/rasi yigihrsa, onda (1.24) sirasma
k = 1

miitleq yigilan sira deyilir.
Qeyd edak ki, tarifda (1.24) sirasmin yigilmasi 

haqqinda heg bir malumat verilmir. 9slinda bu malumata
ehtiyac yoxdur, gunki a§agidaki teorem dogrudur.

00

Teorem 1.9. sirasmin yigilmasmdan (1.24)
*=i

sirasmin yigilmasi ahmr.
00

Л X K I  sirasi yiQiidigindan Ko§i meyarina asasan
ы\

ixtiyari s >0 adadi ligun ela Nnomrasi var ki, n> N §artini 
odayan n nomralari va ixtiyari natural p adadi iigun

ii+p
Е К 1 < г  <1-25)*=/ i+l

barabarsizliyi odanir.
n + p

5>*
k = n + \

H+P
*  I K I  (1.26)

k -n + l

dogru oldugundan (1.25) va (1.26) miinasibatlarindan
w +/> n + p

2 > * 1
Л

M a

*=//+1 k= n+ l
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berabersizliyinin n > N  ve ixtiyari p natural ededi ugun 
odendiyi alinir. Ko§i meyarina esasen (1.24) sirasi yigilir. ► 

Ndticd 1. (1.24) sirasi mutfeq yigilirsa, onda

I
k~\

a,. <1 a ,

4  ixtiyari n natural ededi Qgun

I
A = 1

(Л i, <Iы\
a,.

berabersizliyi dogrudur. Bu berabersizliyi

a.
k=] k=  I

§eklinde yazaq. Bu berabersizlikde oo olduqda limite 
kegsek

aL
k = 1 / t= i

ve ya

S '
k~\

<E l
k=\

a,.

berabersizliyi alinar. ►
00

Tdrif (1.24) sirasi yigilirsa ve ]T |^ | sirasi dagilirsa,
k = I

onda (1.24) sirasina §arti yigilan sira deyilir.
, 1 1 1 1 1Numune. 1 -  — -  — + - ^ -  — -  — + 

2 32 4 5 62

yigilir, gunki l  + -^- + 4 r  + -^- + ... sirasi yigilir.

sirasi mutleq

T
Niimune. 1

l l l v - H ) ;-+--- - = ъ —к
k = I  /(

sirasinin §erti
2 3 4

yigildigim isbat edek.
4  у = ln(l + x ) , 0 < x <1 funksiyasi ugun Makleron 
dusturunu yazaq-
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111(1+ *) =  * _ £ 1 + ^ _ £ и . „ + ( _ ! y - ' ? l + R  {х)>
2 3 4 n

77 + 1
I in dusturdan x = l halinda

1 1 1 ( - 1)"'1ln2 = 1-  —+ - -  — + ... + - + /?w+,( l) ,
2 3 4 n

И„+|(X)| < -J— alinir.Tl I 1 A._| Кvo ya ^  kк=1 л
oldugundan sonuncu barabarsizliyi

| ln 2 -5 'J < -^ —
1 1 n + 1

*,;oklind0 yazmaq olar. Buradan Цт(1п2-£„) = 0 alinir. Yani,
/?— >co

(—iVc_I l l—-—  = In2. Malum oldugu kimi 1 + -  + -  + ... sirasi

dagilir. ► f J j
Miitlaq yigilan siranin hadlarinin yerdayi§masi haqqinda 

Ko§i teoremi.
Teorem 1.10 (Ko§i teoremi). Mutiaq yigilan siranin 

hadlarinin yerdayi§masindan ahnan ixtiyari sira mutiaq yig ilir 
ve onun cami veriimi§ siranin camina barabardir.

A  Tutaq ki,
00

2 > *  <1-27>4=1

sirasi miitlaq yigilir ve onun cami S -dir.
Farz edak ki,

I X  ~ ( ' 28)/(=1
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sirasi (1.27) sirasimn hadlarinin yerdayi§masindan alinmi§ 
har hansi siradir. (1.28) sirasimn S-q yigildigim isbat edak. 
(1.27) sirasi mutlaq yigildigmdan Ko§i meyarma asasan 
ixtiyari e > 0 adadi ugun ela N 0 nomrasi var ki,

Nu+p
X! K l < —» (p-ixtiyari natural adaddir) (1.29)

k = N lt+1 2

2 > * - s
s < — 
2

(1.30)

barabarsizliklari odanir. N nomrasini ela segak ki, (1.28) 
sirasimn S„, n > N  xususi camlari (1.27) sirasimn ilk NQ 
haddini ozunda saxlasin. Aydindir ki,

2'A -s
k=]

<
No

a,.
k=i

+
k=I

(1.31)

N adadinin sefilmasina asasan
ft (|

Z4-Z a.
k=1 A=1

(1.32)

farqi (1.27) sirasimn n - N 0sayda hadlarindan ta§kil 
olunmu§dur va onlarin nomralari 7V0-dan boyukdurlar.

p natural adadini ela segak ki, N0+ p >  n - N 0 
barabarsizliyi odansin. Onda, (1.32) farqi ugun

Z ° *  - Z '
k =I Ы1

N(\+P,
< Z K

k = N „ + 1

(1.33)

barabarsizliyi odanar.
(1.31) miinasibatinda avvalca (1.33) barabarsizliyini, 

sonra isa (1.29), (1.30) qiymatlandirmalarini nazara alaraq:
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Belelikla, (1.28) sirasinin ceminin S oldugu isbat 
edildi. (1.28) sirasinin mutlaq yigildigina amin olmaq йдйп

CO 00

Zk lV9 ZN
k -\  k= 1

siralarinin eyni cama malik olduqlarmi qeyd etmak kifayatdir.
Bu siralarin eyni сэтэ  malik olmasi isa yuxarida aparilan

00

isbatin Y \a k\ sirasina tatbiqind9n alinir. ► ^ /> *•> ,
k2] *■ t iG  i Ы,о€

3. §arti yigilan siramn hadlarinin yerdeyi§m9si 
haqqinda Riman teoremi. indi isa §9rti yigilan siralarin 
hadlerinin yerdayi§m9sini бугэпэк. M^teq yigilan siralardan 
farqli olaraq §arti yigilan siralarin hadlgrinin yerd9yi§rrt9si 
onun сэпшпэ ciddi t9sir edir. Bu тэ зэ 1эуэ a§agidaki 
teoremdo tarn aydmliq gatirilir.

Teorem 1.11 (Riman teoremi). Sira garti yigilirsa, onda 
ixtiyari qeyd olunmug A adadi йдйп bu siramn hadlarinin 
yerini е!э dayigmak olarki, gevrilmig sira A adadina yigi/sm.

4  Tutaq ki,

(1.34)
k=i

sirasi §arti yigilir. Bu siramn nr^sbat hadlarini уег1э§тэ 
ardicilligim saxlamaqla p ] , p 2 , p 3 , . . .  ile, manfi h9dl9rinin 
mMteq qiym9tl9rini is9 уег1э§тэ ardicilligim saxlamaqla 
q{,q2,q3,... Но |§агэ edgk. (1.34) sirasinda sonsuz sayda 
musbat va sonsuz sayda manfi hadlar i§tirak edir. 9ks halda

CO 00

bu sira m^laq yigilardi. pk va ^ У к  siralarim uygun olaraq



P vo Q il0 i§aro edok. Gostorok ki, bu siralar dagilirlar. 
Tutaq ki, S„ (1.34) sirasimn n -ci xiisusi comidir. Pn ile Sn-s 
daxil olan musbet hodlorin comini, Qn ile iso S„-q daxil olan 
monfi hodlorin mutloq qiymotlorinin comini i§aro edok. 
Aydindir ki, S„=Pn-Q H. (1-34) sirasi yigildigindan P„-Q n
ardicilligi yigilir. Digor torofdon iso Pn + Qn ardicilligi dagilir, 
gunki (1.34) sirasi mutloq yigilmir. Ona goro do Pn vo 
Qn ardicilliqlari dagilir
( onlardan heg olmasa biri yigilsaydi, onda digori do yigilardi. 
Bu iso P„+Q„ ardicilligimn dagilmasina ziddir).

(1.34) sirasindan doqiq о sayda pltp2s...,pki mQsbot
hodlorini segok ki,

Pi + Pi +- '  + Pkt > ^
(A +A +-V+A, - !  <A)  

boraborsizliyi odonsin. Bu сото doqiq о sayda 
-q l ,-q2f...-q k monfi hodlorini olavo edok ki,

Pi + p 2 + ~  + Pk, ~4i  ~<h ~ - ~ Я к г < A  

(P\ + P i + ---+ Pkl ~Qi ~-‘-~4k2-i > A ) 
boraborsizliyi odonsin. Alinmi§ сото yenidon doqiq о sayda 
Рк1+1,Рк1+2,-,Рк, musbot hodlorini olavo edok ki,

px+ p 2 +... + Л, - q i - Q i  ~ - - Ч к 2 +Pkl*i + Pkl+2 + -  + Pk} > A 
(P] + p2 +... + д  -  qx -  q2 - . . . -  qh + д +1 + pk{+2 +... + pk̂  < A )

miinasiboti odonsin. Bu prosesi sonsuz davam etdirsok
(1.34) sirasimn hor hoddi i§tirak edon yeni sira alinar, gunki 
yeni sira yaradilarkon hor dofo (1.34) sirasimn heg olmasa 
bir miisbot vo ya monfi hoddi olavo olunur.

Yeni siramn A ododino yigildigim isbat edok. Bu 
siramn xQsusi comlorini K m ilo i§aro edok. Yeni sirada
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miisbat ve manfi hadlar qrupu novbala§diyindan iki hal 
i inimkdndur:
.1) KH xiisusi c©mi hansisa qrupun son haddi iie 
l.iinamlamr. b) Km xususi cami hansisa qrupun araliq haddi 
ll«» liimamlamr.

a) halinda \Km-A\  meyli Km xususi caminin son 
Iitiddinin miitlaq qiymatini a§mir;

b) halinda isa \Km-A\ meyli Km xususi camina daxil
oliin sondan avvalki qrupun son haddinin miitlaq qiymatini 
nrjmir. (1.34) sirasi yigildigina gora onun iimumi haddinin 
liinili sifira barabardir. Ona gora do yeni sirani ta§kil edan 
qiuplarin son hadlarindan diizaldilmi§ ardicilligin da limiti
Mlirdir. Bu isa lim Km =A  oldugunu gostarir. ►

///->00

Qeyd 1. Eyni qayda ila isbat etmak olar ki, §erti yigilan 
Mi.imn hadlarinin yerlarini ela dayi§dirmak mumkiidiir ki, 
(,.nvrllmi§ siranin xiisusi camlari sonsuz boyiik ardiciliiq ta§kil 
ntslnlar.

Niimuna. §arti yigilan

.ii.isina baxaq. Bu siranin caminin In2 oldugu biza 
molumdur. Baxilan sirada ela yerdayi§ma edak ki, her bir 
mu:.bat haddan sonra iki manfi hadd dayansin:

1_I_I + i_i_I+ ___ L___L
2 4 + 3 6 8 "■ 2 k - I  4k- 2  4к

Mu yerdayi§ma naticasinda camin iki dafa azaldigim 
• instorak.

Bu siralarin xiisusi camlarini uygun olaraq S„ va S', 
It* i i:,iara edak. Onda



с/ =vf_i___ I__Ll=yf J_  1)
‘ 3" 4k- 2  4kJ h \ 4 k - 2  4k,

_ I y f _ ! _ __
2 t f { 2 к - i  2k) 2 2"

s b - s L + j ^ -

lim S2„ = ln2 oldugundan

1
lim = —ln2, lirn^ ,., = -^ln2 ,

/7— >00 2

lim SL 2 = — In 2
«->» J""2 2

munasibatlari odanir. Buradan aydin olur ki,

limS,, = — In 2 .
П - >  CO 2

§4. ixtiyari siralar ugun yigilma alamatlari

Tutaq ki,

| > *  (1.35)
A-l

hadlari ixtiyari i§arali siradir. Qeyd edak ki, bu siramn mutlaq 
yigilmasini tadqiq etmak йдйп i§arasi manfi olmayan siralarin 
yigilma alamatlarini tatbiq etmak olar, lakin bu alamatlarin 
tatbiqi iie (1.35) sirasinin §arti yigildigim aydinla§dirmaq 
mumkun deyil (Ko§i va Dalamber alamatlari (1.35) sirasinin 
dagilmasini gostarmak йдйп tatbiq edila bilarlar). Bu 
sababdan da (1.35) sirasinin §arti yigilimasi йдйп yeni 
aiamatlar axtarilmasma ehtiyac var.
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Yeni alamatlarin isbatlarinda Abel gevirmasi xususi rof 
oynayir.

Lemma (Abe!gevirmesi). Tutaq ki, {ak} va {bk} ixtiyari 
iiniicMhqlardir, Sk = ax + a2 +... + ak (S0 = 0). Onda
i , igidaki gevirma dogrudur:

n+p i i + p - 1

Z  « А  = Z 5* A  -Л + .) + 5»+A * „ - sA m >
k=n+ 1 A=n+1

77 =  0,1,2...; p  =  1,2,... (1.36)
^  ak = Sk -S k_j barabarliyina asasan
/И-Л ZH-p />4-/7 /и-/?
Z  « А  = Z f o  = Z SA  -  Z v a

k=n+\ k= n+ l k= n+ l k -n + l

' .onuncu camda к camiama indeksini k + l ila evez etsak ,
1 1+ p n+p  n + p - 1

Z « A  = Z SA -  Z 5*6**.=
f t= «+ l k=n+\ k= n+ 1

n + p -1

'У  1 к̂ ^ P k  ^ k + \ )  + ̂ n + p ^ k + p  *~>if in + \  ’ ^
k*n+\

Tarif. Tutaq ki,

Z K - U  (1-37)
k~\

ч/ras/ yigilir. Onda {bk} ardicilhgma mahdud variyasiyah
■ irdiciiliq deyilir.

Aydindir ki, {bk} ardicilligi mahdud variyasiyalidirsa,
onda

oo

Z ( ^ i - b k) (1.38)
k=1

Miijsi yigilir. Onun camini В  ila i§ara edak. (1.38) sirasmin 
// ci xQsusi cami Sn~btl+x-b { oldugundan
limbn = l i m bn+[ =B + bx olar, yani, ixtiyari mahdud variyasiyali
I I  >.*» >00

• iidicilliq yigilir.
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ind i ise

(1.39)
A=1

sirasinin yigilmasini ara§diraq.
Teorem 1.12 (Abelin birinci elamati).

X>* (14°)
k= 1

sirasinin {£„} xususi cemler ardicilhgi mehduddursa ve {bk}
si fra yigilan mahdud variyasiyah ardicilliqdirsa, onda (1.39) 
sirasi yigilir.

A Teoremin §ertine esasen ele M >  0 ededi var ki, 
\Sn\ < M . {bk} ardicilliginm mehdud variyasiyali olmasma ve
limitinin sifra beraber olmasina esasen ixtiyari qeyd oiunmu§ 
£■ > 0  ededi йдйп ele N  nomresi var ki, n>Nve  ixtiyari p 
natural ededi йдйп

Ы < чт7  С-41)3 M

п+/з-1
2 >

к=п+ 1
Аг+1 '^ к  < т (1.42)

berabersizlikleri odenir.
Abel gevirmesinden istifade etsek

E ~ m  -ьм)
£=W+1

nrmnasibetini alariq. Bu rrwnasibetde \Sn\<M  oldugunu 
nezere alaq:

n+p

E aA <

k = n + l

+ \S MS \\b\ n+p\rn+p\  | И || in+p\

n+p
E aA

/Ын-1

f " ifr1

I A-=«+l
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(1.41) V8 (1.42) munasibetini sonuncu barabarsizlikda 
n»»/ora alsaq ,

• >nda Ko§i meyarina asasan (1.39) sirasi yigilir. ►
Teorem 1.13 (Abe/in ikinci diameti). Tutaq ki, (1.40) 

4ir,is/ yigilir, {bk} mehdud variyasiyah ardicilhqdir. Onda
I / 39) s/ras/yjg/i/r.

4  Har bir yigilan siramn xiisusi camlar ardicilligi 
mohdud oldugundan (1.40) sirasimn {SJ xiisusi camlar
iKlicilligi mahduddur, yani ela M > 0  adadivarki, |5П|< М .

(I 40) sirasimn camini S ila, {^}ardicilligimn limitini isa b
llo i§ara edak. Onda

Bu miinasibatlara va {bk} ardicilliginm mahdud
v.iiyasiyali olmasma asasan ixtiyari £>0 adadi ugiin ela N  
nomrasi var ki, n > N  va ixtiyari p natural adadlari iigiin

borabarsizliklari odanir. Bu barabarsizliklari va \Sn\<M  

(|iymatlandirilmasini

miinasibatinda nazara alaraq (1.43) barabarsizliyinin 
odandiyini isbat etmi§ olariq. Onda Ko§i meyarina asasan
(1.39) sirasi yigilir. ►

^Takbk < s , n > N ,  p = 1,2,.... (1-43)

lim Snbn = Sb , lim Snbn+] = Sb .

|SA-a|<f.

£  akbk < £ \Sk Ibk -  ьы  I+ 1s„4,bntp -Sb\+ \Sb- S„bmt
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Natica 1 (Dirixle-Abel alamati). Tutaq ki,
cO

a) I Л  s/rasinin S„ xususi camleri mahdud ardiciliiq
k=\

ta§kil edir;
b) bx >h2 > ...;
c) lim 6* = 0.

к  -> o o

Onda (1.39) sirasi yigilir.
4  b) V9 c) §0 rtlarind0n {bk} ardicilligimn m8hdud variyasiyali 
olmasi alinir, cunki (1.37) sirasmin xususi C0ml0ri
Лп- Ь х~ЬплЛ olur V0 lim An =bx. Onda Abelin birinci

/7— >O0

0lam0tino gor© (1.39) sirasi yigilir. ►
S u Q t ' 3  Notice 2. (Leybnis alamati). Tutaq ki,

1) |c,|>|c2|>|c3|>...;
2 ) c2n_t > 0 , cln < 0 , n = 1,2,...;

3) lim ck =  0.
A — >oo

CO

Onda Y ,ck s/r3slУФ'Г-
Ы1

<4 = ( - I )*4"1, bk =\ck\ qobul etsok Dirixle-Abel
CO

©lanolin© osason sirasi yigilar. ►
k = 1

Qeyd edek ki, 2) §©rtini odoyon sira i§arasini novbe iia 
d0yi§©n , 1)-3) §0rtl0rini odoyon sira Leybnis sirasi adlamr.

Qeyd 1. Leybnis sirasmin {S2n} xiisusi сзт1эг 
ardicilligi azalmayan, xiisusi cembr ardicilligi is0

artmayandir. Ona gor© d© bu siranin S cami S2n < S < £2|М 
boraborsizliyini odoyir. - S 2n = \c2n\ oldugundan, S2n vs 
S2n_{ xususi comtari S comindan \c2n\ edodindon дох 
forqlono bilmoz, yoni |S2/}-S\ <\c2n\, |52и.,-5 |< |с 2и|
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Iiwinborsizliklari odanar. Burada c2#M > \c2n\ oldugur.u 
i i '1/оиэ alsaq, ixtiyari n nomrasi йдйп \Rtt\ = \Sn-S\ < |cH|
1 i ibersizliyi odanar. Bu qiymatlandirma Leybnis sirasinin 
"iiilnin taqribi hesablanmasinda geni§ istifada olunur.

oo / 1\^+̂
Numuna. У  - -  sirasi i§arasini dayi§an siradir va

k=] л Д

i ■ ybnis alamatindaki §artlari odayir. Ona gora da bu sira 
vNilir. Qeyd edak ki, bu sira irmtlaq yigilmir.

NQmuna.
j _  j ___ i___ i___ i_ J L  J__ J_
л / 2  +  л / З  л / 4  V 5  л/6  +  л /7  +  л/8  +  л /9  

Mi.isinm yigilmasini isbat edin.
4  a] = 1, a2 = l,a3 = l ,a4 = - 1  ,a5 = - 1  ,a6 = - 1  ,a7 = 1,...

oo

ilduguna gora £ a k sirasinin хйэиз! camlar ardicilligi
Ы1

12,3,2,1,0,1,... mahduddur. {bk}, bk = -^-azalmayan va sifra
■у к

yiqilan ardicilliq oldugundan, ara§dirilan sira Dirixle-Abel 
.ilnmatina asasan yigilir. ►

CO

Numuna. У  -—-—  sirasinin yigilmasini ara§dirin.
t t  n

4  Asanliqla gormak olar ki, n natural adadi k2ve 
ik f l ) 2- l  (k = 1,2,...) adadlari arasinda dayi§dikda 
verilmi§ siranm hadlari eyni i§aralidir. Bu sababdan da 
verilmi§ siram

Z ( - D '
k=l Г  к +1 (k + i y -1

l eybnis sirasi §eklinda yaza bilarik. Kvadrat motarizanin 
igarisindaki cami qiymatlandirak. Aydindir ki,
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_ _ J _ V
к + к — 1 j

Bu barabarsizliyin sag tarafindaki har bir motarizadaki

barabarsizliyi odanir. Bu sababdan da {bk} ardicilligi
monoton azalaraq sifra yigilir. Bu isa verilmi§ siramn Leybnis 
elamatinin §artlarini odadiyini gostarir. Belalikla, verilmi§ sira 
yigilir. ►

§5. Yigilan siralar iizarinda hesab amalleri

Yigilan siralar ugun toplama va vurma amallari tayin
edilir.

Teorem 1.14. Эдэг

cam
k + 1

adedindan boyuk, -adadindan isa kigik
к

oldugundan
2 1 2+... н------- —-—  < —

(* + 1)2 -1  к
 < —— л— ~------
k + 1 к 2 k2+ 1

olarsa, onda
CO

Yj(-ak±bk ) ^ A ± B '>

YjCak -cA  , с - ixtiyari sabitdir.

A Tutaq ki,

A  в»
ы k = 1
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• V = £ ( « * ± 6<) , S'„=Y^cak .
k=I k =  1

', /•» Hn ardicilliqlannin sonlu limitlari oldugundan
limSn = lim(A ±Bn) = lim An ± lim Bn = A ± В
//->00 //— >00 //->00 //->00

lim S ' = lim cAn = с lim An = cA ►
/ / ->  00 / / -> 0 0  //— >00

Belalikla, yigilan iki siram hedbahad toplamaq va
■ iKmaq olar.

iki siramn hasili muxtalif §akilda tayin edila bilar. Biz
■ .isen iki tip hasila baxacagiq.

00 CO

Teorem 1.15. Tutaq ki, ^ a k ve ^ b k siralari mutieq
k = l k = 1

00 CO

i ujihrlar ve ^Гак = A, £ bk = В .
k=\ * = i

Onda butun тйткйп акЬ, (к = 1,2,...;/ = 1,2,...)
//. isillorinden duzeimi§, ixtiyari qayda He nomreienmi§ sira da 
nnltleq yigiiir ve onun cemi A В ededine beraberdir.

Tutaq ki, акЬ, (к = 1,2,...;/ = 1,2,...) hasillari
muoyyan qayda ila n6mrelenmi§lar. Bu nomralamadan

00

tint.in ardicilligi {c,,} ile i§ara edarak £ |c „ |  sirasimn
n = 1

yifjlldigmi isbat edak. Sn ila bu siramn n-ci xiisusi camini 
I»...no edak. Aydmdir ki, Sn xiisusi cemi \akb\ §akilli hadlardan 
ini^kll olunmu§dur. S„-nin hadlarinda olan к va / 
Imliikslarinin an boyiiyiinii m ila i§ara edak. Onda

^ (h l + K| + -K«l)(lM + l&2| + -W ) (1.44)
00 CO

Teoremin §artina asasan S K I -  Е Ы  siralari
к- l  k = l

yifjildigindan onlarin xiisusi camlar ardicilliqlan mahduddur. 
onda bu xiisusi camlarin hasillari da mahdud olur. (1.44)
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berabersiziiyinin sag tarefi ]T|a*| ve siralarinin m -ci

xususi cemlerinin hasillari oldugundan {Sn} ardicilligi

indi isa c„ sirasmin caminin S = AB oldugunu

gostarak. Bu sira mutiaq yigildigindan onun S cami hadlarin 
camlama ardicilligindan asili deyil (teorem 1.10). Bu 
sababdan da AB adadina yigilan muayyan xususi camlar 
ardicilligimn varligim gostarmak kifayatdir.

C„t ~ (a\ + a2 + ••• + am)(bx + h2 +... + bm)

xususi camlarini gotursak , ^Tcn sirasmin caminin AB

oldugu a§karolur, gunki
lim Cm -  lim(a, + a2 + ... + am) lim (bx +b2 + ... + bm) ~ AB .►

Bazi maqsadlar ugun ^ ak va ^ b k siralarinin hasili

+ ... + (a]bk +a 2bk_] + ... + akbl ) + ...
§aklinda tayin edilir. Bu hasil siralarin Ko§i hasili adlamr.

Teorem 1.16 (Mertens). ve Y, bk siralarmdan

biri mutleq, digeri ise heg olmasa garti yigihrsa, onda bu 
siralarin Код/ hasili onlann camlarinin hasifine yigilir.

A Farz edaki ki, ^ a k sirasi mutleq, ]T bk sirasi isa

§erti yigilir. Bu siralarin л -ci xususi camlarini uygun olaraq 
A„ va Btl, camlarini isa uygun olaraq А мэ В ila i§ara edak.
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I К я А _2 + -  + a„b\ , C„ -Cj +c2 +... + си 
»|mi •• il ndok. Onda

< n C*| + C9 + ... + 6’/( = + (й|^2 ) + ...
I (я,6„ +a2bfl_l +... + anbl ) = al (bl + b2 + ... + bn) + 
i д2(6, “Ьb2 + ... + bn_]) + +... + atlbl =
ci\Bn + a2 BnA + ... + anB1

Y b k sirasi yigildigmdan onun Pn = B - B n qaligi
A-l

•i. mi/, kigikdir. Ona gore de {/?„} ardiciliigi mehduddur, yeni 
I - M ededi var ki,

\p,\<M, n = 1,2,.... (1.45)

Aydindir ki,

• </, (В ~ Pn) + a2( B -  PnA) +... + аи (£ -  Д ) = A „B -y H,

Y„ ~ a\P„ + aiPn-\ + ••• + a„P\ •
lim С = AB oldugunu isbat edek. lim An - A
I I  7 J -> « 3

• •l.liigundan { / „ }  ardicilliginm sonsuz kigik olmasim isbat
OO

nimok kifayetdir. Y j ak sirasi rniitleq yigildigmdan qeyd
k= 1

»lnnmu§ ixtiyari s > 0 ededi ugun ele m nomresi var ki,

S K I  < ^ 7  <1'46>A-w+1 2Л/

i'»i.ibersizliyi odenir. Bundan elave, ele M, ededi gostermek
i «I.и ki,

YJ\ak\< M l , « = 1,2,.... (1-47)
k=\

11, | ardicilliginm hedlerini iki ceme ayiraq:
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Segilmi§ т  nomrasina gora е1э пх nomrasi tapa bilarik ki,

|A I < ------- , k > n , - m  . (1.48)
2M j 1 7

(1.45)-(1.48) barabarsizlikiarindan n > nx nomralari ugun

,/я| 2 M , t l ' * £ i  ' 2 2
munasibatinin odandiyi alinir. гг > 0 ixtiyari oldugundan 
teorem isbat olundu. ►

oo oo

Qeyd 1. ^Tak va ^ b k siralarinin har ikisi §arti
*=1 к=1

yigilarsa, onda onlarin Ko§i hasili dagila bilar.
00 ('_nw

4  Dogrudan da, har iki sirani -  r  - ■ qabul etsak ,
A'=i V к

У и -  [а\ Р„ + а 2 Рп-1 + •'• ■• + а»> А»+1 -и ] + А,-;» +••• + «„/?,], Л

C„ = ( -1 )
H-l 1 1 1

f - F
л/Тл/̂ ? л/2 V  /'Z— 1 л/^л/Г

1
olar. Kvadrat motarizada har biri — dan kigik olmayan n

n

sayda toplanan i§tirak etdiyindan |C „|>1 . Bu isa ]Г с и
h=i

sirasmin dagildigmi gostarir. ►
CO 00 oo

Teorem 1.17. siralari uygun olaraq
k=) / Ы  k=l

А, В,С ddedldrind yigihrlarsa vo cn = axbn + a2hn_x +... + anbx
olarsa, onda С = AB .

со

1.17 teoremi gostarir ki, ]Tc* sirasi yigildiqda AB = C
k = 1
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•! • мliyinin dogrulugu ugun ^ ak va ]T bk siralarindan
k = 1 Jt=l

л I>UInin miitlaq yigilmasi zaruri deyil.

I fasla aid gali§malar

Siralarin n-ci haddinin diisturunu yazin:
„ 1 8 27
1. -  + -  + —  + ....

2 3 4
0  1 4  9  1 62. - + - + —+— + ....

2 4 8 16
О о 3 4 5
3 .  2  +  -  +  -  +  —  +  . . . .

4 9 16
. 1 2  3 4

4. ь -  + —  + —  + ....
2 5 10 17

r 2 6 24 120!>. I- - +— +--- + . . . .

1 8 15 24

it. ili it in S„ xiisusi camlarini tapin va siramn
h|ilm.r,inm lorifindon istifada edarak onlarin yigildiqlarmi 
i nil Odin:

(i V  1 . 7. У — — !------  . *
м  A (A i I ) i i  9k -  3k -  2

Â i! 00 9Z- 4.1
M, V  . 9. Y -# Л I AA I I* frf * 2(A + 1)

I

»-..| innyurindan istifada edarak siralarin yigilmasini

t о-м cosAv coskx ^ c o s k x
) I , I-... 4-  - + ...= >  1—  .

.> 2k ti  2
in \ in v ' sinx* ' A  sinx*М11Л v—'I ...+ —  + ...= > /  ,

к t i  k 2
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1 1 1 1 1 112. 1 +  + —+  + ....
2 3 4 5 6

I Q  1 1 1 ^  1

13' ~7f ^  + ~7r !?  + - + ZV b 2  л/Т-3 J k (k  + T) ы  j t ( t  +  l ) '

MQqayise V8 ba§qa elametleri tetbiq edarak siralarin 
yigilmasini ara§dirin:

14. £ З и  + 1_ 15. У Л .
£ ! 2 n  +  l

^  S i l l 2 Q 7 7  ^  1

16- Z - ^ — > («*<>)• 17- Z -2" ’ ' ' Z i V 4 " + l  '

18. . 19. j K l - c o s ’
/1=1 //=1 V

20. ^ l n ( l  + 2 '"). 2 1 .| ]s i

3"

71
sin

//=1 h = 1 2yfn

Daiamber elametinin tetbiqi ile siralarin yigilmasini 
ara§dirin:

22. V  — . 23. УZ—/
CC о  H2'

* s n  -J I  .
17=1 3 л=1 /7 4~ И

. 4

24. У - ^ — . 25. У  — .
£ i4 "+ l Й«1

со ,  _1 СО

26. Y - £ _  • 27. У  и3 sin—  .
£ « 22" t T  3"

28- 2 > t o  29. x 4 - ( 0 ^ ^ > .
W=1
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Ko§i alamatini tatbiq edarak siralarin yigilmasini
ui.j§dirin:

3°. f { —
a  U + i

Y 31 f  f  "  T
J '  й Ь и  + lJ

00 /  iV '
3 2 .  я г с / g -

2/7 + 1

33. £ 2 -"
//=1

r n + l Y

l  И J

34. £ ln "
«=1 n

Ko§i-Makleron alamatini tatbiq edarak siralarin 
yifjilmasini ara§dirin:

3b. > —j-sin—. 
t i n  n

00 1

38. У - ^ 2 - л  .
/7=1 V W

'35̂  I  ГТ~7/7=1 +1
00 J>2

37. X ne
/7=1

Siralarin yigilmasini ara§dirin:
n2 + n  + 1

39. 2
Я=1 /2* + /2 + 1

1

40. X
1

„=[ (п + l)ln«

« • t / ln  (« + !)
7Г

41. У  —
„=1 (3п + 2) In2 и

43. Х - т - ^ -------
Й 2" + я.1п2и

Siralarin yigilmasini va mutlaq yigilmasini ara§dirin.
( - I )""145. l < - i r ' £

/7=1 z
00 / 1 \ M+l

4 7 . y t l L ,  
^2 In In я

44. Y s in  —  
tT 1 + Л

tlaq yig
00

46. X

48. I

w=l 4 n

4 9 .  S
(-D

77+1 .1 3"
r f 677-  5

50. £ ( - i r
. 3  •
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Siralarin §arti yigildigim isbat edin.
1 2  1 1 2   sin2 n

51. 1 + -------- + -  + ---------+ .... 52. V  (-1)"
2 3 4 5 6 ;i,=l n

53. У '( -1 ) " —— -г .. 5 4 . У ( - 1 Г ^ 1  ’ .
,,=i я + 100 n + 1 %

^ л ( - 1  У"4п ^ s in  nx
55- z - i — -  • 56- I — —  - ° < * < ^n=2 111 n /1=1111 П

cos nx,— ,  v-' пл _
57. 2^ ----------- , 0 < х < 7 г .
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II FGSiL.

FUNKSiONAL ARDICILLIQLAR 
V0 

SIRALAR

§ 1. Noqtada yigilma va goxluqda muntazam yigilma 
anlayi§lari

1. Funksional ardiciliiq va siralarin noqtada va 
goxluqda yigilmasi. Tutaq ki, El va ya Em evklid fazasinda 
miiayyan X  = {x} goxlugu verilmi§dir. Bu goxluqda tayin
olunmu§, nomralanmi§ / j ( x ) , / 2(x) , . . . ,//;(x),.. .  funksiyalar
voxluguna funksional ardiciliiq deyacayik. f n{x)

lunksiyalanna bu funksional ardicilligin hadlari va ya 
olementleri, X  goxluguna isa f x (х ),/2(х),.../и(х),...
lunksional ardicilligimn tayin oblasti deyacayik.

Funksional ardiciliiq adatan fiqurlu motarizanin 
vasitasi ila yazilir: { / „ ( * ) } .

Miiayyan X  goxlugunda tayin olunmu§ {«„(*)}
funksional ardicilligina baxaq. Formal yazilmi§

со

UH (x )  =  Mj (x )  +  u2 (x )  +.. .  +  Un (x )  + ... (2.1)
«=i

camina funksional sira deyacayik.
un( x )  funksiyalarina (2.1) sirasmin hadlari, X

goxluguna isa bu siranin tayin oblasti deyacayik.
0 dadi siralarda oldugu kimi, (2 .1) sirasmin ilk n 

haddinin camina onun n-ci xiisusi cami deyarak S n(x) ila
i§ara edacayik:

Sn (x )  =  m, (x )  +  u2 ( x )  +.. .  +  un ( x ) .

Qeyd edak ki, funksionai siranin oyranilmasi onun 
& ( * ) }  xiisusi camlar ardicilligimn oyranilmasila

49



eynigiicliidiir. Dogrudan da (2.1) sirasina уедапэ \Sn(x)\ 
xiisusi camlar ardicilligi uygundur va aksina, har bir {Sfi(x)\
funksional ardicilhgina hadlari
мДх) = £,(.*), un(x) = Sii(x ) -S ii l (x), n> 1 miinasibati ila tayin
olunan yegana (2 .1) funksional sirasi uygundur.

Numuna. X  = [0,1] pargasinda tayin olunmu§ { / „ ( * ) } .

c o s ^ ,  0 < x < — olduqda

Ш  = \ 2 j П (2.2)
0 , — < x < 1 olduqda

n

funksional ardicilhgina baxaq. Bu ardicilligin f a(x) 

elementinin qrafiki a§agidaki §akildadir:

Bu ardicilligin tayin oblasti [0,1] pargasidir. Har bir f n(x) 

funksiyasi bu pargada kasilmazdir.
Numuna. Tayin oblasti E2 = {-оо<л;<оо, - o o c j / c o o }  

miistavisi olan

Сх + уУ = i + x + y . (* + >0
у ы k\ 1!

+ ■
2!

+ ... + ( Х  +  У ) 1 

к\

sirasina baxaq.

50



funksiyasi йдйп Makleron dusturunu yazaq:
2 n

и 1 U 14 14 n  / \=1 + -  + — + ... +  + R (u).
1! 2! n\ "+1

H (//) funksiyasi funksiyasina uygun Makleron
• in .lurundaki qaliq haddir. Buradan aydin olur ki, (2.3) 
h rjinin 0  + l)-ci xususl cami

x + y _ (x + y)2 (x + y)“
Sn+l(<X’y ^ =:l + ~ ~ ^ - +    + -  +1! 2 ! n\

itiituru ile teyin edilir va S ii+l (x,y) xususl cami ex + y

binksiyasindan R n̂ (x  + y) kamiyyati qadar farqlanir.
Tutaq ki, {/„(*)} funksional ardicilliginm ((2.1)

limksional sirasinin) X  = {x} tayin oblastma daxil olan har
h.iiisi x0 noqtasi qeyd olunmu§dur. {/„(*)} ardicilligma
((V. I) funksional sirasina) x = x0 noqtasinda baxsaq, adadi
nclicilliq (adadi sira) alariq.

Bu qayda ila almmi§ adadi ardicilliq (adadi sira) 
y«|ilarsa, onda deyacayik ki, {/„(*)} funksional ardicilhgi
({'/A) funksional sirasi) x0 noqtasinda yigilir.

Funksional ardicilligm (funksional siramn) yigildigi 
noqtelarin goxlugu bu ardicilligm (siramn) yigilma oblasti 
.idlamr.

Qeyd edak ki, funksional ardicilligm (siramn) yigilma 
oblasti onun tayin oblasti ila eyni, tayin oblastmin alt goxlugu 
vo ya bo§ goxluq o!a bilar.

CO

Numuna. sirasinin tayin oblasti (0,+oo)
«=i

intervalidir. Bu siramn yigilma oblasti (10,+oo) intervalidir;

bela k i , n~p sirasi p <  1 olduqda dagilir, p >  1 olduqda isa
Л= 1

yigilir. Buna gora da baxilan siramn yigilmasi йдйп l gx> l
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olmalidir. Demali, x > 10  goxlugu bu siranin yigilma 
oblastidir.

interval!, yigilma oblasti iso bo§ goxluqdur. Dogrudan da, har 
bir x  e  (-0 0 ,0 0 ) noqtasinda Ko§i alamatini tatbiq etsak

Tutaq ki, {/„(*)} funksional ardicilligimn yigilma 
oblasti muayyan {x} goxlugudur. {./^(x)} ardicilligimn bQtun 
xe{x}  noqtalarindaki limitlari goxlugu tayin oblasti {x} olan 
miiayyan /(x )  funksiyasimn qiymatlar goxlugunu dogurur. 
Bu funksiyaya {/„(x)} funksional ardicilligimn limit funksiyasi 
va ya sada olaraq limiti deyilir va lim /  (x) = / ( x )  i§ara edilir.

(2 .1) sirasmin yigilma oblasti mQayyen {x }

goxlugudursa, onda Sn( x )  xususi camlar ardiciliginin S(x)
limitina bu siranin { x }  goxlugunda cami deyilir.

Numuna. (2.2) dusturu ila tayin olunmu§
{/„(x)}, 0 < x < 1 ardicilligimn yigilma oblasti [0,1] pargasidir.
f n(0) = 1, n = 1,2,... oldugundan {/„(*)} ardicilligi x = 0 

noqtasinda vahida yigilir. Qeyd olunmu§ ixtiyari xe(0,l] 
noqtasinda isa bu noqtadan asili olan muayyan nomradan 
ba§layaraq [ fn( x ) }  ardicilligimn butQn hadlari sifirdirlar. Bu
sababdan da { / „ ( x ) }  ardiciliginin (0,1] goxlugunda limiti
sifirdir. Belalikla (2.2) ardicilligimn [0,1] pargasmda limiti

f 1, x =  0 olduqda,

[0 , 0 < x < l  olduqda
olur. Bufunksiya x = 0 noqtasinda kasilir.
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Numuna. (2.3) funksional sirasina baxaq. isbat edok 
ti onun yigilma oblasti E2 = {-00 <x < 00,-00 <_y < 00} 
Mii|r,luvisidir.

Dogrudan da, eu funksiyasinm Makleron
iliif.lurunun qaliq hoddi Rll+l(u) ixtiyari qeyd olunmu§ и
lni<|lqi adadi iigun n->  00 §arti daxilindo sifra yaxinla§ir. Ona 
i> in) do ixtiyari (x ,y )eE2 noqtasinda

n (x+ y)A
xiisusi comlori ex+y funksiyasindan

k=] k\

u >00 olduqda sifra yaxinla§an Ri+](x,y) komiyyoti ile

hrqlenir. Bu iso (2.3) sirasinm E2 mustavisinda ex+y 
iiinksiyasma yigildigim gostarir.

2. Qoxluqda miintazam yigilma. Tutaq ki,
/ 1(х ) ,/2(х),...,/я(х)... (2.4)

luriksional ardicilligi { x } a E w goxlugunda / ( x) funksiyasina 
yifjilir.

Terif. Tutaq ki, ixtiyari s>  0 adadi ugun ela N(s) 
nomrasi tapmaq mOmkundur ki, n>N{s) gartini odayan 
lu'Jtun n nomratari va ixtiyari x e [x] noqtasi ugun

|/wO )-/(X ) |< £  (2.5)
barabarsizliyiodansin. Onda deyacayikki, {/„(*)} funksional 
.irdicilhgi / (x )  funksiyasma {x} goxlugunda muntazam
yigilir.

Aydindir ki, bu tarif a§agidaki tarifla eynigQcludur.
Tarif. Tutaq k i,

limsupl/ (x) -  /(x )  I = 0 (2 ,6)
"-*00 *<={*}' 1

mйnasibati odanir. Onda deyacayik ki, f r {x) funksional 
ardicilligi / (x )  funksiyasma {x} goxlugunda miintazam  
yigilir.



Dogrudan da, эдэг (2.6) munasibati odanarsa, onda 
ixtiyari s > 0 adadi ugun ela N{e) nomresi tapmaq 
mumkundur ki,

sup|f n (x) -  f { x )  \<s,  n>  N {s)
x e {x }

barabarsizliyi odansin. Onda daqiq yuxari sarhaddin tarifina 
asasan butun x e {x} noqtalari ugun

I f „  0 0  -  /  '00 12 sup|/„ 0 0  -  / 0 0 I < e .
xe.{x\

Yani (2.5) mOnasibati odanir.
Tarsina, (2.5) mOnasibati odanirsa, onda ixtiyari 

n > N{s) nomresi йдйп
s u p | / „ W - / ( x ) l < f f .
*Ф}

s adadinin ixtiyariliyindan va sonuncu barabarsizlikdan (2 .6) 
munasibatinin odanmasi aiimr.

MQntazam yigilmamn tarifindan aydin oiur ki, {/„(*)}
ardicilligi / ( x )  funksiyasina {x} goxiugunda muntazam 
yigiiarsa, onda bu ardicilliq {x} goxlugunun ixtiyari alt 
goxiugunda / ( x )  funksiyasina muntazam yigilar.

Qeyd edak ki, { f tt{x)} funksional ardicilliginm {x} 

goxiugunda f i x )  limit funksiyasina yigilmasina asasan bu 
ardicilligm f i x )  funksiyasina {x} goxiugunda muntazam 
yigimasim hokm etmak olmaz (bunu niimunada (2 .2) 
ardicilligi ugun gostaracayik.)

Qeyd edak ki, {x} — |[a,b\ pargasinda muntazam 
yigilmamn sada handasi ma’nasi var. (2 .6) munasibati [a,b\ 

pargasinda f n{x) funksiyasinm qrafikinin f i x )  funksiyasimn
qrafikindan aralanmasinin daqiq yuxari sarhaddinin «->oo 
§arti daxilinda sifra yaxmla§digim gostarir. Ba§qa sozla, 
f i x )  funksiyasinm qrafikini

f i x )  -  s  < у < f i x )  + s  , a < x < b
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« /olagi» ila ahata etsak, onda mQayyan N(e)
• м imrosinden Ьбуйк n nomralari Qgun f n (x) funksiyaiannin 
и iliklari butovlukla bu «s zolaqda» yerie§irler:

1 .NQmuna. /  0 )  = — sinra: ardicilligi -oo<x<+oo
" n

goxlugunda / ( x )  = 0 funksiyasina yigilir. Bu yigilma 
rnuntazamdir, gunki ixtiyari xe ( -o o , co )  ugun

| / „ 0 ) -  /0 )1  = -  Jsin nx\ < -  < £
' ' v i m

borabarsizliyini odanmasi OgQn n>N(s)  

kifayatdir.

Numuna. (2.2) ardicilligimn [0,1] pargasinda

+ 1 gotOrmak
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11, x = 0 olduqda,
/ М  = i[О, О < x < 1 olduqda

funksiyasina yigildigini gostermi§dik. Bu yigilmanil
miintezem olmadigmi isbat edak.

[0,1] pargasina daxit olan x = — (w = l,2,...) noqtelot
" 2 n

ardicillgina baxaq. Her bir xn = —  noqtasinda

f  (x ) = cos~ = ̂ -  , / ( x  ) = 0 .J н \ n / ^ 2 J K 11 '

Belalikla, har bir n nomresi Qgun

V2barabarliyi dogrudur. £ < ~y  P^bul etsak, onda n -nin heg

bir qiymetinde (2.5) barabarsizliyi biitiin xe[0,l] noqteleri 
Qgun odana bilmaz. Belalikla, baxilan ardiciliiq [0,1] 
pargasinda miintazem yigilmir.

Qeyd edek ki, (2.2) ardicilligi /(x )  = 0 funksiyasina 
ixtiyari [a,I], ( 0 <cr<l )  pargasinda miintazem yigilir.
Dogrudan da, segilmi§ a  ededi iigiin ele N0 nomresi var ki, 
biitiin / я(х), n> funksiyalari [o\l] pargasinda eynilikla 
sifirdirlar. Ona gore de n > N Q nomreleri iigiin (2.5) 
berabersizliyinin sol terefi eynilikle sifir olur. Demeli, n > N 0 
ve ixtiyari xe[<j,l] iigiin (2.5) berabersizliyi £-nun ixtiyari 
miisbet qiymetinde odenir.

Numune. isbat edin ki, /  (x) = -  2n*  , « = 1,2,...
1 + n~x2

ardicilligi 0 < x < + o o  yarimoxunda miintazem yigilmir.
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4  Aydindir ki, {/„(*)} ardicilligi 0<x<+oo 
у mmoxunda f (x )  = 0 funksiyasma yigilir. Bu yigilmanm 
M.iintozam olmadigmi gostarmak ugun (2.6) miinasibatinin 
• ' i «nmediyini isbat etmak lazimdir.

Tarif. Tutaq k i , funksional siramn {£,(*)} xiisusi 
■. rniler ardicilligi {x} goxlugunda S(x) lim it funksiyasma 
miintdzam yigilir. Onda deyacayik ki, funksional sira {x} 
goxlugunda S(x) cemine muntdzam yigilir.

Qeyd edak ki, (2.3) funksional sirasi ixtiyari qeyd 
ndilmi§ r  radiusiu x2 + y 2 < r 2 dairasinda ex+y camina 
miintazam yigilir. Dogrudan da, bu dairada |x|<r , \y\<r 

oldugundan |x + < |x| + |y|<2r miinasibati odanir. Onda eu 
lunksiyasi iigiin Makleron diisturunun qaliq haddinin

1 ii lunksiyanin tdramasini hesablayaq:

Aydindir ki, xu noqtasinda cp'n{x) funksiyasi sifra

a ugiin

n
Belalikla, lim max (p (x) = 1 ^ 0 .^



oldugunu nezere alsaq

Buradan aydin olur ki, {R/i+l(x + jy)} ardicilligi x2 + y 2 < r

dairesinde sifra mOntezem yigilir. Bu ise (2.3) sirasinin 
x2+ y 2 < r 2 dairesinde ex+y funksiyasina miintezem 
yigildigmi gostarir.

3. Funksional ardicillgm (siramn) muntazam yigilmasi 
ugun Ko§i meyari.

Teorem 2.1. {/„(*)} funksional ardicilliginm M
goxiugunda mdntezem yigilmasi йдйп zeruri ve kafi §ert 
ixtiyari s > 0 ededi йдйп ele N{e) nomresinin varhgidir ki, 
ixtiyari n > N{s)  nomresi ve ixtiyari p natural ededi йдйп

sirasinin {x} goxiugunda mdntezem yigilmasi йдйп zeruri ve 
kafi §ert ixtiyari £>0 ededi йдйп ele N(s) nomresinin 
varligidir ki, ixtiyari n > N{s)  nomresi ve ixtiyari p natural 
ededi йдйп

berabersizliyi ЬйЮп x e {x} noqtelerinde odensin.
Bu teoremlardan birincisini (Teorem 2.1) isbat etmek 

kifayetdir , gunki (2.9) berabersizliyinin solunda mutleq 
qiymet i§aresi altinda S  ( x ) - S n(x) ferqi durur.

\f,,+„(*)-.f„ (x j j<e  

berabersizliyi ЬйЮп x e {x} noqtelerinde odensin. 
Teorem 2.2.

(2.7)

OO

2X<x> (2 .8)

»+/;
< s (2.9)
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A Zarurilik. Tutaq ki, {/„(*)} ardicilligi { x }  goxlugunda 
/( v) limit funksiyasina miintazam yigilir. Onda ixtiyari £>0 
xlodi ugun ela N(s)  nomrasi var ki, n > N ( s ) olduqda

horabarsizliyi butun x e { x }  noqtalarinda odanir. Aydmdir ki, 
ixtiyari p natural adadi iigiin

horabarsizliyi da biitiin xe {x} noqtalarinda odanar. (2.10) 
vo (2.11) miinasibatlarindan

borabarsizliyinin ixtiyari n>N(s),  ixtiyari p natural adadi 
ugiin va biitiin xe {x} noqtalari iigiin odandiyi alinir. Zarurilik 
Isbat olundu.

Kafilik. Tutaq ki, ixtiyari £>0  adadi iigiin ela N(£) 
nomrasi tapmaq miimkiindiir ki, ixtiyari n > N (£) nomrasi va 
ixtiyari p  natural adadi iigiin (2.7) barabarsizliyi biitiin 
vc={x} noqtalarinda odanir. Gdadi ardiciliiq iigiin Ko§i 
meyarina asasan (2.7) miinasibatindan {fn(x)} ardicilligimn 
har bir x e {x} noqtalarinda yigildigi malum olur. {/„(x)}
• irdicilligmin {x} goxlugundaki limit funksiyasmi /(x )  ila i§ara 
odak.

n>N(£)  §artini odayan ixtiyari n nomrasini va ixtiyari. 
ve{x} noqtasini qeyd edarak (2.7) miinasibatinda p ->  со 

olduqda limits kegsak ,

(2.10)

(2 .11)

/ « ,  W  -  f„  W |25 |{f,»p to  -  / W ) + ( / t o  -  fn  t o } 5

- 1 f „ P м  -  / ( * ) I+ V» t o _  / t o I  < s

\ f ( .x ) - fn(x)\<E<2e
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berabersizliyinin ixtiyari n>N (s ) §ertini odeyen nomreler 
ugun butun x g { x )  noqtelerinde odendiyini alariq. Bu ise 
f n(x) ardicilliginm / (x )  limit funksiyasina {x} goxiugunda
muntazam yigildigmi gosterir. Kafilik isbat oiundu. ►

Qeyd edek ki, Ko§i meyarinin tetbiqleri mueyyen 
getinliklerle mQ§ayiet olundugundan yeni kafi §artlerin 
tapilmasina ehtiyac var.

§ 2. Funksional ardicilliq ve siralarin muntezem 
yigilmasi ugun kafi §ertler

Funksional siralarin oyrenilmesi funksional 
ardicilliqlarin oyrenilmesi ile eyniguciu oldugundan bezi 
elametleri ardicilliqlar ugun, bezi elametleri siralar йдйп, 
bezen de her iki hal йдйп §erh edeceyik.

Teorem 2.3 (Veyer§trass alamati). Tutaq ki,

sirasi {x} goxiugunda tayin oiunub va ixtiyari x e { x }  

noqtasinda

berabersizliyi odenir. Onda (2.12) sirasinin {x} goxiugunda 
miintezem yigilmasi ugun

ededi sirasinin yigilmasi kafidir.
4  Ixtiyari £->0 ededini qeyd edek, (2.14) sirasi 

yigildigmdan ededi siralar йдйп Ko§i meyarma esasen ele 
N(s) nomresi var ki, ixtiyari n>N(s)  nomresi ve ixtiyari p 
natural edadi йдйп

(2.12)

\uk(x)\<Ck , к = 1,2,... (2.13)

(2.14)
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н+р
I ] c t <e (2.15)

k=n+\

horabarsizliyi odanir.
(2.13) va (2.15) barabarsizliklarina asasan

n + p  n+p  tl+p

-  Z K w | -  I l c * l< *
с= н + 1  /с=п+1 k = n+ 1

horabarsizliyi (n>N( s) ,  p -  1,2,..) butun xe{ x}
noqtalarinda odanir. Muntazam yigilma iigiin Ko§i meyarina 
(teorem 2.2) asasan (2.12) sirasi {x} goxlugunda miintazam  
yifjllir. ►

Numuna. Y — —  sirasi (-oo,+oo) goxlugunda
. k=\ к

muntazam yigilir. Dogrudan da, ixtiyari x g ( - co,oo) Qgiin

sin be: 1 ^  1va > —r <co.
k2 fc ]42k2

Numuna. У — > 0<x<+oo sirasimn
t ( \  + n*x2

muntazam yigildigim gostarin.
Diferensial hesabimn komayi ila asanliqla gostarmak

olar ki,
X  1

max------ j—  =i — T .
os*<«i + w j  2 n

Onda, 0 < х < + а з  goxlugunda
x

1 + n 'x2
< ±

2n'
00 1

horabarsizliyi odanir. У  — T sirasi yigildigmdan verilmi§ sira
t f  2 n

Veyer§trass alamatina asasan 0<x<+co goxlugunda 
muntazam yigilir.

Qeyd. Veyer§trass alamati siramn yigilmasi Qgiin 
.incaq kafidir, zaruri deyil.
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Numuna. ( - 1 ) "

TT\ X  + n
§artlarini odayan yigilan

Dogrudan da, sup
0:£*<+а>

0 < x < +oo sirasi ugun (2.13)

(2.14)
(-1)" (-1)"= max

0<*<+°Ox + n x + n

sirasi 
1

= — V9
n

movcud deyil.

I r = + 0 0  .
Ti n«=1

Baxilan sira 
x g [ 0 , + o o )  Qgun

Leybnis sirasi oldugundan, ixtiyari

s
\k=n+ 1

( - 1)'
x + k

< 1 < 1
Х + П + 1 n + 1

Siranin
r

mintazam yigiimasinm terifina asasan

S„(x)-S(x) = X
*=//+1

( - 1) 
x + k I

( -о " sirasi [0,+co)
~  x + n

goxlugunda miintazam yigilir.
Teorem 2.4 (Dini e/ameti). Tutaq ki, qapah ve mahdud 

{x} c: E w goxiugunun her b ir x noqtasinda [ f n (x)} ardicillgi 
azaimayaraq (ve ya artmayaraq) /(x )  lim it funksiyasina 
yigilir. [ fn (x)} ardicilligimn hedleri ve /(x )  lim it funksiyasi 
{x} goxlugunda kesilmezdirlerse, onda \ f n (x)} ardicilligi {x}
goxlugunda muntezem yigilir.

A Umumiliyi pozmadan, farz edak ki, {/„(x)}
ardicilligi {x} goxlugunda azalmayandir. r(x ) = / ( х ) - / и(х)
i§ara edak. {r (x)} ardicilligi a§agidaki xassalara malik olar:
1) rn(x) funksiyalari {x} goxlugunda manfi olmayan 

kasiimaz funksiyalardir;
2) {>;(*)} ardicilligi {x} goxlugunda artmayandir;
3) {x} goxiugunun har bir x noqtasinda

limr (x) = t) .
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isbat edak ki, {r;(x)} ardicilligi {x} goxiugunda sifra 
niiintazam yigilir, yani ixtiyari £ > 0  adadi ugun ela n 
nomrasi var ki, bQtun x e j x )  noqtalarinda rn(x) < s . Aydmdir

{r/x )} ardicilligi artmayan oldugundan rn(x)<e
Imrabarsizliyi butQn novbati nomralar йдйп odanacak.

0ksini farz edak. Tutaq ki, ela £>0 adadi var ki, 
•nun ugun ela n nomrasi tapmaq mumktin deyil ki, rn{ x ) < s

imrabarsizliyi bQtun xe {x} noqtalarinda odansin. Onda 
i-liyari n nomrasi iigun ela xn e {x} noqtasi var ki,

rn{x , )>e .
(/16)
h| goxlugu mahdud oldugundan Bolsano-Veyer§trass 
inoremina asasan { x j  ardicilligindan yigilan {x„J 
illardicilligi ayirmaq olar. {x} goxlugunun qapaliligina gora 

} altardicilligina x0 limiti {x} goxluguna daxil olur. Har bir 
n nomrasi йдйп r?„(x) funksiyasi x0 noqtasinda kasilmaz 

• ildugundan
]"^ ru(x ) = rm(x0). (2.17)
k -> cc  A

Digar tarafdan, har bir m йдйп ondan Ьбуйк nk 
nnmrasini g6tйrsэk ,

ГЛ Хщ )^Гщ(Х»,)
i-urabarsizliyi odanar. Bu barabarsizliyi (2.16) barabarsizliyi 
llo rr^qayisa etsak

r  (x ) > s  , n , > m  (2.18)
111 4 n t  J  ’  к  '

iliriq.
(2.17) va (2.18) rrmnasibatlarindan
r„ M o ) - E > m = 1,2,...
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oldugu aydm olur. Bu isa {/;„(*)} ardicilliginin xp noqtasinda
sifra yigilmasina ziddir. Alinmi§ ziddiyyat teoremin 
dogrulugunu gostarir. ►

Qeyd edak ki, Dini teoremindaki monotonluq §arti tabii
§artdir.

Niimuna.

ardicilligi / ( x) = 0 funksiyasma yigilir. Bu yigilma 0 < x< ;r 
pargasinda muntazam deyil, gunki xn = тг/2n noqtalari ugun

Aydindir ki, {/„(*)} ardicilligi Qgiin Dini teoreminin
monotonluq §arti odanmir.

Funksional siralar ugiin Dini teoremi a§agidaki §akilda 
ifada olunur.

Teorem 2.4*. Tutaq ki, fuknksionai siramn had lari 
qapah va mahdud {x} goxlugunda kasilmaz va manfi
oimayan (va ya musbat olmayan) funksiyalardir. В и sira {x} 
goxlugunun har bir noqtasinda yigilirsa va onun cami {x} 
goxlugunda kasilmaz funksiyad/rsa, onda bu sira {*} 
goxlugunda muntazam yigilir.

Funksional siralarin muntazam yigilmasina aid digar 
kafi alamatlari §arh etmak iigiin yeni anlayi§lar daxil edak.

Tarif Tutaq k i, ela M  > 0 haqiqi adadi var ki, butiin 
n ndmraiari va butun x e {x} noqtalari ugun

barabarsizliyi odanir. Onda deyiriar ki, {/„(*)} ardicilligi {x} 
goxlugunda muntazam mahduddur.

x g [0,7t/n\ olduqda,

x e (n/n , 7t \ olduqda
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Td rif. Tutaq k i,
oo

E k , w - v*w | (2.19)

’ ./.•»'/ {x} goxlugunda muntazam yigilir. Onda deyirler ki, 
!\,(.v)} funksional ardicilligi {x} goxlugunda muntazam
nn >hdud dayi$maya (variasiyaya) maiikdir

Tarifdan aydin olur ki, {x} goxlugunda miintazam
uiohdud dayi§maya malik olan ixtiyari ardiciliiq {x}
• nxlugunda muayyan limit funksiyasina miintazam yigilir. 
DoQrudan da, (2.19) sirasmi {x} goxlugunda miintazam
умjildigindan Ko§i meyarina asasan

*irasi {x} goxlugunda miintazam yigilir. Bu siranin Sn(x)

ndicilligi v(x) = S(x) + v,(x) limit funksiyasina miintazam 
УИjilir. Burada S(x)-la (2.19’) sirasmin cami i§ara edilmi§dir. 

Teorem 2.5 (Abelin birinci alamati). Tutaq ki,

funksional sirasi {x} goxlugunda miintazam mahdud xususi 
comlara, {vh(x)} funksional ardicilligi isa bu goxluqda
miintazam mahdud dayi§maya maiikdir va 

limv (x) = v(x) = 0 .
II — 'Л.СТ' ^

(2.19’)

ususi cami 5,n(x) = v i+1(x )-v 1(x) oldugundan {v/;(x)|

2 X ( * ) (2 .20)

Onda
CO

IX ( x ) v , ( x ) (2.21)

s/ras/ {x} goxlugunda muntazam yigilir.
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4  Teoremin §artina дбгэ е1э M >  О adadi var ki, 
(2.20) sirasimn S ti(x) xiisusi camlar ardicilligi

(x)| < M  , xe {x} , n = 1,2,...
barabarsizliyini odayir.

ixtiyari s >  0 adadini qeyd edak. Ona uygun ela N  
nomrasi segak ki, n > N  §artini odayan biitiin n nomralari, 
ixtiyari p natural adadi va biitiin xe{x}  noqtalari iigiin

e
;„<»l <

m
(2 .22)

n+p-1
£  <

k ~ n+ 1 Ш
(2.23)

Qeyd edak ki, burada {x} goxlugunda {vH(x)} ardicilligimn 
sifir limit funksiyasma miintazam yigilmasindan va
(2.19')sirasmin miintazam yigilmasindan istifada olundu. 

Abel gevirmasinia asasan
//+/?
У  и (x)v (x) <

k = n+ 1 к

+ \s (x)1 n + p 4 ' V
n+p

(x ) |

*=«+i
+

Bu barabarsizlikda |s; (x)| < M , n ~  l,2,...,xe{x} oldugunu 
nazara alaq:

n+p
2 X  (*> *(*)

n+p
^ E L w - v , ( *

k = n + 1к —н+\

Buradan va (2.22), (2.23) miinasibatlarindan
»+P F  F  F
Y  u. (x)v. (x) < M  + M  • + M ------= £

* зм  m  m
barabarsizliyinin ixtiyari n > N ,  ixtiyari p (/7 = 1,2,...) va 
biitiin xe {x }  noqtalari iigiin odandiyi alirnr. Bu isa, 2.2
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teoremine esasen, (2.21) sirasinin {x} goxiugunda 
muntazam yigildigmi gostarir. ►

Teorem 2.6 (Abelin ikinci alamati). Tutaq ki, (2.20) 
funksional sirasi {x} goxiugunda mahdud S(x) camina
muntazam yigilir, {vH(x)} funksional ardicilligi Isa {x}

goxiugunda muntazam mahdud dayigmaya mafikdir va bu 
goxluqda mahdud v(x) lim it funksiyasina yigilir. Onda (2.21) 
funksional sirasi {x} goxluqda muntazam yigilir.

^Abel gevirmasini
n+p  n+p

E  Uk Сx)vk (x) = M  -  VA+, (*)]+
к = н + 1 k= n+ 1

+ k +P w  -  s „ (*)]% , w +s„ ( * ) L „  (*) -  v„+1 w ]
§aklinda yazaq. Burada Sk(x) ila (2.20) sirasinin к -ci xiisusi
cami i§are edilmi§dir.

Sonuncu eynilikdan
n+p

k= n + l

n + p - 1

k= n +1

(2.24)
+ |s„ +| (x) -  5  (x)| V (x) + |S (x)| vinp (x) -  vnl (x)

barabarsizliyi alinir.
Teoremin §artlarina asasan S(x) va v ( x )  funksiyalari

{x} goxiugunda mahdud olduqlarindan ela M\ va M 2 
edadlari var ki, butQn xe{x}  noqtalarinda

|S(x)|< M x , |v(x)| < M 2 (2.25)
barabarsizliklari odanir.

k , w }  va { v ( ( x ) }  ardicilliqlari { x }  goxiugunda S(x)

va v ( x )  funksiyalarina muntazam yigiidiqlarindan (2.25)
barabarsizliklerina asasan ela nomrasi var ki, n > N }
martini odayan butQn n nomralari ugun
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|S (x)|<M 1+l , |v((x)|<M 2+l.  (2.26)
{x} goxlugunda (2.19) ve (2.20) siralari miintezem 
yigildiqlarindan Ko§i meyarina asasan ixtiyari ^>0  adadi 
iigun ela N2(s) va N3(s) nomralari var ki, biitiin xe jx )
noqtalarinda

n + p - 1

k= n+1 3(M,+1) (2.27)
n > N 2(s), /7 = 1,2,...

< £
3(M2+1) (2.28)

n > N 3 (s) ,  p - 1,2,...
barabarsizliklari odanir.

H+/7-1

E  [v*+iM -n < x> ]
A=w+1

eyniliyindan va (2.27) barabarsizliyindan, 
л > N2 ( f ) , p = 1,2,..., olduqda, butQn x e {x} noqtalarinda

И+/5-1

K+/.(jc) - v«-i(*)N E  lv‘ * ' t o - v ^ * ) |< —— —  <2-29)
A=h+1 +  1J

barabarsizliyinin odendiyi alinir.
iV(ff) = maxjiVj,N2(гг),iV3(s)} i§are etsak , n>N(s )

§ertini odeyen n nomralari ugun (2.26)-(2.29) 
barabarsizliklari odener. Onda (2.24) barabarsizliyinda
(2.25)-(2.29) miinasibetlerini nazara alsaq

n+p
Z<uk(x)vk(x) <e

k = n+1

barabarsizliyinin, n>N(s) ,  p = 1,2,... olduqda, biitiin xe {x } 
noqtalarinda odendiyini aliriq.
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Ko§i meyarina esasen (2.21) sirasi {x} goxiugunda 
muntezem yigilir. ►

Netice (Dirixle-Abel alamati). Tutaq ki, (2.20) 
funksional s/ras/ {x} goxiugunda muntezem m eh dud xususi
cemlera malikdir, {vw(x)} isa {x} goxlugunun har bir
noqtesinde artmayan ve bu goxluqda s/fra muntezem yigilan 
ardicilliqdir. Onda (2.21) funksional sirasi {x} goxiugunda 
muntezem yigilir.

A  {v;(x)} ardicilligi {x} goxlugunun her bir noqtesinde
artmayan oldugundan ve bu goxluqda miintezem
yigildigmdan miintezem mehdud deyi§meye malikdir. Qunki, 
(2,19) sirasinin S n{x) n-ci xususi cemi [v,(x)- ул+1 (x)J-e
beraberdir. Ona gore de {x} goxiugunda muntezem olaraq

lim S  (x) = lim[v (x) -  v (x)j = v (x)
//— >00 "  //->CO

limiti var. Abelin birinci elametine esasen (2.21) sirasi {x} 
goxiugunda muntezem yigilir. ►

Niimune.
■ y  — sinfoc—  0 )

ы к + (  1 + H)‘
funksional sirasinin muntezem yigilmasini ara§diraq.

4  V (x) = ------—j-т—
« + (1 + |x|)

ardicilligi -oo<x<oo eded oxunun her bir noqtesinde artmir 
va eded oxunda sifra muntezem yigilir.

Dirixle-Abel elametine esasen (2.30) sirasi
oo

sin kx (2.31)
k=i
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sirasimn miintazam mahdud xiisusi camlar ardicilhgina malik 
oldugu ixtiyari goxluqda miintazam yigilacaq. (2.31) sirasimn 
S  0 )  xususi camlarini hesablamaq ugiin

X . , (r  0 f r  0—si nkx = cos к — x-cos к н— X
2 v

eyniliyini 1-dan п-э qadar k nomralari iizra camlayak. 
Naticada

/
n +

1_ . X _ , 4 X
2 sm —S„ (x) = cos— cos 

2 2
barabarliyini aliriq. Buradan

x ( 1
cos— cos n + —

SH(X) = ----  ^
2 sin —

2
Sonuncu miinasibatdan ixtiyari n nomrasi iigiin

Is (x)|< 1
. X 

S i l l  -
2

barabarsizliyini aliriq. Bu barabarsizlikdan aydin olur ki,
(2.31) sirasimn {£,(*)} xiisusi camlar ardicilligi
xm = 2тт  , m = 0+1,... noqtalarini oziinda saxlamayan
ixtiyari qeyd olunmu§ pargada miintazam mehdud olur.

Belalikla (2.30) sirasi x/#i= 2 mn, m = 0+1,...

noqtalarini oziinda saxlamayan ixtiyari qeyd olunmu§ 
pargada miintazam yigilir. ►

Numuna.

sin be к +1 + jxj j

:[*+(l+|*D * k + |лi l
I
к = 1

sirasimn miintazam yigilmasini ara§diraq.
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4  (2.30) sirasi xm = 2лт, m -  0,±1,... noqtalarini
oziinda saxlayan ixtiyari qeyd olunmu§ pargada muntazam 
yigildigindan, onun caminin mahdud funksiya olmasindan,

к + 1 + |x|
k + \x

ardicilligimn ixtiyari pargada muntazam mahdud dayi§maya
(gunki

<°o) malik olmasindan va limitinin v(x) = l olmasindan
ы к
aydin olur ki, baxiian sira Abelin ikinci alamatindaki bOtun 
§artlari ddayir. Ona gora da bu sira xm =2тл , m -  0,±1,...
noqtalarini ozunda saxlamayan ixtiyari qeyd olunmu§ 
pargada muntazam yigilir. ►

Qeyd edak ki, baxiian iki numunani Veyer§trass 
alamati ila ara§dirsaq gorarik ki, har iki sira
(-ao,-cr]U[o-,+oo), cr>0 goxlugunda muntazam yigiiirlar.

Em fazasimn har hansi {x} goxlugunu goturak. Tutaq 
ki, x0 noqtasi {x} goxiugunun limit noqtasidir. Qeyd edak ki, 
x noqtasinin {x} goxluguna daxil olmasi taiab olunmur. 

Teorem 2.7. Tutaq ki,

(k + |x|)(& +1 + |x|)

§ 3. Hadbahad limita kegma teoremlari

(2.32)

71



funksional sirasi {x} goxiugunda S(x) свт'тэ muntezem 
yigilir ve her b ir uk(x) heddinin x0 noqtesinde

lim w (x) = b

lim iti var. Onda S(x) ceminin de x0 noqtesinde lim iti var ve 

lim£(x) = y  lim и (x) = У ]b , (2.33)
v _ » .v  x->x„ A=1

yeni lim ve ]T simvollarinm yerlerini deyi§mek olar (ve ya 
hedbehed limite kegmek olar).

CO

4  Gvvalca 2 ]bk sirasinin yigildigim isbat edak. (2.32)
k=\

sirasi {x} goxiugunda mGntazam yigildigmdan Ko§i meyarina 
asasan ixtiyari s > 0 adadi Qgiin ela N(s) nomrasi tapmaq 
mumkGndur ki, ixtiyari n>N(s)  nomrasi, ixtiyari p natural 
adadi ve bGtGn x € {x} noqtalari Ggun

W  + u„*2 (*) + ■•• + u,„„ W| < Ф
barabarsizliyi odansin. Bu barabarsizlikda n va p 
nomralarini qeyd etsak va x -> x0 olduqda limita kegsak ,

b .+b  . +... + b < e /2 < e
и+1 u+  2 n + p  '

barabarsizliyinin har bir n>N(e)  va har bir p  natural adadi

ugun odandiyi aydin olar. Ko§i meyarina asasan ^ b k sirasi
Ы]

yigilir.
indi isa (2.33) barabarliyini isbat edak. Onun ugQn {x} 

goxlugunun x0 noqtasinin yaxm atrafindan olan butun x 

noqtalari ugun

ад- IX*=i
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ferqini qiymatlandirak. S(x) funksiyasi (2.32) sirasimn cemi 
oldugundan ,

/f=i

fr=i /ы
+ I X  w

*=1 А=н+1

+

*=«+1
<

*=//+1 I **=«+!
(2.34)

miinasibati biitOn x e {x } noqtalarinda odanir.
oo

ixtiyari s>0  adadini qeyd edak. ^ b k sirasi
A=1

yigildigindan, ]£ ]«л(х) sirasim isa {x} goxlugunda muntazam
*=i

yigildigindan qeyd olunmu§ s adadi ugiin eia n nomrasi var 
ki, biitiin x e {x} noqtalarinda

*=«+!
< s/Ъ

*=и+1
< s/3 (2.35)

olar.
Sonlu cemin limiti toplananlarin limitlari camina 

barabar olduguna asasan qeyd olunmu§ s va n adadlari 
iigiin ela £> 0  adadi var ki, 0 < p(x,x0) <S §artini odayan
x e {x} noqtalarinda

/c=l A ' = l

< ff/3 (2.36)

olar.
(2.34)-(2.36) miinasibatlarindan

*=i
< £ 0 < p(x,x ) < J  , x e {x}

qiymatlandirmasi alimr. Bu isa S(x) caminin x0 noqtasinda
limitinin varligini va (2.33) barabarliyinin dogrulugunu 
gostarir. ►
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Funksional ardicilliqlar Qgun 2.7 teoremi a§agidaki 
§akilda ifada olunur.

Teorem 2 .7 *  Tutaq ki, [ fn (x)} funksional ardicilligi {x}
goxlugunda f  (x) lim it funksiyasina muntazam yigilir va har 
birf X х ) haddinin x0 noqtasinda lim iti var. Onda f ( x )  lim it 
funksiyasmm da x0 noqtasinda lim iti var va

yani lim , lim simvollarin/n yerlarini dayi§mek olar (va ya

x —> Xq olduqda hadbahad Umita kegmak olar).
Natica 1 (Funksional siranin caminin kesilmezliyi). 

Tutaq ki, x0 noqtasi {x} goxluguna daxildir, (2.32) sirasi {x}

goxlugunda S(x) camina muntazam yigilir va uk(x) 

funksiyalan x0 noqtasinda kasilmazdirlar. Onda S(x) cami 
da x0 noqtasinda kasilmazdir.

4  Dogrudan da, bu halda 2.7 teoreminde bk = u k(x0) 
olur. Ona goro da (2.33) barabarliyinden alinir ki,

Bu isa S(x) caminin x0 noqtasinda kasilmaz olmasim 
gostarir. ►

Natica 2  (Funksional ardicilhgm limitinin kasilmazliyi).
Tutaq ki, x0 noqtasi {x} goxluguna daxildir, {/„(x)}

ardicilligimn hadlari x0 noqtasinda kasilmazdirlar ve bu 
ardiciliiq {x} goxlugunda muntazem yigilir. Onda {/,(x)} 

ardicilligimn /(x) lim it funksiyasi da x0 noqtasinde 
kesilmazdir, yani

lim f [ x )  = lim f n(x0) = / (x 0) .
« -> c o

-  lim lim /,(x ) ,
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Qeyd edak ki, hadlari kasilmaz olan funksional
ardicilligm muntazam yigilmasi onun limit funksiyasinm
kasilmaz olmasi ugQn ancaq kafi §artdir (zaruri §art deyil).

v 2 yix
Dogrudan da, /„ (* )  =  г т  » я = 1,2,... kasilmaz

funksiyalar ardicilligi 0<x<+oo yarimoxunda / ( * )  = 0 
kasilmaz funksiyasina qeyri mGntazam yigilir (II fasil, §1). 
Muayyan sinif ardicilliqlar Ggun isa mGntazam yigilma limit 
funksiyasinm kasilmaziiyi Ggun ham da zaruridir (Dini 
teoremi).

§ 4. Funksional ardicilliqlarin va funksional siralarin 
hadbahad inteqrallanmasi

A§agidaki asas teoremi isbat edak.
Teorem 2.8. Tutaq ki, {/„(*)} funksional ardicilligi 

[ia,b] pargasinda f { x )  lim it funksiyasina muntazam yig ilir va 
har b ir f n{x) funksiyasi bu pargada inteqrallamr. Onda f ( x )  

limit funksiyasi da [a,b] pargasinda inteqrallamr va

4  9vvalca gostarak ki, f { x )  limit funksiyasi [a,b] 
pargasinda inteqrallamr.

ixtiyari £->0 adadini qeyd edak. isbat edak ki, f ( x )
funksiyasi GgGn [a,b] pargasimn heg olmasa bir bolgGsu var 
ki, bu bolgGya uygun S  va s yuxari va a§agi inteqral 
camlari

5 — s < s
barabarsiziiyini odayir. Bunun ugun qeyd oiunmu§ ^> 0  
edadina uygun ela n nomrasi tapmaq kifayatdir ki, [a,b] 
pargasimn ixtiyari bolgusu Ggun f ( x )  funksiyasinm S  va ^

a a
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yuxari ve a§agi cemlari ile f n(x) funksiyasinin S„ ve s„ 
yuxan ve a§agi cemieri arasmda

s - i i  (S.- * . ) + !  (2.37)

alaqasi olsun (dogrudan da, (2.37) barabarsizliyi ixtiyari 
bolgu ve muayyan n nomrasi ugun isbat olunarsa, onda 
/,(x) funksiyasi [a,b] pargasinda inteqrallandigina gore ele 
bolgu sega bilarik ki, S„-sH<s/2 boraborsizliyi odansin.
Onda (2.37) munasibatindan S - s < e  barabarsizliyinin 
dogrulugu alinar, yani / (x )  funksiyasi [a,b] pargasinda 
inteqrallanar.)

[<a,b] pargasmi {xA.} (£ = 1,2,...,/и) bolgusu vasitasila
m sayda [хАЧ, xk ] pargalarina bolek. М Л  K ( / „ ) )  ila 
f i x )  ( f j x ) )  funksiyasinin [xk_,, x j  pargasindaki raqsini 
i§ara edak:

( / )  = sup / (* )  -  inf f { x ) .
xe[x,.,xk ] >A> J

ixtiyari n nomrasi va ixtiyari x',x" e |xA.4 ,x J  noqtalari йдйп 
dogru olan

f ( x ' )  -  f i x ’ ) 3 1f i x ' )  -  f t (x')J+1f n i x )  - / „ ( * ') ]+ 1/„ (x")~ f i x " )  j

eyniliyindan
|/(x') -  /(x")| < | / M  -  f n (X*)| + I f „  CO -  fn (X"i +

+| Л  ( * " ) - /(* " ) !  (2.38)

barabarsizliyi almir.
{ /  (x)} ardicilligi [«,6] pargasinda f (x )  funksiyasma

muntazam yigildigindan ixtiyari £>0 adadi ugun ela n 
nomrasi var ki, bu parganm ixtiyari x noqtasinda
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\ f ( x)- . f (x )\<— —  (2.39)
1 1 4 (b-a)

olar. (2.39) barabarsizliyini x - x  va x = x" olduqda (2.38) 
barabarsizliyinin sag tarafinda nazara alaq:

| / ( x ' ) - / ( ^ ) | ^ | / „ ( x ' ) - / n(x")| + ̂ :^ . (2.40)

[x4 l , x j  pargasindan gotiirulmu? ixtiyari x va x’ noqtalari
ugun

\ f „ { x ) - f u{x")\<0k( f n) 
barabarsizliyi ddandiyindan (2.40) munasibatindan

| / ( х ) - / ( х ’) |< ^ ( ,/ ; ,)  + - - ^  (2.41)

barabarsizliyi ahnir.
/ ( x ) funksiyasinm |xA., , x j  pargasindaki daqiq a§agi

va daqiq yuxari sarhaddini uygun olaraq mk va M k ila i§ara
edak. Daqiq sarhadlarin tarafina asasan [x*_,,x*]
pargasindan iki ela {x 'jva  {x"} (/7 = 1,2,...) noqtalar
ardicilliqi gostarmak olar ki,

l i m x ( = M t , lim x" = w.

(2.41) barabarsizliyina asasan ixtiyari p Qgun

\ f (x 'p) -  / ( <  )| < % (/„ )  + .

Bu barabarsizlikda /? - » oo olduqda limita kegsak va 
Mk - m k =cok( f )  oldugunu nazara alsaq

^ ^ / ) < ^ (/ j  + - _ i - -  (2.42)

barabarsizliyi alinar.
(2.42) barabarsizliyinin har tarafini Ax,,. = xk -  x*_,

adadina vurub, alinan munasibatlari к (к = l,2,...,w) Qzra
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camlasak (2.37) barabarsiziiyini alariq. Belelikle /(x )  limit 
funksiyasinm [a,b] pargasinda inteqrallandigi isbat olundu.

indi isa teoremin ikinci hissasini isbat edak. {/„(x)} 
ardicilligi \a,b] pargasinda /(x )  limit funksiyasina muntazam 
yigildigmdan, ixtiyari ^ > 0  adadi Ggun ela N(e) nomrasi 
var ki, bQtun x<s [a,b] noqtalarinda

| / ,0 )-/ (* )| <  n > N(e) .
2 (b-a)

Buna gora da n > N ( s )  olduqda
b b b
j f n( x ) d x - j f( x ) d x  = J [ A  (x ) -  /(x)]c6r <

^ j) f „  (*) -  f(x)\dx < \dx = | < e

Teorem isbat olundu. ►
Funksional siralar йдйп 2.8 teoremi a§agidaki §akilda 

ifada olunur.
Teorem 2.8* Tutaq ki,

CO

Ы
sirasi [a,b] pargasinda S{x) comine muntazam yig ilir va har 
bir uk(x) haddi bu pargada inteqraiiamr. Onda S(x) cami 
da [a,b] pargasinda inteqraiiamr va

л b b
X! j uk(x)dx = Jsoodk •

а а

Qeyd edak ki, 2.8 va 2.8* teoremlarinda muntazam 
yigilma §arti ancaq kafi §artdir (zaruri deyil).Dogrudan da, 
x ") funksionai ardicilligi 0 < x < l  pargasinda

|0, 0 < x < 1 olduqda,
|l, x = 1 olduqda
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limit funksiyasma muntazam yigilmir. Buna baxmayaraq

Onu da qeyd edak ki, hadbahad inteqrallama

§artdir.Dogrudan da,
f n (x) = 4 nx2e~m , 0 < x < 1

funksional ardicilligi f (x )  = 0 funksiyasma [0,1] pargasinda 
muntazam yigilmir va

§ 5. Funksional ardicilliqlann va funksional siralarin 
hadbahad diferensiallanmasi

Tutaq ki, / (x )  funksiyasi [a,b] pargasinda tayin 
olunmu§dur. /(x )  funksiyasinin [a,b] pargasinda toramasi 
var dedikda bu funksiyasinin [a,b] pargasinm daxili 
noqtalarinda adi (ikitarafli) toramasinin, a noqtasinda 
f ' ( a + 0) sag toramasinin va b noqtasinda isa f \ b -  0) sol 
toramasinin oldugunu ba§a du§acayik.

Teorem 2.9. Tutaq ki, {/„(*)} funksional ardicilligmin
her bir heddinin [a, b] pargasinda toremesi var, { / /  (x)} 
ardicilligi [a,b] pargasinda muntazam yigilir ve {/„(X)} 
ardicilligi mueyyen x0 & [a,b\ noqtesinde ytgiiir. Onda { /X х)}

/(x) funksiyasi [0,1] pargasinda inteqrallamr va

teoremlarindaki muntazam yigilma §arti tabii

J*4wc'e nx dx = 1 -  e " , J / {x)dx = 0
о 0



ardicilligi bu pargada тйэууэп f ( x )  lim it funksiyasina 
muntazam yigilir, f ( x )  funksiyasmm [a,b] pargasinda 
toramasi var va f \ x )  funksiyasi (x)} ardicilligimn limit 
funksiyasidir:

f '  (x) = lim f l  (x)
//—>00

A 0W0lc9 {/,0 )1  ardicilligimn [a,b] pargasinda 
muntazam yigildigim isbat edak. {/„(x0)} ardicilligi yigildigina 
V9 {/„'(x)} ardicilligi [a,b] pargasinda muntazam yigildigina 
gor© ixtiyari £>0 adadi ugun ele N(e) nomrasi var ki, 
ixtiyari n > N{e) nomrasi vo ixtiyari p natural adadi ugun

< x e [a,h\

(2.43)

(2.44)
2 (b-d)  

b0rab0 rsizlikl0ri odanir.
Tutaq ki, x [a,b] pargasimn ixtiyari noqtasidir. ixtiyari

qeyd olunmu§ n vo p nomralari Qgun | / J+p(0~/*,(0 j 
funksiyasi x vo x0 noqtalari ilo mahdudla§mi§ pargada 
Laqranj teoreminin §artlarini odayir. Ona gora da x va x0 
noqtalari arasinda ela f  noqtasi var ki,

[ / „ ♦  p W  -  f n  ( * ) ] "  [fn*p  O o  )  -  f n  ( * 0  ) ] :=  \ fL P(.4 )  -  f n  ( 4 ) h  -  * 0  ) ■

|x-x0|< b - a  oldugundan (2.43) va (2.44) baraarsizliklarina 
asasan ixtiyari n > N ( s ) } ixtiyari p natural adadi va butun 
xe[a,b]  noqtalarinda

+

X  —  X n <  i — £
1 01 2 2
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Ko§i meyarina esasen {/„(*)} ardicilligi [a, b] 
pirgasmda mueyyen /(x ) limit funksiyasina muntezem 
yigilir.

indi ise /(x ) limit funksiyasinm [a,b] pargasinda 
toremesinin olmasmi gosterek.

[a,b] pargasimn her hansi x noqtesini qeyd edek. Bu 
noqte ugun ele S  > 0 ededi segek ki, x noqtesinin S  etrafi 
[a,b] pargasina daxil olsun (x noqtesi [a,b] pargasimn uc 
noqtesi olarsa, onda x = a olduqda [a, a + 8) yarimintervali, 
x = b olduqda ise (b-S,b]  yarimintervali segilir). 
a < x < b  olduqda 0<|Ax|<£ berabersizliyini, x - a  olduqda
0<Ax < 6  berabersizliyini, x = b olduqda ise -J < A x < 0  
berabersizliyini odeyen Ax ededier goxlugunu {Ax} ile 
i§are edek. Gosterek ki, Ax arqumentinden asili

<pn(Ax) = (2.45)
Ax

ardicilligi (Ax) goxiugunda muntezem yigilir. f*(x)  ardicilligi
muntezem yigildigmdan Ko§i meyarina esasen ixtiyari £->0 
ededi iigun ele N(e) nomresi var ki, n > N{s) olduqda

&,(*)-fu*i<e (2-46>
berabersizliyi ixtiyari p  natural ededi ve butGn xe[a,b]  ugun 
odenir.

indi ise {Ax} goxluguna daxil olan ixtiyari Ax ededini
qeyd edek. [ fn+p( t ) - f „ ( t ) \  funksiyasina x ve x + Ax
noqteleri ile mehdudlanmi§ pargada Laqranj teoremini tetbiq 
edek (burada n ve p qeyd olunmu§ ixtiyari nomrelerdir).

[/„,,, (x + A x ) -  /„  (x  +  A x )]- [/„+, 0 0  -  /„  (* )]

Ax

= fLp (x + Otoe) -  /» (* + 0 < 0 < 1
Bu beraberlikde (2.45) i§arelemesini nezere alaq
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<р ,» р (д * )  -  <р„ сл * ) = f L p  о + ^д*) -  / » о + •
Burada isa (2.46) munasibatini nazara alsaq

| ^ ( ^ ) - ^ ( ^ ) | < ^  
barabarsizliyi ixtiyari n > N ( e ) va ixtiyari p natural adadi 
iigun butdn Axe {Ax} noqtalarinda odanar. Onda Ko§i 
meyarina asasan {r/?,;(Ax)} ardicilligi {Ax} goxlugunda 
muntazam yigilar. Ona gora da bu ardicilliga hadbahad limit© 
kegma teoremini tatbiq etmak olar. {^„(Ax)} ardicilligmm limit
funksiyasi

f i x  + Ax) -  /(x )
Ax

oldugundan ,

lim / ( x  + A x ) - /W  = 1 . m

Д х-> 0 Д у  Д х - » 0

lim L ( x  + bx)-.f„(x)

lim (pn (Ax) = lim lim (pn (Ax)
-  - — n~*<x> L A * - * *

lim
/ / -»  oo Дл'^со Ax

= lim f ' i x )
//->00

olar.
Belalikla, /(x ) limit funksiyasinin x noqtasinda

toramasi var va f ' i x )  = lim f '  (x). Teorem isbat olundu. ►
/ )-> «>

Funksional siralar ugun 2.9 teoremi a§agidaki kimi 
ifada olunur.

Teorem 2.9*. Tutaq ki,

uk{x) (2.47)
/Ы1

funksional sirasimn her bir heddinin [a,b] pargasinda 
toremesi var;

X «*(x )
k=l
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sirasi [cub] pargasinda muntezem yigilir, (2.47) sirasi ise 
[<a,b] pargasimn mueyyen x0 noqtesinde yigilir. Onda (2.47) 
sirasi [a,b] pargasinda mueyyen S{x) cemine mQntezem 
yigilir, S(x) ceminin bu pargada toremesi var ve

S'(x) = Y Ju/k(x).
k=\

Qeyd edek ki, 2.9 teoreminde {//(x)} ardicilliginm
muntezem yigiima §erti pozulduqda teoremin hokmi) dogru 
olmaya biler. Dogrudan da,

f n (x) = ~  + V ri2 x~ +1)
n

ardicilligi [-1,1] pargasinda f (x )  = 0 limit funksiyasina yigilir,

■£(*) = , Л...
V n~x +1

ardicilligi ise
0, x Ф 0 olduqda,
1, x = 0 olduqda 

limit funksiyasina muntezem yigilmir ve

lim f n  (0) -  lim
1

|*=o = 1 *  /  (0) = 0
Уs]n2X2 +1

2.9 teoreminden netice olaraq a§agidaki teorem alinir.
Teorem 2.10. Tutaq ki, {/„(x)} ardicilliginm her bir

heddinin [a,b] pargasinda ibtidai funksiyasi var ve bu 
ardicilhq [a,b] pargasinda / (x )  lim it funksiyasina muntezem 
yigilir. Onda f ( x )  lim it funksiyasinm bu pargada ibtidai 
funksiyasi var. Bundan elave, /„(x) funksiyalanmn Ф„(х) 

ibtidai funksiyalari mueyyen x0 e [a,b] noqtesinde Ф„Оо)= 0 

§ertini odeyirlerse, onda {Ф„(х)} ardicilligi [a,b] pargasinda 
f(x) funksiyasinm Ф(хо) = 0 §ertini odeyen Ф(х) ibtidai 
funksiyasina muntezem yigilir.
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4  Ф и(х0) = 0 §artini odayan Ф и(х) ibtldai funksiyalar 
ardigilligi 2.9 teoreminin §artlarini odayir. Ona gora da Ф„(х) 

ardicilligi Ф(х) limit funksiyasina [a,b] pargasinda muntazam 
yigilir, bu pargada Ф(х) funksiyasinin toramasi var va

Ф /(х) = Иш/и(х). ►
/ / - »  CO

Muntazam yigilan funksional ardicilliqlar va siralarin 
xassalarindan a§agidaki natica alinir.

Notice. Veriimi§ noqtada lim iti olan funksiyalar sinfi, 
kasilmaz funksiyalar sinfi, inteqrallanan funksiyiar sinfi, 
ibtidai funksiyasi olan funksiyalar sinfi va diferensiallanan 
funksiyalar sinfi (toramaiarin muntazam yigildigi halda) 
miintazam yigilmaya nazaran qapalidir.

§ 6. Quwat siralari

Tutaq ki, c0,c]v..cw,... har hansi adadi ardicilliqdir.

скхк — cQ + cix + c2x2 + ... + cux" + ... (2.48)
k= 0

funksional sirasina va ya
00

*=0 (2.49)
+... + cH(x -x 0)" +... 

funksional sirasina quwat sirasi deyilir. sabitlari
isa quwat sirasmin amsaliari adiamr.

Aydindtr ki, (2.49) sirasi r = x - x 0 avazlamasi
vasitasila (2.48) sirasina gatirilir. Bu sababdan da biz (2.48) 
sirasina baxmaqla kifayatianacayik. Funksiyanm quwat 
sirasi §aklinda gostarilmasi nazari tadqiqatlarda va taqribi 
hesablamalarda geni§ tatbiq olunur.
1. Quwat sirasmin yigilma oblasti. Quwat sirasmin yigiima 
oblastinin qurul§unu oyranak. Aydindir ki, (2.48) quwat sirasi 
x = 0 noqtasinda yigilir. ixtiyari funksional siranin yigiima
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oblast! gox murakkab qurulu§a maiik ola bilar. Ancaq quvvat 
sirasimn yigilma oblasti x oxu uzarinda yerla§an va parga, 
ya yariminterval, ya da intervaldir (bu interval ( - 00,+00) oxu 
ila ust usta dii§a bilar, x = 0 noqtasina cirla§a bilar). Ela 
qOvvat sirasi var ki, 0 ancaq x = 0 noqtasinda yigilir.

00

Masalan, n\xn sirasi ancaq x = 0 noqtasinda
«=0

yigilir.Dogrudan da, x * 0  olduqda
('и + П!|хГ+1 

1 im -——  = lim(w + l)|x| = +00
«->00 ĵJxJ71 «->00

munasibati odandiyindan Daiamber alamatina asasan
QO

]Гя !х" sirasi x^O  noqtalarinda dagilir.
//=0

Butun eded oxunda yigilan quvvat sirasina nOmuna
05 xtlolaraq У —  sirasim gostarmak olar. Daiamber alamatina

„=0 n\
asasan bu siramn ( - 00,+00) intervalmda yigildigim asanliqla
yoxlamaq olar.

Malum oldugu kimi 
1 + x + x2 +... + x? +... 

sirasi |x| < 1 olduqda yigilir, |x| > 1 olduqda isa dagilir.
Belalikla bu siramn yigilma oblasti (-1,1) intervalidir.

(2.48) sirasimn amsallarimn vasitasi ila
(« = 1,2.-) (2.50)

ardicilligim duzaldak.
iki hal mumkiindur: 1) (2.50) ardicilligi qeyri-

mahduddur; 2) (2.50) ardicilligi mahduddur.
2) halinda (2.50) ardicilligimn sonlu yuxari limiti var.

Bu limiti L ila i§ara edak. (2.50) ardicilligimn hadlari 
manfi olmadigma gora L > 0.
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Belalikla, a§agidaki ug hal mumkundur: a) (2.50) 
ardicilligi qeyri mahduddur; b) (2.50) ardicilligi mahduddur va 
yuxari limiti L>  0, c) (2.50) ardicilligi mahduddur va yuxari 
limiti L = 0.

Teorem 2.11 (Ko§i-Adamar teoremi). a) (2.50) 
ardicilligi qeyri-mahduddursa, onda (2.48) quwat sirasi 
ancaq x -  0 noqtasinda yigilir.
b) (2.50) ardicilligi mahduddursa va onun yuxari lim iti 
miisbatdirsa, yani L>  0 olarsa, onda (2.48) quwat sirasi
i l l  i l l\x\ < — §ertini odayan x noqtalarinda mutiaq ytgihr, |x > — 

L L
§artini odayan x noqtalarinda isa dagilir.
c) (2.50) ardicilligi mahduddursa va onun yuxari lim iti 
sifirdirsa, yani 1 = 0 olarsa, onda (2.48) sirasi ixtiyari x 
noqtasinda miitlaq yigilir.

A a) Tutaq ki, (2.50) ardicilligi qeyri-mahduddur. 
Onda ixtiyari x *  0 ugun

X V c j =« c x

ardicilligi da qeyri-mahduddur. Kifayat qadar boyuk n

nomralari ugun Jc„xn > 1 va ya cnxn > 1 barabarsizliyi

odanir. Bu onu gostarir ki, x*Q  olduqda (2.48) sirasmin 
yigilmasi Qgun zaruri §art pozulub. Demali, (2.48) sirasi 
ixtiyari x * 0  noqtasinda dagilir.

b) Tutaq ki, (2.50) ardicilligi mahduddur va onun 
yuxari limiti mGsbatdir, yani L>0 .

1) Ы < — §artini odayan ixtiyari x noqtasini qeyd
L

edak. Ela £>0 adadi var ki, |x|<—~— . Yuxari limitin
1 1 L + s

xassasina asasan muayyan ne nomrasindan ba§layaraq 

’ij\cn\ ardicilligimn butun hadlari
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berabersizliyini odeyir. Onda bu ne nomresinden ba§layaraq 
butun nomreler ugiin

C..X = m e  j  <
J + 8 /

,/2
L + s

< 1.

yigilr.
Ko§i elametine esasen (2.48) qQvvet sirasi mutleq

2) |x|> — §ertini odeyen ixtiyari x noqtesini qeyd
L

edek. Ele £>0 ededi var ki, Ixl>
1

L
. Yuxari limitin terifine

esasen (2.50) ardicilligindan L ededine yigilan 

(k = 1,2,..,) alt ardicilligi ayirmaq olar. Aydindir ki,

mueyyen кe nomresinden ba§layaraq

L -s  < "*l <L + s

berabersizliyi odener. Hemin kz nomresinden ba§layaraq
L - s

с x"к =  X

munasibeti ve ya

>
L - s

= 1

>1

berabersizliyi odener. Bu ise (2.48) sirasinin yigilmasi iigun 
zeruri §ertin pozuldugunu gosterir. Belelikle, (2.48) sirasi 
dagilir.

c) Tutaq ki, (2.50) ardicilligi mehduddur ve onun 
yuxari limiti 1 = 0. (2.48) sirasinin ixtiyari x ugun mutleq 
yigildigmi gosterek.

ixtiyari х ф О  ( x  =  0  olduqda (2.48) sirass mutleq 
yigilir) noqtesini qeyd edek. L = 0 oldugundan ve (2.50) 
ardicilliginm hedlerinin menfi olmamasmdan aydin olur ki, 
L -  0 bu ardicilligm yegane limit noqtesidir. Bu ise (2.50)



ardicilligimn sonsuz kigik oldugunu gostarir. Onda
2|x|

mijsbat adadina qar§i ela nQ nomrasi gostarmak olar ki, 
n > n{) nomralari ugun

barabarsizliyi odanar. Ko§i alamatina asasan (2.48) sirasi 
mutlaq yigilir. Teorem isbat olundu. ^

Ko§i-Adamar teoremindan a§agidaki fundamental 
taklif alinir.

Teorem 2.12. (2.48) quvvat sirasi ancaq x = 0 
noqtasinda yigilan sira deyi/sa, onda ela musbat R adadi
(R = +oo hah da mumkundur) var ki, bu sira jx| < R olduqda

mutleq yigilir, |x| > R olduqda isa dagilir.
Bu teoremdaki R adadi (2.48) quvvat sirasimn 

yigilma radiusu, (~R,R) interval! isa bu siramn yigilma araligi 
adlamr. R yigilma radiusu

( lim«/|cl = 0 olduqda R = со) dusturu ila hesablamr.

Qeyd. Yigilma araliginm uclarmda, yani x = -R  va 
x = R noqtalarinda quvvat sirasi yigiia da bilar, dagila da 
bilar. Bu sababdan da qGvvat sirasimn yigilma oblastim 
tapdiqda yigilma araliginm uclarmda onun yigilmasini tadaiq 
etmak lazimdir.

Buna gore da n>n0 olduqda

(2.51)



Numuna. ^ ( -1 ) "  ' nx" sirasmin yigilma oblastim
//-]

tapin.
A cn =(-1 )"~]n oldugundan 

L = limJlc' I = limrfn = lim yfn = 1.
/?—>00 VI I П—>oo «-»oo

Buradan j?= — = 1. Sira - \ < x < l  intervalinda miitlaq

yigilir.
x = —1 noqtasinda siranin yigilmasim ara§diraq.

Baxiian sirada jc = —1 gotiirsak

J = £ ( - „ ) .
n=l n=l >1=1

Siranin yigilmasi ugun zaruri §art odanmadiyindan
CO

] £ ( - l)"~lnx" sirasi x = - l  noqtasinda dagilir.
//=1

00

x = l olduqda isa ^ ] ( - l ) w_1rc adadi sirasi alinir. Bu
/>=1

halda da siranin yigilmasi QgQn zaruri §art odanmir 
({(-I)"-1/?} ardicilligimn limiti yoxdur). Belalikla, x = l 
noqtasinda da

2 ) ( - i  r ' n x "
/7=1

sirasi dagilir. Verilmi§ siranin yigilma oblasti - \ < x < \  
intervalidir. ►

Numuna. —— xn sirasmin yigilma oblastim tapin.
и=1 n2

A с = -—— oldugundan
" nV



Buradan aydin oiur ki, verilmi§ sira - 2 < x < 2  intervalinda 
miitlaq yigilir.

x - - 2  oiduqda
°° ( i v <-̂  °° ( 03 1

£ M _ ( - 2 ) »  = £ < = ! ! _ = - £ l
»=i n2 h=i n

dagilan sira (harmonik sira) almir.

x = 2 olduqda iso Y - —-—  yigilan sirasi (Leybnis 
t?  и

sirasi) alinir.
« (-IVм

Beleliklo, sirasimn yigilma oblasti
w=i w2

-2  <x < 2 yarimintervalidir. ►

Numuna. > -— x" sirasimn yigilma oblastini tapin.
n=2 П

A R = — J = =  =  - L =  = I  = 1
lim”/ «—  l i m »  j —

V n In и V « In n
oldugundan veriimi§ sira - l < x < l  intervalinda mutlaq yigilir.

CO /  i \ 2 « - l  QO f  I  \  I I —I

x = - \  olduqda Y - —- — , x = 1 olduqda isa Y - —- — 
t i  will n t i  win и

00 f—1)H_!
miitlaq yigilan siralari alindigindan Y - —~—xn sirasi [-1,1]

t i n  In n
pargasinda mutlaq yigilir. ►

2. Quvvat sirasimn caminin kasilmazliyi. Tutaq ki,
(2.48) quvvat sirasimn yigilma radiusu R> 0 adadina 
barabardir.

Lemma. r  <R §artini odayan ixtiyari r  musbat adadi 
ugun (2.48) sirasi [ - r , r ]  pargasinda muntazam yigiiir.

A 2.12 teoremina asasan (2.48) sirasi x = r  
noqtasinda mutlaq yigilir, yani
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1 Ф 1 Ы '- "н=]
sirasi yigilir. Bu sira (2.48) sirasi йдйп [ ~ r j ]  pargasinda 
majorant siradir. Veyer§trass alamatina asasan (2.48) sirasi 
[- r ,r ]  pargasinda irmntazam yigilir. ►

Netice. Lemmanm §art!ari odandikda (2.48) sirasinin 
cami [~r, r] pargasinda kasilmez funksiyadtr.

Teorem 2.13. Quvvet sirasinin cami onun yigilma 
arahgi daxiiinda kasiimaz funksiyadtr.

4  Tutaq ki, S(x) (2.48) qйvvэt sirasinin cami, R isa 
onun yigilma radiusudur. (2.48) sirasinin yigilma araligina 
daxil olan ixtiyari x0 noqtasini qeyd edak. Aydindir ki,

|x0J < R barabarsizliyi odanir. Onda ela r adadi tapmaq olar 

ki, jx01 < r  < R barabarsizliyi odansin. Naticaya asasan S(x) 

funksiyasi [ - r , r ]  pargasinda kasilmazdir. x0e[- r , r ]  
oldugundan S(x) funksiyasi x0 noqtasinda kasilmazdir.
Teorem isbat olundu. ►

Qeyd edak ki, x = -R  va x = R noqtalarinda (2.48) 
sirasi yigilarsa, onda bu noqtalarda S(x) kasiimaz olar. Bu 
hokm a§agidaki teoremda ifada olunur.

Teorem 2.14 (Abel teoremi). (2.48) qi/vvat sirasi x = R 
noqtasinda yigilirsa, onda onun cami R noqtasinda soldan 
kasilmazdir, yarn'

oo oo

lim Six) -  lim V  c,xk = 'V c,Rk .
x^R-0 v 7 X->R-Q f t  k f t  k

k - 0  k = 0

4  Teoremin isbati йдйп (2.48) sirasinin [0,R] 
pargasinda irmntazam yigildigmi gostarmak kifayatdir.

.S’ =c tR,n[+... + c Rn+P , p —1,2,...
II,l> // + 1 n+p  7

i§ara edak. Aydindir ki,
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с R " * r = S  - S
n+p  n yp n ,p - 1 (2.52)

Ixtiyari £->0 ededini qeyd edek. Y^ckRk sirasi
*=0

yigildigindan Ko§i meyarina esasen eie N(s) nomresi var ki, 
ixtiyari n > N(e) nomresi iigiin

Sn ,k
< к = 0,1,2,... . (2.53)

xe[0,R] olduqda X

J \R j
< <

R
<1

berabersizliklerini ve (2.52), (2.53) munasibetlerini nezere 
alsaq ixtiyari n > N(e) , p = 1,2,... iigiin

c x"+1 + с x"+2 + c x"+pL;j+1A ^^п+2л •̂•■{-п+рл = с /Г+!c//+liv
X

J J

H+l

+ ...+ c „,R ’•*" хУ'*Р
R)

s
/1,1

/  \  /J+l /  \  n+2
' X ] f X

RRJ

+ Cn+ 2^

+

n+2 ( x ) n+ 2

+

+  .S
i i ,2

/ \ n+2 / \ n+3
' X ) X }

R R
+ . . . +

//,/7 -1

L

i YhH _ ( V T '
V«J U J + s j f

n+p X
~R

\//+i 

)

, n+2

R
+

+ \Sn ,  2 R

f  Y'+3 ' X '

\R j
+ ...+ 5n,p-\

г x /  x у i+p

v *J  “ U J
+
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Ko§i meyarina asasan (2.48) sirasi [0,i?] pargasinda 
miintazam yigilir. Teorem isbat olundu. ►

Qeyd edak ki, (2.48) sirasi x = -R  noqtasinda 
yigildiqda onun cami bu noqtada sagdan kasilmaz olur.

Belaiikla, aydin olur ki, qiivvat sirasimn cami onun 
yigilma oblastinda kasilmaz funksiyadir.

10 x 11
Numuna. Y ( - iy M ■■' 2- sirasimn yigilma oblasti

t i  win n
[-1,1] pargasi oldugundan, onun cami bu pargada kasilmaz 
funksiyadir.

Numuna. Y - —-— x" sirasimn yigilma oblasti (-1,1]
£ i n

yarimintervah oldugundan, bu siranm cami (-1,1] 
yarimintervalinda kasilmazdir.

— 1 < x < 1 intervalinda
00 ( — IV

Y ^ — Xя — ln(l + x)
,,=1 n

oldugundan , 2.14 teoremina asasan,
oc f  1 \ W — 1 со /  1 Ч И - 1

lim Y i - ^ — X" = Y - — -—  = lim ln(l + x) = ln2*->1-0 yi ft jr->l~0«=1 n w=l ,L

Belaiikla, Y - —-—  Leybnis sirasimn cami ln2 adadidir.
■ 7 3  «

3. Quvvat sirasimn hadbahad inteqrallanmass va 
diferensiallanmasi. (2.48) quvvat sirasina 2.8 va 2.9 
teoremlarini tatbiq edak.



Teorem 2.15. Tutaq ki, R> 0 ededi (2.48) quvvet 
sirasinin yigilma radiusu, x ise (~R,R) yigilma arahgmm 
ixtiyari noqtesi dir. Onda (2.48) siras/m [0,x] pargasinda 
hedbehdd inteqrallamaq olar, yeni

]s{t)dt = f i > / W £  . (2.54)
О о \k=Q  J  A=0 к  "г  1

Hedbehed inteqrallama noticesinde ahnmi§ (2.54) quvvet 
sirasinin da yigilma radiusu R -e beraberdir.

^ixtiyari xe(-R,R)  noqtesi ugun ela r> 0  adadi var
ki, | x | < r< ^ .  Lemmaya asasan (2.48) sirasi [—r,r] 
pargasinda muntazam yigilir. Ona gora da (2.48) sirasi [0,x] 
pargasinda muntazam yigilir. Teorem 2.8-e asasan (2.48) 
sirasmi [0,jc] pargasinda hadbahad inteqrallamaq olar.

(2.48) sirasinin hadbahad inteqrallanmasindan alman 
(2.54) sirasinin yigilma radiusunun R oldugunu gostarak. 
Tutaq ki, R' (2.54) sirasinin yigilma radiusudur. Onda

R' = --------------- , ШПл/и = 1 ,
- 1
lim? /7-1

V I n I
oldugundan, R' = R . ►

Qeyd edak ki, (2.48) sirasi (~R,R) yigilma araliginin
miiayyan uc noqtasinda yigilirsa, onda (2.54) munasibatinda 
x bu uc noqtesi ila iist-usta du§a bilar.

Teorem 2.16. (2.48) quvvet sirasmi onun yigilma 
arahgmm daxilinde hedbehed diferens/allamaq olar, yeni

t

S’(x) = [ = | , xe(-R,R),  (2.55)
\ / t = 0  )  -  k= 1

hedbehed diferensiallama neticesinde al/nmig (2.55) quvvet 
sirasinin da yigilma radiusu R -e beraberdir.
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< Tutaq ki, R' (2.55) sirasmin yigilma radiusudur. 
Gwaica R' = R oldugunu isbat edak. Yigilma radiusunun 
diisturuna asasan

1R’ =

ir  \ n

5/1 с I Г  -  lims/lс I Л/1 «I / v I «I
munasibatlarindan istifada etsak,

R' = —  ’ „ i " ,   = ____ =  = R.
limV^H-l Tim"/c J lims/c/,->оэ VI w+1l >00 V I «I

yigilma intervalinin ixtiyari x0 noqtasini qeyd edak.
Bu noqtaya uygun ela r> 0  adadi segmak olar ki,
|x0| < r < t f .  [~r,r] pargasinda (2.55) sirasi muntazam yigilir
(Lemmaya asasan). Onda teorem 2.9-a asasan (2.48) 
sirasmi x0 noqtasinda hadbahad diferensiallamaq olar. ►

Notice. Yigilma arahgmda (2.48) quvvet s/ras/m 
isteniien defe hedbehed diferensiallamaq oiar. Hodbohed 
diferensiallanma neticesinde ahnmi§ quvvet siralarinin 
yigilma radiuslari (2.48) sirasmin yigilma radiusuna 
beraberdir.

§ 7. Funksiyanm qiiwet sirasina ayrilmasi

(~R,R), R>0 intervahnda {{x}  goxlugunda) f (x )  
funksiyasina yigilan quwat sirasi varsa, onda deyiriar ki, 
f (x)  funksiyasi bu intervalda (bu goxluqda) quwat sirasina
ayrilir.

I.Funksiyanin quwat sirasina ayrilmasi ugun asas 
teoremlar. Owalca gostarak ki, bir funksiya iki mQxtaiif 
quwat sirasina ayrila bilmaz.
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Teorem 2.17. f i x )  funksiyasi (~R,R) intervalinda 
quvvat sirasina aynhrsa, onda bu ayrili§ yeganadir.

< Tutaq ki, f i x )  funksiyasi i~R ,R )  intervaimda
f ( x )  = cQ+c]x + ... + ckxk +...

qiivvat sirasina ayrilmi§dir. 2.16 teoremina (va ya ondan 
a!inmi§ naticaya) asasan bu sirani (.R,R) intervaimda ixtiyari 
dafa diferensialiamaq olar:

/ ‘") (x) = C„n\+ c„, (n +1) \x +... + cmt {n + k)\xt +.... 
x = 0 olduqda sonuncu miinasibatindan

/ <",(0) = с„и!
ve ya

f <", (0)
cn= l — p  , n = 0,1,2,... (2.56)

n !
dQsturunu aliriq. -

Belaiikla, f i x )  funksiyasi (2.48) qQvvat sirasina 
ayrilirsa, onda bu siranrn amsalfari (2.56) dusturu ila 
birqiymatli tayin olunur. ►

Teorem 2.17-dan aydm olur ki, f i x )  funksiyasi 
i~R ,R )  araliginda quvvat sirasina ayrilirsa, onda о bu 
araliqda sonsuz diferensillamr.

Tarif Omsallari (2.56) dusturu ila tayin edilan (2.48) 
quvvat sirasina f i x )  funksiyasinin Teylor sirasi deyilir.

Teorem 2.17 gostarir ki, f i x )  funksiyasi quvvat 
sirasina ayrilirsa, onda bu sira onun Teylor sirasidir.

Sual olunur: ( -R ,R ) ,  R  ф  0 intervaimda sonsuz 
diferensiallanan f i x )  funksiyasinin formal dQza!dilmi§

• Л 0) + т * + « * Ч . . . + / ^ + ...
2! n\

Teylor sirasi bu intervalda yigiiirmi? Yigilirsa, onda onun 
cami /(x)funksiyasidirmi? Umumi haida bu sualm cavabi 
manfidir.Dogrudan da,
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у(х) = <!е *2 > х^О olduqda, (2.57)
О , х = О olduqda

funksiyasi eded oxunda sonsuz diferensialiamr ve x = 0 
noqtesinde

fW  = /4 0 )  =... = / (я)(0) = / (и+1)(0) =... = 0 . (2.58)
(2.56) dGsturuna esasen bu funksiyanm Teylor sirasinin 
emsaliari sifra beraberdir. Bu sira butun eded oxunda yigilir 
ve onun cemi sifirdir. /(x ) funksiyasi ise ancaq x = 0 
noqtesinde sifra beraberdir.

Teorem 2.18. f  (x) funksiyasinm (-R, R), R *  0 
intervahnda quvvet sirasma ayriimasi йдйп zeruri ve kafi §ert 
f (x )  funksiyasinm bu intervaida ixtiyari tertib toremesinin
oimasi ve

f ( x) = m  + f \ 0 ) x + ... + I ^ H . x'-+ Rml (2.59)
n\

Teylor ddsturundaki Rn+] qahq heddinin ixtiyari 
x e (~R,R) noqtesinde n->  со olduqda sifra yaxmla§masidir.

^Zerurilik. Tutaq ki, f (x )  funksiyasi (~R>R)
intervalinda quvvet sirasina ayrilir. Onda 2.16 teoremine 
esasen / (x )  funksiyasi (~R,R) intervalinda ixtiyari tertib 
toremeye malik olar. Teorem 2.17-e esasen ise /(x )  
funksiyasinm quvvet sirasi Teylor sirasidir:

/ (x )  = / ( 0 ) + Л х + Г Ж х1 + .„. ( 2.60)
1! 2! n\

(2.60) beraberliyinden aydm oiur ki,

1! n\

qaliq heddi {-R,R) intervalinin ixtiyari x noqtesinde n-> oo 
olduqda sifra yaxinla§ir.
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Kafilik. /О )  funksiyasinm (~R,R) intervahnda ixtiyari 
tartib toramasi varsa va n -> oo oiduqda Rn+] qaliq haddi sifra 
yaxinia§irsa, onda ixtiyari xe(-R,R)  noqtasinda

»(»)(0)
/ ( * ) - /(0  ) + m x + m x>+ ...+, r —>• 0 ,

1! 2! w!
« —> co, Yani (2.60) sirasi (-/?,/?) araliginda yigilir va onun 
cami f \ x )  funksiyasidir. ►

Teorem 2.19. (-R,R) intervahnda f (x )  funksiyasinm 
ixtiyari tartib toramasi varsa vq bu toramalar muntazam 
mahdudduriarsa, yani eia M  > 0 adadi var ki,

| / (и)(х)| < M , n -  0,1,2,... , xe(-R,R),
(2.61)
onda f {x )  funksiyasi (~R,R) intervahnda quwat sirasina 
aynhr.

4 Teoremin §artina asasan f (x )  funksiyasinm 
(~R,R) araliginda ixtiyari tartib toramasi oldugundan bu 
funksiyanm Teylor sirasmi dOzaltmak olar. Gostarak ki, bu 
sira f (x )  funksiyasina yigilir. Onun ugun, teorem 2.18-a
asasan, Rn+l qaliq haddinin (-R,R) araliginda я-»оо
olduqda sifra yaxmla§digmi gostarmak kifayatdir. R)l+l qaliq
haddinin Laqranj formasindan istifada etsak va (2.61) 
munasibatlarini nazara aisaq,

/ (n+1)
< MRn+l

(л + 1)!(я + 1) 
x e (~R,R) ,0 <6  < 1

barabarsizliklari odanar.
Dalamber alamatinin tatbiqi ila
^  MR"+l
h ( n + iy .

n = 0,1,2,...
(2.62)
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sirasimn yigildigim asanliqla gostarmak olar. Siramn yigilmasi 
ugun zaruri §arta asasan 

MR"*'
---------- > (), n -> oo .
(/7 + 1)!

Belaiikla, (2.62) qiymatlandirmasindan Rn+]- > 0 ,  

я-> oo , x e ( - R , R )  oldugu ahnir. ►
2. Bazi elementar funksiyalarin quvvat sirasina aynlmasi.

1) f ( x )  = ex. Bu funksiya ixtiyari ( -R ,R ) ,  R >  0 
intervalinda istanilan dafa diferensiallanandir va

f"\ x )\  = ex <eR , n = 0,1,2,....

Teorem 2.19-a asasan f ( x )  = ex funksiyasi (~R,R)
intervalinda quvvat sirasina ayrilir. R > 0 ixtiyari
oldugundan bu ayrili§ biitun adad oxunda dogrudur.
/ (я)(0) = e° = l , n = 0,1,2,... oldugundan

v 2 00 x"
<2* =  1 +  X +  —  +  ... +  —  +  ... =  Y

2! w! 6? «!
(2.63)

R = +oo bu siramn yigilma radiusudur.
(2.63) ayrili§inda x- in avazina - x  yazsaq

x"
n\

ayrili§i alimr.
2) / (x) = sin x . Bu funksiya ixtiyari xe(-oo,+co) 

noqtasinda ixtiyari tertib toramaya malikdir va

v2 v3 r" 00 r
= i - * + — + . . . + H ) " — +... = У ( -1 ) “

2! 3! n\ t i n\

(sin x)(Л) Я\sin(x + n—) < 1 , n = 0,1,2,..., X G ( - 0 0 ,  oo)

barabarsizliklari odanir.
Teorem 2.19-a asasan sinx (-oo,+oo) araliginda

quvvat sirasina ayirilir.
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/H (0 ) = sin —  =
n = 0,2 ,4 ,... olduqda,

/»+]
(-1) 2 , « = 1,3,5,... olduqda

munasibatlarini nazara alsaq,
Xя x5 „ x2"+l

sin X  = X ----- H------ . . .  + ( - 1 ) ---------- H . . . =

3! 5! (2и + 1)
cc r 2 ,,+ 1

= S - 1 ) '  , xe(-oo,+oo)
ZS  (2;? + l)!

ayrili§i alinir. Bu siramn yigilma radiusu R =  +oo olur.
3) / (x ) = cosx. sinx funksiyasinm quvvat sirasina 

ayrilmasma anaioji usulla
x2 x4 „ x”

C O S X  —  1---------------1---------------- . . .  +  ( — 1 ) ------------------ K . . —

2! 4! (2/2)!
oo

= K - i)"77T i’ ( *  = +«>)S  (2«)!
ayrili§inm dogrulugunu gostarilir.

4) /(x ) = ln(l + x). Bu funksiyanm toramasini handasi 
silsila dusturu ila qiivvat sirasina ayiraq:

- ■ = 1- x  + x2 - x 3 +... , - 1 < x < 1 .
1 + x

Bu barabarliyi inteqrallayaraq
i  /1 ч X 3 X 4 1 1ln(l + x) = x ----- + ----------- h... , — 1 < X  < 1 ,

2 3 4
(2.64)
ayrih§mi aliriq. Bu ayrili§ x = l noqtasinda da dogurudur. 
Dogrudan da, x = l olduqda (2.64) sirasi (Leybnis sirasi 
olduguna gora) yigilir va teorem 2.13, 2.14-a asasan

2 3 4
о /  ч X X XSix) — x ------ + ---------- +...

2 3 4
cami [0,1] pargasinda kasilmazdir. Ona gora da ,
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lim О Д  = S(l) = 1 
« 1-0 2 3 4

/(x) = ln(l + x) funksiyasi da [0,1] pargasinda kasilmaz
oldugundan,

In 2 = lim ln(l + x) -  ln(l + x)| , .

(2.64) barabarliyina asasan 1п(1 + х) = £(х),0<х<1. Ona 
gora da

In 2 = lim ln(l + x) = lim S(x) = ^(1) = 1 -  — + .
л—>i-o 7 дг—>-i—o 2  3 4

Belaiikla, - 1 < x < 1 goxlugunda
x2 x3 x4

ln(l + x) = x  н----------- ь ...
2 3 4

ayrili§i dogrudur.
5) f ( x )  = arctgx funksiyasi 1 < x < 1 goxlugunda

3 5 7X X X
arctgx = x  + ---------- h...

3 5 7
quvvat sirasina ayrilir. Onun dogrulugu ln(l + x) funksiyasim 
qiivvat sirasina ayirdiqda istifada olunan iisulia gostarilir.

6) /(x) = (\ + x)a,a *  0- ixtiyari haqiqi adeddir. Bu
funksiyanin Teylor sirasim formal olaraq yazaq:

21 3! (2.65)
_ i  ^  a ( a - \ ) . . . ( a - k  + Y)— 1 / ■ - x]r\

k=\

a musbat tam adad olduqda (2.65) sirasimn (w + l)- 
cidan ba§layaraq butun hadlar sifra barabar olur. Bu halda
(2.65) Nyuton binomunun dusturuna gevrilir. 
a ^ n  (n = 0,1,2,...) olduqda Daiamber alamatini tatbiq 
etmakla (2.65) sirasimn yigilma radiusunun R = 1 oldugu 
muayyan edilir. Ona gora da, (l + x)a , аФп  funksiyasim
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[-1,1] pargasmdan kenarda quvvet sirasina ayirmaq oimaz. 
Bu parganm daxilinde

(1 + x f  = 1 + ox + J 2 +... = 1 +

+

2!

к=) k\1
(2.66)

ayrili§inin dogrulugunu gosterek.
Teylor dusturunda qaliq heddin

( l - 0 ) ' ' x ”+1

n\
f {n+l)(Ox)  , 0 < 0  < 1

Ko§i formasindan istifade edek. (l + x)" funksiyasi ugun 
qaliq hedd

<l-0V'x"+1
A ., =  — - ---------- a ( a  - ! ) . . . ( «  -  n)(  1 +  0  x ) a~n =/1+1

(a  -1  )(a  -  2) . . . ( «  -  /7)

dusturu ile teyin olunur. 

x > -1 oiduqda 0 <

1-0 
l + 0x

V*
■ [ a x ( l  +  0 x ) e ]

(2.67)

1 - 0  
1 + &

<1 odendiyinden

< 1 -0 \ w

1 +
<1, « = 1,2,....

x e (-1,1) noqtelerinde \ax\(l +  0x)a ededi |m;|(l -  |x|)a ve 

j(l +  |x|)a . ededleri arasida yerie§ir„

(1 + x)*-1 funksiyasinm

ax

( a - l ) ( a - 2 ) , . . ( a  -  n) „  —  -x  vurugu
n\

Teylor sirasinin n - ci heddi oldugundan - l < x < l  araliginda 
sifra yaxmla§ir. Qunki bu sira - 1 < x < 1  araliginda yigilir. 
Belelikle, (2.67) munasibetinin sagmdaki iki vuruq - l < x < l  
araliginda mehdud, uguncusu ise n-> go olduqda sifra 
yaxinla§ir. Ona gore de RH + l 0, «-> 00 s х е ( - Ц ) .
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Teorem 2.18~a asasan -1<х<1 araliginda (2.66) ayrili§i 
dogrudur.

Qeyd edak k i,  a>0olduqda ( 2 . 6 6 )  ayrili§i ~ 1 < x < 1  

pargasinda da dogrudur.Dogrudan da,

I
■a

(2 .68)
k= 1 k -

sirasi (2.65) sirasmin -1<x <1  pargasinda mojarantidir. Bu 
siraya Raabe alamatini tatbiq edak. Kifayat qadar boyuk к 
nomralari ugiin

a

-̂ t+l (* + 1)! \k~a\

p„ a 1 3 1 1 3 k + 1
k\

=  1-
1 + a
T +T

oldugundan

lim к
k ->  oo

P\ _  k+]
P,

= (1 + a) lim — = 1 + a > 1.
k-*°° к +1

Raabe alamatina asasan (2.68) sirasi yigilir. Veyer^trass 
alamatina asasan (2.65) sirasi - 1 < x < 1  pargasinda 
muntazam yigilir.

Belalikla, (2.66) berabarliyinin sag tarafindaki sira 
~ 1 < x < 1  pargasinda muntazam yigilir. Onun S(x) cami 
kasilmazdir. (2.66) barabarliyina asasan - l < x < l
intervalinda S(x) = (1 + x)a. /(x ) = (l + x)a, ctr>0
funksiyasi - 1 < x < 1  pargasinda kasiimaz oldugundan 
S(x) = (1 + x)a barabarliyi - 1 < x < 1 pargasinda dogru olar. 
Numuna. у = arcsinx funksiyasini quwat sirasina ayirm.

^Malumdur ki, (arcsinx)7 = [l + (-x )2\2 . (2.66) dusturuna 
asasan - l < x < l  intervalinda
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(arcsin*)'=l Д ^ +Л ( Х 1 ] ^ _ Л ( Х 1 1 Х ! 1 , .  + . 
2 2! 3!

,  1 2 1-3 4 1 * 3 - 5  6= 1 + - X  +  -X +  r-JC +...
2 2!2 3!2

Bu barabariiyi O-dan x-a qadar inteqrallayaraq
. . л/ . 1 3 1-3 5 1-3-5 7(arcsinx) =1 +  x' + ---- r— x + ----  — x + ...+

2-3 2!2 • 5 3!2 ■ 7

[ 1-3-5...(2я~1) ;,l4.| [ 
и!2"(2и + 1)

- 1  <  X  <  1

ayrili§im aliriq. Bu sira Qgiin /? = !.►  
NiimunQ.

Vsin t ,
Л7Х =  at

о *
funksiyasim qQvvat sirasina aymn.

t t , 1V, t
sin l = t ------- + ------- ... + ( -1 )   + ...

3! 5! (2^ + 1)!
oldugundan (t ф 0)

= 1 -—+-— ... + (-1)"—  + ... . (2.69)
t 3! 5! (2^ + 1)!

Bu barabarliyin sol tarafindaki sira ixtiyari ? e (-o o ,+ oo )

sin /noqtasinda yigilir. t = 0 olduqda qabul etsak (2.69)

barabarliyi (-oo,+oo) intervalinda dogru olar. (2.69)
munasibatini hadbahad inteqraliasaq ,

104



(2 я  +  1 )-(2л  +  1)!

х

3. Kasilmaz funksiyaya goxhadlilerle muntazam 
yaxinla§ma haqqinda Veyer§trass teoremi

Teorem 2.20 (Veyer§trass teoremi). Tutaq ki, f ( x )  

funksiyasi [a,b] pargasinda kasilmazdir. Onda, eld (p (x)} 
goxhediifsr ardicilligi var ki, o, [a,b] pargasinda f ( x )  
funksiyasina muntazam yigilir, yaniixtiyari s>0  adadi ugun 
ela P (x) goxhddlisi var k i (n nomrasi s  adadindan asihdir),
ixtiyari x e[a,b] noqtasinda

«Umumiliyi pozmadan [a,b] pargasinin avazina [0,1] 
pargasma baxaq (gunki x = (b-a)( + a xatti avazlamasi [0,1] 
pargasim [a,b] pargasina gevirir va tarsina). Bundan alava, 
teoremi /(0 ) = / ( l )  = 0 §ertini odayan kasilmaz funksiyalar 
ugiin isbat etmak kifayatdir. Dogrudan da, agar /(x )  
funksiyasi [0,1] pargasinin uclarinda sifra barabar deyilsa, 
onda

funksiyasina baxsaq g(0) = g(l) §erti odener. Bu halda g(x)
funksiyasi Qgun teoremin dogrulugundan onun f ( x )
funksiyasi Qgun da dogrulugu alinar (giinki / (x ) -g (x )  farqi
bir daracali goxhadlidir).

Tutaq ki, / (x )  funksiyasi [0,1] pargasinda kasilmazdir
va /(0 ) = /  (1) = 0 §ertini odeyir. Bu funksiyani [0Д]
pargasmdan kanarda sifra barabar qabul etsak, onda /(x )
adad oxunda miintazem kesilmez funksiya olar.

g{x) = f i x )  -  /(0 ) -  x \ f  (1) -  /(0 )]
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Manfi olmayan, 2n doracali
eHW  = C ( l - x 2)", (« = 1,2,...) (2.69)

ardicilligina baxaq. C ; adadlarini
1
\Qu{x)dx = 1 (я = 1,2,...) (2.70)
-I

§artlarindan segildiyini farz edak.
Cn adadlarini hesablamadan onlari yuxaridan

qiymatlandirak. Onun ugun [0,1] pargasinda
( l - * 2)" >1 - n x 2 (2.71)

barabarsizliyinin dogrulugundan istifada edak. «>1 olduqda

* £1 oldugunu va (2.71) barabarsizliyini nazara alsaq

-1 1 -fn -fn

|(1 - x 2)"dx = 2 J ( l - x 2) V x >  2 | ( l - x 2) 'V x > 2  | (1 -ш :2)̂ /х = 
- 1 0  0 0 

4 1 1
= T 7 7 (2.72)

-3 v «  v «
(2.69), (2.70) va (2.72) munasibatlarindan

C „ < V ^ ,  (« = 1,2,...) (2.73)
barabarsizliyi alinir.

(2.69) va (2.73) mOnasibatlarina asasan ixtiyari £>0  
adadi ugQn S < |x|< l goxiugunda

0 < е п(х )< Л (1 -< ? 2Г  (2.74)

barabarsizliyi odanir. Buradan aydin oiur ki, S  <\x\<l 

goxiugunda \Qn{x)\ goxhadlilar ardicilligi sifra muntazam 
yigilir.

indi isa 0<Ы<1 pargasinda
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•?„(*) = j f ( x  + O Q „ № ,  (« = 1Д,-) (2.75)
-1

funksiyasim tayin edak. /(x )  funksiyasi [0,1] pargasindan 
kanarda sifir oldugundan

1-.V 1
p„ O) = + - x ) d t . (2.76)

- л-  0

(2.69) va (2.76) miinasibatlarinden P (x) funksiyasinin 2и
daracali goxhadli oldugu aydin olur.

{? (x)\ ardicilligimn 0 < x < l  pargasinda f ( x )
funksiyasma muntazam yigildigmi isbat edak.

ixtiyari £->0 adadini qeyd edak. /(x )  funksiyasi adad 
oxunda muntazam kasilmaz oldugundan qeyd olunmu§ s 
Qgiin ela 8 > 0 adadi var ki,

| / W - / W | < ^ 2  ’ |x -.y |<£ . (2.77)
f i x )  funksiyasi [0,1] pargasinda mahduddur va bu 
sababdan da о adad oxunda mahdud olar. Onda ela A>  0 
adadi var ki, ixtiyari x e ( -o o ,c o )  noqtasinda

|/(x)| < A (2.78)

barabarsizliyi odanir.
(2.70), (2.74), (2.77), (2.78) va e „(x)>0

munasibatlarindan istifada edarak P ( x ) - / ( x )  farqini
qiymatlandirak. ixtiyari x e [0,1] noqtasinda

K W - / W {[/'(*  + 0~f(x ) ]e „ (0d i <

1 -S S
£ | / ( х  + 0 - /(х ) |О в( /)Л < ^  Jgn(0<* + |- |б „(0 ‘*  +

-1  - I  ^
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+ 2A \Qe(t)dt < 4A-\fn(\ - S 2y + - .
s ^

Teoremin isbatini tamamlamaq ugun kifayat qadar 
boyiik n nomralarinda

4 A ^ ( \ - S 2y

oldugunu nazara almaq kifayatdir. Teorem isbat olundu. ► 

ii fasla aid gaii§maiar

1

Funksional siralarin yigilma oblastlarini tayin edin:

1 - Z ^ -  2- Г
sin nx

x" ~  X2

CO 00

3 . V e “ . 4. У  —Л—i L—i ^  nx
1 /7=1 £

5. £ l a “ * .  6. f V ' ( l  + x2)
H=1 «=]

7- E 4 -  8-n=\ X H=1 £

9. У  V " ' .  10. Ysin —
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edin:
Siralarin §erti ve mutleq yigilma oblastlarmi teyin

„.1 2и-1 1 + x

со „  л  2 / i

13. y ^ — x” ( l -x ) "  
^  2n v ’П= 1

15. Y - ±(“ I)"
(x + ny

X

14. X
«=1

1 6 - 1

i n + 1v 2x +1

2" sin " x
•

n

x"

//=] 1 +  X
2/;

17- I ne
n=i

18. / „  (x) =  x "  ardicilliginm 0 < x < l

muntezem yigilgadigmi isbat edin.

1 9 ./ , (x ) = — arctgnx ardicilligim

pargasinda

OO <  X  <  + 0 0

n
araliginda muntezem yigilmadigim isbat edin.

20. £ sirasinin - 1 < x < 1  pargasinda
л=1 v l  - x 2 +/7

muntezem yigildigim isbat edin.
00

21.1 + 2  ( x " - x " _l) sirasinin 0 < x < l  pargasinda
h = i

miintezem yigilmadigim isbat edin.

sirasininf  Xя x "+1 Л22 .У
/,Д  n n + l y

miintezem yigildigim isbat edin.

1 < x < 1  pargasinda
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23.У  7 --------- sirasmin 0<х<+оо
п  [(л-1)х + 1](лх + 1)

araliginda miintazam yigildigmi isbat edin.
“ 1

24. У  --------------------  sirasmin 0<x<+oo
Z f  (n + x)(n +1 + x)

araliginda miintazam yigilmadigim isbat edin.
Veyer§trass alamatini tatbiq edarak siralarin 

mQntazam yigildigmi isbat edin:

2 5 - 1
1

  2 2n + x

26. X
sinra:

n2

00 < X < +00 .

0 0  <  X  <  + 0 0  .

CO 1

27. У       — -  2 < x < 2,
„=} n\n П — (4 — X  Y 2

28- X  , T i ~ > 0 < x < +oo,
l î 1 + и x

29. £  Id 1 + ^ -  , -1 < x < l ,
V n J>l=\
nx30. V

t f  1 + Л
T - I - ,  ~  0 0  <  X  <  + 0 0 ,

X

~ > x-—i COS /2Х
О I . 2 ,   -  GO <  x  <  +00,

//=1 n-sjn

32. £  х ге ш, 0 < x < +oo,
71=1

Siralarin miintazam yigilmasim ara§dmn:
W / 1V'

33. У  ------, 0 < X  < + 0 0 ,

1 м  n  +  X
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00 (—1V'
34. У -----------, 0<х<2л ,

t i  n + s in x

35. £

2 2rm c o s -----
3

4 ?  ■ ~2
-  oo < X < +0 0 ,

«=1 л/ П +  X

^  s m x s in ra
36. 2^ — I ; o< x<+co .

„ = 1  V« + X
37. Kasilan funksiyalar ardicilligi kasilmaz funksiyaya 

muntazam yigila bilarmi?

38 ./(x ) = Y  -—-—  funksiyasinin varliq oblastini
n +  x

tayin edin va diferensiallanmasim tadqiq edin.

39.lsbat edin k i,/„(x ) = — arctgx" ( n - 1,2,...,)
n

ardicilligi (-oo,+oo) intervalinda miintazam yigilir, lakin
lim / ,(л)} * lim /„ '( l)

*»?-><» Jx = l  / )-> < »

40.isbat edin ki, /„(x ) = ихе-да (я = 1,2,...,) 
ardicilligi [o,l] pargasinda yigilir, lakin

f lim  /  (x ) сйс Ф lim  | / (x )d x .
•0 T?—>CO J  rt—» CO J )

41 .isbat edin ki, / я(х) = их(1-х)" (л = 1,2,...,) 
ardicilligi [од] pargasinda qeyri miintazam yigilir, lakin

lim  ( f  (x)dx =  Г lim  fn (x)dx .
/(— >00 J )  <*j ix— >C0

Limitlari tapin:
(-1),,+1 x"42. lim  Y -

n x +1

43. lim  ^  (x" — x "+1) .
a-- > 1 - 0  ‘ ,/j=l
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44. lim У  — —  .
2" nx

00 T 2
45. lim У  - T T .

1 + х-и
Quvvet siralarmm yigilma intervalini tayin edin:

-2L ?" 00 и . 1
4 6 .У — -x\ 47. y - /?: i L jc".

n=0 «  + 1 „=0 л/l + 2/7
CO oo / -I N II

48. 49.£ ^ ( *  + 2)».
»=1 £ i n  + 1
00 //

50. У — (x + 1)". 51. У — — — .
й » !  t I H l  + n)

5 2 . j r ( - 1) " 4 ( ^ - 1 ) "  •

Funksiyalari Teylor sirasina ayirin:

53.— ?— . 54. —  . 55. VI
2 + 3x x — 1

56.1n(x + Vl + x2 j. 57. cos
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