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GIRIS

Elmi texniki taraqginin muasir marhalasinds diger
humanitar va texniki elmlorlo yanas1 Ali riyaziyyatin da
rolu artmisdir. Bununla slagodar talabalordon méhkom ri-
yazi biliys malik olma, riyaziyyatt miixtalif masalalarin
hallins tatbig etmoak bacarig: talob olunur.

Tolobolorin riyazi tofokkiiriinii inkisaf etdirmok , ga-
zandiqlar1 riyazi biliklori 6z ixtisaslarina aid olan nozari vo
praktiki masalalarin hallinds totbiq etmo vo alinan noti-
colori analiz etmo bacarigini inkisaf etdirmok ti¢iin “Ali ri-
yaziyyat” kursu miithtim shamiyyato malikdir.

Baki Biznes Universitetinin talobalori Gigctin Azarbay-
can Respublikasmnin Tohsil Nazirliyinin 08.04.2010-cu
ildo tosdiq olunmus “Ali riyaziyyat” proqrami osasinda
yazilmis dors vasaitinin Il hissasinds matrislor, determi-
nantlar, determinantlarin hesablanmasi ii¢liin Kramer va
Qauss gaydalari, vektorlar cabri, diiz xatlor vo miustovi-
lor, xatti fozalar vo gevirmalor, maxsusi va tars gevirmalar,
Xatti gevirmonin matris sokli, ortogonal matrislor, gabariq
coxluglar vo xatti borabarsizliklor sistemi, tosadfi hadiso-
lor, hadisalor cobri, ehtimal, sado xassalori, sorti ehtimal,
hadisalor, tosadufi komiyyatlor, paylanma funksiyalari,
xassalori, ¢oxolgiilii funksiyanin xassalori, riyazi gozloms,
bas yigim vo se¢mo anlayisi sorh olunmusdur.

Dors vosaitindon igtisadi yonimliu Universitetlorin
professor-muoallim va talobalari do istifads eds bilarlar.



XXIV FOSIL. MATRISIN ELEMENTLORI.
SKALYAR MATRIiS.VAHID MATRIS

24.1.1.Matris m sayda satr vo n sayda sUtunu olan
dUzbucaqh codval kimi

i=12...m; j=12,..,n olmaqla a; ododlorin-

don va ya basqa riyazi ifadslorindon diizoldilmis m say-
da sotirdon, n sayda siitundan ibarat diizbucaqli cad-
val mxn (m=n) élgiilii diizbucagl matris adlanir.

Matrislor A,B,C,.. va ya (&;),(b;),(c;;)... vo ya

||aij||, ||bl-j||, ||cl-j||, ... kimi isars edilir. Biz bunlarin hor
birindon istifado edocoyik. Asagidaki A matrisindo
ay; Ay, - Ay,
A_| B2 B2 8z
aml amz "'amn

a;; —lar matrisin elementlori adlanur.

2 3 4 0
A =
y x+1 y* 5
matrisi 2 x4 olgiludir vo
=28, =3,8,; =4%,8;, =0,8 =, 8 =X +La, =y* a5, =5
onun elementloridir.

Matrislordon istifado edarkan Xxatti tanliklor sistemini
mixtasar sokildo yazmagq olar.



24.1.2. Xatti tanliklar sisteminin matris soklinda
yazilmasi

Tutag ki, n machullu n xatti tanliklor sistemi veril-
misdir:
a11X1 + a12X2 + ...+ alnxn = bl'
a21X1 + a22X2 + ...+ aznxn = bz, (l)
a1 Xq +apeXy + o+ aX, = b,

Bu sistemi matris soklinds yazaq:

X
dq1 dq2 ... dqp X: “Elll
dpq d32 ... dzp 2
= (2)
a,; A,z .. aApp x b
n n

Ogor mochullarin omsallarindan diizolmis matrisi A,
sag torafdoki malum adadlardan diizolmis siitun-matrisi B,
axtarilan machullardan diizelmis siitun matrisi X ilo isara
etsok, yani

d11 412 ... dqp
a,; a a X2 b,
21 22 - 2n
A= X=1-11,B=|| .|l
dp1 dp2 ... 4 ) ’
n n nn Xy, bn

onda (2) sistemini miixtosor olmagqla asagidaki kimi yaz-
magq olar.
AX=B (3)



24.2.Matrisin noOvlari.Matrislor Gzarinds amallor.
Skalyar va vahid matris

Ogor A matrisindo m=n olarsa, onda bu matris
n tortibli kvadrat matris adlanir. Kvadrat matrisin bas
diaqonali iizorinds olmayan (yani I # ] ) elementlorinin
hamis1 sifra borabordirso, onda belo matris diaqonal
matris adlanir. Diaqonal matrisin biitiin elementlori 1-2
barabordirsa, bu matris vahid matris adlamr vo £ ilo
1sara edilir. Biitiin elementlori sifir olan matris sifir mat-
ris adlanir vo «O»- ilo isars olunur.

XUsusi halda a;r = az2 =...=am = a olarsa,alinan
matrisd skalyar matris deyilir.Skalyar matrisdo a=1
olarsa, belo matrisa vahid matris deyilir.

Eyni OlcUll vo butUn uygun elementlori barabor
olan matrislora barabor matrislor deyilir.

Torifo osason
1 2 3
1| y X4y -kvadrat matris;

1 0 x
2000
2.10 x 0 0 |- diagonal matris;
00yO0
0005
100
010
001
000

000

-vahid matris;

}-s1f1r matris



olacaqdir.
Eyni olciilii A:(aij) vo B :(bij) matrislorinin
cami, (forgi) elo C = (Ci j ) matrisina deyilir ki, V |, ] iiciin

24.3.Matrisin adad»s hasili. Matrislorin vurulmasi
(Vurulan matrisin sUtunlarinin say1 vuran matrisin
satirlorinin saymna barabar olduqda)

A= (ai j) matrisinin A4 adadina hasili, ol¢iisii A-nin
ol¢iisiind borabor olan elo B = (bi j) matrisind deyilir ki,
ixtiyari I, ] tiiin by; = A - a; olsun.

Tutaq ki, ixtiyari eyni ol¢ili A, B,C matrislori
verilmisdir. Onda asagidaki barabarliklor dogrudur:

1) A+ B =B+ A (kommutativlik);

2)(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C (assosiativlik);

3) 2-(u-A)=(2-u)- A (assosiativlik);

4)1-(A+B)=A-A+A-B (Matrislerin toplanmasi-
na nazoron distributivlik);

55(A+u)- A=1-A+ u- A (adodlorin toplanma-
sina nozaran distributivlik).

a-A+ [-B soklinds olan ifads (@, f ixtiyari
adodlordir) eyni 6l¢iilii A vo B matrislorinin xatti kom-
binasiyasi adlanir.

mxn Ol¢ili A matrisi ilo nxr Ol¢ili B mat-
risinin A-B hasili dl¢iisii mxr olan elo C=(c;)

matrisina deyilir ki,



n

olsun.

Goriindiyi kimi, A- B hasili ancaq o zaman var
ki, A matrisinin siitunlarinin say1 2 matrisinin sotirlo-
rinin sayina barabar olsun.

24.4.1.Vurma amoalind nazaran kommutativ olmayan
matrislor

Qeyd edak ki, eynitortibli A vo B kvadrat matrislorinin
hasili Ugiin yerdoayismo xassasi dogru deyil: yani, AB # BA.
Lakin istonilon A kvadrat matrisi ilo eynitortibli olan |
(vahid) vo O (sifir) matrislorinin hasili Ug¢un yerdoyisma
xassasi homiso dogrudur.

IA=Al=A,
OA=A0=0.

Matrislorin vurulmasi omolinin asagidaki xassalori
var:

1)(A-B)-C=A-(B-C)=A-B-C (assosiativlik);

2) (A+B)-C=A-C+B-C (distributivlik);

3) A-(B+C)=A-B+A-C (distributivlik);

4) Umumiyyatlo, A- B # B - A(kommutativlik dog-
ru deyil).

Tutaq ki, f(X)=a,x" +a, X" +..+aXx+a,
coxhadlisi verilmisdir. a -A +a _,-A""+..a,-A+a,-E ifa-
dosi matris coxhadlisi adlanir voa  f (A) ilo isars edilir
(burada po" — o. A. . ). Verilmis A matrisi iigiin f (A)

n dofo



matris ¢oxhadlisinin qiymati matrisdir.
Ogor A matrisinin biitiin satirlori uygun siitunlari

. . T,. ..
ilo ovoz edilorso, onda alinmis vo A" kimi isaro olun-
mus matriso, A matrisinin transponirs edilmisi deyilir.

24.4.2. Matrislor iizarinds aparilan sada cevirmalar

Asagidaki ¢evirmolor elementar ¢evirmolor adlanir.

1. Ixtiyari iki sotrin (siitunun) yerini doyismok;

2. Ixtiyari sotri (siitunu) ixtiyari A #0 ododino
vurmag;

3. Ixtiyari sotrin (siitunun) elementlorini basqa
satrin (siitunun) uygun elementlorinog slava etmok.

A vo B matrislorindon biri digorindon elementar
cevirmoalorin komoyi ilo alinarsa, onda bu matrislor
ekvivalent matrislor adlanir vo A ~B kimi isars olunur.

Ogor matrisin hor hansi satrinin elementi sifirdan
forqli, ondan soldaki elementlorin hamisi sifra barabor-
dirso, onda bu element homin satrin konar elementi ad-
lanir.

Ogor matrisin ikincidon baslayaraq har bir sotrinin
konar elementi 6ziindon ovvalki satrin konar elementin-
don sagda yerlogarsa, belo matris pillovari matris adlanir.

Ixtiyari matrisi elementar ¢evirmoalorin komaoyi ilo
pillovari soklo gotirmok olar.

Misal.

A, B va C matrislori verildikde 54+3B-2C
xotti kombinasiyasini hesablayin.

1 -2 0 5 1 -2 -5 3 1

A=| 3 5 1| B=|-3 2 7| C= 2 05

-1 2 4 4 0 -1 4 2



Holli:
5-10 0) (15 3 -6) (-10 6 2
SA-3B+2C=| 15 25 5|-|-9 6 21|+| 4 o0 10[=

-5 10 20) (12 0 -3 12 8 4
-20 -7 8
=l 28 19 -6
-5 18 27

Misal.
A vo B matrislori tigiin A-B=B- A boraborli-
yinin dogru olub-olmadigini géstorin:

01 10
A= . B=
11 11
Holli:
AR 01)(10) (0:1+1-1 0-0+1-1) (11
“l112)(11) 124112 1.0+122 ) (21

ot (0

Demali A-B#B-A olur.

Misal.
-5 0 3
3 0
4 1 -1 -2
A= B=|-2 1 |C=
2 -3 2 3
4 3

1 5 3
matrisi verildikda (A- B)- C —ni hesablaym.



Holli:

ovvalca
5 0 3 1540412 0+0+9
4 1 -1 3.0 12-2-4 o+1-3| [ ?
A-B= l-2 1= e -2
2 -3 20|, 6+6+8 0-3+6 | |50 3
1 5 3 3-10+412 04549 ) |5 14
Onda
-3 9 6+ 27 33
6 -2|(-2 12— _
(A-B).C = ' _|-12-6 | _|-18
20 3 3 —40+9 -31
5 14 ~10+42 32
olar.

Indiiso B-C -ni hesablayaq.

3 0 5 —-6+0 -6
B-C=|-2 1 ( 3}2 44+3|= 7
4 3 -8+9 1
Onda
-5 0 3 30+0+3 33
4 1 -1|| 24471 ~18
A-(B-C)= 1 7= = .
2 -3 2 | —12-21+2| |-31
1 5 3 —6+35+3 32
Demali,
33
18

(A-B)C=A-(B-C)= :31

32



Misal.

1 0 1
A=|3 -1 0| olduqda, f(x)=x’-x*+5 matris
0 0 2
coxhadlisi tigiin f (A) -n1 hesablayin.
Holli:

Matrislorin vurulmas: qaydasina asason A’ vo A’-
nu hesablayaq:

1 0 1)(1 0 1
A*=A-A=|3 -1 0|3 -1 0|=

0O 0 2){0 0 2
1.1+0-3+1-0 1.0+0-(-)+1-0 1-1+0-0+1-2
~3:1+(-1):3+0-0 3-0+(-1)(-1)+0-0 3-1+(-1)-0+0-2 |=
0-1+0-3+2-0 0-0+0-(-)+2-0 0-1+0-0+2-2

1 03

=0 1 3],

00 4
1 0 1)(1 0 3 1 0 7

A=A-A>=|3 -1 0|0 1 3|=[3 -1 6.
0O 0 2)\0 0 4 0O 0 8
100

Onda, 5=5-|0 1 0| oldugunu nazors alsaq:
001

1 0 7/(1 0 3) (5 00 (° 04

3 2
F(A=A-A+5E=3 1 4l-l013["05 0/=|3 3 3
o 08)loo4)loos) 009



Belaliklo,

o w o

o W o

© W N

Verilmig matrisi pillovari goklo gotirin.

f(A) =
Misal.
1 1 1 1
3 2 1 1
0O 1 2 2
5 4 3 3
Holli:
1 1 1 1
3 2 1 1
A:
0O 1 2 2
5 4 3 3
1 1 1 1
~ 0 -1 -2 =2
0 1 2 2
o -1 -2 -2
1 1 1 1
~/0 -1 -2 =2
0 0 0 0
0 0 0 0

17
-3 -2
6 23
-1 12
)
17V
~3 -2
6 23
~1 12
17
~6 -23
6 23
~6 -23
17
~6 -23
0 0
0 0

I+
I-(—1)+1V

Ixtisarla verilmis izahlardan birini aciqlayaq.
Mosalon, 1-(-3)+1I izah1 o demokdir ki, «birinci sotri
(-1)-0 vurub va naticoni ikinci sotrin {izorina alavo

edok».



XXV FOSIL. DETERMINANT. DETERMINANTIN
XASSOLORI. UCTORTIBLI DETERMINANT

25.1.1. ikitortibli determinant sol va sag diaqonal
elementlorinin hasilinin farqi kimi. Uctartibli
determinant

ovvalca ikitartibli

a a
A= 11 12 1
(azl azzj ( )

matrisine baxaq. Bu matrisin elementlorindon diizaldil-
mis a,a,, —a,a, forgine (1) matrisinin determinanti (v
ya sadaca olaraq ikitartibli determinant) deyilir va

det A= AA=|A = B a,a,—a.a, (2
a, a,
kimi isars olunur.
Ugtortibli
a, a, a,
A=la, a, a, (3)
a, a, a,
matrisinin elementlorindon diizoldilmis
a, a, a

11 12 13

a, a, a,|=a,a,a +a,a,a +a,a,a, —a,a,a

23 11 7722 7733 12 7723 731 21 7732 713 31 722 13_

a a a

—q,4,3,-a,a,4a, (4)
ifadosino Ugtortibli determinant deyilir. (4) ifadesina
determinantin agilist deyilir.



Torif: Istonilon n tortibli kvadrat

8 Ay - By

a,; d,, ... a
A=| T2t 922 2n

d; .y,

matrisino determinant adlanan bir det A ododini qars1
goymagq olar.

Hn=1 A=(a) detA=a

2)n=2, A=(all 2 ]; det A=t 2 =a,,a,, —ay,3,,,
dy1 4y dy1 Ay
dy; 8yp A dy; 81y Az
3)n:3' A= Ay Ay Ay s detA = Ayy Qyy A3 =
A3 83 33 A3 g 833

= 818,835 + Q89383 T 8,185,83 — 8318y,8 5
= 818,033 — 3,838 ; -

25.1.2.Uctartibli determinantin hesablanmasi (i¢(in
Ucbucaq va Sarrius Usulu

Determinantin cobri tamamlayici ilo baglh belo bir
xassosi var. Determinantin hor hansi sotir (vo ya siitun)
elementlorinin 6z cobri tamamlayicilarina hasillori comi
homin determinanta borabordir.

Bu xasso determinantin sotir (siitun) elementlori
tizra ayrilis1 adlanir. Bu barads sonraki darslords malu-
mat verilocakdir.



Determinantlarin hesablanmasinin basqa bir qay-
das1 da vardir.Bu gqayda Sarrius qaydasi adlanir.Forz
edok ki, li¢tortibli determinant verilmisdir.
d11 A1z 13
dz1  dpz  dz3
dz; dzz dz3

Sarrius qaydasi asagidaki kimidir. Determinanta
dordincl besinci sutun (satr) olaraq birinci va ikinci si-
tunu (satri) alave edarak alinan U¢ sol diaqonal element-
lorinin hasilini misbat isars ilo alinan ¢ sag diaqonal
elementlorinin hasilini iso monfi isaro ilo gbtUrmoklo
determinantin qiymotini hesablamaq olar.

d11~3d12 11 12
ay > 2 2y)
d3zq d332 dzz 4d3 a3

- - -+ o+ 4+

Determinantin hesablanmasi zamani onun xasso-
larindan istifads etmok faydali olur.

Iki tortibli determinantin hasablanmasi asagidaki
sxem osasinda yering yetirilir.

oo :\.
Misal.

5-2
A= 6‘:5-(—6)—3-(—2)=—30+6:—24,A=—24.

Uc tortibli determinant isa

5 B

sxemi ilo hesablanir.




Misal:
2 03

A=/l 24/=2.2.5+1-1-3+0-4-3-3-2.3-1.4.2-0-1-5=
315

=20+3+0-18-8-0 =23-26 = -3,A=-3.

25.1.3. Minor va cabri tamamlayici. Uctortibli
determinantlarin cabri tamamlayicilar vasitasila
ayrilmasi

Ixtiyari n tortibli matrisin determinantinin hesab-
lamaq gaydasi ham gavramaq, hom do totbiq baximin-
dan kifayot qodor miirokkobdir. Buna baxmayaraq
yiiksok tortibli determinantlarin, asag: tortibli determi-
nantlarin kémaoyi ilo hesablanmasi tisullart mévcuddur.
n tortibli determinantin har hansi a; elementinin dur-

dugu sotir vo siitun elementlorini pozduqda alinan n-1
tortibli determinant, bu elementin minoru adlanir va
M; —la isars edilir.

Masalan:
ail aiZ a13
A=|a,, a,, a,| determinant1 {i¢iin
a'Sl a32 a33
a,, a a., a
Mll — 22 23 , i - 11 13 Vo s.
a32 a33 a21 a23




i+]

Determinantin g; elementinin M;; minorunun (-1)

odading hasili homin elementin cobri tamamlayicis1 ad-
lanir vo A; kimi igars edilir:

Aj = (_:l-)lH : Mij .
Onda,
A= (_1)l+1 My =M,
A= (-1)**M,, =-M,, vas.

Teorem 1. Hor bir determinant hor hansi1 bir satir
vo ya sutun elementlorinin 0z cobri tamamlayicilar ilo
hasillorinin comina borabordir.

Isbati: Teoremin ikitortibli vo (igtortibli determi-
nantlar U¢ln isbati ¢ox asandir. Masolon, Uigtortibli de-
terminantiin 1-ci satir elementlorinin 0z cobri tamam-
layicilari ilo hasillorinin comina barabar oldugunu g0s-
torok. Bu moagsadls determinantin ifadossini

A(A3) = aj1az3833 + a12873a3; + 831332313 —

—djq3dppd3q T dz1dq2d33 — d11d23d32 =

= ay1(a833—223832) — 12(az1a33 — Ap3a31) +

dzp;  dAzs

+a,2(ay121, — a,,a21) = a -—11+1| |

13(az1a3; 22431) 11 (1) a3, asz
dzq  dAzz

dz1  adz

+agy (_1)1+2+|331 333| +agz - (1) |a31 a32|
soklindo yazaq. Buradan talob olunan

A(A3) = aj1A11 +a5,A1; + 253453 (1)
ayrilisimni alariq. Bundan basqa (gtortibli determinanti
Ucln asagidaki bes minasiboati aliriq:

A(A3) = az1Ay; +aA;, +ay3A5;,

A(A3) = az;Az; + azyA3; +az3As;

A(A3) = a;1Aq; +aAy; +a31A5, ()

A(A3) = aj,Aq; +azA;, +asAs, .



A(A3) = a;3A13 + 253423 + ag3Asz; .

(1) va (2) barabarliklorina Ugtartibli determinantin
uygun sotir vo ya sutun elementlorina g0Oro ayrilist
deyilir.

di1 A1z
AlA) = |az1 a22|
determinantinin birinci vo ikinci sotr elementlorino
gOro ayrilist:
A(A2) = ajjaz; —agpay; = agg (1) ay; +ap(—1)1*%ay, =
a11A11 +a12A1 3)
\)

_ A(A;) = a7z, + a7, 4)

Isbat etdiyimiz teorem Ugtartibli determinanti iki-
tortibli determinantlar vasitosilo ikitortibli determinan-
t1 iso birtortibli determinantlar vasitasilo toyin etmoya
imkan verir. Bu qayda ilo d0rd bes vo s. tortibli deter-
minantlart da ardicil olaraq toyin etmak olar. Masalon
dordtartibli

ay; A 13 Aig
dyy apy d23 A4
Ay = az; Az, A3z dsg (3)
Ay QAyy A3 Asg
matrisinin A(A,) determinantin1 (dOrdtortibli determi-
nanti)

A(A,) = a;1Aq; +apAg; +a53A13 +aAgy (6)
kimi toyin etmok olar. Burada A;;, Ay, Aq3, Voo Ay
komiyyatlori dérdtortibli
11 Q12 A13 Q14
Q31 Az Q3 Aoy
A31 Q3 A3z Q34 )

Qg1 Q42 Ag3 Qg

A(A4) =



determinantinin 1-ci sotr elementlorinin Ugtortibli de-
terminantlar vasitosilo ifads olunan uygun cobri ta-
mamlayicilaridir. (7) determinantini basqa sotir vo ya
sltun elementlori Uzro ayriliglar vasitosilo do toyin et-
mok mUmkuindir .

Bu mulahizoloro ssason n- tortibli determinanta

asagidaki kimi torif vermok olar.
Torif . n(n > 1) — tortibli

a1 A1p «. dqp
A, =
ap1  Ap2 <. dpp
matrisinin
aq1 A e dqnp
AA, =], L
Ap1  Apz -« dpn

determinanti (n-tortibli determinant)
n

A(AR) = ) (~1D* ay My
k=1
vaya
n
A(Ap) = Z a1xAik
k=1
ododino deyilir.Burada M, iloo A, matrisinin  1-ci
sotrini vo k-c1 sutununu pozmagla alman (n—1) -
tortibli matrisin determinanti isars olunmusdur.
Yuxarida isbat olunan teorem gOstorir ki , iki va
Uctortibli determinantlara ovvalco verdiyimiz toriflor
bu toriflo n=2 vo n=3 oldugda ekvivalentdir. Homin
teorem n-tortibli determinantlar U¢ln do dogrudur:



Teorem 2. n- tortibli A(A,,) determinanti va ista-

niloni(1 <i<n)vej(1 <j<n) lcln
n

(An) = ) ay Au ®)

k=1

n

A(4,) = Z(—l)kﬂ' arj My; )

k=1
boraborliklori dogrudur.
(8) baraboarliyino A(A,,) determinantinin i — ci so-
tir elementlori Uzro ayrilisi, (9) boraborliyine iso onun
j — cusutun elementlori Uzro ayrilisi deyilir.
Misal. Vahid matrisin determinant1 vahido bora-

bordir.
Dogrudan da,

I, = ”(1) 2” oldugda A(I,) = |(1) 2 =1,

1 0 0 1 0 0
I; = HO 1 0]| oldugdaA(I; =)0 1 0|=1,
0 0 1 0 0 1
1 0 0
=10 1 0
0 0 1
oldugda
A(lp) = A(ly-1) = A(p-p) = . =A(0) =1

25.1.4. Determinantin xassoalori

Determinantin tortibi artdiqca onun elementlori-
nin vo haodlorinin say1 artir .



Ikitortibli determinantin 4 elementi vo 2 haddi, Uc-
tortibli determinantin 9 elementi va 6 hoddi , dérd-tor-
tibli determinantin 16 elementi vo 24 haddi, bestortibli
determinantin 25 elementi vo 120 haddi vo s.var. n- tor-
tibli determinantin n? sayda elementi vo n! (1-don n-o
gador natural adadlorin hasili olub n faktorial adlanir:

n!=1-2- .. - n) sayda haddi var. Buna g0rs do ylk-
sok tortibli determinantlar1 hesablamaq Uglin bOylk
hesablama isi aparmaq lazim golir. Bozon bu hesab-
lamalar1 aparmaq praktik cohotdon gox ¢atin olur.

Determinantlarin hesablanmasini asanlasdiran bir
sira xassalori vardir. Istonilon tortibli determinantlara
aid olan bu xassalori biz ancaq Ug¢tartibli determinantlar
Uclin burada sdylomaklo kifayatlonirik .

Xassa 1. Determinantin bltlin satirlori ilo sUtunla-
rinin uygun olaraq yerini doyisdikdd onun qiymoti
doyismoz :

A11 21 a3y
dz1 4dzz 433 d12 4dzz a3 (1)
d31 d3z 4aszs 413 dz3 433

Bu boraborliyin dogrulugunu isbat etmak UcUn sol

torofdoki determinant1 A ilo,sag torafdaki determinant

iso A* ilo isara edok. A determinantimin birinci sotir
elementlori Uzrs ayrihisim vo A" determinantimin birinci
sUtun elementlori Uzrs ayrilisin1 yazaq:

A=aj;;A11 + aA1 + a3443

A"=ay A1y + appAly + asAis .
A=A, , A =A],vo9A;3=A}; oldugundan
A = A"

d11 412 Qa3
A=




Determinantin biitlin satirlori ilo sltunlarinin uy-
gun olaraq yerini doyismosine onun ¢evrilmosi vo ya
transponira edilmosi deyilir. Isbat etdiyimiz xassa gos-
torir ki, determinantin ¢evrilmasi zamani1 onun qiymati
doyigmir, yoni A matrisi ilo onun A ¢evrilmasinin de-
terminantlari homiso barabordir:

A(A)=A(AY) 2

Natica: Hor bir determinantin satirlari ilo stitunlari
eyni hiiquqludur. Buna goro do determinantin bundan
sonrak1 xassoalorini ancaq satirlori vo ya ancaq slitunlari
Uclin sdylomoak kifayatdir.

Xasso 2. Determinantin iki sotrinin (va ya sttunu-
nun) bir- biri ilo yerini doyisdikdo determinantin ancaq
1sarasi doyisar:
d11 d12 d13 dz1  dzz  dz3
dz1 dzz dz3 d11 A1z di3 3)
dz1 d3zz d33 dz1 d3z dz3

Dogrudanda da sol torofdoki determinantin
birinci satir elementlori Uzro ayriligini:

A=ap A+ aAgp + azhss
va sag tarofindoki determinantlarin ikinci satir element-
lori Uzrs ayriligini:

A'=ay Al + apAli; + azA'ys
yazib, A;; = —A'y; , A, = —A'1, , A3 = —A';5 oldu-
gunu nozoro alsaq, onda (3) beraborliyinin dogrulugu
aydin olar.

Xassa 3. iki sotri eyni olan determinant sifra bora-
bordir:

d11 dq2 dg3
a7 A1z 3Apz
dzq; dgy Adszz

A= =0 .




dogrudanda, A determinantinda birinci va ikinci satirle-
rin bir biri ilo yerini doyigsok, onda A = —A. Buradan
2A=0, A= 0.
Bu xassodon istifads edorok, bir sira maraqlt mi-
nasibatlor almaq olar. ©Ogor
d11 A1z d13
dz1  dpz  dz3
d31 dzz d33
determinantinda vo ya onun birinci satir element-
lori lizra

A=

A= a;;3A11 +a1A15 + 213453 4)
ayrilisinda a,;,a,, voa a;; adadlarini (birinci sotir ele-
mentlorini) uygun olaraq a,;a,, vo a,; adadlari ilo
(ikinci satir elementloari ilo) avaz etsok,onda birinci vo
ikinci satir elementlori eyni olan determinant alariq. Bu
determinant isa III xassoaya g0Ora sifira barabordir, yani

az1A11 +a2A1; +a3A13=0 (5)

Birinci sotir elementlorini uygun olaraq Ug¢Unci
satir elementlori ilo avaz etdikds iso
az1A1; + azpAgp +azzAg3 =0 (6)
boraborliyi alinir. Beloliklo, A determinantinin hor bir
sotir vo sutun elementlori Uzro ayrilisindan (5) vo (6)
barabarliklorine uygun minasibat alinir :
( a11Az1 +a12A; + 213423 =0
a12A11 + 3751 +a33A3, =0
{ az1Az1 + azpAy; +azzAy =0 (7)
k a13A11 + az3Az1 +az3A3; =0

Xassa 4. Determinantin har hansi bir sotir elementlo-
rini ortaq vurugu olarsa, onda hamin vurugu determinantin
xaricina cixarmaq olar:



d11 Q12 413
dp; Az Az (8)
dzq dszz dsz3 dz; dzz ds3
bu barabarliyin sol torofindoki detereminanti A;sag to-
rofindoki determinanti A ilo isaro edok. Ogor A; deter-
minantinin ikinci sotir elementlori Uzro ayrilmisini
yazsaq
A; = NagAy +XaxAs txaAss = N (axpAx +
+ay,A,, + +a3A,3) = XA

Notico 1. Determinantin hor hansi bir satrinin bi-
tun elementlori sifir oldugda determinant sifira borabor
olar.

Noticonin dogruluguna inanmaq Uctin (8) barabor-
liyindo »= 0 gbtlrmok kifayatdir.

Natico 2. Determinant1 bir adods vurmaq Ugun
determinantin hor hansi1 bir sotrini homin oadodo
vurmagq kifayatdir.

Bu noticonin dogruluguna iananmagq Uclin (8) bo-
raboarliyinin sagdan sola oxumagq kifayotdir.

Xassd 5. Determinantin hor hansi bir sotrinin bi-
tin elementlori iki adoadin comi kimi verildikda, homin
determinant iki determinantin comino borabor olar,
bu determinantlarin birindo homin satir elemtnlori ola-
raq birinci toplananlar, o birinds iso homin sotir ele-
mentlori olaraq ikinci toplananlar gbtlrtllr:

a;p+ay; apptap ajgtag

diq aip iz

DN 321 DN azz DN 323 =X

dzq =y) dj3 =
dzq az; dzz



d117  dq2  dj3 aj; a;p ans
aZl a22 a23 321 322 323 (9)
dz; dszz dsz dz; dzz dsz
dogrudan da, baraborliyin sol torafindoki determinanti
A,, sag torofdoki determinantlar1 iso uygun olaraq A
vo A’ ilo isara edorok ,A; determinantini birinci satir
elementlori Uzrs ayirsaq :

Ay = (@ t+aj; ) Ay + (@ptaly ) A + (a3t
+a3z; ) Az = (@11A1 +aA5; +a3A53) + (@A, +
+aj,Aq, +aj3A13) =A+A

va ya talab olunan

+

A, = A+A
boraborliyini alariq .

Xasso 6. Determinantin hor hansi satrinin blitlin
elementlorini bir adods vurub onun basqa bir sotrinin
uygun elementlori (zorino oalava etsok determinant do-
yismoz:
d11 A2 13
dz1 dzz dz3

dzq 4dzp azz
a;; t>xay; a;pxtXxaz; agz3tXxajzs

(10)

Bu toklifin dogrulugu determinantin I, IV vo V
xassalorindon aydindir.



25.2. Determinantin sifra borabar olmasi sartlori

Determinantin ~ xassalorindon  aydin  olur ki,
asagidaki hallarda determinantin qiymati sifra boarabardir.

a) Iki sotri eyni olan determinant sifira barabordir:
d11 A1z d13
dz1 dzz d33
dz1 dzz d33

b) Determinantin hor hansi bir satrinin bitin ele-
mentlori sifir oldugda determinantin qiymoti sifra be-
rabor olar.

¢) Sifir matrisin determinanti sifra boraboardi.

A= =0 .




XXVI FOSIL. TORS MATRIS VO ONUN VARLIGI.
GENiISLONMIS MATRISLOR

26.1.1.Tors matris vd onun varhgi.Maxsusi cirlasan vo
geyri-moxsusi matris

Tutaq ki, A hor hansi tortibli kvadrat matris vo I
homin tortibli vahid matrisdir. Bu halda
AIA=AA1 =1 (1)
boraborliyini 6doyon A~ matirisino A matrisinin tarsi
deyilir. (1) beraborliyi gostorir ki, A~ matrisi A matrisi-
nin torsidirsa, onda A matrisi do A~ matrisinin torsidir:
AH1=A (2)
yoni A vo A~ matrislori qarsihgh tors matrislordir.

A matrisinin torsi varsa, bu ancaq yegans ola bi-
lor. Dogrudan da, A matrisinin A7* vo A3* kimi iki tors
matrisi olarsa, onda

A(AT'-AzY)=1-1=0.

Bu boraborliyin hor iki torofini soldan A7?!
matrisine vursaq:

AT'A(AT - A =1(AT' —-AZY) =AT -A =0
vo yaxud
A7l = AL

A matrisinin determinanti A(A) olsun. A(I) = 1 ol-

dugundan (1) barabarliyino asason
AAA™Y) =AA)-A(ATH) =1
va yaxud

1
AW 8™ =1, AAT) = 1o 3)



minasiboti dogrudur. Buradan aydindir ki, verilmis A
matrisinin A-! torsi olmas1 igiin A(A) # 0 olmalidir. Bu
toklifin torsi do dogrudur.

26.1.2. 9sas v genislondirilmis matris

Tutaq ki, n mochullu m sayda xatti tonliklor siste-
mi verilmisdir.
a11Xq + agpXat..... +a;,X, = by,
ay1Xq +axXyt..... +a,,x, = b,
Am1X1 + apeXe+...+appXy = by
Bu tonliklor sisteminin omsallarindan (A) vo bu
matriss sarboast hadlor sitununu slavs etmoklos (B) asa-
gidaki kimi matrislor tortib edok:
dair  ai2 ...din
A= |axn ax..amnm

dml dm?2 ....dmn

arl a2 ...am b1
B=| az1 ax..am b2
dml dm?2 ....dmn bm
A sistemin asas matrisi B iso genislonmis matrisi
adlanir.

26.1.3. Matrisin ranqi. Bazis minoru

Ixtiyari A matrisinin hor hans1 k sayda satirlori
ilo k sayda siitunlarinin kosismasinds yerlogon element-



lardon diizoldilmis k tortibli determinant homin matri-
sin k tortibli minoru adlanir.
Mbosalon:

1 243 2

A=|3 2 4 1 3 | matrisinin;
567 30

Bir tortibli:

5] Qa31|=5),|4| Qa23|=4), Vo s.

. . 32 a,, a
Iki tortibli: G BE
56 Ay A,
‘2 2 [am aﬁj
, VOS.
6 0 a3, A5
Ug tortibli;
124 Q; d, a;, 232 a, d, a5
324 Ay 8y Al 21 3 a,, 8,, 8,

567 (|8 a5, ayf) 563 %, By s
vo s. minorlarini géstormok olar.

Aydindir ki, A matrisi mxn olgiliidiirss, onda
k <min(m,n) olmalidur.

A matrisinin sifirdan forqli on yiiksok tortibli
minorunun tartibino homin matrisin ranqi deyilir va r(A)
ilo isara edilir. Aydindir ki, 0 < r(A) < min(m,n).

Tortibi matrisin ranqini miioyyon edon minor bazis
minoru adlanir. Matrisin bir ne¢o bazis minoru ola
bilor. Bazis minorun elementlari yerlagan satir va siitunla-
rina bazis satirlari va bazis siitunlari deyilir.



Bazis minoru haqqindaki teoremo asason matrisin
bazis sotirlori (bazis siitunlari) xotti asili deyillor vo mat-
risin ixtiyari sotrini (siitununu) bazis satirlorinin (bazis
stitunlarinin) xotti kombinasiyasi kimi géstormok olar.

Elementar g¢evirmolor noticosindo matrisin ranqi
doyismir. Pillovari matrisin ranqi onun sifirdan forqli
saotirlorinin sayina borabordir. Matrisin ranqini iki qay-
da ilo tapacagiq:

1)Elementar ¢evirmolorin komoyi ilo matris pille-
vari soklo gotirilir. Alinmis pillovari matrisin sifirdan
forqli sotirlorinin sayi, elo verilmis matrisin ranqi ola-
caqdir.

2)9vvalcs ixtiyari bir tortibli sifirdan forqli M; mi-
noru (yoni matrisin sifirdan forqli elementi) axtarilir.
Ogor belo minor yoxdursa, onda verilmis matris sifir
matrisdir vo r(A)=0. Sonra M, minorunu 6z daxilino
alan sifirdan forqli M, minoru tapilanadok iki tortibli
minorlar hesablanir. 9gor belo minor (yoni sifirdan forg-
li olan iki tortibli) yoxdursa, onda r(A)=1, oks halda
r(A)>2 vas. Bu gayda ilo matrisin ranqmm axtararkon
hor addimda comi birco k tortibli sifirdan forqli minoru
tapmaq kifayotdir vo onu ancaq M, , # 0 minorunu 6z

daxiline alan minorlar igorisinds axtarmaq lazimdir.
Misal.

1 2 3 -1

2 -1 -4 3 C .
A= matrisinin elementar c¢evir-

4 -7 18 11

3 1 -12

molorin komayi ils ranqini tapmali.



Holli:

Ix(-2)+11
1 2 3 -1EW
2 -1 -4 3 _
A =
4 -7 -18 11
3 1 -1 2
1Ix(~3)+1I
1 2 3 _1 Ix(-1)+1V
~/0 -5 -10 5 ~
0 -15 -30 15
0 -5 -10 5
1 2 3 -1
0 -5 -10 5
0 0 O 0
0O 0 O 0

Bu A matrisinin pillovari goklidir. Sifirdan forqli
satirlorin say1 2-ya barabar oldugundan r(A)= 2 olar.

Indi iso verilmis A matrisinin ranqmni sifirdan
forqli on yiiksok tortibli minorunu tapmagla hesablayaq:

A matrisinin  sifirdan  forqli  elementi
oldugundan r(A)>1.

Sifirdan forqli iki tortibli minoru axtaraq:

2 _
M, —ni daxilins olan ii¢ tortibli minorlara baxaq:
1 2 3
M®P =2 -1 —4/=18-42-32+12-28+72=102-102=0
4 -7 -18

2 )
]l:—l—4=—5¢0 . Demoli r(A)>2 |,



1 2 3
MP =2 -1 -4 =1+6-24+9+4+4=24—24=0;

3 1 -
12 -

MP =2 -1 3|=-11+14+24—4-44+21=59-59=0;
4 -7 11

1 2 .. . e .
‘ ]J iki tortibli minorunu daxilina alan

biitiin ti¢ tortibli minorlar sifra borabor oldugundan
verilmis matrisin ranq1 r(A)= 2 olur.

26.2.1.Matris torsinin olmasi U¢ln zaruri va kafi sort

Teorem.Verilmis A matrisinin tars A-1 matrisi ol-
masi UGUn onun A(A) determinantimin sifirdan farqli ol-
masi zaruri vd kafi sortdir.

Determinant1 sifira barabor, yoni A(A) = 0 olan
kvadrat A matrisino cirlasnms (vo ya maxsusi) matris
deyilir. Determinanti sifira borabor olmayan kvadrat A
matrisine iso cirlasmamis (v ya qeyri-moxsusi) matris
deyilir. Dediklorimizdon aydindir ki, cirlasmamis mat-
risin torsi vardir.Verilmis matrisin torsini neco tapmagq
olar?

Tutaq ki, ikitortibli cirlagmamis

= o 2]
2 A1 Az2
matrisi verilmisdir. Bu matrisin torsi:



A1 A21

-1 _ ||A(A2)  A(A2)
A" = A, Ag || VERYA
A(Az)  A(A2)
-1 _ 1 [||922 —A12 ”
2 A(Az) [l —a21 A1

26.2.2.Matrislo onun tarsinin hasilinin vahid matris
olmasi

Asagidaki Az va [00A3! matrislori iigiin Ggtortibli
cirlasmamis (A(A3) # 0)
411 Aq2 433
dz21 dzz dz3
d31 a3z dz3
matrisini gtlirok. Bu matrisin torsi:
X Apr Az Az
A§1=m Az Az Az (2)
Az Azs Agg
Soklinds oldugunu forz edok. Matrislo onun tors
matrisinin hasilinin vahid matris olmagina inanmagq {i¢iin

Az = (1)

100
010

001
oldugunu yoxlamagq kifayatdir.

Matrisin ajelementinin cobri tamamlayicisinin A;y ilo
isara oldugunu va determinantlarin xassasini nazars alsaq:

AZlA; = =13

g A(A;) O 0
A; = 0 A(A;) O
© A 0 0 AGAY)

va yaxud talab olunan



100
010
001

A3'A; = =13

borabarliyini alariq.

Uctortibli (1) kvadrat matrisinin (2) tors matrisinin
qurulma sxemi ¢ox sadadir: (1) matrisinin a;, elementi
onun uygun A;, Cobri tamamlayicisinin A(A3) adading
nisbati ilo oavoz olunur. Alinan matrisin ¢evrilmasi (bas
diagonala nazaran cevrilmasi) (2) matrisina barabar-
dir. Homin gayda ila n-tartibli cirlasmayan kvadrat
dq1 4d12 ... dAqp

a;; az, .. a
L | I | TGV

o dp1 dp2 - dApn
matrisinin
A11 AZl Anl
A—l 1 AlZ AZZ AnZ

)

o Ain Ayn o A
tors matrisini almag olar.

Misal.
314
A=|2 0 5|, A(A)=-15
. .11 23
matrisinin tors matrisi:
. 10 -5 -5
-1 _ 1
A =5 1 -5 7 olar.
—4 5 2




XXVII FOSIL. KRAMER QAYDASI. QAUSS
USULU

27.1. Xatti tanliklar sisteminin halli ,bir nega xatti
tanliyin birga hallinin tapilmasi kimi

Tutag ki, n machullu m sayda xatti tonliklar sistemi
verilmisdir.

d11Xq + dq12Xo + .-l +alan = bl
d1Xq + dooXoH +..... +32an = bz, (1)
Am1X1 T ameXet..... +amnXy = by

Sistemin matrisinin va genislonmis matrisinin ran-
qin1 uygun olaraq r(A) var (B) ilo isara edok.

Burada
all a12 e ow aln
a a a
A= 21 22 2n
A1 Qg een wee o Amn
a;r Qg2 - ay, by
B=| %21 G2z Ay by
A1 Ay een vee o Amn b

A Ay ey A, 9dadIAr sistemine o zaman (1) tanliklar

sisteminin halli  deyilir ki, (1) sisteminda Xy, X5,....... » Xn s
machullarinn yerind uygun olaraq bu adadlori yaz-
diqda sistemin har bir tonliyi dogru barabarliys c¢ev-
rilsin. Tanliklar sisteminin halli varsa, ona birgs (ya-



xud uyusan) sistem, halli yoxdursa, ona birgs olmayan
(yaxud uyusmayan) sistem deyilir.

27.2.Tanliklorin say1 machullarin sayina barabar olan
halda Kramer qaydasi vo Kramer dUsturlar

U¢ mochullu xotti tonliklor sistemi:
dq11X + alzy + dq3Z = b1

az X +ayy+azz=hb, (1)
a31X + a32y + a33Z - b3
soklinds yazila bilor.

Verilmis (1) sistemini hall etmok U¢lin homin siste-
minbas determinantini
d11 A2 Ai3
dz1 dzz aAz3
dzq d3z azz
vo kOmokei determinantlarini yazaq:
b; aj; a3 ajq by ag3
b, aj; az;3 azy by a3
b; a3, as; azy bz az;
aj;; a2 by
azy az; by
azq azy by

A= )

Ax = , Ay =

Az = (3)

(1) sisteminin tonliklorini uygun olaraq aj;,a;0,a3;
elementlorinin Ay;, Ay Vo Az Cobri tamamlayicilarini
vurub, alinan boraborliklori torof-torofo toplasaq
(a11A11 + az1Az1 +a31A31) X+ (a12A11 + 22242, +
+agyAzq) 'y + (a13A11 + @341 +a33A3.) -2 =

= b1A11 + byAz; + b3A3;. 4)



boraborliyini alariq. Determinantlarin satir vo sltun
elementlori Uzro ayrilmasi xassosino gora:
A= a;1A11 + az1A21 + 31434,
0 = aj2A11 +a22A21 +a32A3,
0 =a;3A41 +az3A21 +a33Az;.
Onda (4) boaraborliyi
A-x= blAll + b2A21 + b3A31
soklinds yazilar.

Eyni qayda ilo do (1) sisteminin tonliklorini avvalco
uygun olaraq A;,,A,,,As, oadadlorine, sonra da
Ai3,A,3,Az; ododlorini vurub alianan boraborliklori
toraf-toraf toplasaq

A-y =DbjAs; +bzAz; + b3A3;
\£)
A-z= b1A13 + b2A23 + b3A33
barabarliklorini alariq. Belslikls, (1) sistemi ovazino
Ax = b1A11 + b2A21 + b3A31,
Ay = byAq; + byAz; + b3Aj,, } (5)
Az = b1A13 + b2A23 + b3A33.
sistemi alinir.

A+ 0 oldugda (1) vo (4) sistemlori ekvivalentdir.
(5) sisteminin sag torofindoki adadlor A determinantinin
birinci slitun elementlorini uygun olaraq b1, bz, bz adad-
lori ilo, sonra iso ikinci slUtun elementlorini by, bz, b3
adadlori ilo vo nohayst, ¢lincl stutun elementlorini yena
do homin odadlorls avoz etmokls alindigindan:
by a;; a3
b, az; az3
b; az; azz

Ay=Db;A;1; + byAy; + b3As; =




a;; by a3
A;=bjAq; + byA;; + b3Az; = (a7 by a3
az; b; as3

a;; a;p by
Az3=bjA13 +byA,3 + b3Az3 = (az; az; b,

a3 ag; bs
Onda (5) sistemi
A-x= Al’
Ay =14, (6)
A 7= Ag.

kimi yazilar.

A+ 0 oldugda bu sistemin yeganas halli var:
by
X= A’ y_ A’ yA A (7)

Demoli, A+0 oldugda (1) sisteminin yegana hoalli var
va bu hall (7) diisturlar1 vasitosilo tapilir. (7) diisturlarina
Kramer diisturlar1 da deyilir.

Misal: Sistemi hall edin:

Ix+y—z=7,
{x —5y+6z=-4
2x+3y—4z=8
Halli: ©Ovvalco sistemin bas determinantini hesabla-
yaq:

3 1 -1
D=1 -5 6
2 3 -4




Uciincii suitun elementlorini 3-0 vurub birinci si-
tunla, 1-o vurub 2-ci sttunla toplasaqg,

0o 0 -1
D={19 1 6 [=-1-| 1) |0
~10 -1 -4
lariq.
Indi do kdmokg¢i determinantlar tapagq:
7 1 -1 0 0 -1
D.=|-4 -5 6l|=|38 1 6|
8 3 —411-20 -1 -4
_ .| 38 1|_
=-1| %, |78
3 7 -1 0 0 -1
D,=11 -4 6 (=19 38 6 |=
2 8 —411-10 -20 -4
_ 4.1 19 38 |_
=110 20
3 1 7 0 1 0
D,=I11 -5 —4|=|16 -5 31 |=
2 3 g1 1-7 3 —13
—1.116 31 |__
=1 |—7 —13177

Kramer gaydasindan istifads etsok, sistemin hallini

alariq:
D 18 D 0 D -9
= ZX= =2 Y= 2="=0 V2= Z=_"=-1.
D 9 D 9 D 9



27.3.Ixtiyari xatti tanliklor sistemi ticiin Qauss (ardicil
yoxetma) Usulu vo bu Usulun Umumi sxemi

Tonliklor sistemin determinanti sifirdan farqli ol-
dugda onu Kramer gaydasi ilo hall etmak olar. Lakin
bu halda n+1 sayda n-tortibli determinant hesablamaq
lazim galir ki, bu da boylik hesablama isi talob edir.

Tutaq ki,xatti tonliklor sistemi verilmisdir :

a;1Xq + apXy+ apXp = by
ay1Xq + aypXpy+ axX, = by 1)
An1Xy + aApXp + aAppXp = bn

Verilmis xatti tonliklor sisteminds machullarin say1
tonliklorin sayina barabar olmadiqda, yani sistem

a;1Xq + apX,+ amXm = by
ay1X1 + apX;+ amXm = by )
Ap1X; +  aApXp + ApmXm = bn

Soklinds oldugda iso onun holline Kramer qay-
dasini totbiq etmok olmur.

Buna gbra do, (2) (vo ham do (1)) soklindo xatti
tonliklor sistemini ¢ox zaman moachullarin ardicil yox
edilmosi Usulu vo ya Qauss Usulu ilo hoall edirlor.Bu
Usulun mazmunu beladir: tutaq ki, a;1#0.0Onda sistemin



. . . o« e e oy o . . a .
birinci tonliyinin hor iki torifini =2 ododino vuraragq,

a11
alinan
aipa aima a
gy X1+ 12 21X2+...+ 1im 21 —b1 21
a11 a11

tonliyini sistemin ikinci tonliyindon teref—tersfs cIXiriq.
Aldigimiz tonlikds x; machulu istirak etmir:
a'2»xot+a 23t...+a 2mXm=b 2.

. . . . . « e g o . .+ a
Sonra sistemin birinci tonliyinin har iki torafini ==
a11

odadino vuraraq alman tonliyini sistemin Uglnci tonli-
yindon torof-torofo ¢ixiriq. Bu mihakimoni ardicil tot-
biq etmokls (2) sistemini

allxl + 312X2 + -+ alme == bl
d 22Xo + .-+ domXm = b 2 (3)
a\nZXZ + -t a\nme = b\n

soklindo sistema gevirmok olar.Aldigimiz yeni sistemin
2-c1, 3-cll va s. tonliklorindon istifado etmoklo yuxarida
gOstordiyimiz Usulla x> machulunu da yox etmok olur.
Bu muhakimoeni ardicil olaraq totbiq etmoakls (2) siste-
mini ona ekvivalent olan.

allxl + a12X2 + 313X3 + -+ alme = bl
Qg2Xz Xz + -+ A mXm= b2 (4
a 33X3 + + a 3me = b“3

Soklinds sistemo gstlrmek mumkundur



(4) sistemina pillovari (va ya pillalor soklindo ) sis-
tem, aj;, a 22, a 33 Vo S. omsallarina iso sistemin bas
elementlori deyilir. Aydindir ki, sistemo Qauss Usulu-
nun totbiq oluna bilmasi U¢lin sistemin bas element-
larinin sifirdan forqli olmasi zoruri v kafi sortdir.

Qeyd edoak ki, (2) sisteminin ¢evrilmasi naticasindo
alinan (4) sistemi uyusan vo uyusmayan ola bilor. Birinci
halda (4) sistemini hall edarak (2) sisteminin axtarilan
hollori tapilir. (4) sistemi uyusmayan oldugda (mosoalon,
sistemdo sol torofdoki bltlin omsallar: sifir olan, lakin
sag torofi sifir olmayan 0-x;+0-x>+...+0 - xn=b,(b#£0)
sokIndas tonlik alindigda (2) sistemi do uyusmayan olar.

Qeyd edok ki, (2) uyusan olduqda iki haldan an-
caq biri mimkindir: homin sistemin ya yegana halli
var , ya da sonsuz sayda holli var.Hesablama zamani
he¢ bir yuvarlaglagdirma aparilmayibsa,onda Qauss
tsulu ilo tapilmis hall daqiq olur.

(2) sistemini Qauss Usulu ilo hall edorken tonliklor
Uzorindo aparilan amollori bazon onlarin amsallarindan
dlzolmis

a1 Az - Am by
ay; Az ... dAzy, b
anl anz anm bn

matris Uzorindo aparmaq daha munasib olur.
Qauss Usulunu totbiq etmoklo asagidaki tonliklor
sistemini holl edok:



Xq +2x, —3x3 +2x, =1

2X] — Xy — 2X3 — 3%, =2

3%y + 2x, — X3 + 2x, = =5 )
2%y — 3Xy + 2%3 +x, =11

Sistemin birinci tonliyinin hor iki torofini 2-yo
vuraraq alinan boraborliyi uygun olaraq ikinci va
dordincu tonlikdon toraf-torofs ¢ixaq; sonra da birinci
tonliyin hor iki torafini 3-o vuraraq alinan tonliyi 3-cu ton-
likdan torof-torofa ¢ixaq, noticada (5) sistemina ekviva-
lent olan

X; +2x, —3x3+2x, =1
—5x, + 4x3 — 7x, = 0, 6
—4x, + 8x3 —4x, = — 8, ©)
—7%x, +8x3 —3x, =9

tonliklor sistemini alariq.Bu sistemin ikinci tonliyindon
Uclincl tonliyini torof-torofs ¢ixsaq vo alinan bora-
barliyin hor iki torafini -1-0 vursaq, naticada (6) siste-
mini
X; + 2%, —3x3 +2x, =1
X, +4X3 + 3%, = —8
—4x, + 83 —4x, = — 8 (7)
— 7%, +8x3 —3x, =9

tonliklor sistemi ilo ovoz etmis oluruq.(7) sisteminin
ikinci tonliyinin hor iki torafini avvalco (+4) -9, sonra da
(+7)-ya vurub alinan barabarliklorls toplasaq



Xy +2x, —3x3+2x, =1
X, +4%3 +3x, = —8
24x5; + 8x, = —40
36x5 + 18x, = — 47
tonliklor sistemini alariq.Homin Usulla bu sistemi do
Xq + 2%, —3x3 +2x, =1
X, +4x3 +3x, = — 8 (8)
24x5; + 8x4, = — 40
6x, = 13
soklindo gOstormok olar.
Aydindir ki, (5) xotti tonliklor sistemi ila (8) pille-
vari xotti tonliklor sistemi ekvivalentdir. (8) sistemini

hall edarak, sistemin yegano

13
1=-— = y Xg = —

s 2T 1 ¥3T T4 6
hallini (avvalca axirinci tonlikdon x4, sonra Uglncl ton-
likdan x3 va s. tapilir) tapariq.

Qeyd edak ki, (5) sistemini Kramer gaydasi ils hall
etmok cln dOrdtortibli 5 odod determinant hesabla-

maq lazim idi.



XXV FOSIL. BIRCINSLI XOTTi TONLIKLOR
SISTEMI. XOTI TONLIKLOR SISTEMININ
MATRIS YAZILISI VO HOLLI

28.1. Xatti bircinsli tanliklar sistemi va onun trivial
halli haqqinda

Forz edok ki, tigmoachullu xatti tonliklor sistemi

a1 X +ay + a3z = by

Az1X + Y + a3z = by 1)

az1X + azy + azzz = by
soklinda verilmisdir. b; = b, = b3 = 0 oldugda (1) siste-
mindon Xatti bircinsli tonliklor sistemi alinir. by, b,, b
odadlarindon he¢ olmazsa biri sifirdan forgli oldugda (1)
sistemina bircinsli olmayan xatti tanliklor sistemi deyilir.

A+ 0 oldugda bircinsli xotti tonliklor sisteminin
homiso yegana x=0, y=0, z=0 (trivial) halli var.

Indi do A= 0 olduqgda (1) sisteminin hollinin varlig
masalasini tadqiq edak. Tutaq ki, A= 0 vo onun ikitartibli
minorlarindan he¢ olmasa biri sifirdan forglidir. Onda A
determinantinin satirlorindan biri, masalon, tgunci yerda
galan iki sotrinin xotti kombinasiyasi olar. Bu halda (1)
sisteminin Ggtncl tonliyinin sol torafi do birinci va ikinci
tonliklorin sol toraflorinin Xoatti kombinasiyasina barabar
olar:

az1X + a3y + azzz = 4 (a;1x +apy +
+0a132)+A5(az1X + a2,y + 332 ) (2)

Ogor (1) sisteminin sag toraflori do buna oxsar uygun

miinasibati, yani
bs=hb;+ X0, 3)



minasibatini 6doyarss, onda (1) sisteminin Xatti asili
olmayan iki tonliyi olar, t¢unct tanliyi isa bu iki tanliyin
noticosi kimi alinar. Bu halda (1) sisteminin halli
ucmoachullu iki xatti
811X + 842V + 8122 = h:lr} (4)
851X + a3,V + a33Z = b,.
tonliklor sisteminin hallina gotirilmis olar. (4) sisteminin
ISa sonsuz sayda halli var. Bu hallori tapmaq tgln (4) sis-
temindo machulun birini sag torofo Kkecirib ona ixtiyari
giymatlor vermok va alinan sistemlordon yerds galan iki
doayisonin giymatlorini tapmaq lazimdir.

Bu halda & determinant: ilo birlikde A4, A, va A5 de-
terminantlar1 da sifra barabar olar.

ogor (1) sistemi tonliklorinin sol torsflori (2) munasi-
batini 0doyarkon sag toroflori (3) munasibatini 6domozss,
yani

b; = A,b; + 2;b,
olarsa, onda hamin sistemin heg bir halli olmaz. Bu halda
Ay, A; va A5 determinantlarinin he¢ olmasa biri sifirdan
forglidir.

Sistemin A determinanti sifir oldugda onun biitiin
ikitortibli minorlar1 sifir olub, sifirdan fargli he¢ olmasa
bir elementi olarsa, onda yens do (1) sisteminin ya sonsuz
sayda halli var, ya da he¢ bir halli olmaz.

Dediklarimiza asasan bircinsli xatti

311}( + 3121}?' =+ 3132 == ﬂ;
Az1X+ azy + a3z =0, (5)
331x+ ﬂaz}r + 3333 == ﬂ.



tonliklor sisteminin holli hagqinda da miiayyan noticalor
alinir. (5) sisteminin A determinanti1 sifirdan fargli olarsa,
onda Kramer qaydasina géra hamin sistemin yegana (x=0,
y=0, z=0) sifir holli olar. Sistemin determinanti sifra
barabar oldugda isa (5) tonliklorinin sol vo sag toroflori
uygun olaraq (2) va (3) munasibatlorini 6dayar. Buna goéra
do hamin sistemin sonsuz sayda halli, o ciimladon sifirdan
forgli halli olar.

Belalikla, asagidaki naticoni alms olariq: bircinsli
xotti tonliklar sisteminin sifirdan forgli hallinin olmasi
ugin hamin sistemin A determinantimin sifra barabor
olmasi zaruri va kafi sortdir.

28.2.Xotti tonliklor sisteminin matris yazilis1 va halli

Tutaq ki, A vo B verilmis matrislordir vo matris-

lorle yazilmis
AX=B
tonliyindon X matrisini tapmagq talob olunur.

Bu tonliyo matris tonlik deyilir. A matrisinin deter-
minant1 A(A) # 0 olarsa, onda onun A™" tors matrisi
var. Bu halda tenliyin hor iki terafini soldan A~ matri-
sind vursaq, X matrisini tapariq:

AT'AX=A"'B, IX=A"'B, X=A"'B.

Xotti tonliklor sistemini do matris tonlik soklindo

yazib holl etmok olar. Tutaq ki, n machullu n xatti ton-
liklor sistemi verilmisdi:



a11X1 + a12x2 + ...+ aiuxu == hi-’
a21X1 + azzxz + ...+ azuxu == hz,

a,1%y + apeX,+ ..+ apx, = b,. (1)

Bu sistemi matris soklinds yazaq:

g9 Qg2

apng apo

. Agp
Asq @Azz .-

a

g b,

x b
Aan z — 2 [2)
nn xu bu

Ogor machullarin omsallarindan dizelmis matrisi
A, sag torofdoki molum adoadlordon diizolmis stitun-mat-
risi B, axtarilan machullardan dlizalmis stitun-matrisi X

ilo isars etsok, yoni
A9 A43
A— 831 4@zz

dpy App

onda (2) sistemini

X4 b,

ziﬂ xz hz
n ,X = " » B= ]

dpn X, h.u

matris tonlik soklindo yaza biorik. A(A) # 0 olduqda
(3) matris tonliyinin hollini yuxarida tapmisdiq:

X =A1B. (4)

Molumdur ki, A(A) # 0 oldugda (1) sisteminin A

matrisinin tarsi




matrisidir. Onda bu matrisi B matrisino soldan
vurmagqla (4) borabarliyins asason X matrisini tapmagq

olar:
Aiihi +A21bz + '"+A|:I.1hl:l.
1 A,b; +Ayby, + o+ Ab,

i

mms mas mss mas mss mss mss mss mEs mss mss === ms=s [5)
Ajby +A5. b+ .+ A LD,
Bu boraborliyin sol va sag toraflori eyni 0l¢ill su-
tun-matrislor oldugundan onlarin uygun 1 elementlori bo-

rabardir:

b; a;; ... a;,
:ﬁljb1+ﬂzjbz+ '“+An1bn: 1 bz azz w-u azn 9
1 ACA) A(A) -
hl:l. Apo Ann
Alzbl +A22b2+ ...+An2bn
x = =
2 A(A)
a4 by a3 ... a4,
_ 1 8y, by 853 ... 8y,
ACA)
danq hu Apsz -+ Apg (6)
8449 --- 89(pn-1) b,
_ Agghg+Asbo+ oAb _ 1 | 82 - Bamo1) b,
n A(A) F T T
Apg .- an{n—:l'j bl:l.

Bu disturlar Kramer disturlaridir. Beloliklo, biz
isbat etdik ki, (1) sisteminin A(A) determinant: sifirdan

forqli oldugda homin sistemin yegans holli var vo bu
hall (6) Kramer dlsturlari vasitasilo tapilir.

n=2 olduqda (6) disturlar1 ikimoachullu iki xatti
tonlik sisteminin holli U¢ln tapdigimiz (8) Kramer
dUsturlar1 ilo, n=3 oldugda iso U¢mochullu U¢ xotti



tonlik sisteminin hoalli U¢lin (5) Kramer dusturlar: ilo
Ust-Usto diistir. bi=b,= ... =b,=0 oldugda (1) xatti
tonliklor sistemi

AyyX; + 832Xy + ...+ a,xX, =0,

831Xy + 833X+ ...+ AgpX, = 0, )

g1 Xy + 82Xy + o+ BpgXy = 0.
bircinsli xatti tonliklor sistemina gevrilor.

Ugmochullu Ui¢ xatti tonliyin bircinsli sisteminin hal-

li hagqinda avvalki paraqrafda aldigimiz naticolor uygun
sokildo (7) sisteminin halli hagqqinda da dogrudur. Xisu-
si halda,(7) sisteminin sifirdan forqli hallinin varlig: hag-
qinda asagidak: toklifi sOylomok olar: (7) bircinsli sis-
teminin sifirdan farqli hallinin olmasi U¢lin homin sistemin
A determinantinin sifra barabar olmasi zaruri vo kafidir.

Misal. U¢mochullu Ui¢ xotti tonlik sistemini Kra-
mer dusturlari ilo hall edin:
X4 — X3+ X3 =5,
{ ZX1 +xZ —|—x3 - 6,
Xy +X, +2Zx; =4

Sistemin determinanti

1 —1 1
A=z 1 1|=5=0
1 1 2
oldugundan (6) dusturlarini totbiq etmok olar (n=3).
Bu halda,
5 —1 1 1 5 1
Aq=|6 1 1|=15, A,=|2 6 1|= -5
4 1 2 1 4 2
V')
1 —1 5
Az=1|2 1 6|=5
1 1 4




oldugundan:
Ay
X, =— =
7oA

3, X,



XXIX FOSIL. XOTTi TONLIKLOR SISTEMININ
BiRGOLIK OLAMOTI. KRQNEKER-KAPELLi
TEOREMI

29.1. Xatti tanliklar sisteminin uyusan (birga) va ya
uyusmayan (birgs olmayan) olmasi haqqinda
Kroneker-kapelli teoremi. Bu teoremin bazi tatbiglari.

Umumi sokildo verilmis (1) sisteminin birga olub-ol-
mamasi Kronker-Kapelli teoreminin kémayils izah edilir.

Teorem (Kronker-Kapelli teoremi). (1) sisteminin
birgs olmasi iiciin onun matrisi ilo genislonmis matrisi
ranqumin barabar olmasi zaruri va kafidir.

Zarurilik. Tutaq ki, (1) sistemi birgadir. GOstorok
ki, r (A)=r (A). (1) sistemi birgo oldugundan 4, 4,,...,4,
ododlori  vardir ki, onun bltin tonliklarini dogru
boraborliya cevirir. Bu oadadlori sistemdo mochullarin
yerina yazsag.

all a'12 a'ln bl
a a a b
A+ P A | A, =2 2)
aml am2 amn bm

Demoli, genislonmis matrisin axirinci stitiinu o bi-
r1 sUtlinlarin xotti kombinasiyasindan ibaratdir. Genis-
lonis matrisi axirinet sttlinundan o biri sltlnlarin xatti
kombinasiyasini ¢ixsaq:

air ap..am 0
Bi=| a1 a»..axn 0



matrisini alariq. Buradan gOrlnlr ki, Bi matrisinin
ranqi B matirisin ranqina vo eyni zamanda A matrisi-
nin ranqina borabar olacaqdir.

Kafilik. Tutaq ki, r (A)=r(B)=r. Gostorok ki, (1)
sistemi birgadir. r (A)=r(B) olmasindan alinir ki, A-
nin xatti asilt olmayan maksimal sayda sltunlar sistemi
eyni zamanda B Uclin do xotti asili olmayan maksimal
sayda sUtunlar sistemidir. Clnki A-nin sutunlari eyni
zamanda B-nin do sltunlaridir.

Onda genislonmis matrisin axirinct situnu bu sis-
tem vasitosilo xotti ifado olunmaldir.

Demoli, r sayda elo 4, 4,,...,4, adadlori vardir ki,

bu amsallarin kémoyi ilo by, by ...., bm saquli vektoru
galan sUtunlar vasitasi ilo (xatti asili olamayan maksi-
mal sistemdo istirak etmoyan slitunlar1 da bu como sla-
vo edirik ) asagidaki sokildo xotti ifads olunur.

), a, a, b,

b
a‘21 Al + a‘22 /11++ aZn //ln — 2 (3)
a a a b

ml m2

Buradan iss asagidaki barabarliklori aliriq:
ani +an Aat.....+amAn=bi,
axi A1+ axn Aot.....+as An=bo,

mn m

Bu o demokdir ki, 4,,4,,...,4, adoalori (1) sistemi-
nin hollidir. Demali, (1)sistemi birgadir.



29.2. Matrisin ranqinin tanliklorin saymna barabar, kicik
va bOyUk olan halda tonliklor sisteminin holli.

Kronker-Kapelli teoremi sistemin uyusan olmasini
gOstormoays imkan versa do lakin bu halli neco tapmagq
yolunu gbstormir.Bir ne¢s hali nozordon kegirak.

1) Ogor r(A)=n olarsa, n-machullu n xatti tonlik-
lar sistemi alariq, bunun da n-tortibli determinanti (an
yUksok tortibli minoru) sifirdan forqlidir. Bu halda sis-
tem mUoyyondir vo onun yeganos hollini Kramer gayda-
st ilo tapmaq olar.

2) Tutaq ki, r(A)<n. Bu halda, xatti asili olmayan
maksimal sistem amolo gotiran tonliklorin ilk ardicil
1, 2,....r nOmrali tonliklor oldugu forz olunur.

Demali,
air amn ..air
(A)=|ax ax..ax| #0
drl ar2 ....dr

Onda omsallar1 bu determinanta daxil olan ilk ar-
dicil r sayda xi, xa,.....,Xr machullarini sol torafds saxla-
yib, qalan Xr+1,.....Xn machullarini isa sorbast machullar
adlandirib sag torofa kegirmoklo, asagidak: sistemi ala-
riq:

anxit+apxet+...+anX=br-ai r+1Xr+1-...-a1nXn,
21X1+anXet...+axnXr=b2-a2 r+1Xr+1-...-a2nXn,  (4)
r1X1 + ar2X2+---+aerr:br' ar,r+1Xr+1-...~drnXn,

Ogar X, =4, X X, =4 kimi qiymotlor ver-
sok, (4) sisteminin sag torafindo milayyan ododlor alinir
va naticads

P TR



aixi + apxe+...+ax=bi
azixi+ anxat...+axxn=by", (5)

arX|) + apxe+...FanXx:=br

sistemi alinir. Bu sistemo yena do Kramer gaydasini
totbiq edorak halli tapmaq olar. Lakin bu hallor sonsuz
sayda olacaq. Clnki sarbast mochullarla istonilon say-
da qiymot vermok olar vo onlarin hor bir qiymati U¢ln
yeni hoallor alinar. Demali,(4) sistemi geyri-mUoyyondir.

Deyilonlors osason ixtiyari xotti cobri tonliklor sis-
teminin hoalline aid asagidaki qaydani sOylomok olar.

Ogor sistemin osas matrisinin ranqi genislonmis
matrisin ranqina barabar deyilss, onda sistem birgs de-
yil, onun holli yoxdur. ©gor bu ranglar eyni olub r-o
barabordirse, onda amsallar1 sifirdan foqrli r-tortibli
minorlardan birins, moasolon, D # 0 minoruna daxil
olan r sayda tonliyi saxlayib qalanlari atirlar. Burada
r=n olarsa sistemin yegano holli var vo bu hoall Kramer
gaydasi ilo tapilir.

Ogor r < n olarsa, onda bu sistem geyri-mioayyondir.

Osas machullarm sorbast mochullarla ifadasini Kra-
mer qaydasi ilo tapirlar, yoni Umumi halli toyin edirlor.

Sarbast machullara ixtiyari giymatlor verarok, asas
mochullar ¢lin gqiymotlor tapirlar ki, bu da xUsusi hoal-
lor adlanir.

Misal . Sistemi holl edin:



Holli. A vo B matrislorinin ranglarii tapaq :

1 1 -2 1
A=1[2 -1 2 3l

0 -1 2 -1

1 1 -2 1 1
B=|[2 -1 2 3 18

0 -1 2 -1 0

r(A) =r(B) = 2.
Iki tortibli minorlardan biri mosalon

M=|; _1|=—3¢0.

Bu minorda birinci vs ikinci tonliyin omsallari isti-
rak edir.
Ona g0rs sistemin Uglncl tonliyini nazaors almasagq:
Xg+X, —2x3+x4, =1
{2)(1 — X, + 2x3 + 3x, = 18
Burada r(A) =r(B) =2 n=4r<n oldugun-
dan sistem geyri-muoyyandir. Sifirdan forqli M minoru-
na x,vo9 x, moachullarimin amsallar1 daxildir. Odur ki
X1V99 X, mochullarint  asas  moachul x3vaax,
mochullarint sarbast mochul hesab etsok
X1+ X, =14 2x3 — x4
{2)(1 — X, = 18 — 2x3 — 3x,
sistemin alariq . Bu sistemo Kramer gaydasini totbiq
etdikdo
1+ 2x3 — X4 1
118 — 2x3 — 3x4 —1| _19-4x, 19 4

M 3 33

X1



1 1+ 2x3 —3X4
_2 18_2X3_3X4 _X4_+6X3_16

X2
16

=§X4+2X3—?

aliriq.

Burada x;voax, sorbast mochullarina ixtiyari
giymatlor vermoklo x;voa x, liclin  uygun qiymatlor
tapirig. Bu yolla sistemin sonsuz sayda xUsusi
hollorini  tapiriq. Masalon sorbast machullara x; = 2,
X, = 3 qiymatlorini veroarok x;voa x, mochullart Ugln

- 7 1. ..
uygun olaraq x; = 3 X2 = —3 qiymatlorini tapiriq.
Sistemin xUsusi hoallorindon biri (g; —g; 2; 3) olar.

Qeyd etmok lazimdir ki, sifirdan forqli basqa bir
ikitortibli minor olsa, onda omsallar1 bu minora
daxil olan tenliklori gOtlrlb, tonliklordon birini
sistemdon atariq. Aliman sistem yena do ovvalki
gayda ilo hall edilir.



XXX FOSIL.VEKTORLAR VO ONLAR
UZORINDO XOTTi OMOLLOR

30.1.Vektorlarin ayrilisi

Istigamatlonmis diiz xott parcasi vektor adlanir.
Baslangici A noqtosindo sonu B ndqtosinds yerlogon
vektor AB simvolu ilo isars edilir (vo ya a,b,...). AB
vektorunun uzunlugu dedikdo AB pargasinin uzunlu-
gu basa disilir va ‘E‘ Vo ya ‘5‘ kimi isara edilir.
Uzunlugu sifra borabar olan vektor sifir vektor adlanir

vo 0 vo ya 0 simvolu ilo igsars edilir. Uzunlugu vahido
baraboar olan vektor vahid vektor adlanir vo € simvolu
ilo isars edilir.

Istigamoti @ vektorunun istiqgamati ilo eyni olan
vahid uzunluqlu vektor & vektorunun ortu adlanir vo
a,-la isars edilir. Uzunluglari eyni, istiqgamatlori bir-bi-
rinin oksino yonalmis vektorlar oks vektorlar adlanir. a
vektoruna oks vektor - kimi (vo ya AB =-BA) isara
edilir.

Ogor @ vo b vektorlar1 bir diiz xott vo ya paralel
diiz xottlor Uzorindadirlorsa, onda bu vektorlar kolli-
near vektorlar adlanir vo @//b kimi gostorilir.

Ug (va ya daha ¢ox) vektor ya bir, ya da iki paralel
miistovi {izorindo yerlosorlorsa, onda bu vektorlar kom-
planar vektorlar adlanir.

Ogor kollinear @ va b vektorlarinin istiqgamatlori
va uzunluglar1 eynidirsa, bu vektorlar borabar vektor-
lar adlanir vo @ =b kimi isara edilir.



Tutaq ki, kollinear olmayan @ vo b vektorlari
verilmisdir. Paralel kogiirmo vasitosi ilo @ vo b vektor-
lariin baslangiclarini bir O ndqtesing gotirak:

Sokil 1.

O niqtasi @ vo b vektorlarinin baslangic vo son
ndqtolori bir iichucagin topa néqtalori olur. Ugbucagin
verilmis vektorlarin baslangic ndqtalorine uygun tops
noqtosindoki bucaq a vo b vektorlar1 arasindaki bu-
caq adlanir. 9gor vektorlar eyni istigamatlidirlorsa, on-
da onlar arasindaki bucaq sifra barabardir; oksistiga-
motli vektorlar arasindaki bucaq 180°-ys boarabordir.

Tutaq ki, ixtiyari @ vo b vektorlar1 verilmisdir.
ixtiyari O noqtesi gotiirok vo OA=a vektorlarii qu-
raq, sonra A noqtesindon AB =b vektorunu quraq.

a vektorunun baslangici ilo b vektorunun sonunu
birlesdiron vektor bu vektorlarin comi adlanir.

OB=a+b



Sakil 2.
a vo b vektorlarinin forqi dedikdo, elo € vektoru
basa diisiiliir ki, b +¢=2a miinasibati ddonsin: € =a-b
a #0 vektoruilo A#0 odadinin hasili elo b vek-
torudur ki, onun uzunlugu |ﬂ|~é -ya borabor olub,

A>0 olduqgda, a ilo eyni istiqgamatli, 4 <0 oldugda iso
a 1lo oks istigamatli olsun: b=1-3.

a=0 vab=0 vektorlar {iciin b = 13 miinasibo-
ti @vo b vektorlarmin kollinearlq sortidir.
Tutaq ki, 4, vo 4, eyni zamanda sifra barabor ol-

mayan odadlordir. Sifra borabor olmayan a, b, ¢
vektorlarinin komplanar olmasi ii¢iin zoruri va kafi sort
onlardan birinin, galan ikisinin xatti kombinasiyasi

soklinda gostorilo bilmasidir, masolon ¢ =1, - a+1, b
(bu miinasibot vektorlarin komplanarliq slamati-
dir).



i, ],k vektorlar1 diizbucaqli koordinat sistemindo
koordinat oxlarinin ortlar: olarsa, onda koordinatlari
a,,a,,a, olan a vektorunu

a=a,i+a,-j+a, -k
kimi gostormak olar.

Onda a,,a,,a, omsallari 1, j,k bazisindo a vekto-
runun koordinatlart adlanir vo belo yazilir

a=(a,,a,,a,).
a vektorunun uzunlugu

laj=a; +aj +a’
diisturu ilo hesablanir.

a vektorunun OX,0Y,0Z oxlar1 ilo amolo gotirdi-
yi bucaglar, uygun olaraq, «, 3,y olarsa, a vektorunun
istigamati cos a,cos B,cosy istiqgamatverici kosinuslari-
nin kdmayi ilo toyin edilir. Qeyd edok ki,

CoOSa =-—,C0S ff =

vo €0s? o +¢0s* B+ cos® ¥ =1 miinasibotlori dogrudur.

Moasals.
ABCD paraleloqgraminda K vo M, uygun olaraq,
BC vo CD toroflorinin orta  noqtoeloridir.

AK =a;AM =b oldugunu bilerok, BD vo AD vektorla-
rin1 @ vo b vektorlari ilo ifads edin.

—,C0Sy =



Holli:

Sakil 3.
AB=x vo AD =Y isaro edok. Onda, BK:;y \) Wz%)‘(

olar. R:E+W:x+%y, m:—mmzy%z oldu-
gundan,
1
X+5¥=a  (xiy=2a,
= _alarngq.
1~ x+2y=2b.
y+=X=Db.
2
2a 1‘
Buradan, ¥=£=£(4§—25):£§—35
2 1 3 3 3
1 2
112 2a 1, - 4 2
%) y == _|==4b-22)=—b —=7 alinq.
y312b3( a)s z? 4md

Beloliklo, E:y:—§§+25 Vo
BD-AD-AB-y-X- —2a+2p-23.2p- = 2a+2
3 3 3 3

BD =-2a + 2b olur.



Masals.
Uzunlugunun 16-ya borabor oldugunu vo
b =3 -5]+2k
vektorunun oksino yonoaldiyini bilorok, & vektorunun
koordinatlarini tapin.

Holli: a, :% oldugunu nozors alsaq, aydindir ki,
a=16-a,.

a vektorunun b vektorunun oksino yonaldiyini
bilorok a, =-b, yazmaq olar. b, ortunu tapagq.

‘5‘ = \/32 +(-5)7 + (\/5)2 =6 oldugundan,

50=§|_—§J+£IZ Vo ao=——f+§]—£|2
6 6 6 6
olar.
Onda,
a=16-a, =16 —§|_+§]——2|Z = 8 @J_i_
6 6
Demali, 5:(—8;4?0;—¥]

Masals.
OXY mistovisi uzorinda

OA=a=2i, OB=b=37+3j, OC=c=2i +6] vek-
torlarin1 qurun vo € vektorunu @ vo b vektorlar iizra
ayirin.



Holli:
y
1
‘|
[‘ A

L/
| ,“;
V' .

- =
°| 23 x

|

|

3 -

Sakil 4.

Ovvales a,b,¢ vektorlarm quraq. Elo 4,4, adadlori
tapaq ki, c=4-2+4,-b olsun2i +6] =2, -1 +34, -1 +34,- ]
Demali,
2 = 2= -
h+3,=2,_ [24+3:2=2,_ [A=-2
34, =6. A,=2. A, =2.

€=-2a+2b olur.

N

30.2. Vektorlarin skalyar hasili

Sifirdan forqli @ va b vektorlarinin uzunluglari-
nin, aralarindaki bucagmn kosinusu hasiline borabor
olan adado bu vektorlarin skalyar hasili deyilir:

(@b)=lal-|p|-cose.

Skalyar hasilin asagidaki xassalori var:



Lb.
b  vektorlari uygun olaraq

&a
a wvo
) koordinatlar1 1ilo verilmisdirlorso

onda,
(ab)=a,-b,+a,-b +a,-h,.
Moasals.
m=a+2b vo n=5a—-4b vektorlarinin qarsiligh
perpendikulyar oldugunu bilorok, a vo b vahid

vektorlar1 arasindaki bucagi tapin.
Holli:

Sarto gora [ =‘5‘ =lvomlnm.

m 1 n oldugundan (m,n)=0vaya
(a+2b,5a—4b)=

— 532 +6(a,b)-80% =0=

:>6(5,5)233‘EHB‘-COS(QAE) =

wlﬁ r\>||—\

— cos(@a"b)= % — cos(a"b)=

Masals.

a,b,C vektorlarmin uzunluglar1 va ciit-ciit omolo
gotirdiklori bucaglar barabordir. a =(110) vo b =(0;-1)
oldugunu bilarak, C vektorunun koordinatlarini tapin.



Holli:
Serto goro |a] = b| =[c| vo (@'b)=(b, c)=(a’c)
€ =(x;y;z) olsun. Aydindir ki,

| =[a]=v1® +12 +0? =2,

.o\ (@b) 1.0+1.140-(-1) 1
cos(a, b>_|§|-‘5‘_ 272 =5
—. \ (b,C O+y-z 1
cos(b, C)_‘ESHC)|:>\/§\/§ > y-z=1
a a,c X-1+y-1+0 1
cos(a, C):|(§|~|6|:> 572 =5 = x+y=1,
=Ty 2 = 2.
Ona goro,
y—z=1 y=1+z,
x+y=1 =<x=1-1-2, =
x*+y’+z° =2 x*+y’+z° =2
y=1+2z,
=y X=—Z,

22 +14 22+ 2%+ 2% =2.

32°+2:-1=0, z,,= , 1
’ 6 Z,=—.
3
Demoli, mosolonin sortini 6doyan iki C vektoru
var. Onlardan birincisi
(z,=-1y,=0,x,=1) ¢, =(10;-1)
va ikincisi



vektorlaridir.

30.3. Vektorlarin vektorial hasili

a,b vektorlarinin vektorial hasili asagidaki sortlo-
r1 6doyan C vektoruna deyilir.

1)cla, c©.Llb;

2)[c|=[a]-|p| -sinp,o=(@ " b);

3) a,b,C vektorlari sag iiclikk omalo gatirirlor.

a,b vektorial hasili axb vo ya [&;b ] kimi isaro
edilir.

Ogor ava b vektorlart a =(a,;a,;a,) b=(b,,b,b,)
koordinatlari il verilorsa onda,

i j k
EX b_]: CIX (Jy CIZ
b, b, b,
Moasals.
a=(2-17) vo b = (L0;-4) vektorlar iizorindo para-
lelogram qurulmusdur. b vektorunun sonundan endi-

rilmis hiindiirliyii vo bu hiindiirliklo paralelogramin
torafi arasinda qalan tigbucagin sahasini tapin.



Holli: B C

b/ |h

A R a D
Sakil 5.

[ﬁ X 5] vektorial hasilini tapagq.

i ] Kk
c=[ab|=2 -1 7|=
1 0 -4
-1 7. 12 7.2 -1y . . -
- ]+ k =41 +15j+k
0 -4 1 -4 1 O

Vektorial hasilin torifino osason € vektorunun
uzunlugu adadi qiymatco paralelogramin sahasine bora-
bardir, odur ki,

Sacp =16+225+1=+/242 =11./2..

Digor torofdon,
Sasco =1a]- BR.

Demali,
ar_Smo W2 12 12 1
al  Ja+1+49 54 343.42 33°
11

BR =——
33
olur.

AMBR -don AR =,/ ~[BR[ =\/17—1217l =23—\/3§8.

Onda,




s.. -1 ap.prol 388 1 131142

2 2 3/3 3/3 54
s _143/2
AABR 54 :

30.4. Vektorlarin qarisiq hasili

axb vektoru ilo € vektorunun skalyar hasilino

borabor olan ododo @,b,C vektorlarinin qarisiq hasili
deyilir vo belo isars edilir a-b -¢ . Demali,
a-b-c=(axb)c.
ogor
é:(ax,ay,az),ﬁ:(bx,by,bz),‘:(cx,cy,cz) olarsa,
a, a, a,
a-b-c=p, b, b,
c,C C

a,b,c sag iiclik omolo gotirirso, a-b-c>0, sol
tigliik omoalo gatirirsa a-b -¢ <0 olar.

Masala.
A A,AA, piramidasinin tops noqtalerinin koordi-
natlar1 verilmisdir:
A L23), A, (-2:41), A (7:6:3), A, (4-3-1)
a) AA,, AA, AA, tillorinin uzunlugunu;



b) A A, A, liziiniin sahosini;
c) A A, vo A A, tillori arasindaki bucagy;
d) piramidanin hacmini;

e) AA A, iiziino endirilmis hiindiirliyi tapin.
Holli:
a) AA, =(~32,-2) oldugundan

‘AlAA =\9+4+4=\17

AA, =(6;4;,0) oldugundan
A A =/36+16+0=+/52
A A, =(3,-5-4) oldugundan,
AA,|=v9+25+16 =+/50 =5+/2.
b) AA, vo AA, vektorlarmin vektorial hasilini

tapaq:

i j k
[44,xA4 32 -2 =8i-12]-24k
6 4 0

A A, Ajiicbucaginin sahasi A/A, vo A A, vektorlar

tizorindo qurulmus paraleloqramin sahasinin yarisina
borabordir. Homin paraleloqramin sahosi iso odadi
giymatca

{@x m} =8i—12j— 24k

vektorunun uzunluguna barabordir. Demali,



L feaiiaa e < L 1
Sunn = V64+144+57 =?/78 = 28=14.

A ) accos BAAR) o 63+4:(5)
c)(A1A4 AlAa)—arccos‘AlA4"‘Al_Aa‘_arccos RN

= arccos

18-20 -2 1
—————— = arccC0S ————— = arccos| ——
572213 5422413 (5\/%)

d)Aydindir ki,
. 1—3 2 -2
Vi =Vaanna, ngar_d=E 6 4 0|=
3 -5 -4

=%(48+60+24+48)=8+10+4+8=30,

eV Saann - H oldugunu nazars alsaq,

pir =

_3.\/pir _3'30_90_ 3

H =—=6-, H =6§ alariq.
S 14 14 7 7

AA A A



XXXI FOSIL. MUSTOVi UZORINDO ANALITIK
HONDOSO

31.1. Miistavi iizarinds koordinatlar iisulu

Koordinatlar tisulu dedikda, diiz xottin (miistovi-
nin, fozanin) noqtalari ilo onun koordinatlar1 arasinda-
k1 uygunlugun miioyyan edilmasi basa diistliir.

Tutaq ki, mistovi tzorindo iki M, (x;y,) Ve
M, (X,;Y,) noqtalori verilmisdir. Bu noqtalor arasindaki
mosafa

d= \/(Xz _Xl)2 +(y2 - y1)2
diisturu ilo hesablanir.
A(X;Y,) va B(x,;y,) noqtalori verildikdo AB par-
casinli verilmis A nisbatindo bélon A7 noéqtasinin

(/1 = /:/ll\g] (x;y) koordinatlar

X FAX, Yt AY,

S 1+4 T 144
disturlar ilo tapilir. Xiisusi halda 4 =1 (bu halda M
noqtasi AB parcasini yariya boliir) oldugda, parganin
orta noqtesinin  koordinatlarin1 hesablamaq {igiin
asagidaki disturlar alinir:

_ XX y = ity

2 2
Topa néqtalari A(Xl;Y1) ( 2 Ya) ( 3;Y3) olan -

bucagin sahasi




s-1
2

disturu ilo hesablanir.

Masals.

Kvadratin iki garsi topeasi verilmisdir. A (3;0) vo
C (-4;1). Kvadratin galan iki topasinin koordinatlarini
tapin.

Holli:

Tutaq ki, ABCD kvadratinin diaqonallarinin ko-
sismo noqtasi O noqtesidir. O noqtasi AC pargasinin
orta noqtosi oldugundan:

2 2 2 2

olar. Pifagor teoremina asason
2AB? = AC?,

X=X Yo=Y
X3 =X Ys— Vs

:Ache¢3f+a—m2_ﬂ%

=7 7 NG

=5,



AB =5 olur. B(x,y) olarsa,

AO = % AC,
1 miunasibatindan
AB=—AC.
V2

T

Jx=3) +(y-0)? == 50.

=N

{2 1 S
XS+ X+—4+yY —y+—=—,
= 4

N

x> —6x+9+y* =25.
voya
{xz +y +x—y=12,
X* +y® —6x=16.
Ikinci tonlikden y? =16—x*+6x ifadssini birinci
tonlikdo nozors alsaq:

X? +16 — x> +6X+X—V16— x> +6x =12,

voya 4+7x=+16-x*+6x. Hor torofi kvadrata yiik-
saltsok:
16 +56x% + 49x* =16 — X + 6X
olar voya
50x% +50x =0,
X(x+1) =0.

Demali, x, =0;x, =-1 olur. Bu qiymatlori avozls-
mado nazors alaq.

x, =0 -auygun y> =16=y" =4 vo y? =-4;



X, =—1-ouygun y; =9=y\’ =3 vo y{? =-3
aliriq.

Belolikla, B(0;4), D(-1-3) vo B'(0;—4),D’'(-13) tope-
lor ciitini aliriq. B vo D ndqtalori kvadratin topo
noqtoloridir, ¢linki

AB =BC =CD = DA=5.

B" vo D' noqtalori iso kvadratin tope noqtalori ola

bilmoazlar, bels ki,

AB’=./(0-3)% +(4-0)> =5, ancaq
CB' =/((-4-0)2 + (1— (~4)} =+16+25 =41 olur.

Odur ki, B (0;4) va D (-1;-3) axtarilan
noqtalordir.(sakil 6)




31.2. Miistavi iizorinds diiz xott

OXY miistovisi lizerinda hor bir diiz xott iki mac-
hullu bir doracali xatti tonliklo miiayyon edilir va torsi-
nd, har bir ikimachulllu birdaracali xatti tonlik miistovi
tizorindo bir diiz xotti miioyyan edir.

Miistovi iizorinds diiz xotti miixtalif tonliklorin ko-
mayi ilo toyin etmok olar.

1. y=kx+b diiz xottin bucaq amsall tonliyi adla-
nmir, burada & diiz xottin bucaq omsali (diiz xottin OX
oxunun miisbat istiqamati ilo amolo gotirdiyi @ bucagi-
nin tangensi, yoni k =tga ), b diiz xottin OY oxu ilo
kosismo noqtasinin ordinatidir.

2. AX+By+C=0 diiz xottin iimumi tonliyidir,
burada A,B,C sabit odadlor olub, omsallardir va

A* +B? 20 (yoni A vo B amsallar1 eyni zamanda sifra
barabar ola bilmazloar).

3. Z+%=l diiz xottin parcalarla tonliyi adlanir,
a
burada a vo b diiz xattin uygun olaraq, OX va OY
oxlarindan ayirdigi pargalarin uzunlugudur (isaralori
nazors alinmagla).
4.Verilmis noqtodon verilmis istigamotds kegon

diiz xott tonliyi y—Yy, =k(x—X,) soklindadir, burada
(X,,Y,) verilmis noqtonin koordinatlari, k =tga (« -
diiz xatlo OX oxu arasindaki bucaqdir).

Bu tonlik hom do moarkoazi (X,;Y,) noqtesinds olan

diiz xatlor dastasinin tonliyi adlanir; Ax+B,y+C, =0 va



Ax+B,y+C, =0 diiz xotlorinin kosismo noqtosindon
kegon diiz xatlor dostosinin tonliyi
AXx+By+C, +A(Ax+B,y+C,)=0
soklindadir, burada A -adadi vuruqdur.
5. Verilmis iki M, (x,,y,) vo M,(x,,Y,) néqtalorindon
kecon (X, # X,, Yy, #Y,) diiz xott tonliyi

Y—Y; _ X=X

Yo =W X, =X

soklindadir. Bu diiz xottin bucaq omsali k = Y27 Wi
X2 =%

toyin edilir. 9gor x, = X, olarsa, diiz xott tonliyi x =X,,

y, =Y, olarsa, diiz xott tonliyi y =y, soklindo olur.

6. Diiz xattin normal tonliyi
Xcosa +ysina—p=0
soklindadir, burada p-koordinat baslangicindan diiz
xotto endirilmis perpendikulyarin uzunlugudur, « bu
perpendikulyarin  OX oxunun miisbat istigamaoti ilo
omolo gotirdiyi bucaqdir. Diiz xottin imumi tonliyinin

. 1
hor torofini A =————— normallasdirict vuruguna
+~/A? + B? ’ ¢
vurmaqgla onu normal tonlik soklino gotirmok olar;
burada A -nin isarasi iimumi tonlikde C -nin isarasinin
oksino gotirilir.
7. Diiz xattin polyar koordinatlarla tonliyi
rcos(p—a) =

soklindadir, burada r, ¢ diiz xott ilizorindoki ixtiyari
noqtonin polyar koordinatlaridir; p koordinat baslan-



gicindan bu diz xotto endirilmis perpendikulyarin
uzunlugu, ¢ homin perpendikulyarin polyar oxla oamo-
la gotirdiyi bucaqdir.

Miistovi tizorindos iki diiz xott arasindaki bucaq de-
dikdo, bu diiz xatlorin amoalo gotirdiyi iki qonsu bucag-
dan on kigiyi (iti bucaq) basa diistiliir.

Ogor |, vo |, diiz xotlori bucaq omsalli tonliklorls
verilmisdirso,

y=kx+b, vo y=Kk,x+Db,

Onda onlar arasindaki ¢ bucagi

kz — k1

2= ki,
diisturu ilo hesablanir.
k, =k, sorti I, vo |, diiz xatlorinin paralellik,

k, = _ki iso perpendikulyarhq sortidir.
2

Ogor I, vo |, diz xotlori AX+B,y+C, =0 va
A,x+B,y+C, =0 imumi tonliklori ilo verilmisdirss,
onda onlar arasindaki ¢ bucagi

AB, -~ AB,
AA, +BB,

diisturu ilo hesablanir. Bu halda diiz xstlorin paralellik
sorti

gp =

A B
A B, (voya AB,-AB, )
vo perpendikulyarliq sorti A -A,+B,-B, =0 soklindo

olar.



Verilmis M(X,;Y,) noqtesindon Ax+By+C =0 diiz
xotting godor olan d mosafosi homin néqtodon bu diiz
xotto endirilmis perpendikulyarin uzunlugu olub,

B | AX, + By0 + C|
e
diisturu ilo hesablanir.

M(X,;Y,) noqtesindon xcosa +ysina—p=0 diiz
xottino godar olan mosafo

d =[x, cosa + Y, sina — p

diisturu ilo hesablanir.

Masals.

M (4;3) noqtesindon kecon vo koordinat bucagin-
dan sahasi 3-0 barabar iighucaq ayiran diiz xattin koor-
dinat oxlar1 ilo kosisma noqtalorini tapin.

Holli:

M noqtesindon kegmoklos koordinat bucaqlarindan
tichucaq ayiran diiz xott koordinat oxlarmni: 1)I riibdo
(x>0;y>0) 2 ribde (x<O0;y>0) 3)III riibdo
(x < 0;y <0) kosa bilar.

S,ooc > Spoew =12 oldugundan birinci hal ola

bilmaz.



Sokil 7.

Ikinci vo tigiincii hallarin miimkinliiyiinii arasdi-
raq. Sorto gora S, =3; diiz xottin koordinat oxlarindan

ayirdigi parcalar a vo b olarsa, onda SA=%|a-b|

(a-b<0) vo a-b=-6 yoni a:—golar.

Axtarilan diiz xattin tonliyini

L
a b
kimi yazmaq olar. M noqtesi bu diiz xottin {izorinds
oldugundan,
i+—:1
a
vaya



b =-3,
3
2

3 —4b? +18 ,
to=lm =12 5 4p +60-18=0

|~

6b

2

oo

a, =2,
Onda uygun olaraq, {al . alirq.
2 = T

Beloliklo, axtarilan noqtolor ciitii P(2;0) vo Q(0;-3)
ya da

E(O;gj vo F(-4;0) olar.

31.3. iki tortibli ayrilor

X va Yy dayisenlorine nazaran iki doracali tonliklor-

la, yoni
Ax? +2Bxy +Cy* +2Dx+2Ey + F =0
(A2 +B?+C% 2 O)

soklindo tonliklorlo toyin edilon xatlor iki tortibli oyrilor
adlanir. Bu tonlik miistovi tizorinda ¢evroni, ellipsi, hi-
perbolani va ya parabolani tayin edir.

Morkazi M,(X,,Y,) noqtasindo radiusu R -3 barabar
cevranin tanliyi

(X_Xo)2 +(y_ yo)2 =R’
soklindadir. Xiisusi halda ¢evronin morkozi kooordinat
baslangici ilo tist-listo diisiirso, onda onun tonliyi
x> +y*=R?

soklindo olar. Qeyd edok ki, A=C #0 vo B=0 oldug-

da 1ki doracali tonlik ¢evroni toyin edir.
Ellipsin kanonik tonliyi



soklindodir.

Burada a-ellipsin bdyiik yarimoxu, b -iso kigik ya-
rimozxu adlanir. ¢ -fokuslar arasindaki mosafonin ya-
risina barabar olub, a va b 1lo

¢’ =a’-b?
miinasiboati 1lo baghdir. Ellipsin ekssentrisiteti fokuslar
arasindaki mosafonin (2 ¢ ), bdyiik yarimoxa (2 a )
nisboati soklinda tayin edilir:

&= 2 (c <a oldugundan, & <1).

Ellipsin fokal radiuslar:
L=a+exr,=a-ex (r+r,=2a)
diisturlari ilo toyin edilir.
Ellipsin direktrislori
a a
X=— Vo X=——
& £
soklindo diiz xotlordir.

Hiperbolanmin kanonik tonliyi
2 2

%—g—z =1 soklindadir.

Burada 2a-hiperbolanin hoaqiqi oxu, 2b iso xoyali
oxudur. Hiperbolanin fokuslari arasindaki mosafonin
yarisi olan ¢, a vo b arasinda c® =a’ +b? miinasibati
dogrudur.

&= g (¢ >a oldugundan, & >1) adodi

hiperbolanin ekssentristeti adlanir. Sag qanad iigilin
hiperbolanin fokal radiuslari



nL=a+ex, r,=—a+&X
disturlar1 va sol ganad tiglin
nL=-a—¢&x, r,=a—&X
disturlar ilo toyin edilir.
Hiperbolanin asimptotlar
yzigx
a
tonliklori ilo toyin edilir.
Hiperbolanin direktrislori
x=2vox=-2
& &
diisturlari ilo toyin edilon diiz xatlordir.
Parabolanin kanonik tonliyi
y? =2px
soklindodir. Burada p>0 ododi parametr adlanan,
fokus noqtesindon direktris arasindaki mosafoyo
borabar olan ododdir. Fokus noqtosinin koordinatlar

(E;OJ kimidir. O(0;0) noqtesi parabolanin tops ndqtasi

adlanir. Parabolanin direktrisinin tonliyi

x=—2

2

soklindadir va fokal radius
r=x+r?

dusturu 1l hesablanir.



Masalo.
M (4;-2) noqtesindon kegib koordinat oxlarina

toxunan ¢evronin tonliyini yazin.
y A

Sakil 8.

Holli:

C: (x—a)® +(y—b)* =R? soklindo axtaragq.

Cevronin koordinat oxlarina toxunma ndoqtoalorini
A vo B ilo isara edok. Onda aydindir ki, A(a;0) vo
B(0;b)

MeC = (4-a)’ +(-2-b)* =R?

AeC= (a—a)’+(0-b)* =R* =b* =R?,

BeC=(0-a)*+(b-b)>*=R*=a’ =R?,

Demoli, |[a|=|b|=R . A (4;-2) noqtesinin absisi
miisbot, ordinati manfi oldugundan, A noéqtosinin ab-

sisi misbat, B noqtosinin ordinati iso monfi olmalidir.
Demoali, b=-a. Onda,
(4-a)’+(-2—-(-a))?’=a’ =16-8a+a’+a’-4a+4=a’=
a =2 b =-2,R, =2
1 :{ 1 1

—=a’-12a+20=0=>
a, =10 _ |b, =—10,R, =10



Belalikls, verilon sortlori 6doyan ¢evralor
C,:(x=22+(y+2)* =4
\A)
C,:(x-10)* +(y+10)* =100
soklindadir.
Masalo.

2

X’ +y7:1 ellipsinin daxilino ¢okilmis borabarto-
rofli tigbucagin tops noqtalorindan biri ellipsin sag tops-
st ilo ist-iisto disiir. Ugbucagin qalan iki topasinin
koordinatlarini tapin.

Yy 4

i
=

X

Sakil 9.
Holli:
Ugbucagi ABC ila isara edoak. Ellipsin
2 2
oy
1 4

tonliyindon a=1b=2. Ona goro do A noqtosinin
koordinatlar1 A(1;0) olur. ABC iigbucagi barabartorafli

oldugundan, onun topalori ellipsin iizorindo oldugun-
dan B vo C topolori OX oxuna nozoron simmetrik
noqtalor olar. Demali, ogor B(X,Y) iso, onda C(x;—y)

olacagq.



Ellipsin tonliyindon
4x° +y* -4=0
AB = BC oldugundan,

J=D2+y2 = J(x=x) + (y - (-y))?

Vo ya
(x=1) +y? =4y?
olur. Buradan,
3y’ =(x-1)* voya y? :%(x—l)z.

y’> -nin bu qiymotini ellipsin tonliyindo nazora
alsaq,
12x% +x* —2x+1-12=0 voya 13x* —2x—-11=0
tonliyini aliriq ki, buradan da,

X =1 X, :—E

(x, =1, A topesinin absisidir).

8-4/3-4/3 8.3
J3-:13 13
Belaliklo, B —E;% va C —E;—% aliriq
13 13 13 3



Masals.
Xoayali yarmmoxunun 2-ys borabor oldugunu vo

M (4;—%} noqtasindon kegdiyini bilorok, koordinat ox-

larmma nozoron simmetrik olan hiperbolanin tonliyini

yazin. M noqtasi ilo sag fokus arasindaki mosafoni tapin.
Holli:

Y

2

Axtarilan tonlik z—— b =1 soklindo olmalidir.

2

Sorto goro b=2 vo M noqtasi hiperbola iizorindodir.
Ona gora do

12
B9 110 4 o
a 4 a®~ 3
va hiperbolanin tonliyi
Xy
12 4
olur.
Bilirik ki,

c’=a’+b*=c’=16=>c=14.
Demoli sag fokus noqtesi F; (4;0) olur. Onda,

MF, :\/(44)2 +[O+¥J :&

3
243

Yoni MF, = 3 alirq.




XXXII FOSIL. FOZADA ANALITIK HONDOSO
32.1.Fazada miistavi tonliklori

Verilmis miistoviyo perpendikulyar olan, sifirdan
fargli M = (A;B;C) vektoru homin miistovinin normal vek-

toru adlanir. M,(xy; yo; Zo) noqtesindon kegon, normal
vektoru M =(A;B;C) olan miistovinin vektorial tonliyi

n(f—7,)=0 soklindedir, burada i,=0M, M, (x,; Yo; Zo)
noqtasinin,

Sokil 10.
F=OM iso miistovi iizorindoki ixtiyari M (x;y;z)

noqtesinin radius vektorlaridir. Bu tonlik dekart koordi-
nat sisteminda

A(X_ Xo) + B(y_ yo) +C(Z - Zo) =0
voya
Ax+By+Cz+D=0 (D=-Ax,-By,-Cz,)
soklinda yazilir. Sonuncu tonlik miistavinin iimumi tonliyi
adlanir. Qeyd edok ki, n=0 oldugundan A,B,C

omsallar1 eyni zamanda sifra borabar ola bilmozlor. 9gor
A=0,B=0 va C#0 olarsa, imumi tonliyi



X y z

—+=+—=0
a b c
soklindo yazmaq olar ki, bu da miistovinin parcalarla
tonliyi adlanir, burada a=—2,b=—2,c=—2 olub,
A B C

miistovinin uygun olaraq, OX,0Y vo OZ oxlarindan
ayirdigi pargalarm uzunlugudur.
Verilmis ii¢ M, (X;;V,;2,),M,(X,;¥,:Z,) vo M;(Xs;Y5:23)
noqtalorindon kegon miistovinin tonliyi
X — Xy Y—VY: zZ—2Z,
X =Xy Yo—Ya z,—-2,=0
X3 — X Ys— Y1 Z3 — 7,
soklindadir.
Miistovinin imumi tonliyinin hor torafini normallas-

dirici
1

- +JAZiBZ4C?
vuruguna vurmagla onu normal

Xcosa +Yycosf+zcosy—p=0
soklino gotirmok olar. Burada p koordinat baslangicin-
dan miistoviys endirilmis OK perpendikulyarmin uzun-
lugu, «,p,y i1so istigamoti OK perpendikulyarinin is-
tigamoti ilo eyni olan € vahid vektorunun uygun olaraq
OX,0Y va 0Z oxlart ilo amalo gotirdiyi bucaqlardir.

A

Sokil 11.



Fozada verilmis
Ax+By+Cz+D, =0
\)
Ax+B,y+C,z+D, =0
miistovilori arasindaki bucagin kosinusu
AA, +BB, +C,C,

JAZ+B2+C2 . [AZ+BZ+C2
disturu ilo toyin edilir. Verilmis iki miistovinin bir-
birino paralel olmasi ii¢lin zoruri vo kafi sort

A_B _GC

-1
A B G

cos ¢ =

soklindadir;
Iki miistavinin {ist-iisto diismasi sorti
A_B_G_D
AZ BZ CZ D2
miinasibati ils toyin edilir.
Iki miistovinin perpendikulyar olmasi iigiin zoruri
va kafi sort
AA +BB,+CC,=0
baraborliyi ilo ifads edilir.
Verilmis M, (X,; Y,;Z,) noqtesindan
Ax+By+Cz+D=0
miistovisine godor olan mosafo
|AX, + By, +Cz, + D|
disturu ilo toyin edilir.
Ogor miistovi normal
Xcosa +Yycos f+zcosy—p=0

d




tonliyi ilo verilmisdirso onda, M, (X,;Y,:2,) noqtosindon
bu miistoviys qadar olan mosafo

d =[x, cosa + Yy, €os B+2,c08y — |
disturu ilo tapilir.

Masalo.

M (2;5;-4) noqtasindon kegon vo koordinat oxla-
rindan borabor pargalar ayiran miistovinin tonliyini
yazin.

Holli:

Miistovinin pargalarla tonliyi

5 + X + E =1
a b c
soklindodir. Sorto  goro a=b=c oldugundan
miistovinin tonliyi
X+y+z=a
soklini alir. Miistovi A7 noqtesindon kegdiyindon
2+5+(-4)=a,
vo ya a =3 aliriq. Demali, axtarilan miistavinin tonliyi
X+y+z-3=0
olar.

Moasals.

M (8;3;6), N (4;2;7) noqtalorindon kegon vo OZ
oxundan c¢=6 pargasini ayiran miistovinin tonliyini
yazn.

Holli:

Axtarilan miistovi M, N noqtalorindon va P (0;0;6)

noqtesindan kegdiyindon:



x-0 y-0 z-6
8-0 3-0 6-6/=0
4-0 2-0 7-6
olmalidir.
X y z-6
8 3 0]=0
4 2 1
voya

3x—-8y+4z-24=0
axtarilan miistovinin tonliyidir.

Masals.

Koordinat baslangicindan va Az (2;1;-1) néqtasin-
don kecib, 2x—3z =0 miistovisino perpendikulyar miis-
tovinin tonliyini yazin.

Holli:

Axtarilan miistovi O (0;0;0) noqtesindon kegdiyin-
don onun tonliyi

Ax+By+Cz=0
soklindadir.

Axtarilan miistovinin i = (A;B;C) normali, homin

miistovinin iizorinds yerloson OM =(21;-1) vektoruna
(¢iinki, hom O, hoam do A ndqtesi miistovinin iizarin-
dodir) vo 2x-3z=0 miistovinin N, =(2;0,-3) normal
vektoruna perpendikulyar olmaldir.
Demali,

i k
0 -3
1 -1

Ai + Bj +Ck =

N N T



vaya
Al +Bj+Ck =3 —4j+2k .
Odur ki, n=(3-42) vo axtarilan miistovinin
tonliyi:
3Xx—4y+2z2=0
olur.

32.2.Fazada diiz xatt tonliklori

Verilmis diiz xottin vo ya ona paralel diiz xottin
tizorindo yerlogon hor hansi sifirdan forqli vektor homin
diiz xottin istiqamatverici vektoru adlanir.

Fozada diiz xotti miixtolif tonliklorlo ifado etmok
olar.

1. Verilmis M,(X,;¥,:Z,) noqtosindon kecib
§ =(m,n, p) vektoruna paralel diiz xattin kanonik tonliyi

X=X _ Y=Y _2-1%
m n p
soklindadir, burada moxraclordon birinin sifra borabar
olmasi, uygun suratin do sifra barabar olmasi1 demakdir.
2. t doyison parametr oldugda diiz xottin

parametrik tonliklori
{x = X, + mt,

y =Y, +nt,
Z=17,+ pt.

soklindadir.
3. Verilmis iki M,(x;Vy;;z,) vo  M,(X,;Y,:2,)
noqtalorindon kegon diiz xattin tonliyi



X=X _ Y-V _ -1
Xp =% Yo=Y 4,74
soklindadir, burada x, = x,,y, #Yy, va z, # Z,.
4. Hoar bir diiz xotto iki miistovinin kasismo xotti
kimi baxmagq olar:
Ax+By+Ciz+D, =0,
{A2x+ B,y+C,z+D, =0.
Bu, diiz xattin iimumi tanliyidir. Bu diiz xottiin
istigamatverici S vektorunu

i ] Kk
s = A1 Bl Cl
Az Bz Cz

disturunun kémayi ilo tapmagq olar.
Tutaq ki, fozada L, vo L, diiz xotlori verilmisdir:
X=X Y=Y 27
R e
ml nl pl

Vo

m2 n2 p2
Bu diiz xotlor arasindaki iti bucagi

|m1m2 +nn, +p; p2|

Jm? +n? + p? - JmZ +nZ + p?
diisturu ils tapmagq olar.
L, vo L, diiz xatlorinin perpendikulyarliq sorti
mm, +n.n, + p;p, =0

Cos ¢ =




vo paralellik sorti iso = — P goklindodir.
mZ n2 p2

L,voL, diiz xatlorinin bir miistovi iizorindo olmasi
sorti
X=X Yo=Yi =4
m, n p, |=0
m2 r12 p2
miinasibatindon ibaratdir. Bu halda S,//S, olarsa L, vo
L, kosisirlor. L, vo L, diiz xotlori arasindaki on qisa
mosafo
Xo =X Yo-¥1 2,71

ml nl pl
m n
d — 2 - f _ p2
i j ok
ml r]1 pl
m2 r]2 p2

disturun kémoyi ilo hesablana bilar.
Mbsalo.
5X+3y—-2z+4=0,
{2x+3y—z+3:0.
yazin.

Holli:
Iki miistovinin kosismesi kimi verilmis bu diiz xot-

tin {izorindo bir M(X,;Y,) noqtesini toyin edok. Bunun

diiz xottinin kanonik tonliyini

ticlin, masalon, X, =1 gobul edok, onda



3y, — 2z, =-9,
3Y, —Z, =-5.

Buradan y, = —% vo 2, =4 . Demali, Mo(l;—%;4j

noqtesi diiz xottin iizorindodir. Indi iso diiz xottin
yonoldicisi § vektorunu tapaq. Miistovilorin normallar

N, =(5;3-2) vo N, =(2;3-1) oldugundan,

ij k
S=[N,,N,|=/53 —2|=37+1]+ 9k .
23 -

Demoli, verilmis diiz xottin kanonik tonliyi

x-1 y+§_ y\

3 1 9

olur.
Mosala.
Ll:ézy_—lzzLZV9 I_2:x+4=y+3=z—1
2 -3 1 3 2 4
diiz xotlorinin qarsiliqht voziyyatini miioyyonlosdirin va
aralarindaki mosafoni tapin.

z A

g Sokil 12.



Holli:
Aydindir ki, L, diz xotti M,(0;5,-2) noqtesindon,
L, diiz xotti 1so M,(—4;—4;1) noqtosindan kegir. Onda,

MM, = (—4—0;-3-11—(-2))
voya
M, M,=(-4,- 4,3) olar.

L, diiz xottinin istiqgamotverici vektoru S, = (2,-3;)
va L, diiz Xottinin istigamatverici vektoru S, =(3;2;4)
oldugunu nozors alaraq M,M,, S, vo S, vektorlarinin
bir miistovinin {izorindo olmasinini (onlarini kompla-
narlhigini) yoxlayaq. Bunun {i¢iin onlarin qarisiq hasilini
hesablayaq:

—4 -4 3
(W,[s_l,s_z])z 2 -3 1]=115%0
3 2 4

Demoli, L, vo L, ¢arpaz diiz xotlordir. Indi iso L,

vo L, arasindaki mosafoni tapaq. Bilirik ki,

W, ™, k.s.)

qarisiq hasili M,M,, S, vo S, vektorlar1 iizorindo
qurulmus paralelepipedin hacmins barabordir:
V... =(M;M,,[s,.5,])=115.
Bu paralelopipedin oturacaginin sahasi iso adadi
giymatca [§1,§2] vektorial hasilinin naticesi olan

vektorun uzunluguna borabordir. Odur ki,




i ok

[s.5.]=]2 -3 1|=-147-5;+13%x V°
3 2 4
S, =+/196+25+169 =~/390 .

Digor torofdon
Viar =[St/ H oldugundan,

Vv
Vo 115 15 oo

s, 390 19748

aling.

32.3. Fazada diiz xatt vo miistovi

X=X Y=Y, 1-1, 4. :
L: mo:yn)’o: p° diiz xotti vo Q: Ax+By+Cz+D=0

miistovisi arasindaki bucagin
|Am + Bn +Cp|

Jm?+n? + p? A% + B? +C?
diisturunun kémaoyi ilo hesablamaq olar.

L diiz xotti ilo Q miistovisinin

a) Perpendikulyarliq sorti

Am+Bn+Cp=0.

b) Paralellik sorti

B

n

sing =

3>

¢
p

soklindadir.
Diiz xotlo miistovinin kasismo ndqtosini tapmaq
ticlin, diiz xottin parametrik tonliklorini



X=X, +Mmt,
y =Y, +nt,
Z=1,+pt.

miistovinin tonliyindo nozoro almaq kifayotdir:

X=X, +mt,y=y,+nt,z=2z,+ pt,
Ax+By+Cz+D=0.

L diiz xattinin Q miistovisi izorinds olmasi sorti:
Am+Bn+Cp =0,
{Ax0 + By, +Cz, + D =0.
Ogor Am+Bn+Cp=0 olarsa, onda diiz xott
miistovini kasir; Am+Bn+Cp=0 vo Ax,+By,+Cz,+D#0

oldugda isa diiz xatt miistoviya paraleldir.
Moasals.

M (4;-3;6) noqtasindon kegon va —3_y-l 245

1 -2
diiz xottino perpendikulyar olan miistovinin tonliyini
yazin.

Holli:

Axtarilan miistovinin N normali bu miistovinin
perpendikulyar oldugu diiz xottin yénoldici S = (2;1,-2)
vektoru ils eyni olacaqdir:

N =(21-2).
Onda miistovinin tonliyi:
2X+y—-2z2+D=0
olar. D -ni tapmaq {¢lin mistovinin A (4;-3;6)
noqtasindan kegdiyini nazors almaq kifaystdir:
2.4-3-2.6+D=0
vo D =7.Demali, axtarilan miistovinin tonliyi
2X+y—-2z+7=0



olur.

Masala.
g - y_7+21 - Z_;rsl(L) diiz xattinin 2x -3y +z-4=0(Q) ton-

liyi ilo verilmis miistovi tizorindoki proyeksiyasinin ton-
liyini yazin.

Holli:

Verilmis diiz xotti iki miistovinin kosismosi kimi
yazmagq olar:

z+1 _Xx
-3 5 - 3Xx+5z2+5=0,
y+1l_x 2X+5y+5=0.
-2 5

Belo miistovilor dostasine baxaq:
3X+52+5+a(2x+5y+5)=0

vaya
(B+2a)x+5ay +52+ (5 +5)=0.

Bu miistovilor dastesindon elo miistovi se¢ok ki, ho-
min mistovi verilmis miistoviya perpendikulyar olsun.
Onda

2-(83+2a)+(-3)-5a+1-5=0= a =1alingq.

Odur ki, 2x—-3y+2-4=0 miistovising

perpendikulyar miistovinin tonliyi
5x+5y+5z+10=0 voya x+Yy+2z+2=0(R) olar.
L diiz xottinin Q {izorindoki proyeksiyasi diiz xott

olacagdir. Ona gora do tonliyi axtarilan proyeksiya P
vo R miistovilorinin kosigsma xatti olar:

2x—-3y+z-4=0,(Q)
X+y+z+2=0.(R)



XXXIII FOSIL: XOTTIi FOZALAR. XOTTi
CEVIRMOLOR

33.1. Xatti fazalar

a)Xotti fazanin tarifi

Biz ovvalki fasillorda bir neco miixtalif tobiotli ele-
mentlor ¢oxlugunda toplama va adada vurma amoallorindan
(xatti amollordon ) danismisiq. Masalon, eyni 6l¢ilu mat-
rislorin comindan va adads vurulmasindan, verilmis matri-
sin satirlarinin (va siitunlariin) camindan va adads vurul-
masindan vo S. damisilmisdir. Basqa ¢oxluglarin da
elementlorinin - comindon vo oadodo  vurulmasindan
danismaq olar. Masolon, daracasi n-don boyik olmayan
cobri coxhadlilor goxlugunda da xatti amallor tayin olunur.

Xotti amoallar hagiqi adadlor ¢oxlugunda (va eloca do
kompleks adadlor goxlugunda) da toyin olunmusdur: istoni-
lon iki hagiqi adadin cami va hasili yena do hogiqi adaddir.

Yuxarida saydigimiz c¢oxluglarin hor birindo Xotti
omollor mixtolif sokildo (har ¢oxlugun 6ziino uygun so-
kilda) toyin olunsa da, onlarin hamisi eyni xassalora: yer-
doyisma, qruplasdirma va s. xassealorino malikdir. Buna
gora do bels bir tabii sual qarsiya ¢ixir: iki ixtiyari elemen-
tinin comi vo elementlorinin adoda (hogigi vo ya
kompleks) hasili tayin oluna bilan istonilon tobiotli ele-
mentlor ¢oxlugunu 6yranmak olmazmi? Olar. Elementlori
arasinda hor hansi yolla miioyyan xassolori 6doyan Xatti
omollor toyin olunan daha timumi c¢oxluqglart &yronmok
mimkdindir. Belo coxluglara xatti fazalar deyilir.



Torif. Tutaq ki, istanilon tobiatli x, y, z, u,
elementlorinin R ¢oxlugu ii¢iin asagidaki sartlar 6danilir:

L. Coxlugun istanilan iki X va y elementina, hamin
coxlugun yegana bir z € R elementini qarst qoyan
muayyan gayda (toplama amali) gostarilsin. z elementina
X va y elementlarinin cami deyilir va z=x+y ila isara
olunur.

II. Coxlugun istanilan x elementina va istanilan A
haqiqi adadina hamin ¢oxlugun yegana bir u € R
elementini qarst qoyan miiayyan qayda (adada vurma
amoli) gostarilsin. u elementina x elementinin haqiqi 4
adadina hasili deyilir va u= Ax va ya u=x 4 ilo isara
olunur.

II1. R ¢oxlugunda tayin olunmus toplama va adada
vurma amallari (xatti amallar) iigiin asagidakt aksiomlar
6danilsin:

I° Istanilan x€R va yeR (igiin

X+Y=y+X.
2¢ Istanilan x €R, y € R va z €R Uiglin
(x+y)+z=x+(y+2) .

3% Ela sitfir @ € R elementi var ki, istanilan x € R

ucun:
x+0=x

4° Istanilon x € R elementi {cgun onun aksi
adlanan ela —x € R elementi var ki, x + (—x) = 6

5¢ Istanilan x € R {glin 1:x=x

6° Istanilan x € R va haqiqi A, i adadlari liglin:

Alpx) = (Apx.



74 Istanilan x € R va haqiqi 4, u adadlari Giguin:
(A 4+ pwx =Ax + ux

8°. Istanilon x € R,y € R va haqgiqi 4 adadi tiglin:
Alx +y) = Ax+ Ay.

Onda R ¢oxluguna haqiqi Xatti faza deyilir. Bu torifda
kompleks adadlara vurma amoali tayin olunduqda, R goxlu-
guna kompleks Xxatti faza deyilir.

Xotti fozanin torifinds yalniz elementlar deyil, tayin
olunan toplama va adada vurma amoallari do Gmumi (ma-
carrad) gotiiriiliir. Baxilan elementlorin vo toyin olunmus
Xotti amallarin tobiati (sokli) gostorildikda konkret xatti fo-
zalar alinar.

Qeyd edoak Ki, bozon istonilon Xatti fozaya xotti vek-
torial faza, onun elementlorina iso vektorlar deyilir. Ol-
botto, bu zaman Xotti fozanin elementi olan imumi “vek-
tor” anlayismi oavval Oyrondiyimiz dar monada “vektor”
anlayisi ilo gqarigdirmaq olmaz.

Xotti fozanin 1°- 8° aksiomlarindan asagidaki notico-
lor alinir:

1. Xotti fazamn sifir elementi yeganadir. Dogrudan
da, tutaq ki, R fozasinda iki 8, va &, sifir elementi vardir.

Onda istonilon x €R Ugln x +6; =xvax + 6, = x ol-
dugundan 8, +8,=0,va6,+6, =8,. Buradan
8, + 8, = 6, + 6, olmasina asason &, = &, olar.

2. Xatti fozamin har bir x € R elementinin “-x” aks

elementi yeganadir. Bunu isbat etmok tictin x elementinin
IKi — X; Va X, oks elementi oldugunu forz edak. Onda



(—x)) +x+ (—x3) = (—x; + (x + (—x,))
=(—x)+6=—x
Vo
(—x) +x+ (—x,) =((—x) + x) + (—x,) =
=0+ (—x3) = —x,
oldugundan —x;=-X, alinar.
X+(-X)= @ olmasindan aydindir ki, —x € R elemen-

tinin do oks elementi x-dir.

y Vo (-x) elementlarinin comina y va X elementlarinin
forgi deyilir va y-x ila isara olunur.

3. istanilon x € R elementinin sifir adadina hasili

R fazasiin sifir elementina barabardir:
0-x=40
Dogrudan da,
0-x=(0+0)x=0-x+0-x,
0-x=0-x+0-x
baraborliyinin hor iki torafino —0-x elementini olava
etsok & = 0 - x alinar.
4. Istanilan hagigi A adadi vo 8 € R elementi Uclin
A-8=8olar.
5. Ax =0 olarsa, onda ya x=68,yadad=0.
Dogrudan da, A # 0 olarsa, onda:

1 (,1 1) Lo =te-9
x=1-x=(2-7)x=7 =70=6.

6. Har bir x € R Uclin (—1) - x elementi x-in aks
elementidir. Buna inanmagq tgun



x+(—x=1-x+(-Vx=[1+(-1]x=0-x
=60
barabarliyina va oks elementini yeganaliyi xassasino asas-
lanmaq lazimdir:
(—1)x = —x.

b)Konkret xatti fazalar

Xotti fozanin torifindo baxilan R ¢oxlugu elementlori-
nin va hamin ¢oxlugda tayin olunan xatti amallarin (toplama
Vo adada vurma amallarinin) tabistini vo ya konkret soklini
gostarmoklo mixtalif konkret xotti fazalar almaq olar.

I. Elemantlari haqigi adadlar olan buttn n-tartibli
matrislor ¢oxlugunu R ils isars edok. R coxlugunda
toplama ve haqigi vurma amallarini  avvalki
paragrafda tayin etdiyimiz kimi gabul etsak, 1° -8°
aksiomlarmin hamsi édanilar, yani n- tartibli matris-
lar ¢coxlugu haqiqi xatti faza toskil edir. Bu fozanin sifir
elementi n-tortibli sifir matris olur:

00 ..0
g_|00 .. 0
00. 0

n

Il. Mdastavi Uzarindaki butin vektorlar (yani
istiqamatli parcalar) coxlugunu V; ilo isara edok. Belo
vektorlarin comi vo haqiqi adada hasili tayin
edilmisdir. Bu xatti amallar UGglin 1° -8° aksiomlar:
odanilir. Demali, V, coxlugu haqiqi xatti fazadir. Buna

ikiolcull vektorial faza deyilir.
Eloco do, diiz xatt Uizarinds yerlogon butin vektorlar
coxlugu V; Xatti fozasin (birdlgiilii vektorial fozani), foza-



da yerlosan biitiin adi vektorlar ¢oxlugu isa V3 Xatti fozasi-
n1 — U¢Olculll vektorial fozan toskil edir.

Bu vektorial fazalarin sifir elementi sifir vektordur.

I11. Daracasi verilmis n adadindan bdytk olmayan
batin p(x) cabri coxhadlilor ¢oxlugunu P, ilo isars
etsak, bu ¢oxlugda toplama va adada vurma amallarini
riyazi analizds gostarildiyi kimi tayin etmak olar. Bu
halda 1° -8° aksiomalr1 6danilir, yani P,, coxlugu haqiqi
xatti fazadr.

P, Xotti fozasin sifir elementi biitiin omsallar1 sifra
barabar olan ¢oxhadlidir.

IV. R, ilo haqiqi adadlardaon diizalmis biitiin ni-
zamh (x4,x5 ... x,;) ¢coxluglar1 ¢oxlugunu (n-liklar cox-
lugunu) isara edok. Bu c¢oxlugun elementini
x = (x4,%,,... X,,) 113 isars etsak, onda haqiqi x4, x, ... x,,
adadlori x elementinin koordinatlar: adlamir.

Ry, ¢oxlugunda iki ixtiyari x = (xq,%,,... x,)v2
¥V = (¥1, V2, -, V) €lementinin comini

(X1, X5, . X)) + (Vg Voo coes V) =
= (X1 + Y. X3 + Vo o, Xy + W)
kimi, x elementinin haqiqi A adadina hasilini isa
Alxy, x5, . x,) = (Axy, A%5, ..., Ax,)
Kimi toyin edok. Bels toyin olunmus xatti amollor n haqiqi
ododdon ibarot olan sotirlor (zorinde toyin olunmus
toplama va adada vurma amoallarini xatirladir.
R, ¢oxlugunda sifir element & = (0,0,...,0),x

elementinin oks elementi iso (—x,;, —x5, ..., —x,,) olar.
Yoxlamag olar ki, R, ¢oxlugunda toyin olunmus xatti



omoallar Ggun 1° -8° aksiomlar1 ddanilir, yani R, ¢oxlugu
Xatti fozadir.

Riyazi analizds R, fozasina n-6l¢ult hesabi faza va
ya n-0lcili koordinat fazasi deyilir.

V. Butln haqigi adadlor ¢oxlugu adi toplama va
vurma amallarina gora haqiqi xatti faza toskil edir. Bu
halda 1° -8° aksiomlarimin 6danilmasi hesab amallari-
nin xassalarindon aydindir. Bu fazanin sifir elementi si-
fir ododdir.

Butin kompleks ododlor g¢oxlugu iso toplama vo
kompleks adads vurma amoallarina géro kompleks xatti fo-
za toskil edir.

Kompleks xatti fozanin sifir elementi, hagigi vo Xoya-
li hissasi sifir olan

6=0+i-0
kompleks adaddir.

VL. Verilmis [a, b] parcasinda kasilmayan haqigi
funksiyalar coxlugunda x=x(t) va y=Yy(t) funksiyala-
riin cdmini adi qayda ils

x+y=x() + y(t)
va haqigi 4 adadina vurma amalini isa
Ax = Ax(t)
kimi tayin etsak, haqiqi xotti faza alariq. Bu fozam
Cla, b] ilo isars edirlar.
Riyazi analizdon molumdur ki, [a, b] par¢asinda ko-

silmayan iki funksiyanin comi vo bu funksiyaalrin har biri
nin ixtiyari haqigi oadodo hasili yena do hamin parcada
kasilmayon funksiyadir, yani C[a, b] fozasma daxildir.



Cla, b] fozasinda sifir elementi [a, b] parcasinda
eyniliklo sifra borabor olan 6 = x(t) = 0 (t € [a, b])
funksiyasidir. Bu fazada 1° -8° aksiomlarinin 6danilmasi-
ni yoxlamagq olar.

VII. Yalniz sifir adadindan ibarat olan ¢oxlug da
xatti faza toskil edir. Bu fazada elementlarin comi va
haqiqi A adadina vurma amallari 04+ 0=0,40=0

kimi tayin olunur. Bu faza sifir faza adlamr.

Xatti fozaya aid ¢coxlu misallar géstarmok olar. Lakin
har bir ¢coxlug xatti foza amolo gotirmir. Bunu asagidaki
misallardan aydin gérmok olar.

1. Daracasi dagiq n(n = 1) adadina barabar olan cab-

ri P(x) coxhodlilori ¢oxlugunu B; ( P, < PB,) ilo isaro et-
sak, bu goxluq xatti faza smalo gatirmoz. Dogrudan da, P,

coxluguna daxil olan iki P (x)va P~ (x) ¢oxhadlilorinin co-
mi homin ¢oxluga daxil olmaya bilor. Masalon, n-daracali
hodlorinin omsallar1 qarsiliglt oks ododlor (ax™vo -ax™
kimi) olan iki ¢oxhadlinin comi, doracasi (n-1) — dan bo-
yuk olmayan ¢coxhadlidir.

2. Mstavi Uzarindo yerlagon bitin vektorlar ¢oxlu-
gundan hor hansi diiz xatto paralel olan biitiin vektorlari
konar etsak, yerda galan vektorlar ¢oxlugu xotti foza oamo-
lo gotirmaz. Cunki bu ¢oxlugda istonilan iki vektorun comi
gOstorilon duiz xatto paralel olan vektordursa, onda bu vek-
torlarin comi homin ¢oxluga daxil olmaz.

c) Xotti fazanin bazisi va 6lgusi

Biz ovvallor satirlorin  vo siitunlarin  xotti asili
olmasindan va Xatti kombinasiyasindan danismisiq. Daha
Umumi olan xotti fozalarin elementlori tg¢iin do homin



anlayislar1 analoji olaraq soylomak olar. Tutaq Ki, R haqiqi
xatti fozadir. Bu fozanin x, € R(1, n) elementlari va hagiqi

A(k=1,n) adodlari vasitosilo diizolmis
A Xqt+ ApXot. .+ X, (l)
ifadoasina hamin elementlorin xatti kombinasiyasi deyilir.
ogor
X= A1X1+ AoXot...+ ApX, (2)
olarsa, onda deyirlor ki, x € R elementi xy,x5 ... x,, ele-
mentlorinin Xoatti kombinasiyasidir.
Tarif. Xatti R fazasinin x,, x, ... x, elementlarina o

zaman Xatti asili elementlaor deyilir ki, he¢ olmasa biri
stfirdan farqgli olan va

A1 X1t AoXot...+ ApX, =0 (3)
munasibatini 0dayan haqiqi 4,4, 45, ..., 4,, adadlari olsun.
ogar (3) munasibati yalmiz A, =4, =....= 4, =0 ol-

dugda 06danilirsa, onda x4,x, ... x,, elementlarina Xatti

astli olmayan elementlar deyilir.

Verilmis x4, x, ... x, elementlorinin biri sifir element
(8) olarsa, onda hamin elementlor homiso Xatti asilidur.
Xatti asili olmayan xy,x, ... x, elementlori goxlugunun
istanilon alt hissasi do Xatti asili olmayandir.

Xotti asili olan vektorlar haqqinda isbat etdiyimiz
teoremo analoji olarq asagidaki teoremi do isbat etmok
olar:

Teorem 1. Haqiqi xatti R faozasimin x,x, .. x,
elementlarinin xatti asitli olmasi iiciin onlardan birinin
qalanlarimin xatti kombinasiyast olmast zaruri va kafi
sortdir.



Indi xotti R fozasinin bazisi anlayisin1 verak.

Tarif. Haqigi xatti R fazasinin istanilan x elementini
hamin  fazamin xotti asiti  olmayan x,,x, .. x,
elementlari  Uzra aywrmaq miimkiin oldugda, yani
istanilan x € R UGgln

X= A X1+ AoXot...+ AnX, 4
munasibatini  0dayan haqiqi 44, 4,,..., 4, adadlari
tapmaq mUmkin oldugda x,,x, ... x,, elementlarinin
nizamli ¢coxluguna R fazasinin bazisi deyilir.

(4) boraborliyina x elementinin xy,x, ... x,, bazisi
Uzro  ayriist A4, 25, ..., 4, hagiqi  adadlorine isa X
elementinin homin bazisa nazaran koordinatlar: deyilir.
Bunu x(14,4,,...,4, ) vavax = (A;,4,,..,4,) soklinds
yazirlar.

Teorem 2. Haqigi xatti R fazasinin istanilan X
elementinin hamin fazanin x,, x,, ..., x, bazisi Uzra

X= A1 X1+ ApXot..+ ApXn (4)
ayrilist yeganadir.

Isbati: Dogrudan da, x elementinin homin bazis lizra
(4) — don basqa

X=p1Xy+ poXot...+ unXn (5)
ayrilis1 da olarsa, onda (4) vo (5) boraborliklorini torof-
torofo ¢ixmagqla

(A —pdxy + (A — podxy + o+ (4, — my)x,

=6 (6)
munasibatini almaqg olar. R fozasinin bazisini togkil edon
Xy, X5, ..., X, elementlori xatti asili olmadigindan (6) bara-

barliyi ancaq A, — g, = 0 (k = 1, 2, ...,n) olduqda, yani



A=ppdy =y, A, = 1y,
oldugda mimkundir. Demali, x elementinin (4) ayrilist
yeganadir.

Bu teorem gostorir ki, har bir x € R elementins
Ay As, o A, odadlorinin yegano coxlugu vo tarsine
Ay Ao, .o A, odadloring (4) barabarliyi ils toyin olan yega-
no bir x elementi uygundur, yoni 44,4, ... 4, adadlori x
elementini birgiymatli tayin edir.

Xatti foza elementlorinin bazis Uzro ayrilmasinin bo-
yik shomiyyati vardir. Bu ayriliglar miixtalif tobiatli ele-
mentlor Uzarinds aparilan toplama vo adodo vurma amollo-
rinin homin elementlorin koordinatlari olan hoqiqi odadlor
Uzorindo aparmaga imkan verir:

x=A1x;+Arxy + 4+ A,

V)
Y= 0 X Xy + o iy Xy
olarsa, onda
xX+y= [11 + Ju:l}x:l + [112 + Hz)xz + ..
+ (A, + 1 )x,

va istonilon haqiqi A adadi Gglin
Ax = (A4 )x; + (AA,)x, + ...+ (A4, )x,,.

Belo bir tobii sual qarsiya ¢ixir: xotti R fozasinda
Xatti asilt olmayan neco element tapmagq olar ?

Tarif. Xotti R fozasinda n sayda xatti asili olmayan
element varsa vo istanilon n+1 sayda element xatti as:-
lidirsa, onda hamin fazaya n-0lgilu xatti foza deyilir. Bu
halda n adadi R fazasinin élgiisii adlanir vo n=d(R) kimi
isara olunur.



Ogar Xotti R fazasinda istanilon sonlu sayda Xatti asil
olmayan element varsa, onda hamin fazaya sonsuz 6lgult
Xatti faza deyilir.

Teorem 3. n-0lcUlU fazanin n sayda xatti asili ol-
mayan elementlarinin har bir nizamh x,,x, ... x, ¢oxlu-
Su hamin fazanin bazisini taskil edir.

Isbati: Dogrudan da, fozanm istonilon x elementi ve-
rilmis X; , X5 ,..., Xk elementlori Gizra ayrilir, ¢linki oks hal-
da hamin fozada Xotti asili olmayan (n+1) sayda element
tapmagq olar ki, bu da sorto ziddir.

Tutaq ki, n-6lgilu R fozasinda k sayda (k < n) Xotti

asili olmayan x4, %5 ... X elementlori verilmisdir. Bu hal-

da, R fozasinda homin elementlo Xotti asili olmayan bir
x4+ elementi do tapmaq mumkdinddr. Cunki oks halda,

X1, X2 ..., X elementlori R fozasinin bazisini togkil edar,
bu iso ola bilmaz. Beloliklo, R fozasinda k+1 sayda xotti
asili olmayan x4,x, ... X, X, elementlori secilmis olur.

k + 1 = n olduqda bu prosesi davam etdirmok olar.

Noticodo R fozasinin n sayda xotti asili olmayan ele-
menti secilor ki, bu elementlor do 3-cli teoremo goro fo-
zanin bazisini togkil edir.

Belaliklo, asagidaki teoremi isbat etmis oluruq:

Teorem 4. n-Olcull fazamin k(k < n) sayda Xatti
astlt olmayan elementlarin har bir nizaml ¢oxlugunu ha-
min fazanin bazisina qadar tamamlamagq olar.

Xususi halda, fozanin sifir olmayan har bir elementini
baziss godar tamamlamag olar.

Misal 1. V, fozasi iki6lgiilii fozadir. Miistavi izarinds

yerlason va kolleniar olmayan iki ixtiyari vektor hamin fo-



zanin bazisini togkil edir. Miistovi Uzoarinds hor bir vek-
torun bazis Uzrs yegans ayriligi vardir.

Misal 2. V; fozasi ti¢ol¢iili fozadir. Komplanar olma-
yan Ug ixtiyari vektor bu fozanin bazisini togkil edir.

Misal 3. R, fozasi n-Olglll Xotti fozadir. Homin

fozanin bazisi olaraq xatti asili olmayan
e;(1,0,..,0), e,(0,1,0,...0), e,(0,0,0,..1)

elementlori ¢oxlugunu gotiirmok olar.

Istonilon x € R, elementi Gglin elo 44,45, ..., 4, hogi-

gi odadloari var ki,
x=Ade4 +4e,+ .+ 4,8,
ayrilis1 dogrudur.

Misal 4. C[a, b] fozas1 sonsuzolcllli xotti fozadr.
Dogrudan da, istonilon n Ggtin hamin fazaya daxil olan va
Xotti asili olmayan n sayda 1,t,tZ,..,t"" 1 elementlori
vardir. Bu elementlorin xotti asili olmamasi

Ao+ At Aot +. .+ An "= 0 (7)
munasibatinin ancaq A, = 4; =... = 4,_; = 0 olduqda
Odonilmasindon aydindir. He¢ olmasa bir omsali sifir
olmayan (n-1) daracali cabri ¢oxhadli an ¢oxu (n-1) sayda
noqtados sifra gevrila bilar.

d) Xatti fozalarin izomorflugu

Tutaq ki, haqigi R vo Q Xatti fozalar1 verilmisdir. Ogor
har hansi gayda va ya ganun vasitasilo R fozasinin har bir
x elementino Q fozasimin miioyyan bir x” elementi uygun
goyulursa, onda deyirlor ki, R fazasimin Q fazasmna f
inikasi verilmisdir. Bunu f: R — @ soklinds, X" elementi-

nin x elementinoe uygun olmasini isa



x"=f(x) (1)
soklindo isara edirlor. Bu halda, X" elementina x-in obraz,
X-3 iSa proobrazi deyilir.

Ogor R fozasinin Q fozasmna f: R — @ inikas1 zamani

R-in muxtalif elementlorina Q-niin mixtalif elementlori
uygundursa va Q —nin har bir elementi R —in miayyan bir
clementinin obrazidirsa, onda hamin inikasa qarsihgqh
birgiymatli inikas deyilir.

Verilmis R va Q Xatti fozalarinin

fa+y)=f&)+f0),  fAx) =2f(x)
sortlorini 0doyan qarsilighi birqiymatli f:R — @ inikasi
varsa, onda homin fozalara izomorf fazalar deyilir. Bu
halda f inikas1 izomorfizm adlanir.

Torifdon aydindir ki, izomorf R vo Q fozalart miixto-
lif tobiatli elementlordon ibarst olsa da, onlar toplama vo
adada vurma amalls ils ifads olunan xassslor baximindan
eyni fozalardir.

Belo fozalarin bir sira imumi xassalori vardir:

Eynidlculi bitun haqiqi fazalar izomorfdur. Miixtalif
Olcult istonilan iki faza isa izomorf deyildir.

Buradan aydindir ki, sonlu o6l¢iilii xotti fozalarin
yegano xarakteristikast onlarin 6l¢iistidiir. Eyniolciilii fo-
zalar cobri (xatti amallar) cahatdon eyni fozalardir.

Demoli, istonilon n —0l¢ilt hagiqi xatti foza ilo n- 6l-
culll R, hesabi foza (n-6l¢ilu satirlor ¢oxlugu) eynidir (izo-
morfdur). Buna gora do, n —6l¢ull istanilon haqigi Xatti
fozan1 R, ilo isaro etmok olar.

e )Xatti altfozalar.
Tutaq Ki, R har hansi xatti foza, L iSe onun bos olma-
yan altcoxlugudur.



Ogar Xotti R fozasinin L alt¢oxlugu homin fazada to-
yin olunmus toplama vo adodo vurma oamollorina nozaron
Xatti fazadirsa, onda L ¢oxluguna R fazasinin xatti altfa-
zasi deyilir.

Yalniz sifir elementdon ibarat olan ¢oxluq vs fozanin
0z0 xotti R fozasinin xotti altfozalaridir. Bunlara bazon
trivial (va ya geyri-maxsusi) altfazalar deyilir.

Misal 1.Daracasi verilmis n adadindoan boyiik olma-
yan butiin cabri p(x) ¢oxhadlilarinin L ¢oxlugu haqiqi Xatti
Cla, b] fozasinin xotti altfozasidir.

Misal 2. V; vektorial Xatti fozanin hor hansi miistovi-
ya paralel olan biitiin vektorlar1 ¢oxlugu, yani ¥, vektorial
fozasi, onun xotti altfozasidir.

Verilmis n —06I¢ilu xotti R fozasinin L altfozasina
daxil olan xatti asili olmayan elementlor fozanin 6ziina do
daxil oldugundan xotti L altfozasinin 6lgiisii fozanin 61¢U-
stindan boyik ola bilmaz. ©gar L altfozasi n —0l¢ull xatti
R fozasi ilo Ust-Usto diismiirsa, onda L-in 6lglsi n-dan cid-
di kigik olacaqdir.

Xotti foza verildikdo onun xatti altfozsini asagidaki
kimi do qurmag olar.

Xatti R fozasmin x4, x5, ..., x,,, elementlorini goturek
Vo onlarin miimkiin olan biitlin xatti kombinasiyalar1 ¢ox-
lugunu L, ilo igsaro edok:

L,={A;x;+A,x;,+ ..+ A,x,}.
Bu coxlug altfozadir. Buna x4,x,,...,x,, €element-

lorinin dogurdugu altfoza va ya hamin elementlor izarina
Gokilmis altfaza deyilir. ©gor xy,x,,...,%,, elementlori

Xatti asili deyilss, onda L,, altfozasinin dl¢iisii m adadine



borabardir. Homin elementlor xatti asili olduqda L,,, altfs-

zasinin 6lgiisii m —don Kigik olar.

Xotti altfozanin 6l¢iisti fozanin 6ziiniin 6l¢iisiine bora-
bar olarsa, onda altfoza homin foza ilo Ust —Usto diistr.
Gostormok olar Ki, xotti fozanin hor bir Xotti alrfozasi
mioayyan elementlorin dogurdugu altfozadir. Bunu asagi-
daki teorem soklinda sdylomak olar:

Teorem . Sonlu 6lculi xatti fazanin har bir Xatti
altfazast sonlu sayda elementlaorin dogurdugu xatti
altfazadur.

Misal 3. V; vektorial fozasinin, i 27 koordinat ort-

larinin yerlosdiyi miistovi Uzarindoki butlin vektorlar ¢ox-
lugundan ibarat olan Xatti altfozast homin va j vektorla-

rinin dogurdugu xatti altfozadir.

) Evklid fazasi

Xotti fozaya torif verarkon istonilon tobiotli element-
lor goxlugunda 1°-8° aksiomlarii 6dayan toplama va ado-
do vurma amallarinin toyin olunmasini tolob etdik. Bu Xot-
ti omollorin tobiati vo ya sokli haqqinda torifdo basqa heg
na talab olunmur.

Xotti fozada mosafo anlayisi olmadigindan baxilan
coxlugun elementlorinin uzunlugu, onlarin arasindaki bu-
caq vo s. kimi anlayiglart toyin etmok mimkin olmur.
Buna gora da Xotti fozalarda baxdigimiz iki amaldan (top-
lama va adads vurma) basqa yeni bir amals, skalyar hasil
dizsltma amalins baxmaq lazim galir.

Xotti fozada skalyar hasil toyin olundugda ona
Evklid fazas: deyilir.

Tarif. Tutaq ki, haqiqi xatti R fazasinin istonilan iki x
va y elementina, hamin elementlaorin skalyar hasili adlanan



va (X, Y) ila isara olunan, muayyan bir haqiqi adadi uygun
qoyma qanunu (skalyar hasil) verilmisdir va bu zaman
asagidak: sartlor (aksiomlar) 6donilir:

9¢ Istanilon x € R va y € R Uglin

(x,y) = (y,x).
10e. Istanilon x € R,y € R v2 z € R Ugln
(x+7vy,2) =(x,2z) + (y,2).
11° Istanilon x € R,y € R Va haqigi A adadi Ggln

(Ax,y) = A(x,y).

12° Istanilon x =8 Ucin (x,x) =0wvax=46
olduqda:

(x, X)=0.

Bu halda, haqigi xatti R fozasma haqiqi Evklid faza-
s1 Vo ya sadoco olaraq Evklid fazas1 deyilir. Kompleks
Xotti fozada uygun aksiomlar1 6doyon skalyar hasil toyin
olundugda ona kompleks Evklid fazasi deyilir. Burada
ancaq haqiqi Evklid fozasi 6yranilir.

Torifdon aydindir ki, istonilon tabiotli elementlor ¢ox-
lugunun Evklid fozasi olmasi tigiin homin ¢oxlugda 1° -12°
aksiomlarin1 6doayan U¢ omal (toplama, odado vurma vo
skalyar hasil) toyin olunmalidir. Bu zaman baxilan ele-
mentlorin va toyin olunan amallorin tobisti hagqinda ayri
he¢ no talob olunmur.

Evklid fozasinin 10° vo 11° aksiomlarini ardicil tatbiq
etmoklo istonilon haqiqi 4, va p, adadlari Gglin

(i A xp }") = i A(xy y)
k =1

=1 1)

V3



(xr Z ”k.}?k) = Z L [x! J’Tﬁ:} (2)
k=1 k=1

baraborliklorini almaq olar. Bundan basqa, istonilon x € R
tcln (x,8) = 0. Dogrudan da, & = 0 - x oldugda
(x,8) =(x,0-x) =0(x,x) = 0.

Misal 1. Fozada yerloson butlin vektorlar ¢oxlugun-
dan ibarat olan haqigi xotti V3 fozasinda iki vektorun skal-
yar hasilini toyin edok: (a, b) = [al - [blcos¢. Bu zaman
90-12 ® aksiomlarmin &donilmosi skalyar hasilin uygun
xassalorindon aydindir. Demali, V3 fozasinda gostorilon
sokilda skalyar hasil tayin etsok, o (¢ 6l¢tll Evklid fozasi
olacaqdir.

Eyni gayda ilo V; vo V; fozalarindan uygun olaraq
birolguli va ikidlguliu Evklid fozalar: alinir.

Misal 2. Indi x = (x;,%5,..,x,) elementlorindon
ibarat olan hogiqi xotti R, fozasimi gétiirok. Bu fozanin
istonilon

x = (x0,%5, 0, X)) V2V = (V1. Vs eos Vi)
elementlarinin skalyar hasilini
(X,Y)=X1Y1+ XoYote..t XnYn ©)

soklindo toyin edok. (3) skalyar hasili Uglin 9°-11° ak-
siomlarmin 6donilmoasi aydindir. 12° aksiomunun dogru-
lugu iso

(x,x) =x] +x5+ ..+ x5
miinasibatindon gordndr.



Belaliklo, (3) skalyar hasili toyin olunmus n —06lctli
Evklid fozast almis oluruq. Bu fozani bazon E; ilo isaro
edirlor.

g) Norma anlayisi. Kosi-Bunyakovski barabarsiz-
liyi

Tutaq ki, R hoqgigi Evklid fozasidir. Bu fozanin
istonilon x € R elementinin uzunlugu vo ya normasi

J (2, x) odadins deyilir va [|x] ils isaro olunur:

lxll =/ (x, x) 1)
12° aksiomundan aydindir ki, istonilon x € R ele-

mentinin normas1 manfi olmayan haqiqi adoaddir. Verilmis
elementin normasi yalniz o zaman sifra barabar olar ki, o
sifir element olsun.

Normasi vahido barabar olan elemento normalasmis
element deyilir. Istonilon x € R hogigi A odadi tiglin

IAxll = /(Ax, Ax) = \/22(x, x) = |4]\/ (%, x)
= [Alll=l,

yani
[l 2x]|=]4]]]x]] )

barabarliyi dogru oldugundan, hor bir x = & elementini 6z

normasina bolorok homiso normasi vahido borabor olan
element almagq olar:

x

—| = 1.

|||l

Bu amaliyyata elementin normallasdirilmasi deyilir.
Teorem . Evklid fazasinin istanilan X va y elementi
acuin



(x.Y) °< (xX) (v.y) ©)

barabarsizliyi dogrudur.

(3) barabarsizliyina Kosi — Bunyakovski barabar-
sizliyi deyilir.

Isbati . EvKlid fozasiin 12° aksiomuna gors istonilon
hoqiqi A vz u odadlori Gglin

(Ax — py, Ax —py) = 0,

onda

A20e,x) — 22u(x, y) + p*(y.y) 2 0
Vo

A=(y,y), w=(xy) gabul etsak,

. W [x)(y.y) — (xy)?]lz0
borabarsizliyini alariq. Demali, v # & olduqda (y, v) = 0
Vo buna goéra do

(x, x)(y.y) — (x.y)? =0,
yani (3) borabarsizliyi dogrudur. y = & oldugda (3) bora-
borsizliyinin dogrulugu (x,8) = 0 va (#,8) = 0 minasi-
batlorinden aydindir.
Isbat etdiyimiz (3) boraborsizliyini
(x, )7 < [lxI% - llylI?
Vo ya
1o, < lixll - Iyl (4)

soklinds yazmagq olar.
Natica. Evklid fazasinin istanilon x va y elementi
dcuin
|(x + | < llxll + [yl (%)
boraborsizliyi dogrudur.



Dogrudan da, (4) barabarsizliyina gora:

Ix +yl?=(x+yx+y)=(x,x)+2(x,y) +

+(,¥) < llxlP+2llxlllyll + IylI? = Alxll + lylD?

Buradan (5) miinasibatinin dogrulugu aydindir. (5) ba-
rabarsizliyina Ucbucaq barabarsizliyi deyilir.

h) Ortoqonalliq va Ortonormal bazis

ovvalki paraqrafda isbat etdiyimiz Kosi —Bunya-
kovski barabarsizliyindan

xy)
1<
1_IIXII~IIYI| =1 (1)
minasibati alinir. Buradan aydindir ki, "I{i’.ﬁ" hoqiqi
ododini bir ¢ bucaginin kosinusu hesab etmak olar:
cosQ = ) (2)

lell-lyll”
Homin ¢ bucagina x € R v2 y € R elementlori ara-
sindaki bucaq deyilir vo ¢ = (&£y) soklindo yazilir. (2)
munasibatini q

xy)=llxl - llyll cos ¢ 3)
soklindo yazdigda vektorlarin hasilinin  moalum torifi
xiisusi hal kimi alinir.

X Vo y elementlori xotti asili olarsa, yoani y = Ax,
onda (2) disturundan aydindir ki, A = 0oldugda
@ = 0,4 <0 oldugda isz ¢ = m.Tarsina,

cos@ = +1 oldugda x vo y elementlori xotti asili
olar.

X Vo y elementlorinin skalyar hasili sifra barabor ,
yoni

(x,y)=0



olduqgda, deyirlar ki, x va y elementlari ortoqonaldir vo
bunu x L v soklinds yazirlar. Aydindir ki, x vo y element-
lari ortoqonal oldugda onlarin arasindaki bucaq 90° olar.

Moalumdur ki, x vo y elementlorindon biri sifir
element olduqda da onlarin skalyar hasili hamigoe sifirdir,
yani sifir element istonilon elements ortoqonaldir. Lakin
sifir element verilmis elementls istanilon bucagq amalo go-
tira bilor.

Teorem. Evklid fozasimin ortoqonal olan ixtiyari x
va y elementlari Ggln

llx + ylI> = lIxlI? + lIyll® (4)
barabarliyi 6danilir.

Isbat1 . (x, y)=0 oldugundan normanin torifina goro:
lx+yll?=Gx+y.x+y) =Gx)+20xy)+
+y) =x)+ .y =

= llxII> + llyll>.

Bu teoremo Pifaqor teoremi deyilir. V, (vo V;)
fozasinda bu teorem klassik Pifaqor teoremi ilo Ust-Usto
diistr.

(4) boraborliyi clt-cut ortogonal olan n sayda
Xy,%5, ..., X, elementlori i¢tn do dogrudur:

ey + x5+ oty 12 = Nl + o llx, |12
Indi n —6lgulil R Evklid fozasinda ortonormal bazis

anlayisin1 miioyyan edok. R fozasinda hor hansi element-
lori
€4, €,...,8, (5)
olsun. Ogar
(epe)=0 (i+j ij=12,..,n),
(e;e;) =1 (i=1,2,..,7n)



sortlori 6danilorsa, onda (5) elementlori ¢oxluguna R
fozasinda ortonormal sistem deyilir.

Ortonormal sistem taskil edon (5) elementlaori xatti
asili deyildir. Dogrudan da,

A1+ A6+, .+ 1,6,=0 (6)
barabarliyi ddoanildikds, onun har iki torafini e, elementins
skalyar olarq vursaq:

jk[ekfek:] = ﬂ, jk: 0 [k = 1,2,...,?1}.

Demoli, (6) minasibati ancaq

A,=0 (k=1,2,..,n).
oldugda 6danilir, yani (5) elementlari xatti asili deyildir.

Moalumdur ki, n —0lculll fozanin n sayda xotti asili
olmayan elementlorinin har bir nizamli ¢oxlugu homin
fozanin bazisini toskil edir. Demali, n —6l¢ili Evklid foza-
siin (5) ortonormal sistemi onun bazisidir. Belo baziso
Evklid fazasimin ortonormal bazisi vo ya sadaco olaraq
Evklid bazisi deyilir.

Evklid fozasi elementlarinin ortonormal bazis Uzra
ayrilisindan istifado edorak, elementlorin skalyar hasilini
koordinatlari ilo ifads etmak olar. Dogrudan da,

x=Aeq + 438, + ..+ 4,2,
Vo

Y =8y + [pe; + .t lpey
olarsa, onda (f) bondindo gostardiyimiz (1) va (2)
borabarliklarina gora:

n n
(x, y) = (Z Arex ;Z .ukek> = )111/11(91,91,) +
k=1 k=1

+Az1; (32,62) + et Anl"n(en,en) = Mg + Aty + -+ Apliy



Vo ya
(X,Y)=A1X1+ AoXot.. 4 AnX, (7
Tutag Ki, x € R elementi verilmisdir. Onda onu
ortonormal bazis Uzrs ayirmaq olar:
X=A181+ o8+, .+ An€) (8)
Bu borabarliyin hor iki torofini e, (k =1,2,...,7n)
elementino skalyar olaraq vursag:
(x,e,) = A,(eq, e) + A3(ep,€) + ...+ A, (e, €5)
Vo ya
[x, Ek) = j‘k'
Alinan giymatlori (8) barabarliyinds yerino yazsaq, x
elementi Gglin
X=(X,e1)er+(X,e2)ext... (X, en)en (9)
ayrilisini alirig. (x, e, ) skalyar hasilina x elementinin
e, (lle,ll = 1) Uzorindo proyeksiyasi deyilir. Bunu
nozoars alsaq (9) ayrilisina gora deya bilarik ki, istonilon x
elementinin ortonormal baziss nozeron koordinatlari
homin elementin uygun bazis elementlori (izorinds pro-
yeksiyalaridir.
Belo bir sual garsiya ¢ixir: hor bir Evklid fozasinda
ortonormal bazis varmi?
Sonlu Olgulli har bir Evklid fazasinda ortonormal
bazis var.
ogore;’, e, ...,e, elementlori n —0l¢ult Evklid fo-
zasmin hor hansi bazisini togkil edirso, onda ortogonallas-
dirma prosesi vasitasilo onlardan hamin fozanin ortonor-
mal bazisini almaq olar. Bu proses beladir: e; = ¢; " qobul

edirik vo elo @ odadi tapiriq ki, e, = e,” + ae; elementi ey
elementi ilo ortogonal olsun:



(e;,e4) = (e +ae,,e,) = (e, e,) +aleg,e;)

= 0.
Buradan axtarilan adad tapilir:
(ex",eq)
Hg=—— e, e * D .
(eroy \lered=0)

Tutag ki, bir-birilo ortoqonal olan e;,e,,..,e,_;
elementlori tapilmamigdir. Indi elo a;, s, ..., @, ododlo-
ri tapaq ki,

ey = e, +aje; +aze, + o+ ap_ ey
elementi e,, e,, ..., e, _; elementlorinin har biri ilo ortoqo-
nal olsun. Bunun dgtin

(ey.e;) = (e, e;) +a;le;e;) (i=1,2,...k—1)
borabarliklori 6danilmalidir. Buradan:

B (ey.e;)
(e;. ;)

Bu proses n sayda bir-birilo ortogonal olan

ey, &, ..., &, elementlori alinana gador davam etdirilir. No-

ticodo, n —0l¢UlU fozanin axtarilan ortonormal bazisi
€4 €2 €n
fi= N P
lleg | lle,ll lle,

soklinds tapilir.

J) Xatti normalasms fozalar

Tutaq ki, xatti R fozasinin har bir X elementina hamin
elementin normas1 adlanan va ||x|| ilo isara olunan mioy-

(i=1,2,... k—1).

o;

n

yan bir hagigi adad gars1 qoyulur vo bu zaman asagidaki
sortlor (aksiomlar) ddonilir:
1o, Istonilon x € R (x = ) ticiin ||x|| = 0 va yalmz

x = 8 oldugda ||x|| = 0.



20, [stonilon x € R vo hogigi A odadi tigiin

lAxll = |4] - [lxl.
3. Istonilon x € R Vo y € R Uglin
llx + yll < llxll + llyll (1)

barabarsizliyi 6danilir.

Onda R fozasina xoatti normalasmis foza deyilir.

(1) barabarsizliyina tgbucaq barabarsizliyi vo ya
Minkovski barabarsizliyi deyilir.

Misal 1. Xotti Cl[a,b] fozasinda ixtiyari
x =x(t) (a =t < b) elementinin normasini

x|l = max |x(t)]
a<t=<h
Kimi toyin etsok, Xotti normalagmis foza alariq. Bu halda
1°-3° aksiomlarinin ddonilmasi askardir.

Indi gostorok ki, hor bir Evklid fozas1 xotti norma-
lasmus fozadir:

Teorem. Evklid fazasimin istanilan x elementinin
normasini

lxll = |/ (x, %)
Kimi tayin etdikda, Xatti normalasmis foza olur.

Isbat1 . 1° vo 2° aksiomlarinin 6donilmosi Evklid fo-
zasmin 11° va 12° aksiomlarindan va g) bandinds isbat et-
diyimiz (2) barabarliyindan aydindir.

3o aksiomunun o6doanilmasi isa g) bondindo isbat
edilmis naticada (5 borabarsizliyi) gostorilir.

Misal 2. E, Evklid fozasinda x = (x4,%5,...,%,)

elementinin normasini



|
llxll = ﬁ'xi i R

Kimi tayin etsak, Xotti normalasmis faza aliriq.

k) Afin fazasi

Afin fazasi anlayisini izah etmok lglin V3 Xatti vekto-
rial fozasi ilo afin koordinat sistemi daxil edoarak 6yrandi-
yimiz adi Uc¢ol¢ull fazan1 miiqayisa edok. V3 fozasi ancaq
adi Uc¢Olcultu fozada yerloson vektorlardan ibarotdir. Bu
fozada nogtolor yoxdur. Adi Ucolculli foza isa nogtalor vo
vektorlar ¢oxlugundan ibaratdir. Burada hor nizamli iki
ndqgto bir vektor toyin edir, baslangict O noqtosinds olan
har bir OM vektoruna isa bir M ndqtesi uygundur. Fozada
hor bir M noqgtasinin vaziyyati 7, =OM radius-vektorunun

koordinatlart ila tayin olunur.

Ogoar V3 vektorial fozasina, onu toskil edon vektorlar-
dan basgqa asagidaki toloblori 0doyan bitin M, N, ... n6g-
tolorini do alava etsok, onda g 6l¢ull afin fozasi alariq: 1)
hor bir nizamli iki M, N noqtesine ancaq bir a vektoru
uygun qoyulur: MN=a; 2) verilmis har bir M noqtosi vo @
vektoru iigiin yalniz bir N ndqtosi var ki, MN=a olur; 3)
ixtiyari M, N vo Q noqtalori Ugln

MQ=MN+NQ
munasibati 6danilir.

V, vektorial fozasina miistovi Uzarindoki bitin nég-
tolori olava etmoklo ikidlcull afin fozasi alarig. Vektorlar
cabri faslinda gostardiyimiz kimi tayin olunur.

Ucolcilt tmumi afin fozas: da tigolgiilii xotti fozadan
eyni gayda ilo alinir. Bu halda xatti fozanin elementlori




coxluguna gostarilon 1), 2) va 3) sortlorini 6doyan nog-
tolor goxlugunu alava etmok lazimdir.

n-6l¢lu afin fozasi da hamin gayda ils tayin olunur.
n —Olcull xotti R fazasmin elementlori ¢oxluguna 1) -3)
sartlarini 6dayan biitin M, N, ... ndgtalari goxlugunu alava
etmoklo alinan fozaya n —0lculu afin fazasi deyilir. n —
Olctli afin fozasinda ndéqtonin koordinatlari belo tayin
olunur. Har hansi O ndéqtasini koordinat baslangici olaraq
goturiurlor vo R fozasinin ixtiyari x elementi tiglin

2) sortina goro elo bir M noqtoasi tapirlar ki, OM=x ol-
sun. x  elementinin n — Olglli xotti R fozasinin
ey, 8, ...,8, bazisino nozoron xy,x,,..,x, koordinatlari

homin M ndqtasinin koordinatlart hesab olunur.

33.1.1. Xatti operatorun tarifi

Tutaq ki, R. va @ sonlu 0l¢ull xatti fozalardir vo R
fozasinin @ fozasina F: R — @ inikas1 verilmisdir. Bu o

demokdir ki, F inikas: vasitasilo R fozasinin hor bir x
elementino § fozasinin mioyyan bir y elementi uygun

goyulur. R fozasinin @ fazasina F: R — @ inikasina R
fozasindan @ fozasina tosir edon vo ya R fozasini @
fozasina geviran operator da deyilir vo

y=F(x) va ya y=Fx
ilo isara olunur. R-don @ =ys tosir edon bitln opera-
torlar ¢coxlugunu E(R, @) ilo isaros edok.

Torif. F € E(R, Q) operatoru istonilon



%, € R, x, € R elementlori vo A adadi Uglin:
1. F(xi+x2)=F(x1)+F(x2) (additivlik xassasi)
2. F(XX1): KF(X1)
xassalorini 0dodikds, ona xatti operator deyilir.
Q@ fazas1 haqiqi vo ya kompleks odadlor ¢oxlugu

oldugda F € E(R, Q) xotti operatoruna xatti forma v

ya xatti funksional deyilir.
@ fozas1 R fozasi ilo Ust-Usto diigdikds F € E(R,R)

xotti operatoruna R fozasiin xatti ¢evirmasi deyilir.
Aydindir ki, bu halda R fozasinin 8 sifir elementini

xotti F € E(R, R) operatoru 0z-0ziino gevirir:
F(6) =6 1)
Dogrudan da, torifin 2-ci sortindo A = 0 gbtlirsak
va 0 - x = 6 oldugunu nazars alsaq:
F(0-x)=0-F(x), F(08)=06

33.1.2.Xotti operatorlarin novlori

I. Sifir operator. R fozasinin istonilon x elementini
sifir elemento Geviron (inikas etdiron), yoni istonilon
X € R U¢ln
mUnasibatini 6doyon 0 operatoruna deyilir.

II. Vahid vo ya eynilik operator, R fozasinin
istonilon x elementini 0z-0zUno geviron, yoni istonilon
X € R U¢ln

IEX) =X (3)

miinasibatini 6doyan I operatoruna deyilir.



I11. Oxsarhq operatoru, istonilon x € R (i¢lin
Mx) = px (4)
mdinasibatini (burada p qeyd olunmus hor hansi adad-
dir) 6dayan, IT operatoruna deyilir.
Bu operatorun xatti olmasi
M(x; + %) = plx; +3) = px; + pxp = Mixg) +
I(xz)
Vo
NOx) = p(Ax) = A(ux) = AN(x).
Minasibatlorinin ddonilmasindon aydindir.
Oxsarliq operatorundan, p = 0 oldugda sifir ope-
rator, p = 1 olduqda ise vahid operator alinir.

33.1.3. Xotti cevirmanin matris vasitasilo verilmasi

Tutaq ki, R, n-0lcUll xotti fozadir vo F € E(R,R).
Bu fozanin bazisi
€9,€5,..., €, (1)
olsun. Onda istonilon x € R Ugln
X=X +X%e, + ...+ X8,
ayrilis1 vardir. Bu halda, F gevirmosinin xotti olmasina

osason
F(x) = x,F(e;) + x,F(e;) + ..+ x,F(ey) (2)



boraborliyi almar. Sag torofdoki F(e,) (k= 1,2, ...,n)
elementlori R fazasinin 0ziino daxil oldugundan onlar1
da (1) bazisi Uzrs ayirmagq olar:
Fley) = aje; + @€y + ...+ agee, 3)
(k=1,2,...,n)
Bu qiymotlori (2) beraborliyinin sag torofindo
yerino yazsaq:

F(X)= X1(ase1+azey+...+anien) + Xa(ae1+
+ae,+...+a,85) +...+ Xp(@n€1 + ... + @pn€n) = (A1aXy + apXo +
+...+ alan)el+(a21X1+a22X2 +...+a2an)e2+...+ (an1X1+...+
+apnXn)en  (4)

Sorto gbro x € R olduqda y = F(x) € R. Buna g0ro
do y=F(x) elementinin (1) bazisi Uzra ayrilis1 vardir:

FKX) - }?191 +}rzez + "'+}rﬂeﬂ' (5)

Molumdur ki, fozanin hor bir elementinin bazis
Uzro ayrilis1 yeganadir. Demali, (4) va (5) ayrilislarinin
sag toroflori eyni olmalidir:

Vi = 841Xy t 83X, + ...+ a,X,
V2 = 831X t 83X+ ...+ @pXy,

Vo = 8p1 Xy T @ppXe + ..+ ap Xy
Bu sistemin matrisini
a11 aiz T alu
azi azz 'Y azu
A= ™)
8,y app .. 8y,

ilo isara etsok vo



Xy
Xy
x(X.%,,...x )= ||=X%X
xI:I.
¥4
¥2
V(¥ V2. Ya = || || =Y
¥n
oldugunu goabul etsok, onda (6) sistemini
Y = AX 8)

matris soklinds yazmaq olar.

Beloliklo, n-6l¢Ull xotti R fozasinda toyin olunmus
hor bir F € E(R,R) xotti gevirmosine homin fozanin
verilmis ey, e,, ..., e, bazisindo bir n-tortibli kvadrat A
matrisi uygundur. Verilmis x € R elementino xotti F ge-
virmoasinin uygun oldugu y=F(x) eclementini (yani,
onun vy,vs,, ..., ¥y koordinatlarini) hamin matris vasite-
silo (6) va ya (8) mlnasibatindon toyin etmok olar.

A matrisino ey, e,, ..., e, bazisindo xatti F ¢evirmoe-
sinin matrisi deyilir. Bu matrisin birinci sltun ele-
mentlari birinci e; bazis elementi obrazinin (yoni F(e1)-
in) homin baziso nozoron koordinatlari, ikinci sltun
elementlori iso F (e,) elementinin homin baziss nazaran
koordinatlar1 va s. axirinci stitun elementlori iso F(en)
obrazinin homin baziss nozaran koordinatlaridir.



33.2.1. Qeyri moxsusi ¢cevirmo

Apardigimiz mihakimadon aydin olur ki, n-6I¢ull
xatti R fozasinda toyin olunmus hor bir F € E(R,R)
Xattl ¢gevirmoasinae hamin operatorun matrisi adlanan bir
n-tortibli kvadarat A matrisi uygundur. Torsino, veril-
mis n-tortibli hor bir kvadrat A matrisi n-6l¢ill fozada
bir F € E(R,R) xotti gevirmosini toyin edir. Bu xotti
cevirmo (6) vo ya (8) munaisbati ilo toyin olunur vo
onun verilmis bazisdo matrisi elo homin A matrisidir.
Bu halda, bozon deyirler ki, vy,v5, ..., v, ododlori (6)
disturlart ilo x4,%,, ..., X, adadlorindon, A matrisi ilo
toyin olunmus xotti ¢evirma vaistasilo alinmisdir.

Beloaliklo, isbat etmis olduq ki, n-6l¢ill xotti fozada
toyin olunmus hor bir xotti F € E(R,R) ¢evirmosi (8)
soklindo yazila bilor

Biz yuxarida gordik ki, hor bir xatti ¢evirmo foza-
nin sifir elementinin 6z-0zina gevirir:

F(6) =9 (1)

Ogor F(x) = 6 munasiboti ancaq x = 6 olduqda
Odonilirsa, onda xotti F gevirmasina cirlasmayan va ya
geyri-moxsusi ¢evirmoa deyilir. Oks halda xotti ¢cevirmaya
cirlasan va ya maxsusi gevirma deyilir.

Cevirmonin cirlasan olmasi F(x) = 6 voya

41Xy Tt 43X+ .+ a X, =0,
831Xy + 83Xy + ...+ 83X, = 0, @)
8,1Xq + 43Xy + ..+ AppXy, =0
bircinsli xatti tonliklor sisteminin sifir olmayan halli-
nin olmasi1 demokdir. Bu 1so0 0 zaman ola bilar ki, siste-



min determinanti sifra barabor olsun. Demoli, n-0l¢ull
xotti R fozasinda toyin olunmus F € E(R,R) xotti Ge-
virmasinin cirlasmayan olmasi Uclin onun (7) matrisinin
A(A) determinantinin sifirdan forgli olmasi, yoni A matri-
sinin cirlasmayan olmasi zoruri vo kafi sortdir.

Misal 1. n-0I¢Ulu xotti R fozasinda toyin olunmus
O sifir operatorunun (¢evirmasinin) matrisi n-tortibli
kvadrat

00. o0
o, = ||°© 0
00. o0

sifir matrisidir.

Misal 2. n-6l¢lli xotti R fozasinda toyin olunmus I
vahid gevirmosinin (operatorun) matrisi n-tortibli
kvadrat

10.. 0
| S
00 . 1

vahid matrisdir.
Misal 3. n-0I¢ilu xotti R fozasinda toyin olunmus
I oxsarliq operatorunun matrisi n-tortibli kvadrat

p o .. 0

0 .. 0
m=| "

00. pn

matrisidir. Bu halda (6) sistemi



Vi — I-Lx1+ﬂ'xz+ W+ 0 g

Vo=0-x;+p-x+ ..+0-x, 3)
Vp=0-%;,+0-%, + ..+ pn-x,

soklinds yazilar. Hor bir x(x4,x%,, ..., %, ) elementino uy-

gun olan y =T(x) = (v, V2, .., v, ) elementi (3) siste-

mindon tapilir.

33.2.2. Qarsihgh birgiymotli uygunluq va afin ¢evirmasi

Tutaq ki, An, n — 0lguli Afin fozasidir. A, fozasmin
0z — 6zlino F€ E (As, Av) inikast zamani mixtalif X1 #xo
(x1 € An, X2 € Ay) elementlorino yena do mixtalif
elementlor (F (x1) # F (x2)) uygun olursa vo hor bir y €
An elementi bir x € A, elementinin obrazidirsa, yoni y
= F(x) minasibati 6danilirss, onda homin F inikasina
garsiligl birqiymatli inikas deyilir.

An fozasinin har bir diiz xatti yena do diiz xotto ke-
¢iron, 0z-0zino gasiligh birqiymotli inikasina afin ge-
virmd deyilir. Afin fozasinin hor bir cirlasmayan xotti
cevirmosi afin ¢evirmoadir. Buradan aydindir ki, ikitor-
tibli kvadrat

dy9 442
A=| H M
dyq 437
matrisi ilo toyin olunan
1 = a811X; T 813Xy 2)

Yz = 831X; t Ap2X;
xotti gevirmo, homin matrisin determinanti sifirdan
forqli, yoni



a;, a
aa) =1 | =0
A1 dap; (3)
oldugda afin ¢evirmadir. (3) sortindon alinir ki, (2) xotti
cevirmosi qarsiligh birqiymatli ¢evirmadir vo onun torsi
olan.

O]

a a
X3 = — %}’1 + f}’z
Xotti gevirmoasi yena do afin gevirmadir. Bunun
dogruluguna inanmagq Ugln (4) sistemi determinantinin
sifirdan forqli oldugunu gOstormok kifayotdir:

_ daz dyz
[ 2=, Y

822 %12
A=| A A =l a7 _aul
7] 81 3u| a2 l-ay; ay
A A
1 ja;; a 1
_ - | 11 1z|:_;&ﬂ_
AZ lazy azzl A
Misal 1. IkiOl¢lll afin fozasinin vo ya mistovinin
_||n ﬂ‘
n, =5 ol =0

matrisi ilo toyin olunan oxsarliq ¢evirmasi (vo yaxud
mdustovinin bitln istiqgamatlords p dofo dartilmasi) afin

gevirmoasidir. Bu gevirmo

Vi = HXy

Y2 = X,
soklindadir vo onun matrisinin determinanti sifirdan
forqglidir:

A(TL,) = |g 3| =2 =o0.

Misal 2. Mistavinin



cosat — sinaH
sina  cosa
matrisi ilo toyin olunan xatti ¢evirmasi vo ya mistovinin
koordinat baslangict otrafinda o« bucagr qodor
firlanmas: afin ¢evirmadir. Dogrudan da, bu ¢evirmoa

Yy, = X,C0S0 — X, sina,

Y2 =Xy Sina + X, cosa
soklindadir vo onun matrisinin determinanti sifirdan
forqlidir:

cosa  —sina

A1) = [
sina cosa
Afin ¢evirmosi zamani diz xott diiz xatto ke¢diyin-
don, homin cevirmodo iki kosison diiz xott yens do
kosison iki diiz xotto, paralel iki diiz xott iso yena do
paralel iki diiz xatto kegir.

n, = |

= cos’a + sinfa=1= 0.

33.3.1.Xotti cevirmalor Uzarinds amollor

Sonlu Ol¢ull xotti R fozasimi 0z-0ziino inikas
etdiron bitln xatti gevirmolor ¢oxlugunda, yoni E (R,
R) c¢oxlugunda c¢evirmolorin comindon, ¢evirmonin
ododo hasilindoen, ¢evirmolorin hasilindon vo .
danigsmagq olar.

Torif. F; € E(R,R) v F, € E(R,R) xotti gevirmolori-
nin comi elo xotti F=F1+F2 ¢evirmosino deyilir ki, isto-
nilon x € R U¢lin

[:F;[ + Fz)(x) =F; (x) + F, (x:} (1)
muinasibatini 6dasin.
Xotti F € E(R,R) ¢evirmosinin A skalyar ododina
hasili



(AF)(x) = AF(x) 2)
minaisbati ilo toyin olunan AF xatti ¢evirmasino deyilir.

Istonilon xotti F ¢evirmosinin “-F” ¢evirmosini
—F=(-1)-F
soklindo toyin etmok olar. E(R, R) ¢oxlugunun o sifir ge-
virmasini isa avVvalki paraqrafda toyin etmisik.

Yoxlamaq olar ki, xatti gevirmalor U¢lin toyin etdi-
yimiz com vo adodo vurma oamollori xotti fozanin 1°-8°
aksiomlarini 8doayir. Demali, sonludlgili R fazasini 6z-
0zlno inikas etdiran bitln xatti F ¢evirmoalori ¢oxlugu,
yoni E(R,R) coxlugu, toyin etdiyimiz com vo ododo
vurma amallarina nozaron xotti fozadir.

Indi xotti gevirmolorin hasilini vo torsini miioyyon
edok.

Xotti F € E(R,R) vo ® € E(R,R) ¢evirmolorinin
hasili elo W = Fd ¢evirmoasina deyilir ki, istonilon x € R
ucln

(F®)(x) = Fl®(x)] 3)
minasiboti Odonilsin. Xotti ¢evirmolorin hasili, Umu-
miyyatlo, yerdoyismo xassosine malik deyildir:

Fd # @F.

I vahid ¢evirmo olmagqla

Fb = OF = | (4)
milnasibati Odonilorso @ gevirmoasine F ¢evirmosinin
torsi deyilir vo @ = F™? ilo isaro olunur. Demoali,

FFl=F'F=1 (5)



33.3.2. Tars ¢evirma vd onun varhgi

Bels bir tobii sual qarsiya ¢ixir: verilmis xotti F ce-
virmoasinin homiss torsi varmi?

Bu suala cavab vermok Uglin R fozasinin n-0lglu
oldugunu goabul edok. Onda hamin fazani 0z-0ziins ini-
kas etdiron xotti F ¢evirmosi fozanin verilmis bazisinda
bir n- tortibli kvadrat A matrisi ilo toyin olunar. Bu
halda homin xatti gevirmo

Vi = 811X tapX, + ot agX,

= a8,,X,; + 8,,X et Ay X

T O

Yo = 8n1¥%y + dpzXz + ..+ ApnXp
voya

Y = AX (7)

matrisi soklinde yazila bilor. Moalumdur ki, (6)
sisteminin (va ya (7) matris tonliyinin) hoallinin olmasi
Ucln sistemin

all alz ann alu
a a - |

say=| 5 ®)
dpq 8pz ... dpp

determinantinin sifirdan forqli olmasi zoruri vo kafi
sortdir.

Bu halda (6) sistemini holl edorok x4,%,, ..., X, ko-
miyyatlorini ¥4,¥5, ..., ¥, vasitosilo xatti sokilds ifads et-
mok olar:



Xy =by¥; + boys + o+ by Vi,
Xy = byyyy + bpoys + o+ by vy, (9)

Xn = hnl?i + huz?z + + huu}ru
(8) sistemlnm matrisi (6) sisteminin A matrisinin
torsidir, yoni
by; byy .. by

hzi hzz nan hzu

Al= (10)

hl:l.1 huz hl:l.l:l.
Bu notico, (7) boaraborliyinin hor iki torofini A-!
matrisino vurmagqla da alinir:
X=A"1v.

Dediklorimizdon aydindir ki, n-0l¢ili R faza-
sinda verilmis xotti F ¢evirmasinin A matrisi cirlasma-
yan olduqda, homin F ¢evirmasinin xatti tors ¢evirmasi
var v bu tors cevirmonin matrisi A~* -dir. Bunun torsi
do dogrudur. Demali, F xatti ¢evirmasinin cirlasmayan

olmasi onun tors gevirmoasinin varligir U¢lin zoruri vo
kafi sortdir.



XXXIV FOSIL. XOTTi CEVIRMONIN MATRIS
SOKLi. ORTOQONAL MATRISLOR

34.1.Xatti cevirmonin matris sakli. Bazis dayisdikdo
xatti cevirma matrisinin dayismasi.

n — Ol¢ilu R fozasini 6z — 0zUno inikas etdiron xatti
F cevirmosinin homin fozanin ei, €2, ...,en bazisindo

matrisi A:Haij | G.j=1,2....n) olsun. Bu halda ixtiya-

r1 X € R elementinin homin baziso nozoron Xi, X2, ...,Xn
koordinatlari ilo ona uygun olan y = F(x) € R elemen-
tinin y1,y2, ...,yn koordinatlari arasinda

Y = AX (1)
milnasibat var. (1) barabarliyino verilmis xotti ¢evirmo-
nin matris sokli deyilir. Burada:

X, 2
| % v |V
X, Yy

Indi homin R fozasinda basqa Bi, B2, ...,Bn bazisi
gOturak. Verilmis xatti F ¢evirmosinin bu bazisa noze-

ron matrisi B = H b, H (i,j =1, 2, ....n) olarsa, onda x €

R elementinin bu baziso nozoron x'1, X2, ...,X'n
koordinatlar1 ilo ona uygun olan y € R elementinin
V1, Y2, ..., ¥ n koordinatlar1 arasinda yens do (1) kimi
munasibat olar:

Y =BX’, (2)
burada



’
Xl' Y1
’
!
X r_ X2 Y' — y2
X! !
" Yn

Fozanin ei, e, ...,en bazisini k6hnoa, Bi, B2, ....Bn
bazisini iso yeni bazis adlandiraq. ©gor yeni bazisi
toskil edon Bk ( k = 1, 2, ...,n) elementlorinin k6hno
bazis Uzro ayrilislar asagidaki kimi olarsa

B1 = ciier + cae2 + ... + Cni€n,
B2 =cize1 + cnex + ... + Cn2en,
Bn = cine1 + con€2 + ... + Cann
onda C = H C H (1, j = 1,2,...,n) matrisi kbéhno bazisdon
yeni baziso ke¢id matrisi olar. Bu halda, x vo y element-
lorinin yeni vo k6hna bazislora nozoran koordinatlar
arasinda
X=CX’ 4)
\£)
Y =CY’ (5)
kimi matris mlinasibatlorini yazmagq olar.

Cirlasmayan C matrisinin C-! tors matrisi var.

Indi (4) va (5) qiymotlorini (1) — da yerino yasaq
CY = ACX’
boraborliyini alariq. Bu boraborliyin hor iki torafini
soldan C-! matrisina vuraq:

Y =C1ACX (6)
(6) barabarliyini (2) ilo miigayiss etsok
B=C1AC. (7)

minasibatini alariq. Bu dlstur, muixtalif bazislords ve-



rilmis xotti gevirmaya uygun olan matrislor arasindaki
asililigi ifados edir.

(7) dusturundan, asagidaki minasibatini aliriq:
A(B) = A( CTAC ) = A(C)) “A(A) - A(C) = =A(C-1C) -
A(A) = A(D) -A(A) = A(A)

Demaoli, xotti ¢evirmo matrisinin determinati ba-
zisdon asili deyil.

34.2.Xotti cevirmanin moxsusi qiymati vo maxsusi
vektoru

Tarif. Sifir elementdon farqli vo
F(x) = Ax (1)
barabarliyini 6dayan hor bir x € R elementins F gevril-
mosinin moxsusi vektoru, A adoding iso onun moxsusi
qiymati deyilir.
Xotti F € E (R, R) ¢evirmosinin martisi
A= \ a, | G,j=12 ...n)

olarsa, onda verilmis bazisds x ( X1, X2, ...,Xn) elementi ilo
ona uygun olan y (yi, y2, ...,yn) elementinin (y = F(x) )
koordinatlar1 arasinda

y1 =anx: +apx2 + ... + anXn,

y2 = a2iX1 + axnxe + ... + axnXn,

Vn = an1X1 T an2X2 + ... + apnXn.
mUnasibati dogrudur. Bu halda, x elementi (1) minasi-
batini do 6doayarso, onda,

anx; +apxe+ ...+ amxn=AXi,

a2x) +anxe + ... + amXn = A X2,



vo yaxud
(ann-AM)xi+apx2+ ... +amxn=0,
a2ix1 +(an-A) X2+ ...+ auxn =0,

..... 3)

borabarliklori ddonilir.

Molumdur ki, xatti bircinsli tonliklorin (3) sistemi-
nin sifirdan forqli X1, X2, ...,Xn hallinin varligr G¢lin ho-
min ssitemin determinantinin sifra borabor olmasi zo-
ruri vo kafi sortdir:

a,—A Ay e a,,
a,, a,, —A e a,, ~0 (4)
a, Ay eennes a,, — 4

(4) boraborliyinin sol torofi A — Al matrisinin

determinantidir. Buna g0ra do (4) barabarliyini
A(A-A)=0 (5)

soklindo yazmagq olar. (4) ( va ya (5) ) baraboarliyi A- ya
nazoran n- daracali cobri tonlikdir. A matrisi lglin xa-
rakteristik tonlik olan (4) tanliyi F xatti cevirmasinin xa-
rakteristik tonliyi adlamir. (4) xarakteristik tonliyinin
cobrin asas teoremina gOra hec olmazsa bir haqiqi vo ya
kompleks Ao kOki var : A (A — hol) = 0. Bu A adadini
(3) sisteminda A avozine yazsaq, homin sistemin sifirdan
forgli x9, x9%,...,x% hallini tapariq. Tapdigimiz xo (x%,
x03, ...,x0%) elementi F xotti ¢evirmosinin A moaxsusi
adadina uygun moxsusi vektorudur. Belaliklo, asagida-
k1 teoremi isbat etdik:

Teorem. Hoar bir xatti cevirmonin maxsusi adadi vd
moxsusi vektoru var.



34.3.0rtonormal bazisin avaz edilmasi va ortoqonal
matrislor

Sadalik U¢iin iki 6l¢tlu R Evklid fazasina baxaq va
forz edok ki, e1, e2 homin fazanin ortonormal bazisidir.
Tutaq ki, bu bazis yeni ortonormal i, B2 bazisi ilo
ovoz edilmisdir. Bu halda, ke¢id matrisi
P,=C, & +C,e
{ 1 11~1 21%2 (1)
Bo=Ci8 +C08,
ayrilislarinin amsallari ils toyin olunan
Cll Cl?_
C21 C22

C=

matrisidir. Bazislor ortonormal oldugundan

e2=e5=1, e -e=0

Bi=PB3=1 PiP2=0
olmalidir. Bu sortlora asason (1) sisteminin tonliklorin-
don

Vo

2 _ A2 2 2 _ A2 2
1=cnt =1 B3=cip+ ¢ =1,
cricit c21c2 =0
milnasibatini almaq olar. Bunlara asason C matrisi ilo
onun transponirs edilmoasindon alinan
Cll C21
C12 C22

C'=

matrisinin hasilini tapaq:



c'c Ci1 Gy Ci; Gy Czll+0221 C11C1p +C51Cyp)
C, Cyy Cy; Cyy C,,C;, +C5Cyy Cl2+C%22 (2)
) 10 .
CC-= =l = CC=I
01
Buradan
C*=C, (3)

(3) boraborliyini 0doyon C matrisino ortoqonal
matris deyilir. Demoli, bir ortonormal bazisindon bas-
ga ortonormal baziso ke¢id matrisi homiso ortoqonal
matrisdir. Bunun torsi do dogrudur.

Ortoqonal matrislor Evklid fozalarmin ortoqonal
gevirmolorilo do six olagodardir.

Ogor R Evklid fozasinin bitiin x vo y elementlori

ucln
(Fx, Fy) = (x,y) 4)
baraborliyi 0danilirsa, onda R fozasinin xatti F ¢evirmo-
sino ortoqonal gevirmo deyilir. Ortoqonal ¢evirmo za-
mani skalyar hasil doyismir, buna gOrs do elementlorin
normasi (uzunlugu) vo elementlor arasindaki bucaq
sabit qalir. Ortoqonal ¢evirmo zamani €1, €2, ...,en
ortonormal F (e1), F(e2), ...,F(en) bazisino kegir:
1 j=k
(Fe, Fe;) =(e8;) = {O ik
Bunun torsi do dogrudur: he¢ olmasa bir ortonor-
mal bazisi ortonormal bazisa g¢eviron xotti F ¢evirmosi
ortoqonal ¢evirmadir.
Dogrudan da, tutaq ki, xoatti F ¢evirmasi ortonor-
mal ex (k =1, 2, ...,n) bazisini ortonormal Bx = F (ex)
(k=1,2,...,n) bazisins ¢evirmisdir.



Onda ixtiyari
X =Xie1 + Xo€2 + ... + Xnn
\£)
y=yier tye2+ ... + yntn
elementlori UgUn:
Fx = F (x) = xiF(e1) + x2F(e2) + ... + xaF(en)
\£)
Fy = F(y) = yiF(e1)+ y2F(e2) + ... + ynF(en).

Buradan

(F(x), F(y)) = xiy1 + xay2 + ... + Xayn = (X, y)
alinir ki, bu da F c¢evirmasinin ortoqonal oldugunu
gOstorir.

R Evklid fozasimnin ortoqonal gevirmosinin istoni-
lon ortonormal bazisds matrisi ortoqonaldir va tarisna,
F gevirmosinin hor hanst ortonormal bazisdo matrisi
ortoqonaldirsa, onda o ortoqonal ¢evirmadir. Ortoqo-
nal F ¢evirmosinin matrisini A ils isars etsok, onda :

A-A=1
vo malum teorems gora
AA*) A(A) = A(D) = 1.

Buradan, A(A) = A(A*) oldugundan [A (A) 2 =1
voyaA(A) == 1.

Demoli, ortoqonal matrisin determinant1 (* 1) o
borabordir. Ortoqonal gevirmonin do moxsusi qiymati-
nin (£ 1) - 2 barabor oldugunu gostormak U¢lin ortoqo-
nal F ¢evirmoasinpin moxsusi vektorunu x vo ona uygun
moxsusi qiymati A ilo isars edok. Onda

(x, x) = (F(x), F(x) ) = (Ax, AX) = A%(X, X)
vo buradan (x, x) # 0 oldugundan A2=1,A=%1.



XXXV FOSIL.QABARIQ COXBUCAQLAR VO
XOTTIi BORABORSIZLIKLOR SiSTEMi

35.1.Qabar1q coxluglar va xatti barabarsizliklor sistemi

n-0l¢ilu A, afin fozasinda O noqtesi vo ey, €, ..., €,
bazisi (uygun n-0l¢ill xatti R fazasimnin bazisi) birlikdo
koordinat sistemi adlanir. Hor bir M € A, n0qtasinin bu
koordinat sistemino goro koordinatlari n sayda oadod-
don ibaratdir, yoni n sayda adoddon toskil olunmus bir
sotirdir: M(x4, X5, ..., X,). Bu halda, koordinat baslangi-
ct olan O ndqtosinin bitln koordinatlar: sifra borabor
olar. Indi koordinat sistemi daxil edilmis n- 6l¢ili A,
afin fazasinda

d11X1 + d12X- + ...+ A1pXy = bl'
ay1Xy + axXy + ...+ aypX, = by, (1)
An1X1 + aAp2X2 + .o+ appX, = by
xotti tonliklor sistemino baxaq. Bu sistemin amsallarin-
dan dilizalmis matrisin ranqi r olsun.

Tarif. A, fozasinin koodrinatlar: (1) sistemini 6do-
yan butin noqtalori ¢oxluguna (k=n-r)-0lctll mdistavi
deyilir. Bir0lgull mistoviloro dUz xatlar, (n-1)- 6I¢ull
mdustovilora iso hipermustavilar deyilir.

Sistemin omsallarindan diizolmis matrisin ranqi-
nin r=1 olmas1 o demokdir ki, homin sistemin bir xotti
asili olmayan tonliyi vardir. Buna goros do hor bir hiper-
mistovini bir xatti tonliklo toyin etmok olar:

a;1Xq +azx; + ...+aX, =b 2
Buradan aydindir ki, 0¢olgilu afin fozasinda hiper-



mistavilor adi mistavilar, iki6lgilu fozads isa hipermus-
tovilor diiz xotlordir.

An afin fozasi (2) hipermustovisi vasitasilo iki
yarimfozaya ayrilir: a;x; + a,X, + ...+ ayX, = b bora-
borsizliyini 0doyon noOqtolor ¢oxluguna vo a;x; +
a,Xy + ...+ ayX, < b borabarsizliyini 6doyan noqtaler
¢coxluguna. Bu yarimfazalarin birincisini Ag) ila, ikinci-
sini 189 Aﬁf) ilo isars edak. A;l) Vo3 Aﬁf) yarimfozalari (2)
hipermUstovisi Uzra kosisir.

Xisusi halda n=2 olarsa, onda ikiOl¢ulu fozani
(mdstovini)

a;x; +a;x; =b (3)
hipermUstovisi, yoni (3) diiz xatti, iki yarimfozaya (ya-
rimmdstoviys) ayirir. Bu yarimfozalardan biri diz xot-
tin bir torafindo yerlogon butin ndqtslor goxlugu, o biri-
si 159 dliz xattin o biri torafinds yerloson bitlin nOqgtalor
coxlugu olacaqdir (sakil 1).

Bu yarimfozalardan hor birinin belo bir xassosi
vardir: iki ixityari A vo B nOqtesi yarimfozaya daxildir-
sa, onda homin noqtalari birlasdiron AB diiz xatt parca-
sinin bUtin ndqtalori do ona daxildir. Coxlugun belo
xassasi olduqda, yoni iki ixityari A vo B nOqtesi ¢oxlu-
ga daxil olduqda, bu noqtalari birlogdiron AB diiz xatt
parcasinin bltln noqtslori do homin goxluga daxildirss,
ona qabariq ¢oxluq deyilir. Demali, yarimfozalar qaba-
riq ¢oxluqglardir (1-ci sokil).
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. Sakil 1.
Istonilon 6l¢iilii yarimfozalarin da belo xassosi var-

dir: A, fozasinin A;l) Vo Af) yarimfazalarinin har biri ga-

bariq ¢oxlugdur. Qabariq A;l) Vo A;Z) coxluglarinin kasis-
masi olan (2) hipermdistavisi vo ham do, bir nega hiper-
mustovinin koasigsmosi olan k-6l¢ilt mistovi gabariq ¢ox-
lug olar.
Indi A, fozasinda
d11X1 + d12X- + ...+ d1n Xy = bl!
d21X1q + d2XoH + ...+ drnXp = bz, (4)
dm1X1 + dm2Xo + ...+ AmnXn = bm
barabarsizliklori ilo toyin olunmus m sayda yarimfaza-
nin kosigsmoasina baxaq. Sonlu sayda yarimfazalarin ko-
sismasina gabariq GoxUzll oblast deyilir. Verilmis m
sayda yarimfozanin kosigmosindon ibarat olan gabariq
coxuzll oblast (4) xatti barabarsizliklor sisteminin hallor
coxlugunu toyin edir.

Tutaq ki, X = {x}- afin fozasinin néqtalori ¢oxlu-
gudur. Bu coxlugun istonilon n0qtesinin butln koordi-
natlar1 hor hans: koordinat sistemindo mohduddursa,
onda homin ¢oxluga mohdud ¢oxluq deyilir. Sonlu say-
da yarmmfozanin kasismoasi mahdud oldugda, ona qaba-



riq coxuzlu deyilir. Masalon,
X+y<09,
{Sx +y =35,
2x—y<6
borabarsizliklor sistemi mistovi Uzerindo ABC gabariq
coxuzllslnd (U¢bucagi) toyin edir ( sakil 2).
\Y

Sokil 2.
Lakin

5x+y =35,

2x—-y=6
baraboarsizliklor sistemi mustavi Uzorinds geyri-mahdud
gabariq oblast1 tayin edir.
d

N

{x+ys9,




35.2.1ki dayisonli xatti barabarsizliklar sisteminin qrafik
Usulla hoalli

Qrafik Usulla barabarsizliklorin halli dayisenlorin
say1 n=2 olduqda alverislidir.

n=3 oldugda masoloni qrafik Usulla hall etmak no-
zori cohatdon mimkiin olsa da praktiki cohoatdon sorfali
deyil.

Clnki1 U¢olculll fazada masalalorin hallor oblastinin
qurulmasi kifayat qodar ¢otin prosesdir.

Forz edok ki, asagidaki ikidoyisonli xotti
barabarsizliklor sistemi verilmisdir:

a;1X; ta;pX; < ay
az1X; T az2Xz < @y 1)
a,1Xq +a,x; < a,

Moalum oldugu kimi (1) sisteminin har bir xatti bo-
rabarsizliyi mistovi lizerinda bir yarimmistovi verir va
bu yarimmistovilor mustovidon asagidaki sorhoad diiz
xatlori ilo ayrilir:

a;1X1 +apx; =a; (I=1,m)

Ogor (1) sistemi ziddiyyatli deyilss, onda bu yarim-
mustovilor mustovi Uzorinds kasisorok masalonin hollor
oblastini amalo gortirirlor.

Qeyd edok ki, elo proseslora rast golinir ki, hallor
oblast1 gapali yox, agiq oblast olur.

Asagidak: kimi ikidoyisonli barabarsizliklor siste-
minds hallor oblastini quraq. Bunun Ug¢ln sistemos daxil
olan mustovi oblastlarin hor birini eyni bir koordinat
sisteminda qurub hallar oblastini almaq lazimdar.



Misal 1.

—X1+x, <4
X1 +2x, < 14
| —x; +3x, =5
X154
Sistemo daxil olan borabarsizliklorin ifads etdiyi
oblastlar1 eyni koordinat sisteminds quraq.

JZX1+X224
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Sakil 4.

Hollor oblastt ABCDE c¢oxbucaqglidir.
Misal 2.

4x1 — %X, =20

—X;+X; <3

2x1—3x, <6
X1 =0

Sakil 5.
Hollar oblast1 sokil 5-daki kimi a¢iq oblast olacagq.



35.3.Qabar1q ¢coxluq. Tapa nOqtasi,daxili nOqts va konar
noqta

Qabariq coxluglarin ndOqtealori igorisinds daxili,
sorhad vo konar (yaxud topo) ndqtalori forqlondirmok
lazimdir.

DD

Sakil 6.

Ogor ¢oxlugun nOqtesinin istonilon otrafina yalniz
homin ¢oxlugun ndqtalori daxil olarsa, ona daxili ndqtd
deyilir.

Ogor ¢oxlugun nbqtosinin istonilon atrafinda hom
bu ¢oxluga daxil olan, hom do daxil olmayan ndqtalor
vardirsa, ona sarhad nOqtasi deyilir. Qeyd edak ki, ¢ox-
lugun sarhad ndqtalari onun sarhadini taskil edir.

Riyazi proqramlasdirma nozoriyyosindo, xUsusilo
do XP masalosinin holli zamani konar ndqtolor mihiim
ohomiyyot kasb edirlor.

Ogor ¢oxlugun noqtasi bitdvlikls bu goxluga daxil
olan he¢ bir par¢anin daxili n6qtesi olmazsa, ona konar
(topa) nOqto deyilir. Basqa sbzlo desok, qabariq ¢oxlu-
gun konar nOqtosi onun ixtiyari iki nOqtesinin qabariq
xotti kombinasiyasi soklinda gbstarilo bilmaz.



Sokil 7 — do qabariq ¢oxlugun mixtolif nOv
ndqtoloring aid misallar gOstorilmisdir.

Burada A-daxili nOqte; B - sorhad ndqtosi,
K,L,M,N,P — konar nOqtolordir. Masolon, M- konar
nOqtadir, bels ki, butévlikls coxbucaqliya daxil olan is-
tonilon par¢a (GM) l¢iin o daxili ndqts deyildir.

M
Sakil 7. Sakil 8.

Bununla barabar M- ndqtasi EF parcasi igiin da-
xili nOqts olsa da, bu parca verilmis ¢oxbucaqliya bu-
tovlukls daxil deyildir.

Qabariq ¢coxbucaqli sonlu va sonsuz sayda konar
nOqtaloro malik ola bilor. ©gor ¢oxluq yalniz diiz xattlor
yaxud parc¢alarla mahdud olarsa, onun konar noqtolori-
nin say1 sonludur, ¢oxlugun sorhadi ayirxatli olan halda
isa o sonsuz sayda konar noqtolora malikdir. Masalon,
dairanin konar nOqtealori onun ¢evroasinin ndqtslorindon
ibaratdir vo aydindir ki, onlarin sayr sonsuzdur. Bu-
nunla borabor diiz xott, mistovi, yarimmudstovi, foza,
yarimfozanin konar ndqtslori yoxdur.

Qeyd edok ki, gabariq ¢oxluglarda konar ndqtalor
homiso onlarin topa noqtolori ilo Ust-Usto diisiirlor, qa-
bariq olmayan goxluglarda ise bu belo olmaya da bilor.



Moasalon, sokil 8-do K ndqtasi gabariq olmayan ¢oxbu-
caglinin topa nOqtesi olsa da, o konar noqto deyildir.
Belo ki, bu nbqte butdvliklo ¢coxbucagliya daxil olan
AB parcasmin daxili n0qtesidir.

Ogor ¢oxluq bitln konar ndqtalorini 0ziinds saxla-
yarsa, ona qapah ¢oxluq deyilir. Qapali coxlug mahdud
va geyri-mahdud ola bilar.

Ogor ¢oxlugun istonilon ndqtesinde moarkazi ol-
magqla sonlu radiusa malik elo kiiro qurmaq mUmkin-
dlrsa ki, verilmis ¢coxluq tamamilo buraya daxil olsun,
ona mdhdud ¢oxluq deyilir. Oks halda iso verilmis ¢ox-
luga qeyri-mohdud ¢oxluq deyilir.

Qabariq ¢oxluglarin mihim xassasi onlarin kasis-
moasi ilo alagodardir.

Iki (yaxud bi ne¢o) ¢oxlugun Uimumi hissesina ho-
min ¢oxluglarin kasismasi deyilir.

Qabariq ¢oxluglarin asagidaki teoremlorlo mioay-
yan edilon xassalori vardir:

Teorem 1. Istonilon sayda gqabariq coxluglarmn ka-
sismasi do qabariq coxluqdur.

Teorem 2. Qabariq coxbucaqh (¢oxUzll) 0z kanar
(tapa) nOqtalorinin gabariq xotti kombinasiyasindan
ibaratdir.



XXXVI FOSIL. TOSADUFi HADISOLOR VO
SINAQLAR. HADIiSONIN NaTicasi. HADISOLOR
COBRI

36.1.1.Ehtimal nazariyyasinin elementlari: Tasadufi
hadisalar, sinaqlar va onlarin tasnifat.

Tobiotdo bas veran hor bir hadisoni éyranmoak Ggun
insanlar mioyyan miisahidalor, tacriibalor va 6lgma islori
aparirlar. Masalon, hor hansi fiziki hadisoni 0yronmok
ticlin ardicil olaraq tocriibalor aparilir vo onlarin naticasi
geyd olunur. Mimkin godar g¢ox aparilan bu tacriibalarin
naticasina asasan hamin hadisanin gedisi hagqinda miioy-
yan qanunauygunluq tayin edilir.

Lakin eyni soraitda eyni bir hadisoni 6yranmak Uglin
ardicil olaraq aparilan miisahido vo tocrubslorin naticasi
¢cox zaman eyni olmur. Dayismoyan soraitdo eyni bir ci-
hazla aparilan 6lgmalarin naticasi, imumiyyatlo, muxtalif
olur. Buna géro do aparilan har bir tacriibanin vo ya misa-
hidonin naticasini avvalcodon séylomok ¢ox zaman mim-
kiin olmur. Masalon, metal pulu désomoa Uzorino atdiqda
onun gerb iiziiniin yuxari diisiib-diismamasini avvalcadan
toyin etmok mumkin deyildir. Pulun gerb Gzl yuxariya
diiso doa bilar, diismaya do bilor.

Demoali, pulun xarits liziinlin yuxartya diismoasina bir
hadiso kimi baxdiqda, aparilan tocriibs zamani bu hadiso
bas vera do bilor, vermaya do bilor (hadisonin bag vermasi
tosadiifi xarakter dasiyir). Bela hadisonin bir konkret toc-
ribs zamani bas vermoasi haqqinda qabaqcadan heg no de-
Mok miimkiin olmasa da, ¢ox sayda ardicil aparilan tocru-
balar naticasinds onun bas verib-vermamasi haqqinda be-



zon muayyan qanunauygunluq almaq olar. Belo ganuna
uygunluglar ehtimal nazariyyasinda dyranilir.

Buradan aydindir ki, har hansi bir hadisanin ganuna
uygunlugunu tacriibi olarag miayyan etmok (i¢lin onu ey-
ni soraitdo tokraron ¢ox sayda miisahido etmok lazimdir.
Belo tokraran ¢ox sayda miisahido oluna bilmayan hadiss-
lorin ganunauygunlugunu miisyyan etmok ¢atindir. Buna
gora do, ehtimal nazariyyasindo, asason kiitlavi hadisalar,
yoni praktiki olaraq eyni soraitdo istonilon sayda tokrar
oluna bilan hadisalar dyranilir.

Hor bir riyazi nazariyys kimi, ehtimal nazariyyasi do
ayri-ayri konkret tasadifi hadiss vo kamiyyatlori deyil, on-
larin imumi xassolorini vo gqanunauygunluqglarini dyranir.
Bu mogsadlo uygun riyazi model qurulur. Ehtimal nazo-
riyyasinda qurulan bu riyazi model toacriiba, miisahido,
6lgmo vo s. anlayislart avazing iimumi “sinaq” anlayisi is-
ladilir. Sinaq anlayisinin ¢ox genis monasi vardir. Metal
pulun dosama (izarina atilmasi, miiayyan hadofa atos agil-
masi, hor hansi bir fiziki koamiyyatin 6lgtlmasi, nord oyu-
nu zarinin taxta Gizaring atilmasi va S. sinaga misaldir.

Hor bir sinaq miioyyan sortlor va ya sortlor kompleksi
daxilinds yerino yetirilir. Sinagin aparilma sortlori ovval-
cadon moalum olur va yalniz bu sortlor 6danildikds sinaq
aparilir. Tokraran aparilan sinaq zamani bu sartlor doyisil-
moz qalir.

Har bir sinaq 6z aparilma sartlori va naticalori ilo xa-
rakterizo olunur. Sinagin aparilma sortlori doyisdikdo ho-
min sinaq doyisir, basqa sinaq alinir.

Tutaq ki, S, tokraran aparilan bilon (slbatta, eyni sortlor
kompleksi daxilinds) sinaqdir. S sinaginin hor bir icrasi za-
mani alinan noaticays hadisa deyilir. Masalon, S smagi, tam



dizglin formada olan bir dons zori ¢ox hamar sothi olan
taxta izarina atmaqdan ibarst olduqda, hadiss olaraq

a) “zarin 6 xal1 olan iiziiniin yuxari diismasini”,

b) “zerin ciit sayda xali olan iiziiniin yuxari diis-
masini”,

c) “zorin tok sayda xali olan {iziiniin yuxari dis-
mMasini” va S. gotlrmoak olar.

Aparilan sinaq naticasinda nazards tutulan hadiss bas
vera do bilar, vermaya do bilar.

Sinagin hor bir icrasinda hokmon bas veran hadisaya
yagin hadisa deyilir.

Sinagin he¢ bir icrasinda bas vermoyon (Vo ya
hokman bas vera bilmayan) hadisays mimkin olmayan
hadisa deyilir.

Nohayat, sinagin icrasi zamani nazords tutulan hadiso
bas vera doa bilirsa, vermaya doa bilirss, yani sinaq zamani
homin hadisonin bas verib — vermomosi haqqinda qabag-
cadan he¢ no demok mimkun deyilss, onda homin hadi-
soys tasadufi hadisa deyilir.

Olbatto, hor bir hadisanin muayyan bir sinaga nozaran
(yoni aparilan miioyyan siaq naticosinds) yoqin, mimkin
olmayan va tesadiifi olmasindan danismaq olar. Bir sinaga
nozaron yaqin, mimkin olmayan vo tesadufi olan hadiso
basqa bir sinaga nozaron basqa xarakterli do ola bilor.

Misal. Bir oyun zarini atmaqdan ibarat olan sinaq no-
ticasinda zorin yuxar diison Uzlnds 1, 2, 3, 4, 5, 6 xallari-
nin har hansi birisinin olmasi yagin hadisa, yuxari diison
Uzlinds xallar sayinin 8 olmasi miimkiin olmayan hadiso,
yuxari diigon Uzlinds ciit xallarin olmasi iso tesadufi hadi-
sadir.



Ehtimal nozoariyyasinds hadisslari A, B, C, ...harflori
(latin olifbasinin ilk boyiikk harflori) ilo isaro edirlor.
Aparilan sinaq nsticasinds hadisolorin bas verib — vermo-
moasi homin sinag1 keyfiyyatco xarakterizo edir.

Sinagin komiyyatco xarakteristikasindan da danig-
maq olar. Tutaq ki, aparilan sinaqgla bagli olan hor hansi
komiyyatin ala bilacayi giymatlori miayyan etmok lazim-
dir. Bu halda, sinag: xarakterizo edon kamiyyatin mimkin
ola bilon giymatlarin har hansi birini almasi tosadiifi xa-
rakter dasidigindan, homin komiyyatin mimkun giymotlo-
rin hansini alacagini avvalcadan sdylomok mimkiin deyil-
dir. Ehtimal nozoariyyasinda belo kamiyyatlor tosadlfi ko-
miyyatlor adlanir. Masalon, sinaq zamani 6lgiilon komiy-
yat tosadifi komiyyatdir. Sinaqda 6lgllon komiyyat miix-
tolif qiymatlor alir vo hansi qiymati alacagini gabagcadan
demok olmur. Olgiilon kemiyyatin xotas1 da tosadifi ko-
miyyato misal ola bilor. Sinaq naticasindo Xxotanin hansi
giymati alacagin1 gabaqcadan demoak mimkiin deyildir.

36.1.2. Sinaglar seriyasi vo hadisalorin bas verma tezliyi

Yuxarida gostordik ki, ehtimal nazoriyyasi kitlovi
tosadufi hadisalorin, yani praktiki olarag istonilon sayda
tokrar oluna bilon hadisalorin ganunauygunluglarini 6yroe-
nir. Tosadifi hadisalori elmi-riyazi sokildo 0yronmak tgilin
onlarin miioyyan odadi xarakteriskalari olmalidir. Har bir
hadisoys onun ehtimali adlanan bir hoqiqi odad uygun
qoymaq ii¢iin asagidaki kimi horokat etmok olar.

Tutaq ki, S tokraron aparila bilon sinaq vo A bu si-
nagla bagl olan hadisadir. S sinagi n dofs aparildigda A
hadisasinin bas vermasinin say1 S, (A) olsun. Basqa s6zlo,



S smagi n dofs tokraron aparildigda A hadisosinin bas
verdiyi sinaqlarin say1 S, (A) ilo isaro olunur. Bu halda,

ta(A) = 2 (1)
nisbati n sinaqdan ibarat olan seriyada A hadisasinin bas-
verma tezliyi vo ya sadaco olaraq tezliyi adlanir.

Tezliyin statistik dayaniqliq xassasi vardir. Bu o de-
mokdir ki, S smaginin ¢ox sayda aparildigi miixtalif seri-
yalar tokrar olunduqda A hadisasinin (1) tezliyi bir — birin-
don ¢ox az forqlonir. S sinagiin uygun olaraq n4, n,, ns ...
dofa tokraron aparildigi miixtalif seriyalara baxdiqda

Su,(A)  Sn,(A) S, (A) 2

nq n; ns

olur.

Misal 1. Metal pulun désoma iizorino atilmasindan
ibarot olan sinaqda “pulun gerb iiziiniin yuxar1 diigmosi”
hadisosinin tezliyi

n, = 4040,n, = 12000 voa n; = 24000
olan 1i¢ seriya {i¢iin agagidaki codvoldo gostarilir:

Pulun gerb | - b tiziin
L UzUnUn . .
Tacrlba¢i | Sinaqlarin say1 dii . diismosi
iismosi . .
tezliyi
sayl
Byuffon 4040 2048 0,5080
Pirson 12000 6019 0,5016
Pirson 24000 12012 0,5005

Buradan aydindir ki, pulun gerb {iziiniin yuxari
diismosi hadisosinin baxilan seriyalarda tezliklori bir —
birina ¢ox yaxindir va tagribon 0,5 adadina barabardir:

0,5050 ~ 0,5016 = 0,5005 = 0,5
Bu voziyyat tesadiifi deyildir.




Eksperimental olaraq isbat edilmisdir ki, kifayot
godor boyilik sayda smaqlardan ibarot olan miixtolif
seriyalarda baxilan A hadisasinin tezliklari bir — birina ¢ox
yaxin olmaqla borabor, miioyyon bir sabit P(A) ododi
otrafinda ehtizaz (rags) edir. Seriyalardaki sinaglarin say1
artdigca hadisonin tezliyi homin ododo daha ¢ox
yaxinlasir.

Baxilan A hadisasinin, S sinaq noticosindo bas ver-
moasi imkaninin obyektiv 6l¢isi olan bu P(A) adadi A
hadisasinin ehtimal (va ya statistik ehtimalr) adlanir.
Hadisanin tezliyi vo ehtimali 6l¢lsiz (adsiz) kemiyyatdir.

Yuxarida verilmis misaldan aydindir ki, pulun gerb
Uzlnln yuxart dismesi hadisasinin ehtimali P(A)=0,5
olar. Belo hadisalarin ehtimalin1 bilavasito hesablamaq da
cotin deyildir. Pulun formasi simmetrikdir, onun iki Gz
vardir vo dosomo {izorino atildigda har iki zin yuxarn
diismasi “ehtimali” eynidir. Buna gora do aparilan sinag-
larin toxminan yarisinda gerb Gzdndn yuxar: diismasini
g6zlomoak olard: ki, bunun da dogrulugunu aparilan tac-
ribslor stibut edir.

Buradan aydindir ki, bu dsulla tesadifi hadisanin eh-
timalini toyin etmok Ugln sinaq naticalori eyniehtimalh
(eyniimkanl) olmalidir. Bunun Gmumi sxemi beladir:
tutaq ki, A sinaginin A, A,, ..., A, kKimi n dona mimkin
naticasi vardir va har bir sinaq naticasinds bu hadisalardan
yalmz biri vo hom do hokmon bas verir. Bu hadisalordon
har hansi birinin bas vermasinin, digarinin bas vermasins
noazoron heg bir Gstlnliyld (daha artiqg imkani) yoxdursa,
deyirlar ki, homin hadisalor eyni ehtimalli (eyni imkanli)



hadisalordir vo onlar tam qrup vo ya tam sistem toskil edir.
Belos hadisalarin har birnin ehtimal % — 2 borabordir:

PA) =2, k=1,2,..,n. (3)

n
Verilmis sinaq naticosindo eyni zamanda (birgo) bas

vers bilmoyon hadisoloro uyusmayan hadisalor deyilir.
Ehtimal nozoriyyasindo ciit-clit uyusmayan hadisalorin
tam grupunun boyiik shomiyyati vardir.

Misal 2. Bir zari bir dofs atdigda onun yuxari diison
tizlindoki xallar saymnin 1, 2, 3, 4, 5, 6 olmas1 hadisslorini
uygun olaraq ®;, ®,, 03, 04, ®s5, ®g 110 isaro edok. Bu
hadisolor eyni ehtimallidir, tam qrup omolo goatirir vo ciit-
clit uyusmayandir. Onlarin ehtimali

P(wy) = % (k=1,2,3,4,5,6) olar.

Burada hadisonin ehtimalina tokco tezlik vasitasilo
verilon statistik torifin (bunu ilk dofo P. Mizes vermisdir)
miloyyan ndgsanlari oldugundan, o, ehtimal nozariyyasi-
nin elmi asasini togkil edo bilmir. Buna gora do hadisolorin
ehtimalina daha osasli, aksiomatik olaraq torif vermok zo-
rurati yaranmis olur.

36.2.1. Elementar hadisalor fazasi

Yuxarida gostordik ki, hor bir tosadiifi hadisonin
miioyyon ehtimal1 vardir. Bun agoro do, ehtimala, ehtimal
nazariyyasinds hadisalorin funksiyasi kimi baxilir.

Birdoyisonli haqiqi funksiyalar1 O6yronmok {igiin
ovvalca onlarin toyin oblastini togkil edon hoqiqi adadlor
coxlugu qurulur vo onun xassolori dyronilir. Ehtimali Gy-
ronmak {iglin do onun tayin oblastini toskil edon hadisolor



coxlugunu miioyyon etmok vo bir sira xassolorini dyron-
mok lazimdir.

Tutaq ki, tokraron aparila bilon hor hansi S sinagimin
icrasinda ciit-clit uyusmayan o; (i = 1, 2, ...) naticalorin-
doan ancaq biri bas verir. Bu halda, o; naticalorinin har biri
S sinaginin elementar hadisosi (vo ya elementar noticosi)
adlanir. Biitiin belo elementar hadisslor ¢oxluguna S si-
nagimin elementar hadisslor fozasi deyilir vo Q ila isara
olunur :

Q= {w,,0,, ..} voya Q= {o}

Hoyatda istonilon sayda tokraron aparila bilon miixto-
lif sinaqglar vo onlarin elementar naticalori vardir. Bunlarin
har birini ayriligda dyronmayin he¢ bir elmi ohomiyyati
yoxdur. Buna goro do ehtimal nozoriyyssindo konkret
elementar hadisolor vo elementar hadisalor fozasi deyil,
imumi (abstrakt) elementar hadisolor fozas1 dyronilir.

Umumiyyotlo, ixtiyari tobiotli », elementlorinin
coxlugu elementar hadisalar fazasi, onu toskil edon ®
elementlori iso elementar hadisalor adlanir. Hor bir real
hadiso vo prosesi dyronmak {igiin uygun elementar hadiso-
lor fozasi toyin edilir. Baxilan sinagin ciit-clit uyusmayan
uygun naticoalori iso elementar hadisslor hesab olunur.

Misal 1. Bir zari bir dofs atmaqdan ibarat olan sinag-
da zorin yuxari diison liziindoki xallar saymin 1, 2, 3, 4, 5,
6 olmasi noticolorini uygun olaraq ®;, ®,, ®3, ®,4, ®s, Og
ilo 1saro etsok, bu halda elementar hadisolor fozasini
Q = {0, 0,, 03,04 05,0} kimi toyin etmok daha
olveriglidir. Burada hor bir sinaq naticosinde oy (k =
1,2,3,4,5, 6) elementar hadisalorinin ancaq biri bas verir
va onlar ciit-ciit uyusmayandir.



Bu misalda gostorilon sinagin icrast zamani “zorin
yuxart diison {izlinds ciit sayda xalin olmas1” (A hadisosi)
Vo ya “zorin yuxari liziinds tok sayda xalin olmas1” (B ha-
disasi) kimi tosadiifi hadisalora do baxmaq olar. Sinaq no-
ticosindo A hadisasinin bas vermasi m,, ®, Vo o4 elemen-
tar hadisalorinin har hansi birinin bas vermosi demokdir. B
hadisasinin bas vermosi iso ®;, w3, s elementar hadisos-
lorinin hor hansi birinin bas vermasino ekvivalentdir. Buna
goro do, Q={w;, ®,, 03, 04, O5, ®g} elementar hadisolor
fozasinin A = {w,, ®, 0y} vo B = {w,, 3, o} alt coxlug-
larin1 tosadufi hadiso hesab etmok olar.

Hadiso anlayis1 imumi halda da uygun sokilds toyin
edilir. Elementar hadisolor fozasinin hor bir altcoxluguna
tasadufi hadisa vo ya sadoco olaraq hadisa deyilir. Apa-
rilan sinagda miioyyon hadisonin bas vermasi, onu toskil
edon elementar hadisalorin he¢ olmazsa birinin bas vermo-
st demokdir. Beloliklo, baxilan sinaq noticosindo bas vero
bilon biitiin hadisalar ¢oxlugu Q fozasmin biitlin altgcox-
luglart ¢oxlugundan ibaratdir. Q ¢oxlugudan (fozanin
0zundon) ibarat olan hadiso, sinag noticosindo bas veron
hor bir elementar hadisonin bas vermosi naticosindo bas
verir. Bu o demokdir ki, Q hadisasi hor bir sinaq naticasin-
do bag verir. Demoli, Q fozas1 yoqin hadisadir. Bos ¢oxluq
159 sinagin icrast zamani he¢ bir elementar hadisonin bas
vermasi naticasinda bas vers bilmoz, yoni @ bos coxlugu
miimkiin olmayan hadisadir.

Qeyd edok ki, har bir elementar hadisaya Q fozasinin
bir elementli alt coxlugu kimi baxmaq olar. Buna gors do
Q fozasimi toskil edon ® elementar hadisslorinin hor biri
tosadiifi hadisadir.



Molumdur ki, n sayda elementdon ibarat olan sonlu
Q= {0, »,,..,0,} coxlugunun 2" sayda altgoxlugu
vardir. Dogrudan da, bu coxlugun k elementli miixtolif

altcoxluglarinin say1
Ck _ n(n-1)..[n-(k-1)]
K=

K!
oldugundan
CO+Cl+C2+ .+Ch=@+1)r=2n
olar. Buradan aydindir ki, n sayda elementar hadisadon
ibarat olan Q = {w;, ®,, ..., w,} fozas1 2" sayda hadiso ilo
baglidir. Bu hadisslordon biri yaqin hadisa (fozanin 6zii), o
biri 1so miimkiin olmayan hadisadir (bos ¢oxluq).

Hor bir real prossos uygun olan elementar hadisolor
fozas1 vardir.

Misal 2. Metal pulu bir dofs atmaqdan ibarat olan si-
nagi ancaq iki naticosi vardir: ya pulun gerb iizii yuxari
diisor (my hadisasi), ya da pulun soboks iizli yuxari diisor
(w hadisasi). Bu halda elementar hadisalor fozasi ancaq
iki oy, vo wg elementlarindon ibarat olar: Q:{coy , g }

Misal 3. Tutaq ki, tizorindo Oxy koordinat sistemi to-
yin olunmus miistoviyo atos acilir. Bu sinagin naticosi giil-
lonin bir (X, y) ndqtesina diismasidir. Har bir atasa, atilan
giillonin diisdiiyii (doydiyi) (X,y) ndqtasini qars1 qoyduqda,
elementar hadisolor fozasi miistovinin butin (x, y)
noqtalori ¢oxlugundan ibarat olar:

Q={(x,y) —0<x <o —0<y< o}

=1 k=1,2,..,n)



36.2.2. Tasadiifi hadisalor tizorinds amollor

Tutaq ki, hor hanst S sinaginin elementar hadisoalor
fozas1 Q = {w} ilo isaro edilmisdir. Burada homin fazanin
altgoxluglar1 olan A, B, C, ... hadisolorino baxilir. Bu ha-
disalor bazon Ay, By, Cy, (k=1,2,...) vo s. kimi do isaro
edilir.

1. Hadisalarin barabarliyi. Baxilan sinaq naticosino
A hadisasi bas verdikdo B hadisosi do hokmon bas
verirsa, onda deyirlor ki, “A hadisosi B hadisasini
dogurur” vo ya “B hadisasi A hadisasinin naticasidir”
vd bunu

A c B (A daxildir B — yo) kimi isars edilir.

Bu daxilolma miinasibatinin asagidaki kimi xassalori
vardir: 1) Ac A,2)Ac BvoB c C olarsa, onda A c C
olar.

Torif: Ogor A € BvoB c A miinaisbotlori eyni
zamanda odonilirsa, onda A vo B hadisalorine eynigicli
vo ya borabor hadisslor deyilir vo A=B kimi isars edilir.

Hadisalorin eynigiicliiliik miinasibatinin simmetrik-
lik, refleksivlik xassolori vardir:

1) simmetriklik: A=A.

2) refleksivlik: A=B oldugda B=A olar.

3) tranzitivlik: A=B vo B=C olduqda A=C olar.

I1. Hadisalorin comi va ya birlosmasi. A vo B hadi-
solorinin he¢ olmasa birinin bas vermosindon ibarat
olan hadisays homin hadisalorin comi va ya birlosmasi
deyilir vo A + B voa ya A U B kimi isars edilir.



Buradan aydindir ki, A vo B hadisalorinin comi,
homin hadisolorin he¢ olmasa birino daxil olan ele-
menmtar hadisalordon ibaratdir:

A+B={weQ|weAvoyaweB } (1)

Istonilon A vo B hadisolori  lglin A+A=A,
A+B=B+A, A+Q=Q, A+@=A va s. xassalori dogrudur.
Eyni qayda ilo istonilon sonlu sayda Ay A, ... A,
hadisalorinin

n
A1+AZ++AH=UAR (2)
k=1

comini do toyin etmok olar. (2) comi A, A,, ... A, hadi-
solorinin he¢ olmasa birinin bas vermosindon ibarat
olan hadisadir. Hadisalorin comi anlayisi hesabi sayda
coxluglar l¢lin do Umumilesdirilir:

n=1

Misal 1. Tutaq ki, A vo B ils atilan glllonin uygun
olaraq o, voo o oblastina diismosi hadisasi isars edil-
misdir. Onda A+B comi atilan gullonin ciziglanmis
oa + op oblastina diismosi hadisasidir (Sakil 1, a).

III.Hadisslorin hasili. A vo B hadissalorinin hor iki-
sinin eyni zamanda hOkmon bas vermosindon ibarat
olan hadisays homin hadisalorin hasili deyilir vo AB (va
ya A N B) kimi isara olunur. Buradan aydindir ki, A va
B hadisalorinin hasili homin hadisalorin har birini
hOkmon daxil olan elementar hadisslordon ibaratdir:

AB ={w el / w€Avo w e B} (4)



Sakil 1.
Misal 2. A vo B ilo atilan gillonin uygun olaraq
0, Vo og oblastina diismosi hadisasi isars edildikds, AB
hasili gillonin o, vo og oblastlarinin ortaq hissasino
diismosi hadisasi olar (sokil 1, b).
Istonilon sonlu sayda vo ya hesabi sayda hadi-
solorin hasilindon do damismaq olar. Hesabi sayda
ALA,, ..., A,, ... hadisolorinin hasili

ﬂAk={meQ/weAk, k=12.} (5
k=1

kimi toyin olunur.
Ixtiyari A, B, C, ... hadisaleri (iglin
AA = A,AB =BAA(B+C) = AB + AC,AQ = A,
AQ =0,..
xassolori dogrudur. Hadisolorin comi vo hasili Ugln
qruplagsdirma xassolori do dogrudur.Yoni ixtiyari A, B
vo C hadisalori Ugln
A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B
\£)
ABC=A(BC)=(AB)C=(AC)B
minasibatlori 6donilir. Bu xassolorin hamisi eyni Usulla
isbat olundugundan, onlarin birini, masalon,
A(B+C)=AB+AC (6)



boraborliyini isbat etmokls kifayatlonok.

Tutaq ki, A (B+C) coxlugunun ixtiyari elementi
w—dir: w € A(B+ C). Onda torifo gbro, w € Avas
w € B+ Colar. ® € (B + C) oldugundan, w elementi B
va C coxluglarmin he¢ olmasa birino daxil olmalidir.
Tutag ki, w €B, ondaw € AB vo buna gbro do
w € (AB + AC) olar. w € C olduqda da w € AC vo buna
g0ro yena do w € (AB + AC) olar. Demali, (6) baraboarli-
yinin sol torafino daxil olan har bir w € A(B + C) ele-
menti homin borabarliyin sag torofino do daxildir:

w € AB + AC

Buradan A(B + C) c AB + AC alinir.

Eyni mihakimo ilo AB + AC c A(B + C) minasi-
batini, yani (6) barabarliyinin sag torafins daxil olan har
bir w € (AB + AC) elementinin sol torafo da daxil oldu-
gunu w € A(B + C) gOstoarmok olar. Belaliklo, alinan

A(B+C) c AB+ ACvao AB+ AC c A(B+ C)
minasibatlori  (6) boraboarliyinin dogru oldugunu
gOstorir.

Q fazasi yaqin hadisa, bos ¢coxluq (@) iso mimkiin
olmayan hadisasidir. Buna géro do AB = @ olmas1 A vo
B hadisalorinin uyusmayan olmasi demakdir.

Cit-ct uyusmayan A, A,, ..., A, hadisalor sis-
temi U¢ln AyA, = @(k,m = 1,2,...,n) minasibatlori
Odonilir. Belo sistem U¢lin oalavo

Aj+A,+ ..+A, =0
mUnasibati 6danildikds, ona clit-clit uyusmayan hadise-
lorin tam qrupu va ya tam sistemi deyilir. Bu anlayisi
hesabi sayda A;, A,, ... hadisalar sistemi U¢ln do Umumi-
lasdirmok olar.



Ogor A,, A,, ... hadisalor sistemi U¢ln
1) Ak #* @(k > 1), 2) AkAm = ®;

3) UAk =0
k=1

sartlori 6danilirsa, onda ona hadisalorin tam sistemi de-
yilir.

Ogor A hadisasi clit-cit uyusmayan A4, Ay, ..., A,
hadisalorinin comidirso, yoni

A =A1 +A2 + +An
mUnasibati Odonilirso, onda deyirlor ki, A hadisasi
Ay, A, ..., A, xUsusi hallarina ayrilir.

Misal 3. Bir zori bir dofs atmaqdan ibarat olan si-
naqda zorin yuxari diison Uziinds ciit sayda xallarin ol-
masindan ibarat olan A hadisasi w, (2 diismasi), w, (4
diismasi) vo wg (6 diismosi) kimi xlsusi hallara ayrilir:

A= w; + 0wy + wg.

Zorin yuxari dison Uzlinds tok sayda xalin olma-
sindan ibarat olan B hadisasi w, (1 diismasi), w; (3 diis-
masi) vo ws (5 diismasi) kimi xUsusi hallara ayrilir:

B = w1 + (L + Ws5.

IV. Hadisslorin forqi. A vo B hadisolorinin A-B
forqi A hadisosinin bas vermosi, B-nin iso bas
vermosindon ibarat olan hadisoys deyilir. A-B forqini

A-B={w= Q/w €A wEB}
kimi toyin etmok olar.

Misal 4. A vo B ilo atilan gillonin uygun olaraq
0 Voo o oblastina diismasi hadisasi isars edildikda,A-
B hadisasi giillonin o4 oblastinin - nin n0qtalori daxil
olmayan hissasina diismasi hadisasi olar (sakil 1, c)).



Q -A forqino A hadisasinin qarsihqh aksi deyilir va
A= Q -A kimi isaro edilir. A hadisosi A —nin bas
vermomosini gostarir. A vo A hadisolori qarsihigli oks
hadisalor adlanir. Onlarin biri bas verdikda, o biri hok-
mon bas vermir. Demoali, A vo A hadisslori uyusmayan-
dir AA=0Q vo onlarin comi yoqin hadisodir: A+ A= Q.

Misal 5. A hadisasi atilan gilllonin o4 oblastina
diismosi oldugda, A hadisasi atilan glillonin o, oblasti-
na diismomosi olar (sakil 1, d)).

36.3.1. Hadisslar cobri

Tutaq ki, Q= {w} ilo hor hanst S sinaginin
elementar hadisalor fozasi vo A, B, C, ... (indeksli vo ya
indekssiz) ilo onun alt¢oxluglar1 olan hadisolor isars
edilmisdir.

Yuxarida gostordik ki, ehtimal nazariyyasinds eh-
timala hadisalorin funksiyast kimi baxilir. Lakin Q
fazasiin istonilon altgoxlugu Ucln ehtimali toyin etmok
miUmkin deyildir. Ehtimal anlayisi fozanin miioyyan
hadisolori (altgoxluglari) sistemina daxil olan hadisalor
(coxluglar) Uglin toyin edilir. Buna gbro do hadisalorin
ehtimalin1 riyazi olaraq toyin etmak Ucln belo hadisalor
sistemi avvaldon miioyyan edilmolidir.

Tutaq ki, Q fozasinin hor hansi hadisalori (altgox-
luglari) sistemi F ilo isars edilmisdir vo bu sistem U¢ln
asagidaki sortlor 6donilir:

1) Q €F,

2) AeFvoB € Foldugda ABe F, A+ B €F,

A — B € F olur.Onda F sistemins hadisalor cabri deyilir.
Hadisolor cobrinin bir sira xassslori vardir.



Q fozas1 F sistemino daxil oldugundan 2) sortino
gbro @ = QO — Q bos coxlugu da F sistemino daxildir:
@ €F.

Hadisolorin comi vo hasili Uglin qruplasdirma
xassosi dogru oldugundan F sistemino daxil olan sonlu
sayda A,,A,,...,A, hadisolorinin comi vo hasili do
homin sistemo daxildir. Yoni A, € F(k=1,2,..,n)

oldugda
n n
UAkEFV9 ﬂAkEF
k=1 k=1

Bir ¢ox masalalari hall etmok (i¢lin ehtimal nozariy-
yasinda hadisolor cabri anlayisi ilo kifaystlonmok olar.
Lakin bir sira murokkob mosalolori, xUsusilo hondasi
xarakterli mosalolori hoall etmok (i¢lin hadisalor cobrinin
olava bir xassoni do 0domosi tolob olunur. Bu xasso,
sistemin hesabi sayda hadisolorinin comi vo hasilinin
yena do homin sistemoa daxil olmasindan ibaratdir:

3)Ay e F(k=1,2,...) olduqda

UAkEFV9 ﬂAkEF
k=1 k=1

Bu halda, yoni F hadisolor cobri 3) sortini
0dodikdo, ona 6 — cabr va ya Borel cabri deyilir.

Misal 1. Q fozasi vo bos ¢oxlugdan ibarat olan
F = {Q, @} sistemi hadisalor cobridir. Bu, “on kicik” alt
coxluglar sistemi coabrdir.

Misal 2. Metal pulu atmaqgdan ibarat olan sinagin
Q= {wg, o)q} elementar hadisalor fozasimin bltlin hadi-
salari (alt goxluglari) goxlugundan ibarat olan



F = {(0), (g}, {{wa}, (0004} = 0} )

sistemi cabrdir. (1) hadisalor sistemi i¢ln hadisalor cob-
rinin torifinds gOstorilon 1) vo 2) sortlori 6donilir.
Misal 3. n elementdon ibarot olan
Q ={(1)1, w3, ..., ('on}
fozasinin 2n sayda altgoxlugu (hadisesi) vardir. Bu
altgoxluglar sistemi cobrdir.
Xdsusi halda, zori atmaqdan ibarat olan sinagin
Q = {w, w,, W3, Wy, Ws, Wg Yelementar hadisalor fozasi-
nin 26=64 saydas altgoxlugu (hadisoasi) vardir:

F = {{®}; {0.)1}, {("‘)2 }! {(1)3}, {(1)4}, {(1)5}, {w6};
{0y, 02}, {0y, w3}, ..., {01, W, w3}, ...,
s {01, 03, W3, Wy, W5, W} = O}

Bu hadisalar sistemi cobridir.

Misal 4. Q fozasimin butlin altgoxluglarindan
ibarat olan Fq hadisolor sistemi ¢ — cobrdir. Bu, ( foza-
sinda, “on genis" o — cobrdir. XUsusi halda, Q fozasi
sonlu elementli ¢coxluq olduqda F sistemi eyni zamanda
cobr olar. 3-cl misalda gostorildiyi kimi n elementli Q
fozasi Uglin F, sistemi 2n sayda hadisadon ibarat olur.

36.3.2. Hadisoalorin ehtimali vo ehtimal nazariyyasinin
aksiomlar:

Forz edok ki, Q = {w}, hor hansi elementar
hadisalor fazasi vo A, B, C, ... onun hadisaloridir. Bu
hadisalorin o — cobr olan F sistemino baxaq. F
hadisolor sistemindo toyin olunmus vo asagidaki



xassolori (aksiomlari) 0doyon hoqiqi P funksiyasina eh-
timal deyilir.

E1 Hor bir A € F hadisasinin ehtimali monfi olma-
yan adaddir, yoni P(A) = 0 olur.

E2 (normalliq aksiomu). Yaqin hadisonin ehtimali
vahida borabordir: P(Q) = 1.

E3 (ehtimallarin toplama aksiomu). Cit-clt uyus-
mayan Ay € F (k= 1,2, ...) hadisolori cominin ehtimali
onlarin ehtimallari comins barabardir:

P (O Ak) = i P(A,). (1)
k k=1

=1

Bu aksiomlar ehtimal nozoriyyosinin aksiomlar
adlanir. Onlar ilk dofo gOrkomli rus riyaziyyatgisi
Andrey Nikolayevi¢ Kolmoqgorov vermisdir. Bu ak-
siomlar asasinda ehtimal nazoriyyssinin bir elmi nozo-
riyyo kimi qurulmast da A.N.Kolmoqorova moxsus-
dur. Onun osorlori ehtimal nozariyyasinin bir muasir
elm kimi yaranmasina va siratlo inkisafina sabab ol-
musdur.

Kolmogqorov aksiomlar1 bir-birindon asili deyildir
va ziddiyyat toskil etmir. Bu o demoakdir ki, elo real ha-
disolor vo obyektlor vardir ki, onla Uc¢un E;-E3 ak-
siomlar1 6danilir.

Qeyd edoak ki, hadisalorin ehtimali birqiymotli to-
yin olunmur. Eyni bir F hadisolor cobrindo Ei-E3 ak-
siomlarmi 6doyon mixtalif P(A) funksiyalarmin (ehti-
mallarini) toyin etmok olar. Bu baximdan Ei-E3 ak-
siomlar sistemi tam deyildir.



Misal 1. Tutaq ki, Q= {wg, (oq}- metal pulu at-
maqdan ibarat olan sinagin elementar hadisalor fozasi-
dir. Bu fozanin biitiin alt goxluglarindan toskil olunmusg

F= {A11A21A31A4—}
cobri 4 dono hadisadon ibaratdir:
AL =0A; = {“’g}'Ai% = {“’q}' A4{“’g' “’q} = Q.

F coxlugunda P=P(A) funksiyasini

1
P(A;) =0, P(A;) = P(A3) = 2

P(A) =5 =1 @)

kimi toyin edok. Belo toyin olunmus P(A) funksiyasi
Uclin Ei-E3 aksiomlar1 Odanilir. Demoali, (2) barabor-
liklarils tayin olunan P = P(A) funksiyasi ehtimaldir.

Misal 2. Zori atmaqdan ibarat olan smagin
Q ={wy, ..., wg} elementar hadisalor fazasina vo onun bi-
tln altgoxluglarindan togkil olunmus F hadisalor siste-
mins baxaq. Bu F sistemi 64 hadisadon ibaratdir. Ona
daxil olan ixtiyari hadiso A = {ooi 1 Oy, e, Wy } olsun.
Burada iy, i,, ..., 1 indekslori 1 ilo 6 arasinda ixtiyari
mixtolif qiymatlor alir; A hadisasinin elementlorinin say1
k(0 < k < 6) ilo 1saro olunmusdur. Bos altgoxluq Uglin
k=0 gOtlrulur.

F sistemi Uzorindo

P(A) =+ 3

boraborliyi ilo P=P(A) funksiyasini toyin edok. Bu
funksiya U¢ln Ei-E3 aksiomlar1 6donilir:



1D P(A) =0, 2)P(Q) =1 (k=6), 3)AB = @ sor-
tini 6doyen A = {w; , w;,, ..., Wi, } Vo B = {0m,, O, . O}
hadisolori ligin A + B = {0}, w,, ..., wy,, .} Vo buna goro do
k+s k s
P(A+B) = 3 = g + g
olar. Buradan aydindir ki, F cabri lizarinds (3) borabar-
liklori ila toyin olunan P=P(A) funksiyas1 ehtimaldair.

Yuxarida verilmis aksiomatikada ehtimala hadiss-
larin (¢oxluglarin) o — cobrinds toyin olunmus funksi-
ya kimi torif verilir. Hor bir A € F hadisasine, onun eh-
timali adlanan (vo albatto, Ei-E3 aksiomlarini 6doyan)
P=P(A) adadi gars1 qoyulur. P=P(A) funksiyasinin ar-
qumentlori hadisalorin 0 — cobrina daxil olan ¢oxlug-
lardir (hadisalordir).

Coxluglar funksiyasi istonilon sonlu n adadi Uglin

P (O Ak) = i P(Ay) )
k k=1

=1

miinasibatini 0dadikdo, ona sonlu additiv funksiya deyi-
lir. P(A) funksiyas:t (4) boraborliyini n = oo olduqda
0doyirsa, yani onun U¢ln (1) barabarliyi 6danilirsa, on-
da ona hesabi — additiv va ya o — additiv funksiya deyi-
lir. Har bir hesabi-additiv funksiya additivdir, lakin bu-
nun torsi dogru deyildir, additiv funksiya hesabi-addi-
tiv olmaya da bilar.

Ehtimal nozariyyasinin sado masalolorini, xUsusilo,
yuxaridaki misallarda oldugu kimi eyniehtimalli sonlu
noaticasi olan sinaqlarla bagli olan masalalori hall etmok
Ucln ehtimalin sonlu additiv olmasini, yoni (4) barabor-
liyini 6domasini talob etmok kifayatdir. Lakin hondasi




xarakterli vo bir sira bagqa mirokkob mosalalori hall et-
mok U¢un ehtimalin hesabi-additiv olmas talob olunur.

Dediklorimizdon aydindir ki, hadisalorin P(A) eh-
timali monfi olmayan qiymaotlor alan hesabi-additiv
coxluq funksiyasidir. Ehtimal anlayisini toyin etmok
Uclin Q elementar hadisalor fazasi, onun o — cabr olan
F hadisoalar sistemi va bu sistem Uzarinds toyin olunmus
P(A) funksiyasi gOstorilmolidir. Bunlarin {Q,F, P}
Ucllyl ehtimal fazasi adlanir.

Hor bir tosadifi prosesi Oyronmok (¢ln onun
ehtimal fozas1 qurulur. Bu ehtimal fozasi homin prose-
sin riyazi modelidir. Ehtimal nozariyyosindo do tesadfi
hadisolorin belo riyazi modellori Oyronilir. Ehtimal
nozoriyyasindo qurulmus ehtimal fozalarimi todqiq et-
mok Uc¢ilin ¢oxluglar nazariyyasindan va 0I¢l nozariyye-
sindon istifado edilir.



XXXVII FOSIL. EHTIMALIN SADO XASSOLORI.
EHTIMALIN KLASSIiK TORIFi. SORTi EHTIMAL

37.1.1. Ehtimalin sads xassalori

Ovvalki paraqgrafda ehtimala, ( elementar hadiso-
lor fozasinin F hadisalor cobrinds toyin olunmus hesabi-
additiv ¢coxluq funksiyasi kimi verilmis torifdon bir sira
naticalor alinir.

1.Verilmis A € F hadisasinin qarsihqh oksi olan A
hadisasinin ehtimal

P (A) = 1 - P(A) 1)
baraborliyi ilo hesablamr. Dogrudan da, A€ FvoQ € F
oldugundan A = Q — A olur. A vo A hadisolori uyusma-
yandir vo onlarin comi yoqin hadisodir: A+A=Q.
Onda E;vo E; aksiomlarma géro
P(A) +P(A) =P(Q) =1, P(A) =1-P(A)
olar.

2. MUmkin olmayan hadisanin ehtimal sifra bara-
bardir:

P(@) =0 (2)

Bu noticoni almaq Uglin (1) borabarliyindo A= ()
gOtirmoak vo E» aksiomundan istifads etmok lazimdir.

3. Istonilon uyusan A € F va B € F hadisolorinin
cominin ehtimal (¢ln

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB) (3)
barabarliyi dogrudur.

Bu boraborliyi isbat etmok U¢ln A+B vo B ha-
disalorinin

A+B=A+BA B=AB+BA (4)



gOstorislorindon istifado etmok lazimdir. (4) bora-
barliklorinin har birinin sag torafindoki toplananlar uy-
gun olaraq uyusmayan hadisslordir.Onda E3; aksiomu-
na gora . _

P(A + B) = P(A) + P(BA), P(B) = P(AB) + P(BA)
olar. ikinci boeraborlikdon P(BA) ifadesini tapib, birinci
baraboarlikds yerins yazdiqda, (3) barabarliyi alinir.

4. Istonilon A € F vo B € F hadisalori (iciin

P(A+B) <P(A) + P(B) (5)
boraboarsizliyi dogrudur. Buna ehtimalin yarimadditivlik
xassosi deyilir.

Istonilon A vo B hadisalori liclin P(AB) = 0 oldu-
gundan (E: aksomuna g0rs), (3) borabarliyindon (5)
baraboarsizliyi alinir.

Ehtimalin (5) yarimadditivlik xassosi istonilon
sonlu vo ya hesabi sayda Ay € F (k = 1,2, ...) hadisalori
Uclin do dogrudur:

P(A; +A; + ..+ A +....) <
<P(A;)) +P(A)+ ..+ P(A) + .. (6)

Bunu riyazi induksiya metodu vasitosilo isbat
etmok olar.

5. A hadisasi B hadisasini dogurursa, yoni Ac B
mUnasibati dogrudursa, onda

P(A) <P(B) (7)
olar. Dogrudan da, B = A + BA mdlnasibatino  vo
P(BA) = 0 borabarsizliyina goro

P(B) = P(A) + P(BA) > P(A).
6. Istonilon A € F hadisosinin ehtimali
0<PA)<1 (8
borabarsizliyini ddayir.



Dogrudan da, istonilon A hadisosi ligin @ € A c Q
mUnasibati 6donildiyindon, E» aksiomuna, (2) borabor-
liyina va (7) mlnasibatino glra

0=P(@) <P(A) <P =1

Tutaq ki, clt-clit uyusmayan sonlu vo ya hesabi
sayda A, A,, ..., A, ... hadisalori tam qrup toskil edir,
yani onlarin biri h6kmon bas verir. Onda

Al +A,+ . +A, + ..=0
olar vo E3 aksiomuna g0ro
P(A;)) +P(A,))+ ..+ PA)+ ..=1 (9)
baraborliyi alinir.

7. Hadisoalor ardicilliginin asagidak: kimi xassosi

do vardir.

AjcA,c... cA,CA,;1 C....V3 A=UA“

n=1
vaya

A DA, D.... DA, DA;1D....VOA = ﬂAn

n=1
oldugda
_lim
Pa) = "M p@ay (10

barabarliyi dogrudur.

37.1.2. Ehtimalin klassik torifi

Tutaq ki, Q = {w,, W,, ..., w,} hor hans1 S sinaginin
elementar hadisoalor fozasidir. Bu fozanin hadisalor cob-

rini toskil edon A = {ooi 1 Wiy e wim} hadisalarinin ehti-
malin1 bazon Q fozasinin toskil edon elementar hadi-



solorin aparilan sinaga nozoron simmetrik olmasina vo
ya onlarin eyni ehtimalli olmasina asason toyin etmok
mimkin olur. Ehtimalin klassik torifi do bu prinsips
osaslanir.

Tutaq ki, wy (k=1,2,...,n) elementar hadisalori
eyniehtimallidir:

P(w;) = P(wy) =.... = P(w,).
Onda fazani toskil edon elementar hadisalorin clit-
clt uyusmayan olmasina vo
Q={w;,wy,..,w0,}={w}+{w}+ ..+ {w,}
hadisasinin (fozanin 0zlnin) yaqin hadiss olmasina
osasan
P(w,) + P(wy) + ..+ P(w,) =1, nP(wy) =1
voya
1
P(wy) = o (k=1,2,..,n) (D
alinir. Bu halda istonilon
A={o,w, . o }={w,}+{o,}+ .+ {0}
hadisosinin ehtimali E3z aksiomuna goro
m
P(A) = — @
dUsturu ilo hesablanir. A hadisasi m dons w;, elementar
hadisosindon togkil olunmusdur vo (2) kosrinin suratin-
do do elo homin bu m adadi yazilmisdir.

Demali, eyniehtimalli sonlu sayda elementar hadi-
sadon ibarat olan fozanin ixtiyari hadisesinin ehtimali
bu hadisoys daxil olan elementar hadisolor saymin,
fozanin bltln elementar hadisslorinin Umumi sayina
olan nisbatinoe borabordir.

A hadisosinin bas vermosi onu toskil edon
w;, (k=1,2,..,m) elementar hadisalorinin birinin basg



vermoasi demokdir. Buna g0ro do, bozon A hadisasini
toskil edon m dons w; (k=12 ..,m) elementar
hadisalorinin hor birino homin A hadisasi Ug¢lin “alverisli
hal” deyilir. A hadisosi Ugln “slverisli hal” bas verdik-
do A hadisasi bas verir. Q fozasinin w4, w,, ..., w, ele-
mentar hadisalori iso “mimkin hallar” adlanir. Bu hal-
da, ehtimalin (2) disturu ilo hesablanmasina asagidaki
kimi torif vermak olar.

Torif. A hadisasi i¢lin alverigli hallar sayinin mim-
kln hallar sayma nisbatino hamin hadisonin ehtimali de-
yilir:

m  Jlverisli hallar say:

P(A) = n  mumkin hallar sayl1 3)

Bu, ehtimalin klassik torifi adlanir. Onu 1812-ci
ilds Laplas vermisdir.

Ehtimalin klassik torifinin totbiq dairasi mohdud-
dur. Clnki bir ¢ox hallarda elementar hadisalorin eyni eh-
timalli olmasin1 toyin etmok ¢atin olur.

Indi hadisalorin ehtimalin1 klassik torifo osason he-
sablamaga aid misasllar gostorak.

Misal 1. Bir zori bir dofo atdigda onun yuxar1 du-
son Uzilindos tok sayda xalin olmasi hadisasinin ehtimali-
n1 tapmali.

Holli. Zorin yuxari diison Uzlndaki xallar sayinin k
olmasi hadisasini wy (k =1, 2,3,4,5,6) ilo isara etsok,
onda zori atmaqdan ibarat olan sinagin elementar hadi-
solor fazasi Q = {w;, Wy, W3, Wy, Ws, We} olar. Buradan
aydindir ki, g0storilon A hadisasi U¢ln olverisli olan
w4, W3, Ws hallart say1 3, mimkin hallarin say1 iss 6-dir.
Onda (3) dUsturuna gora




P(A) =2="

Misal 2. Iki zori birgo atdiqda yuxari diisen iizlordo-
ki xallar cominin uygun olaraq 2, 6, 10, 12 olmasindan
ibarat olan A, B, C, D hadisalorinin ehtimalini tapmali.

Holli. iki zori birgs atdigda birinci zorin hor bir
Uzt 1ilo ikinci zorin hor bir Uzl diiso bildiyindon
mUmkin hallarin sayr n=36 olar. A, B, C vo D
hadisalori Uglin alverisli hallar iso asagidaki codvalda
gOstorilmisdir.

A 1+1 m=1
B 1+5,2+4, 3+3, 4+2, 5+1 m=35
C 4+6, 5+5, 6+4 m =3
D 6+6 m=1
Demih’ 5 3 1 1
P(A) = g,P(B) = E,P(C) =36 E’P(D) =36

37.1.3. Birlosmoalor nazoriyyoasinin elementlori va
ehtimalin klassik torifa asason hesablanmasina aid
misallar

Bir sira mosalalorin halli l¢lin sonlu sayda ele-
mentlordon muxtolif qruplar dizeltmok lazim golir.
Sonlu sayda elementlor Uzorindo aparilan belo omo-
liyyatlardan bohs edon b0lmao birlagsmalor nazariyyasi (va
ya kombinatorika) adlanir. Birlosmolorin (¢ nOvU
vardir: permutasyon, aranjeman vo kombinezon.



Birlosmolordon elm vo texnikanin muxtoalif sahalo-
rinda, bir sira ehtimal masalolorinin hallinds, hesabla-
ma masinlart vo idroetmo sistemlorindo vo s. Cox
istifado olunur. Biz yalniz tokrarsiz birlosmolordon dani-

sacagiq.

37.2.1. Permutasyon

Ug elementli M = {a, b, ¢} coxlugu verilmis olsun.
Bu ¢oxlugun elementlorini ndmraladikda (har bir ele-
mentin hansi yerdo oldugunu gostordikdo) nizamlanmis
¢coxluq alinir. Bunu (a, b, c) ilo isara edirlor. Bu hal-
da,M = {a, b, c} coxlugunun elementlorindon asagidaki
kimi nizamlanmis ¢oxluqlar alinar:

(a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(b,ca),(cab) (cb,a).

GoOrinduyu kimi tgelementli goxlugdan alti dons
nizamalanmis G¢oxluq alinir. Bir-birindon elementlori-
nin sirasi ilo farglonon belo nizamlanmis ¢oxluglara
permutasyon birlasmalar deyilir. Verilon n-elementli ni-
zamlanmig c¢oxluglarin sayr P, (fransizca “permuta-
tion” s0zUnln bas horfi) ilo isars olunur.

Bir elementdon diizoalon nizamli ¢oxluglarin sayi
P1 = 1, iki elementdon diizalon nizaml ¢oxluglarin say1
P> = 2, U¢ elementdon dizalon nizamli ¢oxluglarin sayi
P3 = 6-dir. Ogor dOrdelementli ¢oxluq verilorsa, ondan
dlzalon nizamli goxluglarin sayimi miioyyon etmak Uglin
asagidaki kimi mihakimo aparmaq lazimdir: Ucele-
mentli nizamh ¢oxluglarin (bunlarin say1 6-dir) hor
birinda, verilon dordinci elementi nOvbo ilo birinci,



ikinci, Uglincl vo dOrdincl yerdo yazmaqgla 6-4=24
dono nizaml ¢oxluq alariq, yoni P4=6-4=P3-4=24 olar.

P1 =1
P,=P;-4=1-2-3-4=4
P,=P,;'n=1-2-3..n=n!
rekurrent ardicilligr adlanir (n! faktorial — vahiddon n —

dok ardicil tam misbat adadlorin hasilidir).

P, = n! oldugunu riyazi induksiya dUsulu ilo isbat
etmok olar. P, = 1 toklifi dogrudur, n = k olduqda
Py = Py_; - k gobul edorak, P,y = Pi(k+ 1) oldugunu
gOstarak.

Dogrudan da,

Pet1 = Psny-1 - (k+1) =B - (k+ 1) = (k+ 1)!

Demoli, P, =n! toklifi istonilon n €N Ugln
dogrudur.

Misal 1. Sifirdan forqli dord miixtalif rogomlo nego
dOrdraqomli adod yazmaq olar?

P,=1-2-3-4=24.

37.2.2. Aranjeman

Tutaq ki, n — elementli M = {a, b, c, ..., k, [} coxlugu
verilmisdir. Bu ¢oxlugun bir, iki, ¢ va s. elementli ni-
zamlanmis alt¢oxluglari, uygun olaraq n elementdon
bir, iki, U¢ vo s. elementli aranjemanlar adlanir. Bu
altcoxluglar bir-birindon hom elementlorinin mixto-
lifliy1 vo hom do elementlarinin sirasi ilo forqlonir.



Verilmis n elementdon diizaldilon m — elementli aran-
jemanlarin say1 A™ ilo isaro olunur. A2 = 1vo Al =n
olmasi aydindir. Verilmis n elementdon, ikielementli
altcoxluglar1 diizeltmok Uclin elementlordon birini sax-
lamaqgla, galan n-1 elementi ndvbs ilo onun yaninda
yazmaq lazzmdir.Beloliklo A2 = n(n— 1) vaya A% =
Al - (n—1) olar. Ugelementli altgcoxluglar1 diizoltmok
Uclin, ikielementli nizaml alt¢oxluqlarin ( bunlarin say1
A2 =n(n—1) — dir) hor birinin yanina, galan n-2
elementi nOvba ilo yazmaq lazimdir. Onda

AA=A4-n—2)=n(n—1)(n-2)
olar. Beloaliklo,

Al =AM .y —m)=n(n—1)(n—2)..(n—m)
alinir ki, bunun da dogrulugunu riyazi induksiya Usulu
ilo isbat etmok olar. Verilmis n — elementli ¢oxlugunu
m — elementli bltln nizaml altgoxluglarinin say1

Al =n(n—1)..(n—(m—1) — dir.

nn—1)... (n —(m - 1)) =
nn—1)..n—-m+1(n—-m)..3-2-1
B (n—m)(n—'m—l)...3'2-1
n!

- (n — m)!

oldugundan

Am n! Am P,
= —— Vo a = .
! (n - m)' Y " Pn—m

Misal 2. Sokkiz kitabi hor dofs Ugln g6tlirmoklo,
kitab rofindo nego Usulla diizmak olar?
A3=8-7-6 =336.




37.2.3. Kombinezon

Dordelementli M = {a, b,c,d} c¢oxlugu verilmis
olsun. Bu ¢oxlugun elementlorindon Ug¢-U¢ mimkin
olan aranjemalar: yazaq:

(a,b,c) (a,b,d) (a,c,d) (b,cAd)
(a,c,b) (a,d,b) (ad,c) (b,drc)
(b,a,c) (b,a,d) (c,a,d) (c,b,d)
(b,c,a) (b,d,a) (c,d,a) (cd,Db)
(c,a,b) (d,a,b) (d,a,c) (d,b,c)
(¢,b,a) (d,b,a) (d,c,a) (d,cDb)

Hor sotirdo yerlogon goxluqglar, verilmis doérdele-
mentli ¢oxlugun bir-birindon he¢ olmasa bir elementlo
forqlonon Ugelementli altgoxluglardir. Bunlar nizam-
lanmamuis, yoni ancaq 0z elementlorinin torkibi ils forg-
lonon altgoxluglardir.

Verilmis n- elementli ¢oxlugun, nizamlanmamis
m- elementli altgoxluglari, n elementdon m- elementli
kombinezonlar adlanir. Bunlarin sayi CJ' ilo isara olu-
nur.

Aydmdir ki, C3 = 4 olar. Yuxarida hor siitunda 3-
elementli permutasyonlarin oldugunu nazoro aldigda

A3 =C3 P,
baraborliyi almir. Umumiyyatlo, n elementdon, hor
birino m element daxil olan bitln nizamli alr¢oxluqlari
almaq Uc¢Un, avvalca n elementdon ixtiyari m- elementli
nizamlanmis altgoxluglar1 ayirmaq (bunlar C}' say-
dadir), sonra 1so hor bir ayrilan ¢oxlugun nizamlanmis



altcoxluglarini (bunlar P, saydadir) miioyyon etmok
lazimdir. Beloalikla, alinan nizamh alt¢oxluglarin sayi
AR =Cy - Py
olar. Buradan
m AT _ P, . _ P,
Cn Pp Pi-m Fin Pim P (1)
alinir. Hesablamani asanlasdirmaq (¢ln m >§ n ol-

dugda Cp' = C;™™ dulsturundan istifade etmok daha
olverislidir. Bu dusturun dogruluguna inanmaq Uglin
Ay ™ P, P,

cpm =i = Pm=pp— @
Pim Pn—(n—m) Pu  Poom
boraboarliyinin sag torafinin (1) barabarliyinin sag toro-
fina borabor oldugunu nozors almaq lazimdir.

Beloliklo, verilmis n elementdon dUlzaldilon per-
mutasyonlar P, = n!, elementdon diizaldilon m-element-

li aranjemanlar A} = oy Vo elementdon du-
n!

zoldilon m-elementli kombinezonlar C* = ety dis-

turu ilo hesablanir.

Misal 3. Sokkiz kitabdan neg¢o Usulla ¢ kitab

se¢cmok olar?
3= 8! _6-7°8_56
873151 1.2.3 7

Bir sira ehtimal mosoalolorinin hoallindo birlosmolor
nazariyyasinin elementlorindon istifads edilir.

Misal 4. Qutuda 10 ag vo 5 qara kirs vardir. Bu
qutudan tesadifon 5 kiirs ¢ixarilir. Cixarilan kiralorin
3-nln ag vo 2-nin gara olmasi (A hadisasi) ehtimalini
tapmali.




Holli. Qutuda olan 15 kliradon har birinds 5 kira
olmagla C3; sayda altcoxluq diizeltmak olar:

cs _15-14-13-12-11_3003
7 1.2.3-4.5 '

Demoli, A hadisesi Uglin miUmkin hallarin sayi
n=3003-dir. A hadisasi Ug¢lin alverisli hallar el alt¢oxlug-
lar olar ki, onlarin har birinds 3 ag vo 2 qgara kiira olsun.

Qeyd edak ki, 10 ag kiirodon har birinds 3 kiirs olan
C3, sayda altcoxluq (vo ya qrup) dilzoltmok olar. Bu
altcoxluglarin hoar biri ilo, 5 gara kilradon har birinds 2
kiira olmagqla diizeldilon bilon CZ sayda altcoxluglarm hor
birini gbtlirdikdo A hadisasi U¢ln olverisli olan hallar
alinir. Demali, A hadisasi Uglin alverisli olan hallarin say1

m = C3, - C2 = 1200
olar. Onda ehtimalin klassik torifina asason

P(A) ~m 1200 04
o7 T n T 3003 T .
Misal 5. Uzorinds 1, 2, 3, 4, 5 rogomlori yazilmis

kubiklorlo oynayan usagin, homin kubiklori yan-yana
dlzmokla, tosadiifon “54321” ododini yazmasi hadisosi-
nin (A) ehtimalini tapn.

Holli. 1, 2, 3, 4, 5 rogomlori vasitasilo P; = 5! =
120 dana besroqomli adad yazmaq olar. Bu adadlorin
ancaq biri A hadisasi li¢lin alverisli haldir. Onda klassik
torifo gOra

1

P(a) = 120



37.3.1. Ehtimalin toplama teoremi

Teorem. Uyusmayan iki hadisanin cominin ehti-
mal1 onlarin ehtimallar1 comina barabardir:

P(A+B)=P(A)+P(B). (1)

Isbati. A vo B hadisolori {iciin mimkiin olan biitiin
hallarin sayin1 n, alverigli hallar sayin1 uygun olaraq m; vo
m, ilo isara edok. A va B uyusmayan hadisalor oldugundan
A+B hadisasi Ugln alverisli hallarin say1 m;.m; olacaqdir.
Onda ehtimalin klassik tarifino goro
myymy; My

m;
= —+—=P(4) +P(B)

P(A+B) =

alirg.

Bu teoremi analoji olaraq sonlu sayda hadisalorin co-
mi Ggln do ishat etmok olar.

Natico 1. Sonlu sayda cit — ciit uyusmayan hadi-
salorin cominin ehtimah onlarin ehtimallar1 comina
barabardir.

Isbati. Tutaq ki, A, B vo C ciit — ciit uyusmayan
hadisalordir, yoni AB, AC vao CB hadisalori miimkin ol-
mayan hadisolordir.

P(A+B+C) = P[(A+B)+C]= P(A+B)+P(C)=
P(A)+P(B)+P(C).



Natica 2.Tam grup toskil edon hadisalarin ehti-
mallar1 comi vahida barabardir.

Isbati.A vo B hadisolori uyusmayan hadisolor oldu-
gundan vo hadisalorin tam qrupunu teskil etdiyindon
A+B= U olar. Buradan P(U)=1. Digar torofdon ehtimalin
toplama teoremins asasan

P(A+B)=P(A)+P(B)=1.

Sonlu sayda hadisalor tg¢ln naticani ishat etmok olar.

Natico 3. A qarsihgh hadisasinin ehtimali vahidlo
A hadisasinin ehtimah farqina barabardir.

Isbati. A hadisosilo A qarsiligh hadisesi tam qrup
toskil edirlor. Natico 1-o gora

P(A+A4)= P(A)+ P(4)=1
oldugundan,

P(A)=1-P(A) (2

olar.

Misal . Yesikdo 3 ag, 5 qurmiz1 vo 4 gara rongli kiira
vardir. Tosadifon gotirlon kironin ag olmasi ehtimalini
tapmali.

Hoalli. Tutaq ki, goturilon kironin qirmizi olmasi
hadisasi A, gara olmasi hadisasi isa B-dir.

Aydndir ki,
P(A) ==, P(B) = —.

12’ 12

A vo B uyusmayan hadisalor oldugundan



P(A+B)=P(A)+P(B)=—= + — + = = 0,75.

37.3.2. Ehtimalin statistik tarifi

Ehtimalin klassik tarifini verdikds asagidaki sartlorin
varligi forz olunur:
1) Sinagin naticalori say1 sonludur;
2) Noaticolor eyni imkanli olmalidir.
Belo olmadiqda ehtimalin klassik torifini totbiq et-
moak, Umumiyyatls, mimkin deyil.
Tutaq ki, n sayda sinaq aparilir.
Tarif. A hadisasinin faktiki bas verdiyi sinaqglar sayi-
nin (M), biitiin sinaqlar sayma (n) olan nisbatino A hadiso-
sinin nisbi tezliyi deyilir.

W) = 2 )

Aydmdir ki, 0< W, (4) < 1. (1) diisturundan aliriq
ki,

m =W, (4) - n, (2)
yani A hadisasinin bas vermo sayi, nisbi tezliklo Gmumi
sinaqlar saymin hasilina barabordir.

Ogar Ny, Np, ...... , N, seriyali miisahidalor aparsaq va
uygun olaraq A hadisosinin bas vermosi sayin1t Mq,M,,.....,
M ilo isara etsok, onda bu seriyalarda a hadisasinin nisbi
tezliyi



k

< M,
Wk(A)= =1
i1 N;

, (B=12,..n) (3)

Miisahidalor gostorir ki, k-nin kifayat godor boytk
giymatlorinds W, (A) tezliyi miiayyan bir p adadine yaxin
olur. Bu p adadina A hadisasinin statistik ehtimalh deyi-
lir.

U
W, (4) = Pl

olduqgda

pu=k-p (4)

komiyyati k sayda sinaqda A hadisasinin bagvermo sayi-
nin orta qiymatini ifado edir.

37.4.1. Hondasi ehtimal

Hadisoalorin ehtimalini klassik torifs asasan hesabla-
digda baxilan fazanin elementar hadisolori eyniehtimalli
va sonlu sayda olmalidir. Lakin elo hadisalor vardir ki,
onlar U¢lin miimkiin vo olverigli hallar say1 sonsuzdur vo
ya onlarmn sayindan damismaq mimkin deyildir. Belo
ehtimal maosalolorini hoall etmok (¢lin hondasi ehtimal
anlayis1 verilir.Indi belo bir mosaloys baxaq:

Tutaq ki, mistovi Uzorinds bir o oblast1 vo onun
daxilinds yerlogon Q oblast1 verilmisdir (Saokil 1). o ob-



lastina atilmis n0qtonin onun hissasi olan Q oblastinin
daxilins diismasi ehtimalin1 tapmali.
o

Sokil 1.

Bu mosoaloni ehtimalin klassik torifi vasitasilo hall
etmok mimkin deyildir. Clnki bu halda mimkin
hallar o oblastinin noqtslori ¢goxlugu, slverisli hallar iso
Q oblastinin ndqtalori ¢oxlugu olar. Onlar iss sonsuz
saydadir. Buna g0Oroa do g0storilon hadisainin ehtimalini
hesablamaq Uc¢lin olverisli hallar saymin mimkin
hallar sayina nisbatini gbtlrmok olmaz.

Belo mosalolori holl etmok Uglin ehtimalin hondasi
torifindon istifads edilir. Bu torifi vermok Uc¢ln qobul
etmoak lazimdir ki, o oblastina atilan n6qtonin Q oblas-
tina diismasinin P(Q) ehtimali homin oblastin 6l¢Usi
(sahasi) ilo mutonasib olub, onun formasindan vo tut-
dugu yerdon asili deyildir. Onda

P(Q) = pn-saha Q
olar. Burada Q = o gobul etdikds, P(c) = 1 olmasina
osason

1=pn-sahoo, pn=

. saho o
olar vo noticado

__saha Q
o P(Q) = 2 o)
minasiboati alinar.

Bu disturla hesablanan ehtimala handasi ehtimal
deyilir. Hondoasi ehtimal ¢ln Ei-E3 aksiomlar1 6danilir.




Hondosi ehtimalin (1) torifi iki0l¢ull fazada veril-
misdir. Bir6l¢ull vo Ug¢Olglll fozalarda verilmis mosalo-
lari hall etmak (¢ln ehtimalin (1) torifinds fiqurun sa-
hasi avazine baxilan oblastin uygun olaraq uzunlugu va
hocmi gotlrilmolidir. Belaliklo, ehtimalin handasi torifi
Umumi sokilda

P(Q = (2)

mes ¢

(Q-nun Ol¢lslinin o — nin Ol¢lsline nisboati) kimi
yazilar. Indi ehtimalin hondosi torifine osason holl
olunan bir ne¢o misal gOstorak.

Misal 1. Torafinin uzunlugu a — ya borabar olan
kvadratin daxilinds dairs ¢okilmisdir (Sokil 2). Kvadra-
tin daxilino atilan bir ndqtonin daironin daxilino dis-
mosi ehtimalini tapmali.

Holli. Torafinin uzunlugu a-ya borabor olan kvad-
ratin sahosi a2 vo onun daxiline ¢okilmis daironin sahasi

L G)Z = Eaz oldugundan, (1) dlsturuna gbro axtarilan
ehtimal
n/4a®? m
= aZ — Z

olar.




Misal 2. R radiuslu daira, 2n sayda borabar sekto-
ra ayrilmig vo bu sektorlar ndvbs ilo qara vo qirmizi
ronglo boyanmigdir. Surstls firlanan bu dairoys atilan
gullonin qirmizi sektora doymaosi ehtimalini tapmali.

Hblli. Daironin sahosi mR? vo qirmizi ronglo bo-

yanmis sektorlarin sahasi% mR? oldugundan, axtarilan

ehtimal (1) dUsturuna g0ras tapilir:
1/2mR? 1
P="w 2
Misal 3. [—2,2] parcasindan tosadifi g6tlrilmiis
ndqtonin [0, 1] parcasindan olmasi ehtimalini tapmali.
Holli.G = [-2,2],Q = [0,1],uzunlug 0 = mes o = 4
vouzunlugQ =mesQ =1 oldugundan, axtarilan
ehtimal (2) dUsturuna g0Oras tapilir:

P(Q)=meSQ=1

mesoc 4

37.4.2. Sarti ehtimal

Hor bir tesadifi prosesi Oyronmok Ug¢lin miioyyon
{Q, F, P} ehtimal fozas1 qurulur. Bu fozada hadisalorin
ehtimali he¢ bir olave sort qoymadan hesabalnir. Belo
hesablanan ehtimallar sartsiz ehtimallar adlanir.

Bozon bir ¢ox hadisolorin ehtimalini alave sortlor
daxilinda, yoni basqga bir hadisonin bas vermasi sortindo
hesablamaq lazim golir. B hadisasinin bas vermasi sor-



tindo A hadisosinin ehtimalina sarti ehtimal deyilir vo P
(A/B) ilo isars edilir.

Torif. A hadisosinin, B hadisosinin bas vermosi
sortinda P (A/B) sorti ehtimali homin hadisalorin hasili-
nin ehtimalinin B hadisasinin ehtimalina olan nisbatina

deyilir:
P(AB)
P(A/B) = — B (1)

Bu torifin P(B) > 0 oldugda monasi var. Ehtimali
sifir olan hadisayos, yoni P(B)=0 olan B hadisosino
nazoran hadisolorin sorti ehtimalina baxilmur.

Burada baxilan A va B hadisalari 0 — coabr olan F
hadisolor sistemino daxildir. indi, verilmis B € F hadiso-
si Ucln istonilon AB(A € F ixtiyari hadiseadir) soklinda
hasillordon toskil olunmus Fgz = {AB/A € F} hadisalor
cobrino baxaq. Bu halda P(A/B) sorti Uhtimalina Fg
hadisalor cobrindo toyin olunmus funksiya kimi
baxmaq olar. Belo toyin olunmus sorti ehtimal (gilin
ehtimalin Ei-E3 aksiomlar1 0denilir, yoni gorti ehtimal
Fp hadisoalor cobrinds toyin olunmus ehtimaldir. Buna
g0ra do sorti ehtimal ehtimalin biitlin xassolorini 0doyir.

Mosalan,
0<P(A/B)<1,P(2/B)=1,P(B/B) =1, AjA, =0
oldugda P(A; +A,/B) =P(A,/B) + P(A,/B) va’'s.
boraborliklori dogrudur.

(1) boaraborliyi vasitasilo F cobrinds toyin olunmus
P(A) ehtimali ilo Fg cobrinds toyin olunmus P(A/B)
ehtimali arasinda slaqo yaradilir.

Misal 1. Bir zori bir dofs ardiqda, onun yuxari
diison Uzlndoki xallar sayinin ciit olmasi hadisasini B



ilo, 6 olmas1 hadisosini iso A ilo isara edok. A hadisasi-
nin sortsiz ehtimalin1 vo B — nin bas vermasi sartinda
sorti ehtimalini tapmali.

Holli. Burada Umumi hallarin say1 n=6 (£ fozasi 6
dona eyniehtimalli elementar hadisadon ibaratdir) vo A
hadisasi Uglin alverisli hallarin say1 m=1- dir. Onda

P(A) = =

: 6
olar. Indi tutaq ki, B hadisasi bas vermisdir, yoni zori

atdigda ancaq 2, 4, 6 olan Uzlari diisiir. Onda bu (¢ hal-
dan ancaq biri A hadisasi U¢ln alverisli olar. Demali,

P(A/B) = %

olar. Bu natico (1) disturu vasitasilo do alinir.
Dogrudan da,

3 1 1
P(B) = g = E Voo P(AB) = g

oldugundan (1) dUsturuna asasan:
PAB) 1.1 _2 1
PA/B) =56 =527
Misal 2. Bir qutuda 3 ag vo 4 qara kirs vardir.
Qutudan hoar dofs bir klra gbtlirmoklos, iki dofs ardicil
klra ¢ixarilir (¢ixarillan kilralor qutuya qaytarilmir).
Cixarilan birinci kUronin ag oldugunu (B hadisosi)
bilorak, sonra ¢ixarilan kilironin gara olmasi (A hadise-
s1) ehtimalin1 tapmali.
Holli. B hadisasi bas verdikdon sonra qutuda 2 ag
vo 4 gara klro qalir. Onda gara kironin ¢ixarilmasi
ehtimali

4 2



olar. Bu notico, P(B) = % voo P(AB) = % = % oldugun-

dan, (1) disturundan da alinir:

_P@B) _2 3_2
PA/B) = 5 =50 5= 3

37.5. Hadisalorin hasilinin ehtimah

B hadisosinin bas vermoasi sortindo A hadisasinin

P(A/B) sorti ehtimali
P(AB)
P(A/B) = P(B) (1)

dlsturu ilo hesablanir. Buradan, B hadisoasinin P(B) > 0
sortsiz ehtimali molum oldugda, A vo B hadisalorinin
eyni zamanda bas vermosinin ehtimalini toyin etmok
olar:

P(AB) = P(B)P(A/B). (2)
Burada A vo B hadisolorinin yerini doyisdikdo
P(AB) = P(A)P(B/A) (3)

barabarliyi alinir.

(2) vo (3) boraborliklori ehtimallarin  “vurma
teoremini” ifads edir. Homin barabarliklordon

P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B) (4)

minasibati do alinir.

(3) borabarliyini istonilon sonlu sayda A;, A,, ... A,
hadisalori U¢ln Umumilosdirmok olar.

Teorem. (ehtimallarin vurma teoremi).

P(A,) >0 P(A;A,) >0,...,P(A, Ay, ... A,) >0

sortlorini Odoyan sonlu sayda A4, A,,... A, hadisalori
ucln



P(Ay, Ay, ... Ay) = P(A)DP(A/A)P(A3/AA). ..
P(An/Al An—l) (3)

boraborliyi dogrudur.
Dogrudan da, (1) dlsturuna asason

P(A)P(A;/AP(A3/A4A;) ... P(A, /Ay . ALy) =
—P(A,) - P(A1A2) P(A1A243) ~ P(A1Az..An) _

77 p(a)  P(A1A2)  P(A1.Apn_1

= P(Al, Az, An)

Misal 1. Qutuda 8 dono ag, 5 dono qara va 7 dona
qurmizi kirs vardir. Qutudan hor dofs bir kiiro gotlr-
mokla, U¢ dofo ardicil kiire ¢ixarilir vo ¢ixarilan kiralor
qutuya gaytarilmir. Cixarilan birinci kiironin ag (A ha-
disasi), ikinci klronin qara (B hadisasi) va Uglncl ki-
ronin qirmizi (C hadisasi) olmasi hadisasinin ehtimalini
hesablamali.

Holli. Qutudan birinci ¢ixarilan klronin ag

olmasinin (A hadisasinin) ehtimali
8 2
PA) =—==-
. . ( ) . 20 5
olar. A hadisasi bas verdikdon sonra qutuda 19 kirs
qalir vo onlarin 5 donesi qara ronglidir. Buna goro do
ikinci smmaq zamani, yoni A hadisesinin bas vermosi
sortinds qutudan qara klira ¢ixarilmasinin ehtimali
5
P(B/A) = 15
olar. A vao B hadisalorinin bas vermasi sortindo qutudan

qirmizi kirs ¢ixarilmasi hadisasinin, yoni C hadisasinin
ehtimali



P(C/AB) = 1_78

kimi hesablanir. Belaliklo, A,B vo C hadisalorinin eyni
zamanda bas vermoasinin ehtimali (5) dUsturu vasitasilo

tapilir:

P(ABC) = P(A) - P(B/A)P(C/AB) = 2+ — . —~ =



XXXVIII FOSIL. ASILI OLMAYAN HADISOLOR.
EHTIMALLAR POLIQONU

38.1.1. Asili olmayan hadisalor

Hadisoalorin asili olmamasi ehtimal nazariyyasinin
osas anlayislarindan biridir.

Torif. A vo B hadisalori iglin

P(AB) = P(A) - P(B) (1)
baraborliyi 6donildikds onlara asihi olmayan hadisalor
deyilir.

(1) barabarliyini avvalki paraqrafda alinmis

P(AB) = P(B) - P(A/B) (2)
Vo

P(AB) = P(A)P(B/A) (3)
boraborliklori ilo miqayise etsok, onda

P(B) # 0 vos P(A) # 0 oldugda uygun olaragq.

P(A/B) = P(A) (4)
\&)

P(B/A) = P(B) (5)
barabarliklori alinar.

P(B) > 0 olduqda iso (4) boraborliyindon (1) ali-
nir. Demoli, P(B) > 0 oldugda A vo B hadisalorinin
asili olmamasi ¢ln (4) barabarliyinin 0donilmasi zaruri
va kafi sortdir.

P(A) > 0 oldugda iso A vo B hadisalorinin asili ol-
mamasi Uc¢ln (5) borabarliyinin 0donilmosi zoruri va
kafi sortdir.



(4) va (5) barabarliklorinin har hansi birinin dog-
rulugundan o birisinin dogrulugu ¢ixir. Dogrudan da,
tutaq ki, (4) baraborliyi dogrudur. Onda

P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B)
baraboarliyindan (5) alinir.

Dediklorimizdon aydindir ki, asili A vo B hadise-
lari Ugilin

P(A/B) = P(A), P(B/A) # P(B)
olar. Uyusmayan A va B hadisalori asih hadisalordir.
Dogrudan da, bu halda A vo B hadisalorinin birinin bas
vermasi digarinin bas vermamoasi demakdir, yoni
P(A/B) =P(B/A) =0
borabarliklori 6donilir.
Qeyd edok ki, A vo B hadisolori asili olmadigda A ve

B,A vo B, A vo B hadisolori do asili olmur.A vo B
hadisolori asili olmadigda onlarin cominin ehtimalini

P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A)P (B)
dlsturu ilo hesablamaq olar.

Istonilon sonlu sayda A;,A,, ..., A, hadisolorinin
asili olmamasindan da danigmagq olar.

Torif 2. Verilmis A4, A,, ..., A, hasdisalorinin ixti-
yari biri yerda qalan hadisalorin har birindan va onlarin
mimkin ola bilon istanilon hasilindon asili olmadiqda,
onlara qarsihqh asih olmayan vo ya sadaco olaraq asih
olmayan hadisalor deyilir.

Asili olmayan hadisalor clt-cut asili olmayandir,
lakin bunun torsi dogru deyildir.

Tutaq ki, 44, A,, ..., A, hadisalori asili olmayandir.
Onda torifs gOra



P(Az/Al) =P (Az),
P(As/A1A2) =P (As),
P(Ay_1/A; . Ay_3) = P (Ay_y),
P(An/A; .. Ay_1) = P(4,)

mUnasibatlori 6donilor. Bu halda, avvalki paraqrafda
isbat etdiyimiz

P(AA, ... A,) =
= P(A)P(Az/Ay) ...P(A,/A1A; ... Ap_q)
boraborliyi

kimi yazilar. Beloaliklo, asagidaki teoremin dogrulugu
isbat olunur

Teorem (asili olmayan hadisalor Uc¢ln ehtimallarin
vurma teoremi). Asili olmayan A4, 4,, ..., A, hadisalori-
nin hasilinin ehtimali onalrin ehtimallar hasilino bara-
bardir:

P(A,A, .. A,) =P(A))P(A,) ..P(A,).

Misal 1. Qutuda 8 ag vo 5 qara kiro vardir.
Qutudan bir kilrs ¢ixarilir vo rongini qeyd etdikdon
sonra yenidon qutuya qaytarilir. Sonra iso qutudan
yeni bir kirs ¢ixarilir. Har iki dofs qutudan qara kira
¢ixarilmasinin ehtimalini hesablamali.

Holli. Qutudan birinci dofa qara kire ¢ixarilmasi-

nin (A hadisasinin) ehtimali P(4) = 1—2 olar. Cixarilmis

klrs qutuya qaytarildigindan ikinci dofo qutudan gara
klrs c¢ixarimasmin (B hadisosinin) da ehtimali

P(B) = % olar. A vo B hadisolori asili deyildir. Buna
gbro do (1) dlsturuna gora



5 5 25
P(4B) = P()P(B) = - == = =

alinir.

Misal 2. Ug nofor atici bir-birindon asili olmaya-
raq eyni hadofs atos agir. Birinci aticinin hodafi vurma-
smin (A1 hadisssinin) ehtimali P(A4;) = 0,3, ikinici
aticinin hadofi vurmasinin (A hadisasinin) ehtimali
P(A,) = 0,2 vo Uglncl aticinin hodafi vurmasmin (As
hadisasinin) ehtimali P(45) = 0,5 oldugunu bilarak,
aticilarin U¢lnln do atdig1 gullslorin eyni zamanda
hodofo doymasinin ehtimalini tapmali.

Holli. Asili olmayan Ai, A> vo A3z hadisalorinin
hasili A=Aj;A2A3 olsun. A hadisssinin bas vermasi
ehtimali (6) dUsturu ilo hesablanir:

P(A) = P(4,)P(4,)P(4;) = 0,3-0,2-0,5 = 0,03.

38.1.2 Tam ehtimal vo Bayes dUsturu

Tutaq ki, clt-clt uyusmayan A4, 4,, ..., 4, hadiso-
lori tam qrup toskil edir vo B hadisasi bu hadisalorin
hor hanst biri (vo ancaq biri) ilo eyni zamanda bas
verir. A; hadisalorinin P(Ax) ehtimali vo B hadisasinin

P(B/Ay) (k=1,2,..,n) sorti etimallari molum-
dur. B hadisasinin P(B) ehtimalini1 tapmagq tolob olunur.

Bu masaloni hall etmok Uglin geyd edok ki, cut-clit
uyusmayan vo tam qrup toskil edon Ax hadisslorinin

comi yaqin hadisadir
n
U Ak = .Q
k=1



Buna gOro do B hadisasini clit-clit uyusmayan BAk
hadisoalorinin

B= U(BAk) 0

comi soklinda gOStsrmsk olar Buradan E3 aksiomuna
o) &)

P(B) = Z P(BA,)

milnasibatini vo sag terefdekl hodloro ehtimallarin
vurma teoremini totbiq etdikdo
n

P(B) = ) P(4x) P(B/AY) @
k=1

boraborliyi alinir.

(2) dusturuna tam ehtimal dUsturu deyilir.

Tam ehtimal dusturundan istifado etmoklo asagi-
daki masalani da hall etmok olar.

Tutaq ki, clt-clt uyusmayan va tam qrup toskil
edon Ay (k = 1,2, ...,n) hadisalorinin P(Ax) ehtimallari
kecgirilmali olan mioyyan sinagdan ovval verilmisdir.
Sinaq aparildigda B hadisasi bas verir vo bu hadisonin
Ax hadisolorine nozoron P(B / Aj ) sorti ehtimallar
molumdur.

B hadisasinin bas vermasi Ax hadisasinin ehtima-
lin1 neca doyisir?

Bu maosoloni hall etmok Ugln

P(BA,) = P(B)P(A,/B) = P(A,)P(B/Ay)
barabarliklorindan istifads etmok lazimdir. Buradan

P(A,)P(B/A
P(Ay/B) = =20 200



baraboarliyi vo (2) diisturuna asason

P(A)P(B/Ay)
k=1 P(Ax)P(B/Ay)

P(Ax/B) = (3)

(k=1,2,..,n)
minasiboti alinir.

(3) boraboarliyino Bayes disturu deyilir. (3) dustu-
runda istirak edon vo sinaqdan ovval hesablanan P(A4;)
ehtimallar1 apriori (monas1 “ovvalki” (burada sinagdan
ovvalki) olan apriori latin sOzlindon gOtUrtlmisdir)
ehtimallar, sinaqdan sonra hesablanan P(A;/B)
(k=1,2,..,n) ehtimallar1 iso aposteriori (monasi
“sonraki1” (burada sinagdan sonraki) olan aposteriori
latin s0zindon gbtlrulmiisdlr) ehtimallar: adlanir.

Burada baxilan A, (k =1,2,...,n) hadisalorina
bazon farziyyalor, (3) disturuna iso forziyyalor teoremi
deyilir.

Misal 1. Eyni formali i¢ qutunun birincisindo 2 ag
vo 3 qara, ikincisinds 4 ag vo 5 gara va UgUncUlsindo 3
ag vo 4 gara kiro vardir. Bu qutularin biri tesadlfon
gOturdlir vo ondan bir kirs ¢ixarilir. Cixarilan kiranin
ag olmasi ehtimalin1 tapmali.

Holli. Birinci qutunun go6tlrilmoesi hadisasi Aj,
ikinci qutunun gOtlrllmasi hadisasi A», Uglincl qutu-
nun gOtUrllmosi hadisesi A3z vo ¢ixarilan klronin ag
olmasi1 hadisasi B olsun. Qutularin g6tlrllmosi eyni
ehtimalli hadisalor oldugundan

P(A)) = P(Ay) = P(A)) =3



olar. Ay (k = 1,2, 3) hadisolorinin bas vermasi sortindo
B hadisoasinin sorti ehtimali uygun olaraq

P(B/A) = 2, P(B/A;) = 5, P(B/A) = 5

kimi hesablanir. Onda B hadisasinin bas vermoasi

ehtimali (3) tam ehtimal dUsturuna asason tapilar:

P(B)==-242.242.2 -1 < 0424,

3 5. 39 37 945
Misal 2. Eyni formali iki qutunun birincisinds 2

ag va 5 qara, ikincisindo iso 4 ag vo 7 qara kirs vardir.
Bu qutularin biri tesadifon g6tlrllir vo ondan bir ag
klra ¢ixarilir. Kironin ham birinci vo hom dos ikinci
qutudan c¢ixarilmast hadisalorinin  (farziyyalarinin)
ehtimalini tapmal..

Holli. Birinci qutunun go6tlrilmasi hadisasi Ai,
ikinci qutunun gotlrlUlmoesi hadisaesi A> vo ¢ixarilan
klranin ag olmasi hadisasi B olsun. A va A hadisalori
eyniehtimalli oldugundan

P(AY) = P(4) =3
olmasi aydindir. Cixarillan ag kiironin birinci qutudan
olmasi ehtimali P(B/A;) = %, ikinci qutudan olmasi
ehtimali iso P(B/A,) = % olar. Onda tam ehtimal
dlsturuna gdre
4 25

2+1
7 2 11 77

Nlb—\

P(B) = Eﬁmummmu—

alinir.
Bu halda, axtarilan ehtimallar (3) Bayes disturu-
na osason tapilir:



12
P(A)DP(B/AY) _ 37 _ 11

P(A,/B) = T
L 7

P(4)P(B/A;) _ 315 _ 14

P(4o/B) ===~ =% =5

38.2.1. Asili olmayan smagqlar ardicilhgi. Tokrarlanan
sinaqlar. Bernulli diisturu. 9n boyiik ehtimall qiymat
vd onlarin tapilmasi.

1.Tutaq ki, eyni bir sinaq tokraron aparilir, yoni
eyni sortlor kompleksi daxilindo tokrar olunur vo hor
bir sinagin yalniz iki noticesi vardir: A hadisosi ya bas
verir, ya da bas vermir. Har bir sinaq noticosindo A ha-
disasinin bas vermosi ehtimali eyni sabit P(A) = p(0 <

< p < 1) ododi, bas vermomasi (yoni A hadisesinin bas
vermosi) ehtimali iso P(A) = q = 1 — p adadidir.
Aparilan bu smagqlar asili olmadiqda onlara
Bernulli smagqlar1 deyilir. Sinaqlarin asili olmamasi o
demokdir ki, hor bir sinaq noticasindo A hadisosinin
bas vermosinin ehtimali, digor sinaglarin naticalorindon

asili deyildir. p = q = % oldugda Bernulli sinaglar1 sim-

metrik smaglar adlanir.

Indi tutaq ki, asili olmayan n sinaq aparilir. Bu
sinaqlar noticosindo A hadisosinin diz m dofo bas
vermasinin P, (m) ehtimalin1 tapmaq lazimdir.

Aparilan n asili  olmayan noaticasindo A
hadisasinin m dofo vo onunla garsiligh oks olan A hadi-



sosinin n - m dofo bas vermosi muixtolif ardicilligla
(kombinasiyalarla) miUmkiin ola bilor. Masalan,
A-A-A..A AAA .. A
___n__n—-m
AAA..A AAA..A
m—1 n—-m+1
va s. Belo “olverisli” kombinasiyalardandir.
Aparilan n sinaq naticesindo bu tipli kombina-
siyalar

n!
m __

" m!(n—-m)!
sayda omolo golo bilor. A hadisasinin diz m dofs bas
verdiyi har belo kombinasiyaya bir w hadisesi kimi
baxmaq olar. w hadisalori “slverigli” kombinasiyalar

toskil edon m sayda Avon —m sayda A hadisolorinin
hasilindon ibaratdir. Aparilan sinaqlar asili olmadigin-
dan bu w hadisalorinin hor birinin ehtimali ehtimallarin
vurma teoremina asason hesablanir:
P(w)=P(A~A-A-A) = P(A) - P(A)-P(A) - ..P(A) =
pmqt™.

Olverisli kombinasiyalar clt-clit uyusmayan
hadisalordir vo onlarin say1 C;* adadina barabardir. Bu-
na gOra do n sinaq naticasinda A hadisasinin diiz m dafa
bas vermosi (bltln olversli kombinasiyalardan ibarat
olan hadisalorin comi) hadisasinin ehtimali, ehtimal-
larin toplanma teoremins asason bitlin alverisli kom-
binasiyalarin ehtimallar1 comino barabor olar:

P(m)=Cl'pm™q" ™ 0<m<n (1)

(1) dusturu Bernulli disturu adlanir.



Bernulli disturu vasitoasilo A hadisoesinin basvermos
tezliyi olan m=0,1,2,..,n odaodlori ilo B,(m)
ehtimallar1 arasinda uygunluq yaradilir. Bu uygunluga
ehtimallarin binomial paylanma gqanunu, n vo p adadlo-
rino iso bu paylanmanin parametrlari deyilir. Burada bi-
nomial ganun ifadssinin iglodilmesi, B, (m) ehtimalinin
(q + px)™ ifadosinin Nyuton binomu dUsturu ilo agi-
liginda xm qlivvatinin amsalina barabar olmasi ilo bagli-
dir. Bu halda:

Pn(x) = (q +px)" (2)
funksiyas1 P,(m) ehtimallar1 U¢ln doguran funksiya,
P, (m) adadlori iso binomial ehtimallar adlanir.

Binomial ehtimallar cominin vahido borabor
olmasi

> P =@+ =1
m=0

gOstorir ki, asili olmayan n simnaq noticosindo A ha-
disesinin bltlin mimkin kombinasiyalarla bag vermo-
sindon 1barat olan hadisalor ¢oxlugu, yoni A
hadisssinin basvermo tezliyinin m = 0,1, 2,...,n qiy-
motlorino uygun olan bitin hadisolor ¢oxlugu tam sis-
tem togkil edir.

2. Bernulli sinaqlart ilo alagoadar olan bir sira hadi-
salorin ehtimalinin hesablanmasi yuxarida sorh edildi.
Orada baxilan hala uygun olan ehtimal fazasini
qurmaq Ug¢ln elementar hadisolor olaraq sonlu
w = (4; 4, ... A,) ardicilliglart gbtlrulmolidir. Burada
A 1o A hadisesi vo ya onun qarsiligli oksi olan

A hadisosi isars edilmisdir. Onda F hadisslor cabri, bu



elementar hadisolorin miumkin ola bilon butin comlori
coxlugundan va bos ¢oxlugdan ibarat olar. Malumdur
ki, elementar w = (A; 4,..4,) hadisasindo A,
hadisalorinin m(m = 0,1, 2, ...,n) donasi A hadisasi ilo
Ust-Ustoa diisiirsa, onda onun ehtimali p™ q™ ™ adadino
borabordir. Basqa hadisalorin ehtimali iso ona daxil
olan elementar hadisolorin ehtimallart comi kimi ta-
pilir.

Maosalon, aparilan n simnaq naticasindo A hadisasi-
nin an azi k dofs bas vermosindan ibarat olan B(m =
k) hadisasi, A hadisasinin k dofo bas vermasindon iba-
rot olan

B(m = k) hadisasinin, k + 1 dofo bas vermosindon
ibarat olan B(m = k + 1) hadisasinin vo basqa uygun
hadisalorin comina barabardir:

Bm=>k) =| |Bam=).
U

Onda ehtimallarin toplanma teoremins goro
B(m = k) hadisesinin P,(m = k) ehtimali B(m = j)
hadisalorinin B, (j) ehtimallarinin comina borabar olar:

Pum =10 = ) Py, 3)
j=k

Bernulli smagqlarinin  Umumilogsmosi olan daha
Umumi sinaqglara da baxmaq olar.

Tutaq ki, A4, A,, ..., Aj clt-clit uyusmayan vo tam
qrup toskil edon hadisalordir vo aparilan sinaq naticesin-
do onlarm bas vermesinin ehtimali uygun olaraq
P1, D2, -, Px odadloridir, p; +p, + ...+ p, = 1. Bu za-



man aparilan asili olmayan n sinaq naticesinds A; hadi-
sosinin m; dofs, A, hadisasinin m, dofo vo nohayat,
A;, hadisasinin m,, dofs bas vermasi hadisasinin ehtimali

|
Pn(mlimZJ e mk) = m p71n1 p;’lz p;‘nk (4)
disturu ilo hesablanir.

(4) dusturu Bernulli disturu kimi isbat olunur.

Ehtimalin (4) disturu ilo verilmasi ehtimallarin
polinomial paylanma qanunu adlanir.

Bunun sababi odur ki, x;, x5, ..., x,, doyisanlorina
nazoran n- daracali polinom (¢oxhadli) olan

(P1X1 + P2X2 + oo DrXi)"
ifadasinin ayrilisinda alan x;", x; % ... x, © qiivvatinin
omsali (4) adadins baraboardir.

3. Ehtimallarin binomial paylanamsini oyani
tosovvilr etmok Ucln B, (m)(m = 0,1, ...,n) ehtimalla-
rin1 hondasi olaraq gostarirlor.

Mustovi Uzorinds toyin edilmis dizbucaql koordi-
nat sisteminin absis oxu Uzorindo A hadisasinin bas-
vermo tezliyi olan m ododi, ordinat oxu Uzorinds iso
homin adods uygun olan B,(m) binomial ehtimali gos-
torilir (koordinat oxlart Uzorinda Olgl vahidlori eyni
olmaya da bilor). Belo tapilan A,,(m,P, (m))(m =
0,1, ...,n) noqtalari ardicil olaraq diiz xatt parcalar: ilo
birlasdirildikde naticods bir siniq xott alinir (sokil 1).
Buna ehtimallar poliqgonu vo ya ehtimallarin paylanma
coxbucaqhis1 deyilir.
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Ehtimallar poligonu baxilan smaqlar zamani A
hadisasinin basvermo tezliyini, m-in hansi qiymatindo
P, (m) ehtimalinin an kigik vo an bOyuk qiymat aldigini
oyani olaraq gOrmoys imkan verir. P,(m) ehtimalinin
on bOylk qiymoat aldigt m = m, oadodino binomial
paylanmanin modasi1 vo ya an bOyUk ehtimalli adadi
deyilir.

Binomial paylanma Ugln on bOylk ehtimalli adad

Pu(m) _ (it Dp-m

P.m-1) ' mg
boraborliyi vasitosilo tapilir. Bu boraborlikdon istifado
etmoklo gdstormok olar ki, (n + 1)p adadi kosr oldugda
P,(m) ehtimali (m -in funksiyasi kimi) on b0ylk
qiymoati my = [(n + 1)p] aiymotinds, (n+ 1)p odadi
tam olduqda isomy=((n+1)pvo my=mn+1)p—-1
qiymotlorindos alir.

Demoli, (n+ 1)p adodi kosr oldugda binomial
paylanmanin ancaq bir my = [(n+ 1)p] modasi,
(n + 1)p adadi tam olduqda isa iki

me=Mm+1p—1veomy=Mn+ 1p
modas1 vardir.




Misal 1.n = 11voop = % oldugda on boOylk ehti-
mall1 odadi tapmali.
1

(n+1p = 72 = 6 tam adod oldugundan binomial

paylanmanin on bOyuk ehtimalli ododi my = 5vem, =
6 olar.

Misal 2. n =12 veop = % oldugda on boyik ehti-
malli ododi tapmali.

(n+Dp = 12—3 kosr odod oldugundan binomial
paylanmanin oan bOylk ehtimalli adadi

13
my = [(n+ Dp] = [7] =6
olar.

38.2.2. Puassonun vo Muavr — Laplasin lokal va inteqgral
dUsturlar

Aparilan n Bernulli sinaginda A hadisesinin diiz m
dofo bas vermosi ehtimalini

n!
P,(m) = Cyp™q" ™ =

m!(n—m)! pret ()
Bernulli dlsturu ilo hesablamaq n-nin boylk
giymaotlorindo bozon ¢otin olur.Masslon, n = 2000,
m=1000voap = % olduqgda (1) disturuna asasan
2000! 2
(1000!)2 22000
ifadosini  hesablamaq lazimdir. Bu hesablamani

aparmaq iso gOorlindiyU kimi asan masalo deyildir. Bu-
na gOro do bels hallarda (1) ifadesinin n-nin bdylk qiy-

Pn(m) =




matlorindo asan hesablanan basqa ifadslorls avaz edil-
mosi mosalosi qarsiya ¢ixir. Bu mosalo riyaziyyateilar
torafindon muixtalif sokilds hall edilmisdir.

Bernulli paylanmasi parametrlorinin mixtalif qiy-
motlorindo (1) ifadesini hesablamaq U¢ln muxtolif
asimptotik disturlar alinmisdir. Bu disturlarin bir ne-
¢osi burada sorh edilir.

Teorem 1 (Puasson). n — oo sartindo np - 4

(0 < A < ) oldugda hor bir sonlu m=0,1,2, ...
adadi Ugln

_ Am
Pu(m) = Clp"q" ™ > e (o) (2)

mUnasibati Odonilir. '

Isbat1. (1) ifadesini, u,, = np qobul edorak,

Pn(m) _ nn-1)..(n-m+1) pm (1 . p)n_m _

m!
nn-1)..(n-m+1) ﬂ (1 _ ”_n)n (1 _ ﬂ)
nm m! m! n

kimi yazmaq olar. Buradan
nn-1).nm-m+1)
m

n—oo nm

1 m-—1
Cim(1- ) (1-m22) g
noo \T n o

Tlgg(l—%) =e"1valim(1—&) =1

n—oo n

borabarliklorine asason (2) alinir.

Qeyd edok ki, n = oo sortindo np = A olmasi Uglin
p = 0 olmalidir. Buna gbro do (2) minasibatindon n-
nin kifayat qodor bOylk vo p-nin kifayst godor kigik
giymotlorinda



(np)™

Pp(m) ~ — >

e P (3)
voya

o)™ 17
-y e "”] =1 €))
asimptotik boraborliyi alinir.

(3) disturu binomial paylanmanin Puasson yaxin-
lasmasi adlanir. Ondan, asason, n > 100 vonp < 30 ol-
dugda istifads olunur.

Misal 1. n = 2000 vaa p = 0,001 oldugda P,(2) va
P,(3) ehtimallarini hesablamali.

n bOylk odod, p kicik adod vo np=2=1241
oldugundan (2) vo ya (3) baraborliyine gors

2

lim P,,(m)
n—>oo

2
P,(2) = Ee"z =2e7%2=0,271,
!

4
Pn(3) =~ 56_2 = § e™2 =0,180.

Teorem 2. (Muavr — Laplasin lokal teoremi). Ber-
nulli paylanmasmin p(0 < p < 1) parametri sabit adad

oldugda
lim L 5] =
n— oo [ nqu"(m)’\/ﬁez ]_1 (5)
boraborliyi m-in —-w<a<x,="—<bh< 4o

Jrma =
baraborsizliklorini 0dayon bUtln qiymotlorindo minta-
zom olaraq Odonilir.
Isbat1. x,, komiyyoti miintozom mohdud,
anme,mznp+\/%xmvsa n—m=nq-—
\/ﬁ Xm oldugundan n — oo gortinde m — oo olar.
Onda Stirlingin



n! =V2mn-n"exp [—n +0 (%)] (n > ),

e =expu
dlsturuna asason (1) ifadasi
n!
P — m, ,n-m _
a(m) mm—m P 4
1 n np\™

_ ()"«

V2 /m(n—m)\m

nqm o [ (1)]
x(n_ ) 1+0(=)| (6
kimi gOstorilo bilor.

m=np+ .,/npq x,, veo n —m = nq — ,/npq x,,
oldugundan

m(n —m) = (np + /npq x,,)(nq — \/npq x,,,) =

"I ’P
= n? 1 _ 1—-— |— =
n pq + npxm nqu

=ntpat+0( ]
P Jn
olar vo buna gbra do

n _ 1
m(n—-m) Jnpq
minasiboati alinir.

Indi R
w= ()" ()

ifadasinin logarifmini qiymotlondirok:

[1+0(1)] (7)



n-m

. m
Inu, = —mma —(n- m)lnﬁ =

—(np + /npqx,,)In (1 + +xm\/:ip> -
—(nq — /npqx,,)In <1 — xm\/nzq> .

Bu mogsadls In(1 + x) funksiyasinin
2

x
ln(1+x)=x—7+0(x3), x| <1
Teylor ayrilisindan  istifado  edok. Onda
qax?, 1
Inu, = —(np + /npq x,) ["m Fp “amp T O (n)] -

2

2
_(nq—mxm)[xm\/nzq—%+0($)] =—x7m+

ro(2)
vaya " A " .
u,=e 2 - eo(\/ﬁ) —e 2 [1 +0 (\/_ﬁ)] (8)

baraborliyi dogru olar.
(6), (7) vo (8) barabarliklorindon (5) minasibati
alinir.
(5) boraborliyindon n-nin kifayat qodor boylk
qiymotlorindo
2
A
P,(m) ~ ———=e "\V"P1 (9
J2nnpq
toqribi baraborliyi alinir. Buna binomial paylanmanin
normal yaxinlagmasi deyilir.
(9) disturunu




1
12

1
(p(x)=ﬁe2 ,—0 < x < 0 (10)
funksiyas1 vasitosilo asagidaki kimi yazmaq olar:

1 m—np
P,(m) = ) < ) (11)
vnpPq VnpPq
Qeyd edok ki, n-in bOylk giymoalorinda (9) vo ya
(11) toqribi barabarliklorinin xatasi ¢ox kigik olur. Bu-
na goro do onlardan boazon doqiq beraborlik kimi isti-
fado edirlor. ©lbatto, bu zaman yalniz n-nin qiymatlori
deyil, hom do p-nin qiymatlori nazore alinmalidir. (11)
dlsturunun p-nin sifra yaxin qiymsotlorinda xoatasi nis-
baton bOyuk olur, pq hasilinin 0,25-0 yaxin qiymatlo-
rindos 1so homin dustur daha doqiq natico verir.
Binomial ehtimali (11) disturu ilo taparken ¢(x)
finksiyas1 qiymaotlorinin hazir codvalindon istifado et-
mok lazimdir. Bu cadval ehtimal nozoriyyesi kitablarin-
da homiso verilir. ¢ (x) funksiyasi clt (¢(x) = @(—x))
oldugundan onun qiymatlori codvali x-in yalniz miisbat
qiymatlori Gglin tortib edilir.

Misal 2. n=1000,m =500voop =~ olduqda
P,(500) ehtimalin1 hesablamali.

1

RN 1000 - &

4
oldugundan (9) dlsturuna gbro

P,(500) ~ ————¢° ~ 0,2523 olar.

, 1
27'[-1000-2



Yeno do forz edok ki , n sayda Bernulli sinagi apa-
rilir vo hor simmaqda A hadisasinin bas vermaosinin
ehtimali sabit p(0 < p < 1) adadidir. Bun sinaqda A
hadisesinin bas vermosi sayini gOstoron m odadinin
a <m < b sortini 6domoasinin B,(a < m < b) ehtima-
lin1 neco tapmaq olar?

Bu suala isbatsiz verdiyimiz asagidaki teorem
cavab verir.

Teorem 3. (Muavr — Laplasin inteqral teoremi).

Bernulli paylanmasi1 U¢ln x; = “;_:Z V29 Xy = b;;z ol-
duqda '
i . 1 X2 _ﬁ
llll_fg P,(a<m< b).ﬁfxl e zdt|=1 (12)

baraboarliyi dogrudur.
Burada a < m < b borabarsizliyinin
a-np _m-—np < b—np

Jynpq  npq — \/npq
barabarsizliyina ekvivalent oldugunu nozors aldigda
(12) boraborliyini asagidaki kimi do yazmaq olar:

X1 = = X2

lim np L1 Y —
"o o P, ( 1<m<x2)'ﬁfxle 2dt|=1 (13)
Bu teoremdoan n-nin bOylk qiymatlorinda
t2
X —_
Pn(aSme)~rf2 z dt (14)

N

m-np xz v
P, (xlﬁmé ) rf dt (15)
kimi toqribi barabarliklor alinir. Bu bearaborliklorin sag
torafindoki inteqral Laplas funksiyasi adlanan



D(x) = e 2dt,—oo<x<oo (16)

rf
funksiyasi ilo baghdlr
Laplas funksiyasi tokdir: cp(—x) = —cb(x). Onun

1

®(0) = 0vao () = “Zdt = >

]

kimi xassolori vardir. Funk51yan1n grafiki 2-ci sokildo
verilmigdir.

< A
=F
7= @

o X

S=—F

Sokil 2.

Burada
__dt— fe 2dt+—fe 2dt =
= f =

X2
L [etar f S
= — e —_——_— e =
21t0

= ¢(xz) d)(xl)
oldugundan (14) minasibatini
P,(a<m<b)=d(x;) —D(xq) (A7)
a—-np X, = b—np)
vapg' "% T yapq

kimi yazmaq olar (x; =



Demoli, Bernulli paylanmasi U¢lin telob olunan
P,(a < m < b) ehtimali Laplas funksiyasinin uygun X;
va X, noOqtalorindoki qiymsotlorinin forqina boraboardir.
Laplas funksiyasinin bir sira basqa masalalorin hoallinda
genis totbiqlori do vardir. Bunlar1 nazors alaraq Laplas
funksiyasinin qiymoatlori cadvali totbiq edilmisdir. Bu
cadvaldan va (16) dusturundan istifads edorak binomial
paylanma (¢lUn axtarilan P,(a <m < b) ehtimalini
tapmaq olar.

Muavr-Laplasin inteqral teoreminin bir ¢ox tot-
biglori vardir. Bu teoremi totbiq etmoklo asagidaki mo-
soloni hall edok.

Tutaq ki, n sayda Bernulli sinag aparilir vo hor
bir sinagda A hadisesinin bagverms ehtimali sabit p
ododidir. Bu sinaqlar seriyasinda A hadisasinin bas ver-

mosinin sayr m olduqda % kosri homin hadisonin bas-
vermo tezliyi adlanir. Verilmis istonilon € > 0 odadi
tclin |;— p| < & boraborsizliyinin  6donilmosinin
P (E — p| < 8) ehtimalini tapmali.

Bu moqgsadls E - p| < & borabarsizliyini ona ek-

vivalent olan —ne < m —np < ne soklindo yazaq vo
hor iki torafini misbat \/npq adadins bolak:

n mnp n

— —e
Jnpq

8

Onda



P(E—p <8)=P Y APk P L
n B pqa  /npq P4

olar va (15) minasibatine gora

P(z-r] <€)~k 2 e e =2

e/n/pq

s\/W—— _
\/ﬁf 2dt = 2¢<\&>

P(2-p|<e)~20 <\/%£) (18)

n — oo sortinds (18) minasibatinin sag torafindoki
ifado vahido yaxinlasir: 2@ ( \/pzq e) - 20 () =

= 2-1/2 = 1. Demali, n-nin kifayat qodor b0yuk
qiymotlorindo

P (E - —p| < s) ehtimali vahids ¢ox yaxindir:
P (|%—p| < e) ~1. Bu o demokdir ki, n-nin

kifayat godor boylk giymatlorinds |% - p| < & munasi-
botini yaqin hadisa hesab etmok olar, yoni hadisanin
basvermo tezliyi % onun p ehtimalina taqriban barabar

olur.

Buna boyilk adadlor qanunu deyilir. Onu ilk doafs
J.Bernulli isbat etmisdir.

Ehtimal nozoriyyasinda “praktiki inamliliq prinsi-
p1” adlanan belo bir toklif vardir ki, agor bir hadisenin
aparilan smaq noaticasindo basvermo ehtimali vahido
cox yaxindirsa, onda onu “praktiki yoqin hadisa”, tor-



sina, bagvermos ehtimali sifra ¢ox yaxin oldugda ise onu
“parktiki mimkin olmayan hadisa” hesab edirlor. Bu
monada n-nin kifayat qodor boylik giymotlorinds hadi-
sonin basverma tezliyinin onun ehtimalina barabar ol-
masin “praktiki yaqin hadisa” hesab etmok olar.

(18) minasibati vasitasilo asagidaki kimi tors mo-
soloni do holl etmak olar: hadisonin % bagverma tezliyi-

nin p ehtimalindan ¢ ododindon az farqglonmasi
ehtimalinin 1 — 2a (a ¢ox kigik ododdir) olmas: Ugin
ne¢o sinaq aparilmalidir?

Bu halda (18) miinasibatina gfra

29 (8 \/%) =1-2a (19)

tonliyi hall edilmalidir.
Burada p ehtimali ¢ox vaxt molum olmur.
Buna g0Ors do, pg < % olmasindan istifado edoarak, (18)

barabarliyins gbrs alinan

P(2-p|<e) zZ(b(e\/%)ZZd)(Zs\/ﬁ) =1-

—2a
munasibatindon istifado olunur. Buradan, axtailan n
odadini (sinaglarin sayini) tapmaq Uglin
1-2
o(x,) = 2" (20)
tonliyi alinir. (19) boraborliyini O0doyon x, odadi
®(x) Laplas funksiyasinin giymaotlori codvoalindon tapi-

lir. Noticade, 2ev/n = x, boraberliyi vo buradan do to-

2
X . .
lob olunan n > ﬁ adadi toyin olunur.



Misal 3. Miioyyon sinaqlar seriyasi aparilir vo hor
sinagda A hadisosinin bagvermo ehtimali i— dir. Bu

hadisenin bagvermo tezliyi ilo ehtimali forqinin 0,025
ododdindon kigik olmasi ehtimalinin 0,999 olmas: Ugiin
ne¢o sinaq aparilmalidir?

= =1 1.2 1—-2a=0,999
p - 4’ q - 4‘._. 4! a =\,
oldugundan (19) boraborliyino gfrs

— 0,999, 20 (%ﬁ) — 0,999

0,025vn

\/E
4 4

olar. Buradan @ (x) funksiyasinin qiymsatlori cad-
volino asason

29

0,1vn
V3

= 3,31, n = 6287.

NUmunavi masalalar halli

Mosalo 1.Eyni sokildo olan dord qutu vardir. Bi-
rinci qutuda 1 ag, 1 qara, ikincido 2 ag, 3 qara,
dOrdinclido 4 ag, 7 qara klro vardir. Bu qutulardan
biri tesadifon gOtlrullb ,ondan bir kiira ¢ixarilir. Ci-
xarilan bu kironin ag olmasi ehtimalini tapin.

Holli: Qutular eyni soklido olduglar: Uglin onlarin
se¢ilmo  imkanlar1  borabordir. Ona gOro ogor
B, B, B3, B, 1lo uygun olaraq I, II, III, IV qutularmn se-
¢ilmasi hadisalorini isare etsok aydindir ki, By, B, B3, B,
clt-clit uyusmayan hadisalor olub tam qrup toskil
edirlor.



B,+B,+B;+B, = P(B, + B, + B; + B,) =
1=P(B,) + +P(B,) + P(B;) + P(B,) = 1.
P(B,) = P(B,) = P(Bs) = P(B,)
P(B,) = P(B;) = P(B3) = P(B4)=i
P(A/B;) — sorti ehtimali, i — iso qutudan ¢ixarilan
klronin ag olmasi ehtimalin1 gOstorir (i = 1,2,3,4).Ona
o) &)
P(A/B;) =

P(A/B;) =

5)

0| WN |-

P(A/B,) =
P(A/B,) =

-

[

w [
w+>—x

2
2+
4

11°

olar.

Qutulardan biri tesadiifon segilib, oradan ¢ixarilan
klronin ag olmasi hadisosini A ilo isaro etsok, tam
ehtimal dlsturuna goro

P<A>—Z‘* P(B)P(A/Bi)=§-§+§-§+§§++§.i=

_1 (—+ +_ _)_ | 220+176+165+4160 _ 1 721 _ 721

a2 . 440 T4 440 1760
Cavab. Teo

Masala 2. Qutuda 1 Ne-li zavodda hazirlanmis 12
detal ,2 Ne-li zavodda hazirlanmis 20 detal, 3 Ne-li za-
vodda hazirlanmis 18 detal vardir .1, 2, 3 Ne-li zavod-
larda hazirlanmis detallarin ola keyfiyyotli olma ehti-
mallar1 uygun olaraq 0,9; 0,6; 0,9-a boarabordir. Qu-
tudan tosadifi olaraq gOturilmiis detalin ola keyfiyyatli
olmasi ehtimalini tapin.

Cavab: 0,78.

Mbsala 3. 1ki qutudan birincide 5 ag ,10 gara, ikin-
cido 3 ag ,7 qara kiiro vardir .ikinci qutudan tesadiifi
olaraq bir kira gOtlrlub birinci qutuya qoyuldugdan



sonra, birinci qutudan tesadifi sokildo bir kiira ¢ixa-
rilir. Cixarilan kiiranin ag olmasi ehtimalini tapin.
Holli: Ikinci qutudan birinci qutuya bir kiira qo-
yuldugdan sonra birinci qutudan bir kiire ¢ixardigda
asagidaki iki hadisadon biri bas vera bilor:
B, — c¢ixarilan kirs birinci qutuda avval olan k-
rolordon biridir; B, — ¢ixarilan kirs sonradan ikinci

qutudan birinci qutuya qoyulan kiradir.
Aydmdir ki, P(B,) = E ;P(By) = —.
A 1ilo ¢ixarilan kilironin ag olmasi hadisosini isaro
etsok, onda P(A/B,)- sorti ehtimali ¢ixarilan ag kironin

birinci qutuda avvaldon olan ag kiralordon birinin ol-
mast ehtimalidir.Ona gOro P(A/B,) = % = § P(A/B,)-

sorti ehtimali iso ¢ixarilan ag kilronin , sonradan ikinci
qutudak: kiralordon birinin ikinci qutuya qoyulanin

olmasi1 ehtimalidir: P(A/BZ)=% .
Tam ehtimal disturuna goro

P(4) = P(B,) - P (ﬁl) + P(B,)- P (gz) +
15 1, 1 3 _ 159 59
+P(B3) - P(A/B3) :E.g-l_l_O.E:E_E'

Maosalo 4 . Eyni formali iki qutunun birincisindos 2
ag, 5 qara ,ikincisindo iso 4 ag, 7 gara klro vardir. Bu
qutulardan biri tesadifon segilir vo ondan tesadiifon
cixarilan kirs ag olur . Cixarilan ag klironin a) birinci
qutudan; b) ikinci qutudan olmasi ehtimalini tapin.

Holli: Birinci qutunun se¢ilmosi hadisesini B;
ikinci qutunun segilmoasi hadisesini isa B, ilo isaros
edok. Hor iki qutu eyni olduglarindan onlarin se¢ilmo
imkanlar1 eynidir. Ona gora



P(B;)= P(B;)=~
Cixarilan klronin ag olmasi hadisasini A ila isare
edok . P(A/B;)- sorti ehtimali birinci qutudan ¢ixarilan
klranin ag olmasi ehtimalini gstorir. Ona gbro
P(A/By) ==
P(A/B,) 1so ikinci qutudan ¢ixarilan klronin ag
olmasi ehtimalidir:
P(A/B)) ==
Tam ehtimal dUsturuna g0ra
P(4) = P(B.) P(A/BY) + P(By) P(5 ) = -

4 _ 25

11

+

\lll\)
N |-

77
a) P(A/B,) sorti ehtimali ¢ixarilan ag klironin
birinci qutudan olmasi ehtimalidir .Bayes dlsturuna
g0ra

1 2
_P(B1)P(A/By) _ 75 _ 11
P(B,/A) = ZE0TAE) = 20 =
77

b)Cixarilan ag kliranin ikinci qutudan olmasi ehti-
mali P(B,/A) sorti ehtimalidir. Bayes dlsturuna gora

1 4
_P(Bp)P(B2/A) _ 515 _ 14
P(B,/4) = 2P(A)2 =4z T 25
77

Cavab: a) 21—51 ; b) 21—: .

Mosala 5. Iki avtomat dozgah Uimumi konveyera
verilon eyni detal istehsal edir. Birinci avtomat dozga-
hin mohsuldarlig: ikincisindon iki dofo artiqdir. Birinci
avtomat dozgah orta hesabla biltln detallarin 60%-ni,
ikinci isa 84%-ni ola keyfiyyotlo hazirlayir. Konveyer-
don tosadiifi olaraq goOtlrllmiis detal ola keyfiyyatli



olur. Bu detalin avtomat dozgahda istehsal olunma eh-

timalin1 tapin.

1

Cavab: 1—:. Gostoris: B; — detal 1 dozgahda istehsal

olunub; B, —detal II dozgahda istehsal olunub; A- g0-

tlrllon detal sla keyfiyystlidir — isars edib, P(B;) =
2 1

=% P(B) = 1 P(4/B)) =06 P(A/B,)=084
oldugunu nozors alaraq, Bayes diisturundan istifads edin.
Maosals 6. Qutuda 20 ag, 10 gara kiira vardir. Ci-
xarillan hor kiiro geri qaytariib garisdirilmaqla qutu-
dan dalbadal 4 kiira ¢ixarilir. Cixarilan 4 klradon ikisi-
nin ag olmasi ehtimalini tapin.
Holli: Hor dofo qutudan ¢ixarilan klranin ag olma

: 20_2 e
ehtimalini P=5=§ olar. Cixarilan 4 kirs ikisinin ag

olmasi (1) Bernulli dusturu Uzrs tapila bilor. g=1-— Z:l;

3 3
n=4,k=2 oldugu lc¢in
- 43 2 1 8
Py(2)=Cip*q* = Q) =
Cavab: 2%.

Moasalo 7.Aticinin hor bir atosdo hodofi vurma
ehtimali 0,4-0 barabardir.Bu atic1 hadafs ardicil olaraq
5 ates acgir.Bu zaman aticinin hadofi: a)gox olmayan
sayda; b)2 dofodon ¢ox sayda; ¢)on az1 4 dofo; ¢)an coxu
3dofs vurmasi ehtimalini tapin.

Holli:P=0,4=q=1-0,4=0,6

a)Aticinin hoadofi vurmalarinin sayinin 3-don gox
olmamasi (2)dlsturu Uzra,yani

P=P;(0)+Ps(1)+ Ps(2) + P5(3)
barabarliyi tapilmalidir.
Ps(0)=Cdp°q°=q°; Ps(1)=C3pq*=5pq*;



P5(2) = Cp*q°=10pq®;
Ps(3)=Cp®q*=10p°q?,
P=q° + 5pq* + 10p*q*+10p*q*=q*(q*+5¢°p+
+10pq?+10p3)=0,36:(0,216+5:0,36-0,4+10-0,6:0,16+
+10-0,064)=0,36(0,216+0,72+0,96+0,64)=
=0,36-2,536=0,91296=P=0,91296~0,91.
b)Aticinin hadofs 2 dofodon ¢ox vurmasi (3) dis-
turu Uzros tapila bilor:

P=P;(3)+P;(4)+Ps(5)=C3pq” + Cspq+CSp°=

= 3= g2 +5pq+p?)=0.064(3,6+1,2+0,16)=

=0,064-4,96=0,31744=P=0,31744~0,32

¢)Hodofin oan az1 4 dofo vurulma ehtimali (4) dus-
turu ilo hesablanmalidir:

P=P5(4)+Ps(5)=5p*q+p°=p*(5q + p) =

=0,0256+(5-0,6+0,4)=0,0256-3,4=0,08704=P=

=0,08704~0,09.

¢)Hodofi on ¢oxu 3 dofs vurulma ehtimal
(5)dusturu ilo tapilir.

P=P;(0)+Ps(1)+ Ps(2) + Ps(3)=0,91.

Mosalo 8. Qutuda 10 ag vo 40 qara kiro vardir.
Qutudan ardicil olaraq 14 kirs ¢ixarilir vo rongina ba-
xilaraq qutuya qaytarilir.Ag kiira ¢gixmasi hadisasi Uglin
on bOylk ehtimalli odadi tapin.

Holli:Aydindir ki,ag kiira ¢ixmasi ehtimali

10 10 1 .
= — = - olar.Digor torofdon, n=14,
10+40 50 5

np+p=15- %=3tam odod oldugu Ug¢lin 8 dona on bOylk
ehtimalli adad vardir:

=2.

ul |-
1
ul |

1 1
mg=np—q= 14 - - ~(1-9)=2-
mgt =np +p = 3.



Mbasals 9. Aticinin hadoafi vurma ehtimali 0,7-dir.
25 dofo atos agilmisdir.Hodofi vurmanin on boylk ehti-
mall1 odadini tapin
Holli: Sorto gbro n=25; p=0,7; q=1-0,7=0,3.
(n+1):p=26- Z=—1 = Z=18-
Koasr adad oldugundan bir dona an bdylik ehtimalli
odad vardar:

me=[(n + 1)p] =[18ﬂ=18.



XXXIX FOSIiL. TOSADUFi KOMIiYYOT.
PAYLANMA FUNKSIYASININ XASSOLORI

39.1.TasadUfi kamiyyat vo onun paylanma funksiyasi

Hadiso vo onun ehtimali anlayislar1 kimi tosadifi
komiyyot anlayisi da ehtimal nozoriyyasinin asas anla-
yislarindan biridir. Tosadifi kamiyyst, baxilan hadisoni
komiyyotco xarakterizo edon vo tosadifi amillorin tosiri
ilo bu vo ya digor sokildo mixtalif qiymotlor ala bilon
komiyyatdir. Tosadlfi kamiyyatin hansi qiymati alaca-
g1 qabaqcadan goati demok mimkin deyildir. Onun
har bir sinaqda aldig1r qiymoatlor mixtalif sobab vo tosa-
diflordon asili olaraq doyisir.

Tosadlfi komiyyatlori latin alifbasinin son boyik
X, Y, Z, ... horflori vo ya yunan olifbasinin kigik
&, n U, ... horflori, onlarm ala bilocoyi qiymsotlori iso
uygun olaraq kicik x, y, z, ... harflori ilo isars edirlor.

Misal 1. Bir zori bir dofo atmagdan ibarat olan
sinagda diison Uzdoki xallar sayimi X ilo isara edok.

X — tosadiifi kemiyyatdir. Bu kemiyyoat 1, 2, 3, 4, 5,
6 qiymatlorinin birini ala bilor, lakin qiymaoti alacagini
gabaqcadan demok mimkin deyildir.

Misal 2. Mioyyon zaman middotindo telefon
stansiyasina golon signallarin say1 tosadifi komiyyotdir.
Bu X komiyyati 0, 1, 2, ... qiymatlorinin har birini ala
bilor.

Misal 3. Istonilon bir tolobonin boyunun uzunlugu
tosadifi X komiyyatidir. Bu komiyyat hor hansi sonlu
(a, b) intervalindaki bitlin qiymatlori ala bilor.



Misallardan aydindir ki, sinaqlar1 kamiyyatco xa-
rakterizo edon tosadiifi X komiyyatlorinin gabaqgcadan
hansi qiymoti alacagini gati demok mimkin deyildir.

Tosadufi kemiyyatlorin ancaq ala bildiyi qiymatlor
coxlugu gostorilo bilir. Bu giymatlor sonlu, hesabi vo
geyri — hesabi ¢oxluq toskil eds bilor. Ogoar tasadifi ko-
miyyat, sonlu vo ya hesabi sayda izolo edilmis
X1, Xg, e, Xp, ... qiymatlorini ala bilirsa, ona diskret tasa-
difi koamiyyat deyilir. Birinci iki misalda baxilan X
komiyyoti diskret tosadifi komiyyatdir. Tosadiifi komiy-
yatin ala bildiyi qiymotlor hor hansi sonlu vo ya sonsuz
intervali toskil edirso, ona kosilmaz tasadifi komiyyot
deyilir. Uglincli misalda baxilan tesadiifi kemiyyot ko-
silmoz tosadifi keamiyyatdir.

Diskret vo kosilmoz olmayan tosadifi komiyyatlor
do vardir. Bundan basqa, bir intervalda kasilmoz olan
tosadiifi kamiyyat basqa bir intervalda diskret ola biloar.

Tosadlfi komiyyatlori, ancaq onlarin ala bildiyi
qiymotlor ¢oxlugunu gostormokls toyin etmok mimkin
deyildir. Qiymaotlor ¢oxlugu eyni olan, lakin bu qiy-
matlori mixtalif ehtimalla ala bilon mixtalif tosadifi
komiyyatlor vardir. Buna gora do, tosadifi komiyyatin
verilmasi U¢lUn onun ala bilocoyi qiymatlor ¢oxlugu vo
hom do bu qiymotlori hansi ehtimalla aldig1 gOstoril-
molidir.

Bu mogsadls tasadiifi kamiyyatin paylanma funk-
siyasina baxilir. Toesadufi komiyyatin paylanma funk-
siyasini toyin etmok Ugln ovvalco tosadifi komiyyatin
ciddi — riyazi terifini vermok lazimdir.



Tutaq ki, hor hansi { Q, F, P} ehtimal fozas1 veril-
misdir. Bu o demokdir ki, Q = {w}elementar hadisalor
fazasi, onun o - cobr olan F hadisalor sistemi va bu sis-
tem Uzorindo toyin olunmus P(A) ehtimali gOstoril-
migdir. Tutaq ki, X = X(w) ilo Q@ = {w} coxlugunda to-
yin olunmus haqiqi funksiya va x ilo istonilon haqiqi
odod isare edilmisdir. O coxlugunun X(w) < x sortini
ddoyon bitin w elementlori ¢oxlugu {w X(w) < x} vo
ya qusaca olaraq {X < x} ilo isaro edilir.

Torif. Q = {w} elementar hadisolor fazasinda toyin
olunmus va istonilon hoaqiqi x adadi Uglin

Q,={wlX(w) <x}cF (1
sortini 0doyon hoqiqi X = X(w) funksiyasina tasadufi
kamiyyat deyilir.

Istonilon hoaqigi x(—o0 < x < o0) adadi Uglin Q ,
coxlugu o — cobr olan F sistemina daxil oldugundan,
onun ehtimali toyin olunmusdur. Bu ehtimala, yoni to-
sadifi X komiyyatinin x-don kigik qiymotlor almasi ha-
disesinin ehtimalina homin tosadifi X komiyyatinin
paylanma funksiyasi deyilir vo

F(x)=F,(x) =PX<x)=PX(w)<x) (2)
il isars edilir.

Verilmis tosadiifi kamiyyatlo bagh olan bir ¢ox ha-
disolorin ehtimalini homin tesadifi komiyyatin paylan-
ma funksiyasi vasitasilo hesablamaq olar.

Baxilan F hadisolor sistemi ¢ — caabr oldugun-
dan {X < x} hadisosinin qarsiligli oksi olan {X > x}
hadisesi do homin sistemo daxildir. Buna g0ro do
{X > x} hadisasinin ehtimali (2) barabarliyino asason

PX=x)=1-PX<x)=1—-F(x) (3)



boraborliyi ilo hesablanir. Bundan basqa, x; < x,
oldugda {X < x;} ve {x; < X < x,} hadisalori uyusma-
yandir va
(X<x}={X<x1}+{x; <X <x,}
boraborliyi 6donilir. Onda ehtimallarin toplanma ak-
siomuna gora
PX<x,))=PX<xy)+P(x;<X<x,)

voya

Px;<X<x)=PX<x,)—PX<xp) =

= F(x2) — F(xq) (4)

olar, yoni {x; < X < x,} hadisssinin ehtimali ehtimalin
paylanma funksiyasi vasitasilo (4) baraboarliyi ilo hesab-
lanir.

Misal 4. Tutaq ki, asili olmayan n sinaq aparilir vo
har bir sinagda A hadisasinin bagvermos ehtimali sabit p
ododidir. Bu simaqglar seriyasinda A hadisasinin bas
vermosi sayr X olsun. X tesadulfi komiyyotdir vo onun
m-o barabar qiymat almasi hadisasinin ehtimali Bernul-
li dusturu ilo hesablanir:

P,(m) =P(X =m) = Ci')p"q" ™

Bu tosadifi komiyyatin paylanma funksiyasi asa-

gidak1 kimi toyin edilir:
Fx)=P(X<x)=

(0, x<0 olduqda

_ 2 P,(x), 0<x<n olduqda 5)
(k<x)
ll, x>n olduqda

(5) funksiyasi x = 0,1, 2, ...,n nOqtalorinds kasilir
vo onun qrafiki pillovari xotdir (Sokil 1). Onun x = m
n0qtesinds sigrayist



d=Fm+0)—F(m-0)=P,(m)
adadina barabordir.

f 2o
& —_—— e — — —— —
|

—_—

" |
Aa) !“—— l'
i ST S N
& , 7 Z 77 7 X X
Sokil 1.
Misal 5. Tutaq ki, tam m giymotini (m = 0, 1,2, ...)
am -1
P(m) = P(X =m) = — (6)

(A sabit adaddir) ehtimali ilo alan tosadifi komiyyat X
ilo isars edilmisdir. Onun paylanma funksiyasi

0, x < 0olduqda
F(x)=P(X<x) = z P(k), x > 0 oldugda (7
k<x

kimi toyin edilir.

(7) funksiyast x = m(m = 0,1,2,...) nOqtalorindo
kasilir va bu ndqtalords onun sigrayist P(m) adodine bo-
rabordir. Funksiyanin qrafiki “sonsuz sayda” pillodon
ibarat olan pillovari xatdir (sokil 2).



N

—-

=4

_1 :

I 1

» .

p/oh, b
for .
a 7 2 /7 nvr X

Sokil 2.

Tosadufi komiyyat, bu misalda gostorilon kimi
verildikda deyirlar ki, o, “A parametrli Puasson qanunu
ilo paylanmisdir”.

39.2. Paylanma funksiyasimin xassalori

Tutaq ki, hoqiqi doyisonli F(x) funksiyasi hor
hans1 X tesadiifi kamiyyatinin paylanma funksiyasidir:
F(x) = F,(x) = P(X < x). Onda istonilon haqiqi
x; < x5 adadloari Gglin
P(xy < X < x3) = F(xp) — F(xy) (1)
boraborliyi  Odonilir. Burada x; =xvex, = x + Ax
gobul etdikda
P(x<X<x+Ax) =F(x+ Ax) — F(x)
olar vo axirinct baraborlikdo Ax = 0 (Ax > 0) sortinda
limito kecdikdo
PX=x)=F(x+0)—F(x) (2)
mUnasibati alinir.
(2) boraborliyinin sag torofindoki forqin qiymaoti
F(x) —in x nbqtesinds kasilon vo ya kosilmayon olma-



sindan asilidir: F(x) funksiyasi x ndqtesinds kosilmoyon
olduqda (2) beraborliyinin sag torofindoki forq sifra,
kosilon oldugda iso paylanma funksiyasinin homin
n0qtodoki sigrayisina barabar olur.
d=F(x+0)—F(x).

Demoli, paylanma funksiyas: hor yerds kosilmo-
yan olan tesadiifi X komiyystinin hor bir konkret tok x
giymotini almasi hadisosinin ehtimali sifra borabor-
dir: P(X = x) = 0. Bu toklifi “mimkin olmayan hadi-
sonin ehtimali sifra barabardir” toklifindon farqlondir-
mok lazimdir. Burada tesadifi X komiyyatinin X qiy-
matini almas1 mimkiindir, lakin homin qiymati almasi
ehtimali sifra borabordir.

Paylanma funksiyasimin bir sira Umumi xassalori
vardir.

I. Paylanma funksiyas1 azalmayandir.

Dogrudan da, hadisonin ehtimali manfi adad ol-
madigindan, istonilon x; < x, adadlori ¢ln (1) bora-
barliyindon

F(x;) —F(xq) 20, F(x;) = F(x,)

alinir.
II. Paylanma funksiyasi Gglin
_lim _
Fi+o) = 1M P =1, 3)
_lim _
F-o)= '™ F@m)=o0 )

boraborliklori dogrudur.
Isbatr. A,, = {X < —n}ve B, = {X < n} hadisolori
ardicilliglar



A1 D AZ D... D An . ---;ﬂAn = ¢)
n=1

B,cB,c...cB, c....,UBn = ()
n=1

mUnasibatlorini 0doyir. Buradan hadisalor ardicillig-
larimin moalum xassolorina géra (3) vo (4) baraborliklori
alinir:

0¢]

_lim . lim _ _
F(-o)= " F(-m)=_"" P(4,)= P<n 2 1An> -
=P(®) =0,

li li >
F(+0) = M pmy= lm p =p< n Bn> _
n —»> o n — oo
n=1
=P(Q) =1.

II1. Paylanma funksiyasi istonilon ndqtads soldan

kosilmoyandir, yani istonilon x ndqtosindo
F(x—0) =F(x) (5)

boraborliyi ddanilir.

Isbati. Monoton artan vo x ndqtesine yigilan ixti-

yari {x, } ardicilhigina baxaq:
lim x,, = x.

n—oo

Bu ardicilliq soldan x ndqtesine yigildigindan
lim F(x,) = F(x —0)
n—>oo

olar. Ardicilligin hadlori vasitesilo toyin edilmis
C, = {X < x,,} hadisalor ardicillig1

c,cC,c...c(C, c....,UCn={X<x}

n=1



minasibotlorini 6doyir. Bu hadisolor ardicilligina 11
xassonin isbatinda gOstorilon toklifi totbiq etdikda (5)
baraborliyi alinir:

(0]

F(x) = P(X <x) = P (U cn> = lim P(C,) =
n=1

= lim P(X < x,) = lim F(x,) = F(x —0)
n—->oo

n—->0oo

Bu xassalor paylanma funksiyasini tamamils toyin
edir. Isbat etmok olar ki, verilmis F(x) funksiyasinin
muioyyon X tosadifi kemiyyatinin paylanma funksiyasi
olmasi Uc¢ln onun I-III xassslorini 0domasi zoruri vo
kafi sortdir. Bu toklifdon asagidaki notico alinir.

Natica . Hoqiqi doyisonli f(x) funksiyasi

f(x) =2 0(—00 < x < ), f fdx=1 (6)

sortlorini 6dadikda

F(x) = f f(odt %)

funksiyasi paylanma funksiyasidir.

Hor bir tosadiifi komiyyat 6z paylanma funksiyasi-
n1 birqiymatli toyin edir. Lakin paylanma funksiyasinin
verilmoasi ilo tesadifi kemiyyat birqiymatli toyin olun-
mur. Hor tosadlfi komiyyotin ancaq bir paylanma
funksiyasi oldugu halda, bir funksiya muxtalif tosadifi
komiyyatlorin paylanma funksiyasi ola bilar.

Misal 1. X tosadifi kemiyyati -2 vo +2 giymsotlo-
rinin hor birini eyni p=0,5 ehtimali ilo alir vo Y=-X. Bu
tosadifi komiyyatlorin paylanma funksiyasini toyin
etmoali.



Holli. x < —2 oldugqda{X < x} hadisasi mimkiin
olmayan hadiso oldugundanF(x) = P(X < x) = 0 olar.
—2 < x < 2oldugda{X < x} hadiseasi {X = —2}
hadisosino borabordir vo F(x) = P(X < x) =% olur.
x > 2 oldugda iso {X < x}hadisosi {X = -2} veo {X =
2} hadisalorinin comina barabardir. Bu halda aliriq:
Fx)=PX<x)=PX=-2)+P(x=2)=1.
Beloliklo, X tosadlfi komiyyoatinin paylanma
funksiyasi

0, x < —2o0lduqda
1

F(x) = > —2 < x < 2olduqda
1, x > 2 olduqda

kimi toyin olunur. Eyni mihakims ilo bu funksiyanin Y
tosadifi komiyyatinin do paylanma funksiyasi oldugu-
nu gOstormak olar. Buradan aydindir ki, iki muxtalif X
vo Y tosadufi komiyyatlorinin eyni bir paylanma
funksiyas1 vardir.

39.3.1. Diskret paylanmalar

Yuxarida gOstordik ki, tasadlfi kemiyyatin tama-
milo toyin olunmasi U¢lin onun aldigr qiymatlor ¢oxlu-
gu vo bu qiymotlori hansi ehtimalla aldigi gOstoril-
molidir. Tesadiifi kamiyyatin paylanma funksiyasi bu
monada onu tamamilo xarakterizo edon on universal
vasitolordon biridir. Lakin tesadifi komiyyatin ala bil-
diyi qiymatlorla, bu giymaotlora uygun ehtimallar ara-
sinda oslago basqa Usullarla da verils bilir.



Tosadfi kemiyyatin miUmkin (ala bildiyi) qiymot-
lori ilo onlara uygun ehtimallar arasinda olaqo yaradan
hor bir minsibato tosadUifi kamiyyatin paylanma (vo ya
tosadUfi komiyyotin ehtimalimn paylanma) qanunu
deyilir. Tosadifi komiyystin paylanma qanunlart mix-
tolif formalarda olsa da, onlarin hamisindan paylanma
funksiyasini almaq hoamiso mimkiin olmalidir. Tosadifi
komiyyatin ehtimalinin paylanma ganunu bir sira hal-
larda daha aydin vo alverisli sokillords verilir. Bunlarin
iki asas n6vil burada gostarilir.

Diskret paylanmalar.

Tutaq ki, diskret tosadlfi X komiyyatinin aldig
sonlu va ya hesabi sayda x;, x5, ..., Xy, ... qiymatlori vo
bu qiymaotlori alma ehtimallar:

PX=x)=px=0k=1,2,..,n, .. (1)
gOstorilmisdir. Burada ciit-clit uyugsmayan
(X=x},{X=x},...X=x,}, ... (2)

hadisalori tam qrup toskil etdiyindan
D pe=1 3)
k=1

sorti Odonilir.

Diskret tosadlfi X komiyyatinin aldigi x,, x5, ... qly-
motlorinin vo bu qiymsotlori almasinin P(X = x;) = py
chtimallarinin gOstorilmasi onun paylanma ganununu
toyin edir. Diskret tosadiifi komiyyatin bu paylanma qa-
nununu cadval soklinds do yazmagq olar:



X-in
mimikin X1 Xy e Xn
qiymotlori

Bu qiymatlori

alma P1 P2 Pn

ehtimallari

Bu codvalo diskret tosadiifi kamiyyatin ehtimalinmin
paylanma cadvali deyilir.

Diskret tosadifi komiyyotin paylanma ganunu
verildikde onun paylanma funksiyasi

F(x) = P(X <x) = Z P, 4)
Xp<x
kimi tapilir. (4) funksiyasi x, n0qtolorinds kasilondir va
bu ndqtalords sigrayisi p; adadins barabardir:
F(xk + 0) - F(xk) = pk(k = 1,2, )
Ehtimal nozoriyyesinde on ¢ox islonon diskret
paylanmalar asagidakilardir:
a) Binomial paylanma. X tosadifi komiyyoti
m=0,1,2,..,n mimkln giymatlorini
PX=m)=Cpm"(1-p)"™, 0<p<1 (5)
ehtimali ilo aldiqda, ona binomial qanunla paylanmis
diskret tosadifi keamiyyat deyilir. n va p adadlari bino-
mial paylanmanin parametrlori adlanir.

b) Puasson paylanmasi
X tosadlfi komiyyati tam m = 0,1,2, ... mimkin
qiymotlorini
P(X=m) = %e"‘, 1>0 (6)

ehtimali ilo aldigda, ona A parametrli Puasson ganunu
ilo paylanmis diskret tasadifi komiyyat deyilir.



¢) Hondasi paylanma

X tosadlifi komiyyati m =0,1,2,... mimkin
qiymatlorini
PX=m)=p(1-p™m™, 0<p<l1 (7)
ehtimallar1 ilo aldiqda, ona p parametrli hondasi qa-
nunla paylanmis diskret tasadUfi komiyyat deyilir.

d) Hiperhandasi paylanma

X tosadifi komiyysti m =0,1,2,...,min(n, M)
mUmkin giymatlorini
Cn—m

P(X = m) = i ©)
N
ehtimali ilo aldigda, ona hiperhondasi qanunla paylan-
mis diskret tosadifi kamiyyat deyilir. N, M va n adad-

lori hiperhondasi paylanmanin parametrlori adlanir.
39.3.2. Kasilmaz paylanmalar

Kasilmoz tosadufi komiyyatlorin ehtimalinin pay-
lanmas1 paylanma funksiyasi vasitesilo toyin edilir.
Paylanma funksiyalarimin qurulusu iso asason mirak-
kob vo muxtolifdir. Lakin elo kosilmoz tosadlfi komiy-
yatlor vardir ki, onlarin F(x) paylanma funksiyasi,
muoyyon xassasi olan basqa bir p(t) = 0(—o0 < t < 0)
funksiyasi vasitosilo



F(x) = f p(t) dt (1)

kimi sado sokildo gOstorilir. Ehtimalin paylanmasi ilo
olagodar olan mosalalori bels tosadifi komiyyatlor Ugin
Oyronmok daha olverislidir.

Torif. Paylanma funksiyas1 (1) soklindo g0storilo
bilon X tosadiifi kemiyyatina, mitloq kesilmoz tosadiifi
komiyyat, p(t) = px(t) funksiyasina iso onun ehtimali-
nin paylanma sixlig1 vo ya sadoco olaraq sixliq funksi-
yasi deyilir.

Burada, sonlu sayda n0qto mistosna olmaqla, har
yerdo kosilmoyan sixliq funksiyasina baxilir.

Praktikada tesaduf olunan kosilmoz paylanma
funksiyalar1 bir qayda olaraq (1) soklindo gostarilo bi-
lir, yoni mitloq kosilmoz funksiyalardir. Buna gors do
mitloq kasilmoaz tosadiifi komiyyatlori sadaca olaraq ko-
silmoz tosadifi kemiyyatlor adlandirirlar (lakin bunlari
garisdirmaq olmaz!). Bundan sonra, burada da kosil-
moz tasadlfi komiyyat istilah1 homin moanada isladilir.

Sixliq funksiyasimin asagidaki kimi xassolori vardir:

1.p(t) 2 0,—0 < t < o0,

Bu xassonin dogrulugu paylanma funksiyasinin
monfi qiymatlor almamasindan aydindir.

Z.I_O:Op(t)dt = 1.

Bu xasso paylanma funksiyasinin F(4+o) =1
baraborliyini 6domasindon alinir.
3. p(t) funksiyas1 t=x ndqtesinds kasilmoz oldugda

Fx)=pX) (2)



boraborliyi dogrudur.
(2) baraborliyi yuxari sorhadi doyison olan muoy-
yon inteqralin téromosi haqqindaki teoremdon alinir.
(1) barabarliyindon istonilon x; < x, U¢ln

P(x; <X <xp) = [p(t)dt 3)
mUnasibati alinir. Dogrudan da,

P(xy; < X < x3) = F(x3) — F(x,)
va (1) barabarliyina géra

F&ﬁ—F&0=prMt

oldugundan (3) mlnasiboti dogru olar.
(3) barabarliyindon istanilon x adadi i¢lin

1
PX=x)= limP(xSX<x+—)=
n—-oo n
1
X+H

= limj p(®)dt=0
n—oo
X

minasibati alimir. Buradan aydindir ki, ixtiyari X
kosilmoz tasadlfi komiyyati
Px;<X<x)=P(x;<X<x)=P(x; <X<xy)
miinasibatlorini 0dayir.

Kasilmoz tesadiifi komiyyatin sixliq funksiyasi
verildikdo onun paylanma funksiyasi (1) barabarliyi ilo
tapilir.

Paylanma funksiyasi iso tesadifi komiyyatin ehti-
malinin paylanma ganununu toyin edir. Buradan ay-



dindir ki, X kosilmoz tosadifi kemiyyatinin ehtimalinin
paylanma ganunu onun sixliq funksiyasinin verilmasi
ilo tamamils toyin olunur.

(1) borabarliyi ilo toyin olunan paylanma funksi-
yasinin grafiki 1 —cl sokilds gbstarilon tipli ayrilor olur.

b Feo

/

0 A

Sakil 1.
Ehtimal nozoriyyoesindo on ¢ox istifado olunan
kosilmoaz paylanmalar asagidakilardir:

a) Normal paylanma.
X tosadiifi komiyyotinin sixliq funksiyasi
_(x—a)?

e 2% —oco<x<o,0>0 4

p(x) = "

soklindo oldugda, ona normal qanunla vo ya Qauss
qanunu ilo paylanmis kasilmoaz tasadUfi komiyyat deyilir.
a v92 0 adadlori normal paylanmanin parametrlori ad-
lanir.

“Normal paylanma” istilahini1 ehtimal nozoriy-
yasina Pirson daxil etmisdir.



Pix)
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Sakil 2. Sakil 3

(4) funksiyasmin grafikino normal ayri va ya Qauss
ayrisi deyilir.Bu oyrinin formasi ¢ parametrinin
giymotlorindon asilidir (Sakil 2.). Bunu P(x) — in a=0

x

oldugda ¢? = i, 02 = 1ve g? = 4 qiymoatlorindo qurul-
mus qrafiklorindon gOrmok olar (Sokil 3). Sokildon
gOrlinlir ki, o parametri kigildikco normal ayri ordinat
oxuna sixilaraq, homin ox boyunca yuxariya dartilir. G
parametri artdiqda iso normal ayri absis oxuna sixilir
va hamin ox boyunca genalir.

b) Ustlil paylanma

X tosadiifi kamiyyatinin sixliq funksiyasi
_ (ae™™, x>0 olduqda
P(x) = {0, x <0 olduqda ®)
oldugda, ona Ustlu ganunla paylanmis kasilmaz
tosadlfi komiyyat deyilir. @ adadi Ustlli paylanmanin
parametri adlanir. Bu halda, X kosilmoz tosadifi
komiyyatinin paylanma funksiyasi
_(1—e™™, x>0olduqda
F(x) = {O, x < 0 olduqda (6)
olar.



¢) Mintazom paylanma

X tosadiifi komiyyotinin sixliq funksiyasi

P(x) = bi ,X€ [a,b], a<b olduqda %)
x € [a,b] olduqda

oldugda, ona mlntazom paylanan kasilmaz tasadUfi

komiyyat deyilir. a vo b sabitlori mintazom paylanmanin

parametrlori adlanir. Bu paylanma Ugln paylanma

funksiyas1 asagidaki kimi tapilir:

0, x<a olduqda
x—a
F(x) = b —a’ a<x<b oldugqda (8)
1, x=>b olduqda

(7) vo (8) funksiyalarmin grafiklorindan (sokil 4,5)
gorandr ki, y= F(x) funksiyas1 biitlin odod oxunda
kosilmozdir.

4




XXXX FOSIiL. COXOLCULU FUNKSIYANIN
XASSOLORI. RiYAZI GOZLOMONIN
XASSOLORI. BOYUK ODODLOR QANUNU.
KORRELYASIYA VO REQRESSIYA ANALIZI.

40.1.Cox0Olcull tosadUfi kamiyyatlor vo onlarin
paylanma funksiyasi

Tutaq ki, {Q,F,P} ehtimal fozasi vo Q = {w}
elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus
$1=§1(w), $=6H(w), . 8 = & (w)
Tosadufi kamiyyatlori verilmisdir. Bu komiyyatlori
bir ¢ vektorunun komponentlori hesab etdikds alinan
%— = (El' EZ! '"!En) = E(Elr EZ) "'!gn) (1)
vektoruna n — OlcUlU tosadUfi komiyyat va ya n — GlcUlU
tasadUfi vektor deyilir. Bu halda, n haqiqi doyisonli
F(xq,X3, ..., Xn) = Fg | ¢ (X1,X3, ., Xp) =
=P(§1 <x1,§2<x3,.,§n < X)) (2)
funksiyasi & = (&4, &3, ..., &,) tosadUfi vektorunun n —
Olculil paylanma funksiyasi vo ya &4, &5, ..., &, tasadUfi
komiyyatlorinin birgs paylanma funksiyasi adlanir.
{& <x1,& < xy, ..., &, < x,} hadisosi
(& < x.},{& < x3}, ..., {&, < x,} hadisolorinin ha-
misinin eyni zamanda Odonilmosindon ibarat olan ele-
mentar hadiso oldugundan, yoni homin hadisalorin ha-
sili
{§1<x01,82 <xp, ., 8 <X} =

={&1 <21} {82 <22} {80 < 3

oldugundan o, F sistemino daxildir vo buna gOro do
onun (2) ehtimali hamiss toyin olunur.



Ehtimalin torifine géro 0 < F(xqy, X3, ..., X)) < 1
olar.

Xususi halda, iki &; vaa &, tosadiifi komiyyatlorinin
birgo paylanma funksiyasi, §; < x; va &, < x, barabor-
sizliklorinin eyni zamanda Odonilmoesinin bas ver-
mosindon ibarat hadisonin ehtimalini gbstoron

F(x1,x;) = P(§1 < x1 102 §5 < x3)
= P({§1 < x1},{§2 < x2}) 3)
ikidoyisonli funksiyasi olar. Bu funksiya hondesi ola-
raq, (¢, &,) ndqtesinin, topasi (x;,x,) ndqtesindo olan
vo homin ndqtedon solda vo asagida yerloson sonsuz
kvadrata diigmasinin ehtimalin1 gOstorir (Sakil 1, a).

% A

(Ko Xe) 7 ‘

//? /. ﬂ"(“iT,gg
7 0 A
i d

a) b)
Sokil 1.
Burada sadolik Uclin asason iki6l¢ll tesadifi ko-
miyyatlar vo onlarin (3) paylanma funksiyasi 6donilir.
Ikiolculu (&, &,) komiyyatinin
D={(x,y)x1<x<x3 y1 <y <y}
dlzbucaqglisina diismosinin (sokil 1, b), yani
{x1 <& <x,y1 <& <y}
hadisosinin ehtimali (3) paylanma funksiyasi vasitasilo
P(x; <& <x3,¥1 <82 <y2) = F(xp,¥2) +
F(xy,y1) — F(x4,y;) — F(x2,51) 4)




disturu ilo hesablanir.
Dogrudan da,
A={x; <§ <x,1 <& <Yy2},
A ={§1 <x2,& <y}
Ar={§1 < x2,§; < y1}vo

As={$1 < x1,§2Y2}
hadisalori U¢ln

A1 = A + Az + A3,
AyA3 ={§1 <x1,§2 <Y1} =44
miinasibati 6donilir. Buradan
P(A; + A3) = P(4;) + P(A3) — P(4,43) =
= P(A;) + P(A3) — P(A,)
boraboarliyins asason
P(A) = P(Ay) + P(Ay) — P(Az) — P(43)

miinasibati vo ya (4) baraboarliyi alinir.

(4) boraborliyinin sag torofindoki ifade F(x, y)
funksiyasinin D dizbucaqlisinda ikitortibli artimi adla-
nir vo A?F ilo isara olunur. Buna osason (4) baraborli-
yini

P(x; <& <x,¥1 <& <y) =A0°F  (5)
kimi yazmaq olar.

40.2.1.Cox0lgultl funksiyanin xassalori

CoxOlcull  paylanma funksiyasinin  bir sira
xassalori vardir.
I. Paylanma funksiyas1 hor bir arqumentina gora
azalmayandir.
Dogrudan da, a < 8 oldugda

{1 <xpé<a}c{é <x,& <p}



olar vo buna gbro do
F(xy,a) =P(§1 <x1,§2<a) S P(§1 <x,§,<P) =
= F(xq,B)
boraboarsizliyi 6donilir.
II. Paylanma funksiyas1 hor bir arqumentino gora
soldan kasilmoyandir.
III. F(x;, x,) funksiyasi U¢lin
Jim F(xq,x3) = F(+00, +00) =1,
xX2—>+00

lim F(x;,x,) =0, (k=1,2)

Xp——00
miinasibatlori 6danilir.
&1 vaa &, tosadifi komiyyatlorinin 1ki0lgull F (x4, x5)
birgo paylanma funksiyasina asason onlarin bir6l¢uli
Fy(xq) = F¢ (x1) va3 F3(x3) = Fg,(x;)
paylanma funksiyalarini tapmaq olar. Dogrudan da,
{é, < +o} = Q yoqin hadiso oldugundan
{§1 <21} =1{§1 <x1,§; < +o0}
vo buradan
Fyi(x1) = Fg(x) = P(§1 < 24) =

= P(§1 < x1,§2 < +0) = F(xq,+0) (1)
alinir.
Eyni qayda ilo F(x;) = Fg,(x3) = P(§; < x3) =

=P(§1 <+20,§; <x3) =F(4+%,x;) (2)
mUnasibatini do almaq olar.

Iki6lgill diskret vo kosilmoz tosadiifi komiyyatlor
uygun bir0l¢ull tosadlfi komiyyatlor kimi toyin olunur.

(&1, &,) tesadifi vektorunun hor bir komponenti
diskret tosadifi komiyyat oldugda, ona ikiGlcUlu dis-



kret tasadUfi vektor (vo ya ikiOlcUlU diskret tasadUfi ka-
miyyot) deyilir.
iki6lcili diskret tosadiifi vektorun paylanma funk-
siyasi
P(uy,uy) = P(§; = uq,§; = uy)
komiyyati vasitasila
F(xlle) = Z P(uIJuZ)

u1<xq,uU2<x2
boraborliyi ilo toyin olunur, burada toplama omali
(&1, &) vektorunun uy < x4,u, < x, sortlorini 6doyon

butin mimkin olan (uy,u,) qiymatlori U¢ln aparilr.
Bu halda,

(f1 —u(l) $2 = U, ) = Py,
i,j=1,2,.. 3)
sokildo verilmis iki0l¢Ull diskret paylanma U¢ln

U—OZPU

miinasibatlori 0danilar. Onda &, vao &, komiyyatlorinin
uygun bir6lgull paylanmalan

P(f1—u(11)) z f1—u(l) fz—u ZP”’
P(fz—u(l)) z f1-u(1) fz—u Zpij:

borabarliklori sskhnde toyin olunur.
Paylanma funksiyasi

i=1



X1 X2

F(xy,x;) = j j P(t,, t;)dtq dt, 4)
soklinda gOstarila bilon (&4, &,) tosadiifi komiyyatinas iki-
OlculU kosilmaz tasadUfi vektor (vo ya ikiOlcUll kasilmaz
tosadlifi komiyyot),P(ty,t;) = Pg ¢, (t;, t;)funksiyasina
1so onun sixhq funksiyasi deyilir.

Sixliq funksiyasimin asagidaki kimi xassolori vardir:
1.P(ty,t;) 2 0,—0 <ty <00,—0 < t; < o0,

Zf J P(tl, tz)dtldtz = 1.

3. P(t, t,) sixliq funksiyasi(x,x,) € E, ndqtasin-
do kasilmoz olduqda
a%F
dx10x7
barabarliyi dogrudur.
(4) barabarliklorindan

P(x; <& <x,1 <& <y3)
X2 Y2

— f fP(tl,tz)dhdtz (6)

X1 Y1
barabarliyi alinir. Umumiyyatla, istonilon kvadratlanan

o € E, mustovi oblasti U¢ln

P(£:8) €0 = f f P(ty, tp)dt dt,  (7)

miinasibati dogrudur.

= P(x1,%2) (5)



Iki6lgilll kosilmoz tosadiifi vektorun paylanma
funksiyasina asason (1) va (2) diusturlar: vasitasilo uy-
gun bir0l¢ill paylanma funksiyasini tapmagq olar.

40.2.2. Asili olmayan tosadufi komiyyatlor

Tosadfi hadisalorin asili olmamas: anlayisi tosa-
difi kemiyyatlorin asili olmamasini uygun sokilds toyin
etmoya imkan verir.

Tutaq ki, mioyyan ehtimal fazas1 va &;, &, tosadifi
komiyyatlori verilmisdir. Burada elo ixtiyari A, B ¢ox-
luglarmma baxilir ki, onlar Ucln {¢&; € A} vao {¢, € B}
hadisalorinin uygun sokildo ehtimali toyin olunmus
olsun.

Torif. Istonilon A vo B goxluglar (i¢lin
{&, € A} va {&, € B} hadisalori asili olmadiqda, yoni

P(§1€A§,€EB)=P(,€A)-P(,€B) (1)
baraborliyi Odonildikda &,, &, komiyyatlorino asili olma-
yan tasadufi kamiyyatlor deyilir.

Buradan aydindir ki, &,¢&, komiyyatlori asili ol-
madiqda onlarin he¢ biri hagqindaki molumatlar dige-
rinin ehtimalinin paylanmasina tosir etmir.

Tosadlfi komiyyatlorin asili olmamasi sortini bas-
ga sokilde do yazmaq olar. Dogrudan da &, ¢, komiy-
yatlori asili olmadiqda istonilon x; vo x2 hoqiqi adadlori
Ucin A = {&; < x;} vaa B = {&, < x,} hadisolori do asili
olmaz. Onda (1) baraboarliyino gOra

P(§1 <x1,82 <x3) = P(§1 <x1) P(§2 < x3)
vaya
F(xl,xz) = Ffl(xl) FEZ (2)



alinir. Demali, asili olmayan komiyyatlorin birge pay-
lanma funksiyasi onlarin paylanma funksiyalarinin ha-
silina boraboardir. Bu toklifin torsi do dogrudur: is-
tonilon x; vo X2 U¢ln (2) beraborliyi 0donildikda
&1, vo &, komiyyatloai asili olmur.

Bunu iki6lgull kosilmoz tosadiifi komiyyatlor Uglin
isbat edok. Bu moqgsadls, ikibl¢lll kasilmaz (&4, &,) ko-
miyyatinin sixliq funksiyasini P(t,t,), &; komiyyatinin
sixliq funksiyasmi Pg (t;) vaé, komiyyotinin sixliq
funksiyasini P, (t;) ilo isaro etmoklo, (2) berabarliyini
P(ty,t5), Ps, (t1), P, (t;) funksiyalarinin kesilmoz oldu-
gu butlin noqtalords

P(ty,t;) = Pg, (t1) P, (t3) 3
ekvivalent soklinds yazagq.

Indi, tutaq ki, A vo B ixtiyari ¢oxluglardir vo (3)
boraborliyi 0donilir. Onda {¢&; € A} vaa {¢, € B} hadi-
solori hasilinin ehtimali asagidaki kimi hesablanar:

P({¢, € A}¢; € BY) = P{(§1,$,) € (AXB)} =

= ff P(t,,ty)dt,dt, = ﬁ- Py, (1) P, (t,)dt,dt, =

AXB AXB
f Pe,(t1): f Py, (&)t

—P(S(1€A) P(fZEB)

voya

P({{, €A, €eBH) =P, €A)- P& €EB). 4



Burada aparilan mihakimodo A X B ilo A vo B
coxluglarinin diizglin hasili igaro edilmisdir. (4) bora-
boarliyinda

P({§, € AH{$, €EB}) =P(§1 €A &, €B)
oldugunu nozors aldiqda ixtiyari A vo B ¢oxluqglari
ucln

P(¢,€A§,€B)=P(&,€A) P&, €EB).
boraborliyi alinir. Demali, &; vaa &, komiyyatlori asili
deyildir.

Beloliklo, iki6lglllu kosilmoz tosadiifi komiyyatlor
Ucln bels bir teorem isbat olunur:

Teorem 1.P(t4,t;), P¢, (t1), Pg, (t;) funksiyalar-
nin kasilmaz olduglari btln n6qtalarda (3) baraborliyi-
nin O0donilmasi &, &, tasadUlfi kamiyyatlorinin asili olma-
masi UgUn zaruri va kafi sortdir.

Belo teorem iki6lgull diskret tosadifi komiyyatlor
Uclin do dogrudur.

Teorem 2.Tutaq ki, ikiOlcUll ( &4,&;) diskret
tasadUfi kamiyyotinin paylanmasi

P =ul & =ul)=P, >0, z P,=1 (5)

saoklindos verilmisdir. Onda istanilon i 1, ] ededlerl Ucln

Pij: ipij <§:Pij> (6)
j=1 i=1

baraborliyinin Odonilmasi §,, §, tosadifi komiyyatlo-

rinin asili olmamasi Uc¢Un zaruri va kafi sortdir.
Bu halda



(o]

P& =u) = Z PyvaP (& =ud) = Z P;
i=1
olmasi avvalki paraqrafda gOstorilmisdir.
Misal. Tutaq ki, &;, vas &, komponentlorinin har
biri

(= azk)
F (xk) 20} dtk, k = 1,2
Sk k\/_
_ (- azk)
P (t,) = e %% , k=12
L PINGT:

normal ganunu ilo paylanmig iki6l¢ull (&, &,) tesadifi
komiyyati verilmisdir. Bu tosadifi komiyyatin paylan-
ma funksiyasi

(t1—aq)? ("‘2—112)2

1
F(x1,x2)=m] fe ZU% ZG% dtldtz

vo sixliq funksiyasi

(t1—a1)? (tz—ap)?

1 2 2
P(ty,t;) = Imo.0,° 21 20% (7)

olar. Burada

P(ty,t;) = Py (t1)Pg,(t;)
barabarliyi 0donildiyindon §&;, &, tosadlfi komiyyatlori
asili deyildir.

40.3.1. Tasadufi komiyyatlorin funksiyasi

Tutaq ki, {Q,F,P} ehtimal fozas1i vo Q= {w}
elementar hadisalor fozasinda toyin olunmus



Ek=$k((l)), k=1,2,...,n
tosadiifi komiyyoatlori verilmisdir. Bu halda n — 6l¢ull
haqiqi E,, fozasinda toyin olunmus hor bir kasilmaz ho-
qiqi ¢ (x4, x5, ..., X, ) funksiyasi vasitasilo toyin olunmus
yeni
n= ‘p(fli EZ!"'lfn) (1)
tosadiifi komiyyot alinir.

n — Ol¢ill (&y,¢&,,...,&,) tosadufi komiyyatinin
paylanma funksiyast molum olduqda (1) tesadifi ko-
miyyatinin paylanma funksiyasini tapmaq olar?

Mosalon, n — Olcilll (¢4, ¢,, ..., &,) kosilmoz tosadifi
komiyyostinin sixliq funksiyasi P(ty, t5, ..., t,) olduqda, n
tosadlfi  komiyyotinin  paylanma  komiyyatinin
paylanma funksiyasi

j P(ty ty, ..., t)dt,dt,, .., dt, 2)
O(t1,...tn)<x
kimi toyin edilir.
Bu masolonin n = 2 van = & + &, olan halda tam
holli asagidaki teoremls verilir.

Teorem. Asih olmayan vo kosilmoz &; va ¢,
tosadUfi komiyyotlorinin comi olan n = &; + &, tosadufi
komiyyati kosilmazdir va onun sixhq funksiyasi

P,(z) = f P ()P, (r — t)dt 3
diisturu ilo tayin edilir.
Isbat1.n = & + &, tosadlfi komiyyatinin



Fy(x) =P <x) =P+ & <x) =P((§1,§2) €D,
paylanma funksiyasini 40.2.1-doki(7) distur ilo tapmagq
olar:

F(x) = Jf n (&1, t2)dtqdt, (4)

Burada D, ilo D = {(t., t;)/t; + t, < x} oblasti
isars edilmisdir.
Sorto gbro & vav &, komiyyatlori asili
olmadigindan
P, (ty,t;) = Pg (t1)Pg,(L;)
olar. Onda (4) dUsturu

E,(x) = Jf P (t1)P,(ty)dt,dt,

0 —t1+x
= fpfl(tl) f P, (t;)dt, |dt,

soklinds yazilar. Burada t, = T — t; oavazlomasini apar-
digda

Fa) = [ P ety [ P (- t)de =
= f ( f Pfl(tl)sz (T - tl)dt1> dt =
= an(T)dT

voya



X

F,(x) = ]P,,(‘r)d‘r

alinir. Demoali, n tasadifi kemiyyatinin sixliq funksiyasi

P,(z) = _[ P; (t;)Pg, (T — ty)dt,
boraborliyi vo ya (3)_d[]sturu ila tayin olunur.
(3) dusturunu Pg (t) vea P, (t) funksiyalarmimn
baglis1 adlanan

(Pf1 'Ps‘z)(r) = Pf1(t)Ps‘z(T — t)dt

=)
21
ifadasi ilo miigayiss etdikda
P,(7) = \/21T(P§1 'P«fz)(T) (5)

disturu almir. Buradan aydindir ki, iki asili olmayan
tosadifi komiyyatin cominin sixliq funksiyas: onlarin
sixliq funksiyalarinin baglisi vasitasils toyin olunur.

Belo toklif n sayda asili olmayan tosadifi komiy-
yatlorin comi U¢lin do dogudur.

Asili olmayan &;,¢,, ..., &, tesadifi komiyyatlorinin
n=&+&+ ..+ &, cominin ehtimalinin  paylanma

sixilig1
,,(r)—jf jPﬁ(r—tz

—t,) sz(tz) Pf (tp)dt; ... (6)
dUsturu ils toyin edilir.



(3) dlsturundan istifade etmoklo gbstormok olar
ki, normal ganunla paylanmis asili olmayan tesadifi
komiyyatlorin comi do normal ganunla paylanmisdir.

Misal. Asili olmayan va (a, b) intervalinda minto-
zom paylanmis & vas &, komiyyatlorinin n = & + &,
cominin sixliq funksiyasi

P,(x) =
( 0, x € (2a,2b) olduqda,
_ { (;:i;lz, 2a<x<a+bolduqda, (7
k(zli—;;, a+b < x<2bolduqda

borabarliklori ils tayin edilir (Sakil 1).

¢ Lo P

Sakil 1.
Holli. &, (veo hoom das &,) komiyyotinin  sixliq

funksiyasi

0, t € [a, b] olduqda

P(t) = 1

h—a’ t € [a, b] olduqda
oldugundan n = & + &, komiyyatinin sixliq funksiyasi
(3) dusturu ilo hesablanir:



+0o0 b

P,(x) = f P(OP(x — t)dt = ﬁ f P(x — t)de

—00 a

Burada asagidaki hallara baxaq:
I)x < 2aveax > 2b oldugda x—t< 2a—t<a,
X —t > 2b — t < b olur vo buna gors dao
P(x—t) = 0voP,(x) = 0olar.
2) 2a < x < a + b oldugda

xX—a

1 x —2a
Pn(X) =5 CLJ P(t)dt = m
a
olar.
3) a+ b < x < 2boldugda
b
1 2b — x
Pn(x) = m j P(t)dt = m
b—a
olar. Bu ¢ hal birlikds (7) dlUsturunun dogrulugunu

gOstorir.
(7) disturu ilo toyin olunan paylanma Simpson
paylanmasi adlanir.

40.3.2. Riyazi gbzloma

Tosadufi kemiyyatin ehtimalinin paylanma ganunu
onun tam xarakteristikast oldugu molumdur. Lakin bo-
zon ehtimalin paylanma ganunu molum olmur, tasadifi
komiyyatin miloyyon ehtimal xassalorini nisbaton az vo
ya sado molumatlar vasitesilo Oyronmok lazim olur.



Tosadlfi komiyyotin belo sado xassolori, onun ododi
xarakteristikalar1 adlanan bir ne¢a adadls ifads olunur.

Tosadufi komiyyatin ododi xarakteristikalar1 onu
mioyyan doqiqgliklo komiyyatco xarakterizo edir. Bu
ododi xaraktristikalar tosadlfi komiyyst hagqindaki
bozi ehtimal mosalalorini gox zaman qisa yolla tam holl
etmoyo vo hom do homin komiyyat haqqindak: yigicam
vo otrafli molumat almaga imkan verir.

Tosadufi komiyyatin ala bildiyi qiymatlorin adad
oxu Uzarinds neca paylandigini xarakterizo etmok U¢ln
mixtolif ododi xarakteristikalardan (riyazi g0zlomo,
dispersiya, orta kvadratik meyl, momentlor va s.) istifa-
do olunur. Homin anlayislarin bir negasi burada va
sonraki paraqraflarda sorh edilir.

Tosadufi komiyyotlorin on mihim ododi xarakte-
ristikalarindan biri riyazi gozlomadir.

Diskret vo kosilmoz tosadifi komiyyatlor Uglin
riyazi gbzlomonin torifi daha sados gokildo verilir.

Tutaq ki, diskret tosadlfi X komiyyatinin ala bil-
diyi

X1, X2, ey Xppy oo
qiymatlori vo uygun olaraq bu qiymatlori almasinin
P, Py, ...P,, ..
chtimallar1 verilmisdir.
Torif 1.

o)

Zxk Py (1)

k=1
sirast mitlog yigilan oldugda, onun comino diskret
tosadifi X komiyyatinin riyazi gozlomasi deyilir vo



(0]

MIX] = ) x Py @

k=1
ilo isaro olunur. (1) sirast mitlaq yigilan olmadiqda,

deyirlor ki, X tesadifi komiyyatinin riyazi gbzlomosi
yoxdur.

Tosadlfi X komiyyati ancaq sonlu sayda
X1, X2, -, Xy qiymatlorini ala bilirsa, onda (1) comi ho-

miso sonlu olar vo onun riyazi gdzlomasi
n

M[X] = z X P 3)
k=1
barabarliyi ilo toyin olunur.

Tosadlfi komiyyatin riyazi gzlomosino onun orta
qiymoti deyilir. Riyazi gdzlomo tosadifi komiyyatin elo
orta gqiymotini g0storir ki, onun ala bildiyi qiymatlor
bunun otrafinda yerlasir.Dogrudan da, tutaq ki, N say-
da sinaq aparilir vo bu siaglar naticosinds tosadifi X
komiyyoti X; qiymatini n; dofs, X, qiymatini n, dofs vo
nohayot,xm qiymatini Ny, dofs alir (ny + n, + ... n,, = N).
Onda ehtimalin statistik torifino goro P, = P(X = x;) =
~ % oldugundan, tesadiifi X komiyyatinin riyazi gozlo-

masi U(;Un
m
n; n1x1 +nyx, + .+ nux
P I
k=1 k=

toqribi barabarliyi ahmr Buradan aydindir ki, sads
tosadfi koamiyyotin riyazi gbzlomasi, onun aparilan ¢ox
sayda sinaqlar noticosindo aldigi qiymaetlorin odadi
ortasina borabordir.



Xususi halda, X tesadifi komiyyati x4, x5, ..., X,
qiymatlorini eyni P = % ehtimali ilo aldiqgda onun riyazi
gbzlomasi U¢ln

M[X]

baraborliyi alinir.

Riyazi gbzlomonin mexaniki monasindan da danis-
magq olar. X tosadiifi komiyyati sonlu sayda x;, x5, ..., X,
giymatlorini aldigda

X1 +x2 + .. Xn
B n

olar va (3) baraborliyi
n
Z X Py
MIX] = "5 @
2P
k=1

kimi yazilar. Buradan aydindir ki, M[x] adadi, kitlolori
uygun olaraq Py, P,, ..., P, olan va absis oxu (zorindo
yerloson M, (x,), M,(x5), ..., M, (x,) maddi ndqtalori sis-
teminin agirliq morkozinin absisine borabardir.

Torif 2.Ehtimalinin paylanma sixlig1 P(x) olan ko-
silmoaz tesadifi X komiyyatinin riyazi gbzlomasi, mitloq
yigilan

e}

M(X) = fo(x)dx (5)

— 00



inteqralina deyilir. (5) inteqrali mutloq yigilan olmadig-
da, deyirlor ki, kosilmoz tosadiifi X komiyyatinin riyazi
gbzlomasi yoxdur.

X tosadiifi kamiyystinin F(x) paylanma funksiyasi
Ucin F'(x) = P(x) veo ya dF (x) = P(x)dx
oldugundan, (5) disturunu

M[X] = f xd F(x) (6)

kimi ds yazmagq olar.

Tariflordon aydindir ki, tasadiifi kemiyyatlorin riya-
zi gbzlomasi sabit adaddir (tasadiifi kamiyyat deyildir).

Misal 1. Ustlii ganunla paylanmis X tosadifi ke-
miyyatinin riyazi gdzlomosini tapmali.

Holli. Bu halda sixliq funksiyasi
ae ¥, x > 0 oldugda

P(x) = {0, x < 0olduqda
oldugundan, (5) dlsturuna gbrs alariq:

1
M[X] = j xp(x)dx = j axe % dx = p
—00 0
Misal 2. Miintozom paylanmis X tosadifi komiy-
yatinin riyazi gzlomasini tapmali
Holli. Mintozom paylanmanin sixliq funksiyasi
Px) =1p—a’ x € [a,b] olduqda
0, X € [a, b] olduqda
oldugundan, (5) disturuna g0ra



o0 b

M[X] = fo(x)dx=bi—a]xdx=a;b.

a
Riyazi gbzlomasi olmayan tesadiifi komiyyotlor do
vardir.

—00

Misal 3.Paylanma funksiyasi
x

F(x) = {1 +x’
0, x < 0 olduqda
olan tosadifi kemiyyatin riyazi gdzlomasi yoxdur.
Dogrudan da, (6) disturuna gors

x > 0 olduqda

d
M[X] = jxdF(x)=j(1x+—’;)2=oo
—00 0

olar.
40.4.Riyazi gbzlomonin xassalori

Riyazi gbzlomonin bir sira Umumi xassalori vardir.
Homin xassolor burada diskret tosadlfi komiyyatlor
Ucln isbat edilir.

I. Sabitin riyazi gfzlomasi 0ziine barabardir:

M[C] = C. (1)

Dogrudan da, sabit C ododino ancaq bir C
giymatini p=1 ehtimali ilo alan diskret tosadifi komiy-
yat kimi baxmagq olar. Onda riyazi g0zlomonin torifinoe
g0ra



I1. Sabit vurugu riyazi gbzlomo isarasi xaricina ¢i-
xarmagq olar:
M[cX] = CM[X] (2)
Isbati. X tosadifi xx qiymotini Px ehtimali ilo alir-
sa, yoni P(X = x;,) = P, olarsa, onda Y = CX tosadlfi
komiyyoati do CX;, qiymatini homin ehtimalla alir:
P(Y = CX;) = P,. Onda torifo gors

k k

1. iki tosadufi komiyyatin cominin riyazi gozlo-
mosi onlarin riyazi gbzlomolorinin comino barabordir:
M[X + Y] = M[X] + M[Y] 3)
Isbati. Tutaq ki, X diskret tosadifi komiyyoti
X1, X5, ... qiymatlorini uygun olaraq P;, P,, ... ehtimallar
ilo, Y tosadifi komiyyati iso 4, ¥5, ... qlymatlorini uygun
olaraq q4, q5, ... ehtimallar1 il alir. Onda X + Y tosadfi
komiyyoti x, +y, (k,n=1,2,..) qiymotlorini Py,
ehtimali ilo alar. Bu halda

Pk:P(X:xk):ZP(X:xk,Y:yn):ZPkln
n=1 n=1

N

@ =P =y)= ) PX=x,Y =y,)= ) Py,
k=1 k=1

boraborliklori dogru olar. Onda riyazi g0zlomonin
torifino gOro

oo 0o

M[X+Y]:Z(xk+yn)Pk,n:Z (xk+yn)Pk,n:
kn =1

k=1n



k=o% n=1 o n=1 k=1
=Zxkpk +Zynqn = M[X] +M[Y]
k=1 n=1

Bu xasso istonilon sonlu sayda tesadiifi komiyyat-
larin comi ¢lin do dogrudur:

M[X;+X,+ ..+ X,] ==M[X{]+M[X,]+ ..+
M[X,] (4)

Natico 1. Y=kX+b xotti funksiyas1 (tesadifi ko-

miyyat) lcln
M[Y] =kM[X] + Db (5)
barabarliyi dogrudur.

Natica 2. Iki tosadifi komiyyotin forqinin riyazi
g0zlomosi, onlarin riyazi gozlomoslorinin forqino bora-
bordir:

M[X —Y] = M[X] — N[Y] (6)

Dogrudan da, II vo III xassolora gbro

M[X —-Y] =M[X + (—1)Y] = M[X] + M[(—-1)Y]
= M[X] + (—1)M[Y] == M[X] — M[Y].

IV. Asili olmayan iki tesadifi kemiyyatin hasilinin
riyazi gOzlomaesi, onlarin riyazi g0zlomolorinin hasilino
borabordir:

M[XY] = M[X|M[Y]. (7)

Isbat1 . Yeno do forz edok ki, X tosadiifi komiyyati
Xx qlymotini uygun olaraq P, (k = 1,2, ...) ehtimali ils,
Y tosadifi komiyyati iso Yy, qiymoatini uygun olaraq



g,(n=1,2,...) ehtimal ilo alir. Onda XY tosadifi
komiyyati x; ¥, qiymatlorini uygun olaraq
P[{szk}'{yzyn}] =P(X=Xk)'P(Y=),n)=
=P kqn
ehtimallar ilo (vuruglar asili olmayan tesadiifi komiy-
yatlor oldugu Uglin) alar. Riyazi gbzlomonin torifino

g0ra

M[XY] Z Xk ynqun Z z xkynqun -

“1n=1
Z Xk sz Ynln = (Z X Pk) <2 }’n‘In) =
=k=1;1[x1 : anxlf]
alinir

Bu xasso istonilon sonlu sayda asili olmayan
tosadiifi komiyyatlorin hasili Gglin do dogrudur:

M[X:X, .., X,] = M[X,] - M[X,] ..M[X,]  (8)

8) boraborliyi riyazi gbzlomonin multiplikativlik
xassasi adlanir.

V. Istonilon X tosadiifi komiyyati U¢lin

IMIX]| < M[IX]] (9)

boraborsizliyi dogrudur.

(9) barabarsizliyi, istonilon sonlu com va sira ¢iin

dogru olan
Z X Py | < leklpk
K K

barabarsizliyindon alinir.




40.5.1. Median, kvantil vo moda

Tosadufi komiyyatin riyazi gbzlomosi, onun mim-
klin giymsotlorinin adad oxu Uzarinds yerlosmo xarakte-
ristikasi oldugu moalumdur. Burada toesadiifi kamiyyatin
basqa yerlosmo xarakteristikalar1 olan median, kvantil
vo moda anlayislar: sorh edilir.

Tutaq ki, X tesadifi komiyyot vo F(x) onun
paylanma funksiyasidir. Onda

F(xy) <0,5<F(xy+0)
minasibatini 6dayan hor bir x,, ndqtesine x komiyye-
tinin mediam deyilir.

Verilmis tosadlfi komiyyatin riyazi gbzlomasi ol-
maya bilar, lakin har bir tosadiifi komiyyatin he¢ olma-
sa bir mediani var. Dogrudan da, paylanma funksiyasi

0 —dan 1 - o kimi monoton artan oldugundan, elo

xy noOqtesi vardir ki, funksiya bu ndqtoda % qiymatin-

don kecir. F(x) funksiyas: bu n0qts atrafinda kosilmoz
oldugda x,, median1 yegana olar, homin néqtonin mi-
oyyon (a,f) otrafinda yerlogon bitlin ndqtealordo

F(x) = % boraborliyi ddonildikds iso bu otrafin biitln

nOqtalori median olar.

Paylanma funksiyasi kasilmoyon olduqda (1) mu-
nasibati
barabarliyina gevrilir. Bu halda, X tesadifi komiyyo-
tinin median1 (2) baraborliyini 6doyon yeganos x,, kok
olar.



(2) minasibatini
P(X <xy)=PX>xy) 3)
baraborliyi soklinds yazmaq olar. Dogrudan da,
PX<xy)+PX=xy =1
\£)

Fxw) = PXX < xy) =

olmasindan

P(X 2 xi) = @)

alinir. F(x) funksiyasi kosilmoz olduguna gors iso
P(X = x),) = 0 boraborliyi 6donilir. Buna gors do
(4) baraborliyini

1
kimi yazmaq olar. Buradan tolob olunan
1

mdinasibati alinir.

(3) borabersizliyi gostorir ki, hondosi olaraq me-
dian, sixliq funksiyasinin qrafiki ilo ohato olunmus saho-
ni yariya b6lon diiz xott ndqtalorinin absisidir (sokil 1).
Xsusi halda, simmetrik paylanmis tosadifi komiyyatin
median1 onun riyazi g6zlomosi ilo Ust-Usto dlsiir. Moso-
lon, normal qanunla paylanmis tesadifi komiyyatin me-
dian1 onun riyazi gzlomasi ilo Ust-Usto diisiir.



Prx)

2 Am

Sakil 1.
Paylanmanin (vo ya toesadifi kamiyyatin) kvantili
do mediana analoji olaraq toyin olunur.
F(x) =P (0 < P < 1) tonliyinin kokiino P-tartibli
kvantil deyilir. P = % tortibli kvantil paylanmanin

medianidir. P-nin bir ne¢o qiymotindo kvantillori bil-
mokls paylanma funksiyasinin artma istiqgamatini toyin
etmok olar.

Indi do kesilmaz tesadiifi komiyyatin modas: anla-
yisin1 toyin edok. Tutaq ki, X kosilmoz tosadiifi komiy-
yatinin sixliq funksiyasi P(x) — dir. Onda P(x) funksiya-
sinin har bir x,; maksimum noqtesine X komiyyatinin
modasi deyilir. Tasadiifi kamiyyatin bir modasi oldug-
da ona birmodah, bir ne¢o modasi oldugda iso ona
coxmodah komiyyat deyilir.

Simmetrik tosadifi komiyyatin modasi onun riyazi
g0zlomasina barabordir. Xisusi halda, normal ganunla
paylanmis tesadifi komiyyatin mediani, modas1 vo ri-
yazi g0zlomosi U¢U do bir — birins barabordir.



40.5.2. Dispersiya

Tosadufi komiyyatin riyazi gfzlomosi, onun qiy-
matlorinin adoad oxu lizerinds yerlosmo xarakteristikala-
rindan biridir. Yuxarida dediyimiz kimi, tesadifi ko-
miyyatin bltlin mimkin giymatlori onun riyazi gozle-
mosi otrafinda qruplasir. Lakin bu qiymotlorin riyazi
gbzlomo otrafinda neco paylanmasimi  va ya
sopalonmaosini ¢ox zaman bilmok tolob olunur.

Tosadufi komiyyotin mimkin giymotlorinin onun
riyazi gOzlomasi otrafinda no doracads six sopalonmasi-
nin OlgUstnl gOstoran sabit adodo bu komiyyatin sape-
lonmo xarakteristikas1 deyilir. Burada tesadifi komiy-
yatin dispersiya vo orta kvadratik meyl adlanan sopo-
lonmo xarakteristikalarina baxilir.

Torif 1. X tosadifi komiyyotinin M[X] riyazi
g0zlomasi sonlu adad olduqda,

M[(X — M[X])?]
ifadasine homin X komiyyatinin dispersiyas1 deyilir va
D[X] ilo isaro edilir:
D[X] = M[(X — M[X])?] (1)

Xdsusi halda, X diskret tesadiifi komiyyat oldugda

onun dispersiyast

D[X] = Z(xk MIX]?P(X =x)  (2)

boraborliyi ilo, X kssﬂmsz tosadlfi komiyyat oldugda
iso

= 2, (x = MIXD?*P(x)dx 3
borabarliyi ilo toyin olunur.



Torifdon aydindir ki, istonilon tesadlfi kemiyyotin
dispersiyas: moanfi olmayan odaddir: D[X] = 0.

Riyazi gOzlomonin xassslorindon istifado edorak
(1) ifadesini asagidaki sokildo do yazmagq olar:

D[X] = M[X? — 2XM[X] + (M[X])?] =
= M[X?] - 2M[X] - M[X] + (M[X])? =
= M[X?] — (M[X])*
voya
D[X] = M[X?] — (M[X])*. (4)

Dispersiyanin monfi olmamasina asason istonilon

X tosadifi kemiyyati liglin (4) boarabarliyindon

M[X?] - (M[X])?* >0
voya

M[X?] = (M[X])* (5)
boraboarsizliyi alinir.

Tosadufi komiyyotin dispersiyasi onun mimkiin
qiymatlorinin riyazi gézlomasi atrafinda sopslonmasinin
sixhigint gBstormaosi asagidaki mihakimodon aydindir. X
tosadifi kemiyyatinin x;, qiymotlori M[X] riyazi g0zlo-
mosing ¢ox yaxm olduqda (2) cominin (x;, — M[X])?P,
hadlari ¢ox kigik adadlar vo buna gors doa (2) comi kigik
odad olur. Oksinag, X tosadufi komiyyatinin x;, qiymatlori
M|[X] riyazi gbzlomosindon uzaqda yerlosdikds

(x, — M[X])?P, hadlori boylk ododlor vo buna
gbro do (2) comi boylk oadad olur. Buradan aydindir ki,
D[X]adadini X tosadifi komiyyati giymotlorinin M [X]
orta qiymoti otrafinda sopolonmosinin 0Olglsli hesab
etmok olar.



Tosadufi komiyystin miUmkin qiymatlorinin riyazi
gbzlomo otrafinda sopslonmosinin xarakteristikalarin-
dan biri do orta kvadratik meyldir.

Torif 2. X tosadufi komiyyati dispersiyasimin kvad-
rat kOkUno homin komiyyatin orta kvadratik meyli

deyilir vo
olX] =/ DI[X] (6)
ils isara edilir.

Qeyd edok ki, X tosadifi komiyysti ilo onun
M[X] riyazi gbzlomasi eyni vahidlorlo 6l¢uldiyl halda,
onun D[X] dispersiyasi bu xassoys malik deyildir. X ko-
miyyatinin dispersiyast onun Ol¢ulduyt vahidlorin
kvadrati ilo ifado olunur. Lakin (6) barabaorliyi ilo toyin
olunan orta kvadratik meyl, X komiyystinin 6l¢tldlyl
vahidlorlo 6lculir, yoni X vo o[X] eyni6l¢lll komiyyat-
lordir. Buna g0ra do, X komiyyati qiymotlorinin sapo-
lonmosini onun 0zlnln ol¢lldlyl vahidlorlo ifads et-
mok Ucln dispersiyasini deyil, orta kvadratik meylini
hesablamaq lazimdir.

Misal 1. Normal gqanunla paylanmig X tesadifi
komiyyatinin dispersiyasini hesablamali.

Holli. Normal ganunla paylanmanin sixliq
funksiyasi

1 _(x—a)2

e 202
o\V2nm

oldugundan, X  komiyyotinin  dispersiyasi  (3)
baraborliyi ilo hesablanir:

P(x) =

)2

D[X] = 1 f(x—M[X])Ze_(xZ_Ta2 dx.

oV2m



Burada M[X] = a olmasimi nozoro aldigda vs
x —a = ot ovazlomosindan istifado etdikdo

1 [ _x-a)?
D[X] = f(x —a)’e 20 dx =
V2T .

2

a* 2,2 2
N L t?e” 7 dt mx/ﬂr o
voya
D[X]=0c%0[X]=0 (7)
alinir.
Misal 2.Mintozom paylanmis X tosadlfi komiyye-
tinin dispersiyasini tapmali.

Holli. Bu halda, milntozom paylanmanin sixliq
a+b

funksiyasimin (39.3.2-do.7) ifadosindon vo M[X] = —

olmasindan istifado etmok lazimdir. Onda (3)
dlsturuna gors

D[X] = J(x—a-l_b) P(x)dx =

olar.

Misal 3.Puasson ganunu ilo paylanmis X tosadufi
komiyyatinin dispersiyasini tapmali.

Holli. X komiyyotinin dispersiyasini (4) disturu
vasitosilo hesablayaq. Puasson paylanmasi Ugln
M[X] = A olmas1 molumdur. Indi M[X?] komiyyatini
hesablayaq:



M[X?] = [X(X 1)+ X] = M[X(X—l)]+M[X]=

Zk(k 1)—e"1+)l—

k-2
— 32 —AE 2
=2 (k 2)'+A A°+ A

(4) disturuna gOro alarlq
D[X] = M[X?] - (M[X])? =22 +21-2* =4

40.5.3. Dispersiyamin xassalori

Riyazi gOzlomonin xassolorindon istifado etmoklo
dispersiyanin asagidaki xassalorini isbat etmok olar.
I. Sabitin dispersiyasi sifra borabordir:
D[C]=0 (1)
Dogrudan da, X = C veo M[C] = C oldugundan
D[C] = M[C — M[C]?*] = M[0] = 0.
I1. istonilon C sabiti (iciin
D[CX] = C?*D[X] )
baraborliyi dogrudur.
Isbatr. M[CX] = CM[X] oldugundan
D[cX] = M[(CX — M[CX])?] = M[C*(X — M[X])?] =
= C’M[(X — M[X])?] = C?>DI[X].
ITI. Asih olmayan iki tasadufi kamiyyatin cominin
dispersiyasi onlarin dispersiyalar1 comina barabardir:
D[X + Y] = D[X] + D[Y] (3)
Isbat1 . Torifo goro



DX+ V| =M[(X+V—M[X+ V]y]=M(X-M[X])+
+(Y =MD =M[(X—M[X])" +2(X = M[X])(¥V -
— MY +(V = M[Y])'] = M[(X = M[X])"] - 2M[(X -
= MIX)(Y — MY+ M[(Y — M[V])*] = D[X]+
+ D[Y]+2M[(X — M| X])-(Y = M[V])]

almir. X vo Y komiyyoatlori asili olmadigindan,
X —M[X]voa Y — M[Y] komiyyatlori do asili deyildir.
Buna gors do riyazi gdzlomonin IV xassasino gOro
M[(X — M[XD(Y — M[Y])] =
= M[(X — MIXDIM[(Y — M[Y])] =
= (M[X] - MIXDM[Y]-M[Y]D =0
olar. Onda ovvoalki boraborlikdon tolob olunan (3)
boraborliyi alinir:
D[X + Y] = D[X] + D[Y].
Bu xasso sonlu sayda asili olmayan tesadlfi ko-
miyyatlorin comi Ug¢lin do dogrudur:
D[X;+ X, + ..+ X,] = D[X4] + D[X,] + ..+ D[X,] (4)
Natica. Asih olmayan istonilon iki tosadUfi komiyyat
Ucln
D[X — Y] = D[X] + D[Y] (5)
baraboarliyi dogrudur.
Dogrudan da, II va III xassaya gOra
D[X —Y] = D[X] + D[(—-1)Y] = D[X] + (—1)?D[Y] =
= D[X] + D[Y].
IV. Asili olmayan X vo Y tosadifi komiyyatlori
Uclin
D[XY] = M[X?]M[Y?] — (M[X])>(M[Y])? (6)



boraborliyi dogrudur.
Dogrudan da, torifo goro

DIXY|=M[(XY — M[XY] ] = M[(XY — M[X|M[V])!] =
= M{X2V? — QX YMXIM[Y] + (MXYM[Y])?] =
= M[X|MVH] =2 MX]}M[Y]) + (M[X](MY]) =
= M[X|M[V?] = MX]((M[¥])"

Tutaq ki, X tosadifi kemiyyatinin riyazi gozlo-
mosi M[X] sonlu odaddir. Onda X; = X — M[X] forqi
tosadlifi komiyyat olar. Bu komiyyots, yoni X — M[X]
forqino X kamiyyatinin meyli,

X —M[X] X-— M[X]

27 alX] D[X]
nisbatino iso homin komiyyatin normallasdirilms meyli
deyilir.
Bu meyllor ¢in
M[X,] = M[X — M[X]] = M[X] — M[X] = 0,
X-M[X]] D[x-M[X]] DI[X]

Dix] Dl JDIX] D[X] D[X]
boraborliklori dogrudur.

Misal. Asili olmayan n ardicil sinaq aparilir vo har
sinaqda A hadisasinin bas vermasi ehtimali eyni sabit p
odadidir. Bu sinaqglarda A hadisasinin bas vermasi sayi-
n1 gostoron X tosadlfi komiyyatinin dispersiyasini tap-
mali.

Holli. Tutaq ki, Xk ilo k — c1 sinagda A hadisasinin
bas vermosi say1 isaro edilmigdir. Onda X komiyyati




asili  olmayan X;,X,,...,X, komiyyatlorinin comina
borabor olar:

Buradan III xassaya gora
D[X] = D[X,] + D[X,] + ...+ D[X,] (8)

alinir. Hoar bir sinaq noticasinda A hadisasi ya bas verir
(X, =1), ya da bas vermir (X, = 0). A hadisassinin bas
vermoasi ehtimali p vo bas vermomasi ehtimaliq =1 —p
ododidir.

Beloliklo, Xk komiyyotlorinin har biri iki qiymaot
ala bilir: 1 ( p ehtimali ilo) vo 0 ( g ehtimali ilo). Buna
g0ro do istonilon k(k = 1, 2, ...,n) Ugln

M[X,]=1-p+0-q=p
olar. Onda (7) baraborliyino g0rs

M[X] = M[X,{] + M[X,]+ ..+ M[X,,] =np
voya

M[X] = np 9
alinir.
Indi D[X,] komiyyatini
D[X,] = M[X}] — (M[X,])? (10)

boraborliyi ilo hesablayaq. Xk komiyyati 1 vo 0 qiy-

motlorini uygun olaraq p vo q = 1 — p ehtimallari ilo ala

bilirso, onda X? komiyyati do 1 vo 0 giymatlorini uygun

olaraq p vo q = 1 — p ehtimallar ilo alar. Onda

M[X;]=1-p+0-q=p

olar vo (10) baraboarliyino glra
DIX,]=p—-p*=p(1-p)=pq

almir. Beloliklo, (8) boraborliyino ssason D[X] komiy-

yati hesablanir:



voya

D[X] = npq. (11)

Aldigimiz bu naticoni belo do sdylomok olar: n vo

p parametrli binomial qanunla paylanmis X tosadifi
komiyyatinin dispersiyasi npq adadina barabardir.

40.5.4. TosadUfi komiyyatin momentlori

Tosadufi kamiyyatin ala bildiyi giymatlori vo bu
qiymatlori hansi ehtimalla aldigini g6storon paylanma
funksiyasi onun on mikommaol xarakteristikasidir. Pay-
lanma funkiyasi iso bozon bir vo ya bir neg¢o para-
metrdon asili olur. Masalon, tesadiifi koamiyyatin nor-
mal paylanmasi iki parametrin verilmaosi ilo toyin olu-
nur. Paylanma funksiyasinin parametrlori, bir gayda
olaraq, tesadifi komiyyatin mihim ododi xarakteristi-
kalar1 olan mixtalif tortibli momentlor vasitosilo ifads
olunur. Tesadifi komiyyotin momentlorini hesabla-
magqla onun paylanma funksiyasini toyin etmok mim-
kin olur. Buna g0rs do tosadiifi komiyyatin momentlori
anlayislarinin ehtimal nazoriyyasinda bOylk shomiyyati
vardir.

Tosadifi komiyyatin ¢ox miUhim ododi xarak-
teristikalari olan riyazi g6zlomo va dispersiyasi da onun
xUsusi n0v momentloridir.



Torif 1: X» komiyyatinin riyazi gozlomosine X to-
sadifi kemiyyatinin n-tortibli baslangic momenti ( vo ya
n-tortibli momenti) deyilir va v, ilo isars olunur:

vn=M[X"]. (1)

(X — M[X])™ komiyyatinin riyazi g0zlomosins iso
X tosadifi komiyyatinin n tortibli morkezi momenti
deyilir vo

t=M[(X — M[X])"] 2)

Aydindir ki, X tosadifi komiyyatinin birtartibli

baslangic momenti onun riyazi gézlomasi

vi=M[X]. 3)
ikitortibli moarkozi momenti isa dispersiyasidir:
n=M[(X — M[X])?] =D[X]. 4)

Bundan basqa,
po=M[(X — M[X]D°]=M[1]=1,
w=M[(X — M[XD]= M[X]- M[X]=0
boraboarliklori dogrudur.
Tosadufi komiyyotin muxtolif tortibli baglangic v
morkozi momentlori arasinda sads oalagoalor vardir.
Mosalon, sado hesablamalar vasitasilo
p2=M[(X — M[X])?]=M[X? — 2M[X]X + (M[X])*]=
=v+v 12
p3=M[(X — M[X])3]=M[X3 — 3X?M[X] +
+3X(M[X])2 — (M[X])*]=mIX?] -
SMIXMIX]+2MIX]D3 = via-3v 1 vat+2vs,
W=v44v3vi+6 v2v2-3 vt
va s. Kimi minasibatlor alinir. Bu dUsturlarin statisti-
kada bOyuk shomiyyati vardir.
Tok yiksaktortibli momentlori paylanmanin “asim-
metrikliyinin” xarakteristikas1 hesab etmok olar. Dog-



rudan da, paylanma riyazi g0zlomoys nozoran simmet-
rik oldugda

M[(x-M[X]D"] = 0 (n tok ododdir)
olar. Mosalon, kosilmoz tesadiifi  komiyyotin pay-
lanmas1 riyazi kesilmoys nozoran simmetrik oldugda

U, = j(x —M[X]D"p(x)dx ntok ododdir
momenti tok funksiyanin simmetrik oblasti Uzro g0tl-
rilmis inteqrali oldugu U¢ln sifra baraboardir.

Paylanmanin asimmetrikliyinin xarakteristikasi
olaraq hor bir tok indeksli momenti gOtlirmak olar. Ol-
batto , bu mogsadlo Ugtatibli momenti gétlirmok daha
mogsadouygundur.Tosadlfi komiyyatin Ugtortibli mo-
menti onun Ol¢l vahidinin kubu ilo Ol¢ullr. Buna gors
do asimmetrikliyin Olc¢lsliz xarakteristikasin1 almagq
Ucln Ucgtortibli momentin, orta kvadratik meylin Ugtor-
tibli qlivvatino nisbati gOtUrilir:

p=t3 . (5)
p adadins asimmetriya omsali deyilir.

Tosadufi kemiyyatin paylanmasi simmetrik oldug-
da p=0 , simmetrik olmadigda iso p+#0 olar. Xisusi
halda, normal ganunla paylanmis tesadifi komiyyat
Uctn p=0 olar.

Tosadifi komiyystin baslangic vo morkez moment-
lorindon basqa, onun miutloq vo morkozi miitlog mo-
mentlorine do baxilir.

X tosadifi komiyyatinin n-tortibli mitloq va
morkozi mitlog momenti uygun olaraq

a, =M[|X]"]



\&)
fn=MI|X — M[X]|"]
baraborliklori ilo toyin edilir.
Clttortibli mitloqg momentlorlo adi momentlor Ust-
Usto distr.

40.5.5 Kovariasiya va korrelyasiya omsah

Iki tosadifi komiyyotin asili olmamasi anlayist
owvalki, m6vzularda toyin edilmisdir. X vo Y tosadifi
komiyyatlorinin meyllori hasilinin riyazi gbzlomosi, yoni

M[X(X-M[X](Y-M[Y])] (D)
komiyyati onlarin asililiginin  xarakteristikas1 kimi
gOtUralir.

(1) adodine X va Y komiyyatlorinin kovariasiyasi
va ya rabito momenti deyilir vo

cov(X,Y)=M[(X-M[X])(Y-M[Y])] 2)
kimi isars edilir.Buradan aydindir ki,
cov(X,Y)=cov(Y,X)
borabarliyi Odenir.
Riyazi gOzlomonin xassalorindan istifado edorak ,
(2) ifadasini
cov(X,Y)=M[XY-XM[Y]-YM
[XI*M[XIM[Y]]=M[XY]-M[X]M[Y]
vaya
cov(X,Y)=M[XY]-M[X]M[Y] (3)
soklindo yazmagq olar.

Xususi halda, (3) barabarliyindo X=Y gotlrdikds

cov(X, X)=M[X?]-(M[X])?



minasibati vo buradan da dispersiyanin molum ifadosi-
no 9sason

cov(X,X)=DI[X] 4)
boraborliyi alinir.

Asili olmayan X vo Y tosadifi komiyyatlori
M[XY]=M[X]M[Y]

minasibatini 6dadiyindon, onlar i¢iin (3) baraboarliyin-
don

cov(X,Y)=0 (%)
boraborliyi alinir. Buradan aydindir ki, cov(X,Y)#0
sortini 0doyon X vo Y tosadifi komiyyatlori asilidir. On-
larin asililigint cov(X,Y) komiyyati ilo xarakterizo et-
mok olverisli deyildir, ¢linki bu komiyyat tesadifi X va
Y komiyyatlorinin 06l¢lldiyl vahiddon asilidir. Buna
g0ro do, X vo Y tosadifi komiyyatlorinin asililigini ko-
miyyatco xarakterizo etmok U¢lUn homin komiyyatlorin
normallasmis meyllorinin kovariasiyasi olan

X-M[X Y-M|Y
(X Y)=M[ TR 5]

vaya
(x ) M (6)

o[X]o[Y]
komiyyati gotlrulir. Bu ifads adsiz adaddir. Ona X vo
Y komiyyatlorinin korrelyasiyasi omsah deyilir.

X vo Y tosadifi komiyyatlorinin asili olmamasi
Ucln onlarin korrelyasiya omsalinin sifra baraboar olma-
st zoruri gortdir, lakin kafi deyildir. p(X,Y)=0 olmasin-
dan X vo Y komiyyatlorinin asili olmamasi ¢ixir. Masa-
lon, tutaq ki, X ilo koordinat baslangici strafinda sim-
metrik paylanmis tosadifi komiyyot isaro edilmisdir.
Onda [M]=0 va Y=X2 tosadifi kemiyyati U¢lin



M[XY]=M[X3]=0=M[X]M[Y]
\)

cov[X,YI=M[XY]-M[X]M[Y]=0
olar.Buradan (6) dusturuna goro p(X,Y)=0 borabarliyi
alinir.Demoli, funksiyonal asili olan X vo Y toesadifi
komiyyatlari (Y=X2) l¢in p(X,Y)=0 barabarliyi 6donir.

Korrelyasiya amsah sifra borabar olan tasadufi
kamiyyatlora korrelyasiyalanmamis (bozon,*“asili olma-
yan” ), korrelyasiya amsah sifra borabor olmayan tosa-
dOfi komiyyotlora iso korrelyasiyalanmis komiyyatlor
deyilir.

Yuxarida dediklorimiz gOstorir ki, asili olmayan
tosadifi komiyyotlor korreyasiyalanmamis komiyyatlor-
dir. Lakin korreyasiyalanmis komiyyatlorin asili olma-
digin1 h6km etmok olmaz. Demaoli, tasadUfi komiyyat-
lorin asili olmamasi, onlarin korrelyasiyalanmamis ol-
masina nazaran glcll sortdir.

Normal paylanmis tasadlfi kemiyyatlor (¢ilin iso
asili olmamagq vo korrelyasiyalanmamaq anlayislar: ek-
vivalentdir:

Normal paylanmis X vo Y tasadifi komiyyatlorinin
asili olmamasi U¢Un onlarin korrelyasiya amsalimin sifra
barabor olmasi (yoni korrelyasilanmams olmalari, zoruri
va kafi sortdir.

Eyni zamanda (6) barabarliyindon aydindir ki, X
va Y komiyyatlorinin korreyasiyalanmamis olmasi on-
larin kovariasiyasinin sifra borabor olmasi i¢ln zoruri
vo kafi sortdir.

Korrelyasiya omsalinin bir sira xassalori vardir:



1)Korrelyasiya omsalinin mutlaq qiymati vahiddon
bOyUk deyildir,yoni istonilon X vo Y tasadifi komiyya-
lori UcUn

lp(X, V) <1 (7)
boraborliyi 6danilir.
Dogrudan da,
x-M[x] , v-M[Y\?]_ cov[xy]
OSM[( olx] — o] ) ]_ =% olxloly]

= 2[1 4 p(X,Y)]
minasibatino asason
l-p(X,Y)=0, 1+pX,Y)=0
baraborliklori 6donilmoalidir. Buradan,

1< p(X,Y) <1
va ya talab olunan
lpX, V<1
boraboarsizliyi alinir.
(7) barabarsizliyini

lcov(X,Y)| < a[X] - olY]

lcov(X,Y)| < /D[X]D[Y]
kimi do yazmagq olar.

2) X va Y tosadifi komiyyatlorinin xatti cevirmasi,
onlarin korrelyasiya amsalimn muitloq qiymotini doyis-
mir, yoni istonilon sabit a,b,c,d adadlori Ucln

lp(aX + b,cY +d)| = |p(X,Y)| 8)

Boraborliyi dogrudur.

Dogrudan da, torifo gOra

voya



p (aX+b,cY+d) = M[(aX+b)(cY+d)]-M[aX+DbM[cY+d] _

\DlaX+b]D[cY +d]

p(X,Y)

ac(M[XY] —-M[XIM[Y]) _ ac

a?D[X]-c2D[Y] lac|

oldugundan (8) barabarliyi 6danilir,
3)Sabit a va b adadlari Gglin Y=aX+b olduqda,

lp(X,Y)|=1 )
barabarliyi ddanilir.
Dogrudan da,
(X,Y) = M[X(ax+b)]-M[X]M[aX+b] _ a[M[x%]-(M[X])?]
p JD[X]'D[aX+b] a?(D[X ])2
_ _ aD[X]
~ lalD[x]

oldugundan, (9) baraborliyi 6danilir.

Aparilan mihakimadon aydindir ki, a>0 oldugda
p(X,Y)=1,a< 0olduqda iss p(X,Y)= -1 olar.

Iki tosadlfi komiyyotin cominin vo farginin
dispersiyasint onlarin kovariasiyas: vasitosilo ifado
etmok olar.

Dogrudan da,

D[X+Y] = M[((X £ Y) - M[X £ Y])?] =
M[((X—M[X]) £ (Y = M[Y])?] = M[[Y — M[Y])*] +
+M[(Y — M[Y])?] £ 2M[(X — M[X])(Y — M[Y])] =
= D[X]+ D[Y] £ 2cov(X,Y)

miinasibatindon
D[X+Y] = D[X] + D[Y] + 2cov(X,Y)  (10)
boraborliyi alinir.

Xususi halda, X vo Y tosadifi komiyyatlori asili
olmadiqda cov(X,Y)=0 olar va (10) barabarliyi

D[X+Y]=D[X]+D[Y] (11)



soklindo yazilir.Bu natico istonilon sonlu sayda asili ol-
mayan Xi,X2,...,Xn tosadifi komiyyatlorinin ¢omi Ugln
do dogrudur:
D[Xi+Xo+...+Xn]=D[Xi]+D[Xz]+...+D[Xs] (12)
Buradan, n dono asili olmayan tesadufi kemiyyatin
hesabi ortasinin dispersiyasi U¢lin

D= [X1+X2+ +Xn] _ D[X1]+D[Xfl]2+---+D[Xn] (13)
disturu, D[Xi] = D[X2] =...=D[X.]=DI[X] oldugda
189

D= [X1+X2+ +Xn]_D£lX] (14)

dlsturu alinir.

40.5.6. Korrelyasion asililiq va xatti reqressiya.
Korrelyasiya vo reqressiya analizi.

Tutaq ki, iki tesadlfi komiyyatin biri artdiqda o
birisi bundan asili olaraq orta hesabla, xatti olaraq ya
artir, ya da azalir. Onda deyirlor ki, homin komiyyatlor
arasinda xotti ehtimal asillilhiq vardir. Xisusi halda, X
vo Y tosadifi komiyyatlori arasinda olan Y =aX + b
soklindo xotti funksional asililiq, homin komiyyatlorin
xotti ehtimal asililigina on yaxsi misaldir.

Indi tutaq ki, Y komiyyati X — in xotti funksiyasi
deyildir. Lakin Y komiyyatini X — in xotti funksiyasi
olan ¢@(X) = aX + B soklindo funksiyalarla yaxin-
lagdirmaq lazimdir.

Y~@x)=aX+p (1)

Elo ayvoe B, omsallar1 tapmaq lazimdir ki,
@o(X) = axX+p, xotti funksiyas: hor hansi monada Y
komiyyatino daha yaxin olsun. Bu mosoloni muxtalif



Usullarla holl etmok olar. Y komiyyatino “on yaxin”
olan ¢ (X) funksiyasinin amsallar1 Y — ¢ (X) forqi xota-
sinin hesablanma qaydasina asaslanan muxtalif Gsullar-
la tapilir. Burada homin maosalo an kigik kvadratlar
Usulu ilo hall edilir.
Ikidayisonli
F(a,p) =M [(Y = oX)’| = MI(Y — aX - p)?]
funksiyasinin (riyazi gzlomonin) on kigik qiymaot aldigi
Po(X) = apX + B funksiyasina Y komiyyotino orta
kvadratik monada an yaxs1 yaxinlasan funksiya deyilir.
Verilmis Y komiyyatino orta kvadratik monada an
yaxsi yaxinlasan xotti funksiyanin varligini géstormok
¢otin deyildir.
Dogrudan da,
m, = M[X],m, = M[Y],o[X] = {D[X],o[Y] = {/D[Y]
isaralorini vo
M[X —m,] = M[Y —m,| =0,
M[(X —m)(Y —m,)| = cov (X,Y) = po [X]o[Y]
oldugunu nozoro aldigda, homin funksiyani

F(a,B) =M [{(Y — my) —aX —m,)+

(my — —amx—ﬁ)}z] =M [(Y—my)z] +
+a’M[(X — —my)?]+(m, — am, — ﬁ)z —
—2apo[X]o[Y] = D[Y] + a*D[X]+(m, — am, —
~B)° - 2apolXlolY] = (o[YD*+a(a[X])* +

+(my —am, — ,8)2 — 2apa([X]olY]
soklinds yazmaq olar. Buradan



F(a,B) = (ad[X] — pa[Y])? + (e[YD*(1 - p*) +
+(my —am, — ﬁ)z (2)
boraborliyi alinir. (2) boraborliyinin sag torofindoki
ifadonin on kigik olmasi Ugiin

aolX]| — palY] =0,
{my —am,—f=0
boraborliklori O0donilmoalidir. Bu sistemdon F(a, )
funksiyasinin an kigik qiymot aldig1 «, vea 5, omsallari
tapilir:

( b ol¥] _
olx] "
| olY] 3)
Lﬂ =m, — pmmx = ﬁO
Omsallar1 (3) barabarliklori ilo toyin olunan
olY] olY]
Po(X) = agX + o = me +m, — P o™
voya
Y
(Po(X) =my+p%(x_mx) (4)

xotti funksiyast Y komiyyatino orta kvadratik monada
on yaxsi yaxinlasan xotti funksiyadir. Bu halda, F(«, )
funksiyasinin aldigi an kigik qiymat

F(ay, By) = (a[Y*(1 - p?) (5)
olar. (5) ifadesine Y tosadifi kemiyyatinin X komiyye-
tino nozoron qahlq dispersiyasi deyilir. Qaliq dispersiyasi
Y komiyyatini ¢@y(X) = ayX + B, xotti funksiyasi ilo
ovoz etdikdo buraxilan xotami xarakterizo edir. p?
komiyyati vahido yaxin oldugda X vo Y komiyyatlori
arasindaki xotti asililiq glcld, sifra yaxin olduqda iso



zaif olur. p? = 1 olduqda iso qaliq dispersiyas1 sifra
borabordir, yoni X vo Y komiyyatlori arasinda xotti
funksional asililiq vardir.

Demoli, X vo Y komiyyatlorinin p = p(X,Y) kor-
relyasiya omsali bu koamiyyatlor arasindaki istonilon asi-
lihgr deyil, ancaq xotti asililigt xarakterizo edir.
Korrelyasiya omsali komiyyatlor arasindaki xotti asi-
liligin Olcusidir, yoni bu amsal bir tesadiifi komiyyatin
digor komiyyatin xatti funksiyasi soklindo hansi1 daqig-
liklo gOstorilo bildiyini gOstorir. Buna gbro do, bozon
p(X,Y) komiyyatino xotti asihiiq amsah deyilir.(4) funk-
siyasina Y tosadifi kamiyyatinin X komiyyatino nozo-

ron orta kvadratik reqressiyasi, ay = p % komiyyatino

reqressiya amsali,

olY]

o (X~ m) (®)
diz xottino iso orta kvadratik reqressiya diiz xotti
deyilir. Eyni gqayda ilo X tesadifi kemiyyatinin Y ko-
miyyatino nozoron orta kvadratik reqressiyasi,
reqressiya amsali va

Y—-m,=p

olY]

X—mx=pm (Y—my) (7)

orta kvadratik reqressiya diz xotti toyin edilir.
Aydindir ki, (6) va (7) reqressiya diiz xatlorinin hor ikisi
(mx, my) ndqtesindon kegir. Bu ndqte X vo Y tosadifi
komiyyatlorinin birga paylanma morkazi adlanir.



XXXXI FOSIL. BAS YIGIM VO SECMO ANLAYISL.
RiYAZIi STATISTIKANIN ELEMENTLORI.

41.1.1. Riyazi statistikanin masaslalori hagqinda

Ehtimal nozariyyssindo Oyranilon ganunlar riyazi
abstraksiya olmayib, bir ¢ox kitlovi hadisa va proseslo-
ro xas olan real qanuna uygunluglardir. Hor bir belo
ganunauygunlugu mioyyan etmok Uc¢ln kifayat godor
tocrliba vo miisahidoalor aparilir. Bu tocriiba vo misahi-
dolorin naticalori vo ham ds basqa yolla alinmis miisa-
hidalorin naticasini geyd etmok, onlar1 qruplasdirmaq
vo analiz etmok Usullar1 riyazi statisrika elmindo
muioyyon edilir. Riyazi statistikada muixtalif mosalolor
Oyronilir.

Bunlardan statistik molumatlarin toplanma vo
qruplasdirilmasini, namoslum paylanma funksiyasinin
va paylanma parametrlorinin qiymoatlondirilmasini (on-
larin minasib toqribi qiymatlorinin tapilmasini), bir to-
sadlfi kamiyyatin basqa tosadifi komiyyatlordon asilili-
ginin qiymotlondirilmoasini, namslum paylanmanin n0-
vl vo nOvl molum olan paylanmanin parametrlorinin
giymatlori haqqinda forziyyslorin statistik yoxlanma-
sin1 va basqgalarini gbstarmok olar.

41.1.2. Bas y181m va seCm? anlayisi

Tutaq ki, sonlu vo ya sonsuz sayda eyni n6v ob-
yektlor ¢coxluguna baxilir vo bu ¢oxlugu toskil edon ele-



mentlorin mioyyan olamoti (vo ya xassoni) Odomosi
tadqiq edilir.

Baxilan olamot toesadifi kemiyyatdir vo onun qiy-
moti bir elementdon basqasina kec¢dikds doyisir. Mo-
solon, bir zavodda hazirlanmis detallarin tolob olunan
standarta uygun olmasi slamaoti, detallarin mlisyyon 61-
cllorinin doqiqliyi alamati va s. tadqiq edils bilor. Cox-
lugu toskil edon elementlorin say1 az oldugda, onun bi-
tln elementlorinin homin slamati 6doyib — 6domomosini
yoxlamaq olar, lakin elementlorin say1 ¢ox boyuk ol-
dugda bu mimkin deyildir. Coxlugun baxilan element-
larinin tolob olunan slamati 6domasini yoxlamaq bazon
bOylk ¢atinliklorla baglh olur va ya bu is boyuk xorc to-
lob edir.

Buna g6ros do, ¢ox zaman baxilan ¢oxlugun bitin
elementlori deyil, ondan tesadiifi olaraq se¢ilon mohdud
sayda elementlor tadqiq edilir vo alinan naticoys asasan
Umumi ¢oxluq elementlorinin talob edilon olamoti
0domosi haqqinda muoyyon fikir ylrudilir. Bu halda,
misahids va ya tadqiq olunan ¢oxlug bas yigim va on-
dan tosadifi gokildo segilon kigik hocmli ¢oxluq (ele-
mentlor yigimi) iso tasadifi seCmo yigim vo ya qisaca
secmd adlanir. Yigm toskil edon elementlorin sayina
onun hocmi deyilir.

Mosalon, 10 000 elementi olan ¢oxlugdan tolob
edilon slamatin 6donilmasini yoxlamaq Uc¢lm 100 tosa-
difi element segilmisdirsa, onda bas yigimin hacmi

N =10000 vo tesadifi secmo yigimin hocmi iso
n = 100 olar.



Burada baxilan bas yigim vo tosadifi segmo y1gim
anlayislar1 yeni olsa da, onlar mahiyystco paylanma
ganunu tadqiq edilon mioyyon tosadiifi komiyyatin
aldig1 giymotlor ¢oxlugundan basga bir sey deyildir.
Bunu asagidaki kimi basa diismak lazimdir.

Tutaq ki, paylanma funksiyasi F(x) olan X
tosadiifi komiyyati miloyyon sinaglar naticesinda X qiy-
motlorini ala bilir. Bu halda, paylanma funksiyas1 F(x)
olan X tosadifi komiyyotin ovozine, “x qiymaetlorinin
bas yigim1” vo ya “paylanma funksiyasi F(x) olan bas
yigim” istilahi isladilir.

X tosadifi kemiyysti smaq naticasindo x giymatini
alir ovozing is9, “bas y1gimin x qiymotlorinin tosadufi biri-
nin seGilmosi” istilah1 islodilir. Aparilan n asili olmayan
smaq noaticesinds X komiyyatinin aldigr x4, x5, ..., X, qiy-
motlori bas yigimdan tesadifi segilon yigim adlanir, n
adadi bu y1gimin hacmidir.

Riyazi statistikanin asas masoalosi bas yigimdan to-
sadufi ayrilan xq,x,, ..., %, se¢mo yigimin xassalorino
osason bas yigimin uygun xassolori hagqinda diizgln
elmi naticalor almaqdir. Se¢mo yi1gim muxtalif Usullarla
dlzoldils bilor.

Tutaq ki, bas yigimin elementlorindon biri tasadiifi
secilir, todqiq edilir vo yenidon bas yigima qaytarilir.
Bu prosesi n dofs tokrar etdikdos, hacmi n olan takrarh
secmad y1gim adlanir.

Bas yigimin tosadifi segilon elementlori yenidon
bas yigima qaytarilmadigda iso tokrarsiz seCmo yigim
adlanir. Praktikada asason tokrarsiz se¢modon istifado
olunur. Bunun sababi odur ki, tokrarsiz segmoads daha



¢ox element miisahido olunur vo alinan naticalor bas
y1gimin uygun naticalorini daha dlizgin ifads edir.

Umumiyyatlo, segmo yi1gmm elo olmalidir ki, o bas
yigimin uygun xassolorini daha dizgln ifads etsin.
Buna se¢mo yi1gimin nimayandsli (reprezentativ) olmasi
xassasi deyilir.

Bas yigimin biitln elementlorinin se¢mo yigima
diismo ehtimali eynidirse vo se¢moa yigimin bitiln ele-
mentlori bas yigimdan tesadufi segilirso, onda boyik
odadlor qanununa gbro homin se¢gmonin niimayandoli
olma xassasi vardir.

41.1.3. Empirik paylanma funksiyasi

Tutaq ki, paylanma funksiyasi F(x) olan bas y1gim-
dan x;, x5, ..., x,, tosadufi segcmo y1gim ayrilmisdir. Segilon
bu x, giymatlorino variantlar, hamin giymatlorin artan
ardicilliq soklinda

X(1) < X(2) <...< X(n) (1)
yaziligina iso variasiya sirasi deyilir.
X1y = Min{xq, Xy, ..., Xp}, X(ny = max{xy, x5, ..., X, }.

Segmonin osas xaeakteristikalarindan biri  onun
paylanmasidir. Tutaq ki, segmoani toskil edon x4, x5, ..., X,
giymatlorini eyni % chtimali ilo ala bilon kdmokgi diskret

tosadufi kemiyyat X™* ilo isars edilmisdir:
1
Pr=PX =x) = ;,k =1,2,..,n

Diskret tosadufi X* komiyyatinin paylanmasina
X1, X2, -, Xy SECMInin paylanmasi deyilir. Tosadufi sec-



moni togkil edan x4, x5, ..., x,, adadlarinin x — doan kigik
olanlarinin saymi u, (x) ile isars etsok, onda
x
P(X* <x)= P () (2)

olar. Bu ifadoys se¢cmonin paylanma funksiyas1 vo ya
empirik paylanma funksiyasi deyilir vo F; (x) ilo isara
edilir:

Fr (x) = 2 (3)

Hadisonin bagsverms tezliyi onun ehyimalinin taqribi
giymoti oldugu kimi tosadlfi komiyyat olan E; (x) funksi-
yast da bas yigimin F(x) paylanma funksiyasinin (buna
bozon bas yigimin nozori paylanma funksiyasi da deyilir)
togribi giymoti hesab oluna bilar. (3) empirik paylanma
funksiyasinin bas yigimin F(x) paylanma funksiyasinin
xassaloring oxsar xassolori vardir: azalmayandir, qiymotlo-
ri [0,1] pargasinda yerlosir va Fy (x(y)) = 0, F; (x) =

=1 (X > x(y)) borabarliklorini odayir.

Bernulli teoremina gbro n — o sortindo segmanin
E; (x) empirik paylanma funksiyasi ehtimala goro bas
yigimin F(x) paylanma funksiyasina yigilir, yani istonilon

x(—o0 < x < ) va9 £ > 0 odadladi ciin

LimP(|F;,(x) —F(x)| <) =1 4)

minasibati  6donilir. Bu gostorir ki, se¢monin E; (x)
empirik paylanma funksiyasini bas yigimin F(x) paylanma
funksiyasinin toqribi qiymati kimi gotirmok olar.

Se¢moni va onun paylanmasini ayani tasavvir eymok
ucln grafiklordan istifads olunur.9vvalca se¢monin empi-
rik paylanma funksiyasinin qrafikini quraq. y = F; (x)

: o : 1 .
funksiyas1 se¢cmonin iki qonsu elementi arasinda - — nin
n



mislina barabar olan, yani % soklinda sabit giymaot alir.
Secmonin x, noqtalari homin funksiyanin sonlu sigrayish
kasilma noqtalaridir vo bu négtalords onun sigrayisi %(Va

ya m dona X( noqtesi Ust — Uste diisdiikde %) adadina

borabordir. Bunlar gostorir ki, y = E;(x) funksiyasimnin
grafiki 1 — ci sokildo gostarildiyi kimi pillovari xatdir.

by

y=A *x)
I |

| I '
| |

— , .
| B 1

7 A, X

«

Sakil 1.

Se¢monin basqa bir hondasi g0starilisi do onun his-
toqramdir.

Se¢monin histogramini qurmagq ti¢lin adod oxu zo-
rindo sonlu sayda [ay, ai.+1] (k =0,1,2,...,n) pargalari
gotaralur.  Secmonin  bu parcalarda yerloson X
noqtalorinin say1 uygun olaraq v, (k = 0,1, 2, ..., n) olsun.
Indi hor bir [ay, ax4] parcast iizerinda, oturacagi homin
parca vo hundurliyld v, olan diizbucali quraq. Alinan
pillovari  fiqur (sokil 2) xq,x5,..,%, SECMAasIinin
histoqrami adlanir.
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Sakil 2.

Se¢monin histogrami vo onun empirik paylanma
funksiyasinin grafiki bag yigimm namoslum F(x) paylanma
funksiyasinin sokli hagqinda miiayyan fikir séylomays im-
kan verir.

41.2.1. Se¢manin adadi xarakteristikalar

Tutaq ki, paylanma funksiyasi F(x) olan bas y1gim-
dan xq,xy,...,x, tosadufi segmo yigim ayrilmigdir. Bu
secmoni toskil edon x4, x5, ..., x, qiymatlorini eyni % eh-
timali ilo ala bilon vo avvalki paragrafda toyin olunmus
kdmokgi diskret tosadifi X* komiyyatinin ododi xarak-
teristikalarina (riyazi gézloma, dispersiya, momentlor vo
S.) secmonin adadi xarakteristikalar1 deyilir. Burada

nazars almaq lazimdir ki,

1
Pk ( Xy) n

Vo xususi halda, segmo daxilinds x;, gqiymoti m dofo tokrar
olunduqgda

m
Pr = P(X" = x;) =
olar. Diskret tasadiifi X* kamiyyatinin riyazi gozlomasi



n

M[X"] z PrXk = Z (1)

Kimi toyin olunur. (1) |fadasma se(;menln riyazi gozlamasi
(orta giymati) deyilir vo x ils isars edilir:

n

x=% > % @)

k=1
X* komiyyatinin dispersiyasina se¢manin dispersi-
yasi deyilir va s? ilo isaro edilir:

n
1
=DIX]=2> (-9
=i
Se¢monin r — tortibli momenti (vo ya baslangic
momenti) vo markozi momenti uygun olaraq

1 n
a=— > x @
k;l
1
my =3 ) (= (5)

diisturlari ilo toyin olunur. Aydindir ki,
a, =X vo my, =s*=D[X"]

olar. (2) — (5) diisturlarindan aydindir ki, se¢gmanin xarak-
teristik adodlorinin toriflori tosadlfi kemiyyatlorin xarakte-
ristik odadlori toriflorinin tamamilo analoqudur. Fargi bu-
rasindadir ki, segmo yigimin xarakteristik adadlarini toyin
edorkon riyazi gozlomoa ovoazino segmonin orta giymaoti
gotaralar,



Bas yigimin N hacmi kifayat qodor boyiik oldugda
secmo yigimin paylanmasi vo xarakteristikalar1 aslindo N
— don asili olmur. Buna gora da, bas y1gimin hacminin ¢ox
zaman sonsuz hesab edirlor. Se¢moa y1gimin hacmi isa ha-
miso mohdud goturalir. Lakin segmo yigimin n hacmi
geyri — mohdud artdigda onun xarakteristik odadlori bag
yigimin uygun xarakteristik adadlorina yaxinlasir. Buna
goro do n —nin boylk giymatlarinds segcmanin xarakte-
ristik odadlorini bas yigimm (X tesadlfi kemiyyatinin)
uygun xarakteristik ododlorinin togribi giymotlori hesab
edirlar:

(4) vo (5) ifadolori iso bas y1gimin ( vo ya X tosadufi
komiyyatinin) uygun baslangic vo markazi momentlarinin
toqribi giymatlori kimi goturuldr:

a, =V, = M[XT],

. m, ~ p,. = M[(X — M[X]"].

Indi segmo y1gimin riyazi gézlomasinin (vo ya orta
giymatinin) riyazi g6zlomasini vo dispersiyasini hesabla-
yaq. Bu moagsadla segmoni taskil edan X, qiymatlorinin asi-
1 olmayan vo X tosadifi komiyyati ilo eyni paylanmasi
olan tesadlfi kamiyyatlor oldugunu nazors almaq lazim-
dir. Onda

MIE = Y Minl =~ > MIX] = MIX] = v,
k=1 k=1



D[7]=%ZD[xk]=lZD[X]=M=&

n? n n
k=1 k=1
Vo ya
M[x] = M[X], (6)
D[z =X 7)
olar. Eyni gqayda ilo
Mla,] = M[X"Z] (8)
Dla,] = ern— Vr ©)

borabarliklarini ds isbat etmak olar.
Se¢mo yigimin dispersiyasinin riyazi gézlomasini vo
dispersiyasini hesablamagq iigiin onun (3) ifadssini

§ = % kzlm V) - (v—B)?

soklinds yazag. Buradan
M[(x, —v)*] = M](X —v)?] = M[(X —
—M[X])?] = D[X]
Vo
M[(v-%)?] = D[x] = ?
baraborlikloring asason

M(s?] = nDn[X] B D1[1X] _ n; 1 DIX]

almir. Demoli, segmoanin s? dispersiyasmin riyazi gozlo-
moasi bas yigimin (vo ya X tasadifi komiyyatinin) dispersi-
yasina barabor deyildir. Lakin s? avozino

5= |—s, $2=—s2 (10)




borabarliyi ilo toyin olunan §2 komiyyotini gétirdikdo,
tolob olunan
M[5%] = D[X] (11)
boraborliyi alinir, yoni 52 komiyyatinin riyazi gozlomasi
bas yigimin dispersiyasina barabar olur. (10) ifadasine
secmoa yigimin mashihli (dizealis edilmis) dispersiyasi
deyilir.
Eyni gqayda ila
pls?] = M4 = 1 2(p ~ ") LM —33u%
n n n
barabarliyi vo buradan da n — nin kifayat godor boylk
giymatlorinda

D[s?] =
toqribi boraborliyi alinir.

Ha —[,t%
n

41.2.2. Paylanma parametrlarinin statistik
giymatlandirilmasi

Tutaq ki, baxilan X tosadifi komiyyatinin (vo ya bas
y1gimin) paylanma funksiyast malum deyildir. Bu funksi-
yani tapmaq li¢iin asili olmayan n siaq aparilmig va noti-
codo X tosadufi kamiyyatinin x4, x,, ..., x, qiymatlori ta-
pilmisdir (bas yigimdan x4, x5, ..., X, S€CMo yigim ay-
rilmigdir). Bu tapilmis x4, x5, ..., X, qiymatlorina asason
namslum F(x) paylanma funksiyasini tapmaq olarmi?
Miisahido naticasindo alinmis x4, x5, ..., x, giymatlarino
osason axtarilan paylanma funksiyast haqqinda miioyyon
fikir sOylomak {igiin onlarin say1 (segmonin n hacmi) ¢ox
boyiik olmalidir. Praktikada isa belo olmur. Misahidalarin



naticasi adaton mahdud olur, yani 10, 20 va ya bazon daha
da az olur. Bu halda hamin odadloro asasen paylanma
funksiyas1 haqqinda asash fikir s6ylomak mimkin olmur.

Lakin bir ¢ox hallarda paylanma funksiyas1 malum ol-
masa da, onun hansi sokilds funksiya oldugu vo ya mioy-
yan sayda parametrdon asili olan funksiyalar sinfino daxil
oldugu molum olur: F(x) = F(x, 6, 6,, ..., 6,). Bu halda,
namolum F(x) paylanma funksiyasinin tapilmasi moasalasi,
onun namalum 64, 6,, ..., 8,, parametrlarinin segcmoa y1gimin
X1, X5, ., X Qiymatlorino osason tapilmasi masalasing
gotirilir. Olbotto, nozoro almaq lazimdir ki, imumiyyatlo
secmoa y1gimin giymatlori vasitasilo namalum parametrlorin
dagiq giymatlorini tapmagq mimkin deyildir, bu yolla ho-
min parametrlorin ancaq mioayyan togribi giymatlorini tap-
maq olar. Paramertlarin togribi giymatlorinin tapilmasina
onlarin giymatlandirilmasi deyilir.

Riyazi statistikanin bu miithiim mosalosini bir namo-
lum parametr Ggln belo sOylomok olar. Tutaq ki,
F(x) = F(x,0)
paylanma funksiyasi bir namolum 6 parametrindon asili
olan bas yigimdan x4, x5, ..., X, S€¢mMo y1gimi1 ayrilmisdir.
Se¢monin bu x4, x5, ..., x,, giymatlorindon asili olan vo
axtarilan 6 parametrinin togribi qgiymatini vero bilon

6, (x4, x4, ..., x,) funksiyasini tapmaq tolob olunur.

Se¢mo yigimdan asili olan har bir 6;; = 6;; (x4, x3, ..., x)
funksiyasina statistika deyilir. Hor bir 8,, statistikas1 pay-
lanma funksiyasinin namalum paramertlarinin giymat-
landirilmasi adlanir.



Belo bir sual garsiya ¢ixir: hansi sortlori 6dayan
0, (xq, x5, ..., x,) funksiyasin1 8 parametri ¢lin on yaxsi
(vo ya sadaca yaxsi) gqiymatlondirma hesab etmok olar?

Bu mosoloni todqiq etmok Ggun, forz edok Kki,
X1, X5, .., X, oOodlori eyni paylanma funksiyas: olan
X1, X3, ..., X, tosadlfi kamiyyatlorinin uygun qiymatloridir.
Onda 0,; = 6, (x4, x5, ..., X,) funksiyasi asili olmayan vo
eyni F(x,0) paylanma funksiyasina malik olan n sayda
Xy, X5, ..., X, tosadifi komiyyatin va ya bir dono n — 6l¢uli
X = (Xy,X;, ..., Xp,) tosadiifi vektorunun funksiyasi olar.

Hor bir secmoys 6, = (X3, X5, ..., X;,) funksiyasinin
bir giymati — arqumentlorin X, = x;, (k = 1, 2, ...,n) qiy-
matlorina uygun olan giymati kimi baxmaq olar. Toasaddifi
X, kamiyyatlori asili deyildir vo onlarin eyni F(x, 8) pay-
lanma funksiyasi vardir.

Buna gbro do n—0lculu X = (X4, X5, ..., X;,) tosadufi
komiyyatinin paylanma funksiyasi
Fx[tl' tz, ...,tn] = P(Xl < tl'XZ < tz, ...,Xn < tn) =

=PX;<t))P(X,<ty)..PX,<t,=
= F(t,)F(ty) ... F(t,)

borabarliyi ilo birgiymatli toyin olunur vo axtarilan 8 para-
metrindon asilidir. Onda 6;;(X) = 6, (X4, X5, ..., X;,) funk-
siyasimin paylanma funksiyasi da 6 parametrindon asili
olar. 6, (X;, X5, ..., X;,) funksiyas1 elo secilmalidir ki, onun
giymotlori axtarilan (tosadiifi olmayan) 6 parametrinin
giymatina ¢ox yaxin olsun. Bu halda, 6, (X, X5, ..., X;,)
funksiyasinin biitiin qiymatlori 8 - dan ancaq boyik va ya
ancaq kicik ola bilmaz, ¢unki belo oldugda axtarilan 6
parametrini 6, (X, X5, ..., X,,) ilo giymatlondirdikdo ho-
miso birisarali sistematik xatalar alinar. Buna gora do, zo-



ruri olarag M[0;;(X,,X,, ..., X)) ] = 6 boraboarliyi 6donil-
molidir.

Tarif 1. n —nin butln giymatlarinda

M[GZ(Xl,Xz, "'JXn) ] =0 (1)
baraborliyini 6dayan 6,,(X4, X5, ..., X;,) funksiyasina 6 pa-
rametrinin siiriisdiiriilmomis qiymatlondirilmasi deyilir.
Oks halda, yani

M[0;,(X, X5, ..., X)) ]+ 60
oldugda, 6, (Xy,X,,...,X,,) siiriisdiiriilmiis qiymatlon-
dirma adlanur.

Baxilan qiymotlondirms siirlisdiiriilmiis olduqda,
bozon ona duzoalis vermoklo siiriisdiiriilmomis qiymotlon-
dirma soklina goatirmok olar. Masalan, avvalki paragrafda
secmo yigimun s dispersiyasi diizolis edilmokls siiriisdi-
rilmomis qgiymotlondirmaya gotirildi. Ogor 6, giymat-
londirmonin 6 parametrindon 6,, — @ “siiriismoasi” (vo ya
meyli) ¢ox kigikdirsa, onda onu se¢cmanin hacmi kifayot
gadar boyuk oldugda nazars almamag olar. Segmonin hac-
mi Kicik olduqgda isa bu mumkin deyildir. Buna goro do
secmonin hacmi kicik oldugda giymotlondirmanin siriis-
durtlmomis olmasinin boyiik shamiyyati vardir.

6, funksiyasi qiymotlorinin axtarilan 6 parametrino
¢ox yaxin olmasi tigiin hamin 8, komiyyatinin 6 otrafinda
sopalonmasi do mumkin godar kicik olmalidir. Tosadufi
6,, komiyyati giymatlarinin 6 otrafinda sopalonmasi ikitar-
tibli M[(6;; — 6)?] momenti ilo xarakterizo olunur. Bu
momentin on Kicik giymot aldig1 qgiymotlondirms daha
yaxs1 hesab olunur. 6;; giymatlondirms siiriisdiiriilmomis
oldugda ikitortibli M[(8; — 8)?] momenti onun D[6;]
dispersiyasina barabar olur.



Tarif 2. Verilmis 6;; vos 6," giymatlondirmolori

dcun

M[(6;, — 6)*] < M[(6;" — 6)?] (2)
baraborsizliyi 6donildikds, 6,; giymatlondirmasi 6" qiy-
moatlondirmasina nozoron daha effektiv giymatlondirms
adlanir.

Tutaq ki, ikitortibli M[(8;; — 8)?] momentinin sonlu
oldugu biitiin 8,; giymatlondirmalari ¢oxlugunda

y = inf M[(8}, — 6)?] 3)
)
doaqiq asagi sarhadina baxilir. Bu doqiq asagi sarhadi veran
6,, funksiyas1 effektiv giymatlondirma adlanir. Effektiv
giymatlondirmanin dispersiyasi an ki¢ik mimkin dispersi-
ya olur.

Se¢cmo yigimin hacmi boyilk oldugda, parametrin
giymoatlondirilmasi bir sarti do 6demalidir. Talob edilir ki,
n — oo gortindo parametrin giymaotlondirilmasi hor hansi
monada (ehtimala goro, orta kvadratik monada va's.)
homin parametrin 6zins yigilsin.

Tarif 3. 6,, giymatlondirmo n — oo sortinds ehtimala
gOro 6 parametrino yigilirsa (yoni istonilon kigik £ > 0
odadi Uglin

,’,Q'Z.}P” 0, —-0|l<e)=1

boraborliyi 6donilirsa, ona 8 parametrinin asash qiymot-
landirilmasi deyilir.

Baxilan parametrin bir nega asasli va siirtisdiirtilmo-
mis qiymatlondirilmasi oldugda, onlarin igarisindon effek-
tiv olanim1 goétlirmak lazimdir. Bir ¢ox paylanmalar {igiin
baxilan parametrin effektiv giymatlondirilmasi gostorilo
bilir.



Misal 1. Tutaq ki, bas yigimin 6, = M[X] parametri,
yani riyazi g0zlomosi axtarilir.
Onun giymatlandirilmasi olaraq
0;(xq,x5,...,X,) =X =

n
1
= — Z xk Va0 0;;* (xllle ...,xn) = xl
n
k=1

funksiyalarin1 gotiirok. Bu giymatlondirmolorin ikisi do
stirlisdtrilmomisdir:
M[6;] = M[x] = 0, = M[X],
M[6;’] = M[x,] = 6, = M[X].
Boylk odadlor ganununa gors
L&TOP(IB; -0l <¢) = %LI?OP(IT —-0l<e)=1
oldugundan, 6, = x qiymatlondirmasi ham do asashdir,
lakin ;" gqiymotlondirmasi osasl deyildir.
Normal paylanma t¢iin 6;; = x funksiyasi (segmanin
riyazi gozlomasi) hom do effektiv qiymotlondirmadir.
Misal 2. Tutaq ki, axtarilan parametr bas yigimin
0, = D[x] dispersiyasidir.
Bu halda parametrin giymatlondirilmasi olaraq

n
1
0: (x4, X2, o, Xp) = 8% = - Z(xk — x)?
k=1
funksiyasini (se¢monin dispersiyasini) gotiirdiikdo,
n—-1
Mis*] ==——DIX|

munasibatins asason o siiriisdiiriilmiis giymotlondirms olar.
Lakin n — oo sortindo ehtimala goro M[s?] - 6, = D[X]



minasibatinin 6donilmasi hamin giymatlandirmonin asasl
oldugunu gostoarir.

0, parametrinin giymotlondirilmasi olarag s? avazina
avvalki paragrafda toyin olunmus

n
1
=2 _ \2
S _n—lz(xk %)
k=1

funksiyasin1  gotiirdiikdo, homin giymotlondirma ham
stiriigdiirilmomis

M[5?] = 6, = D[X]
hom do osasl1 olar.

41.2.3.Qiymatlandirmanin daqigliyi va etibarhhq
intervah

Tutaq ki, bas yigimin F(x, 6) paylanma funksiyasi
namoalum 6 parametrindon asilidir. Bu parametrin segmo-
nin uygun xarakteristik ododlori vasitosilo giymatlondi-
rilmasindon avvoalki paraqrafda danisilmigdir. Parametrlor
liclin orada tapilmis qiymatlor bir adoddon ibarat oldugu
uclin onlara nogtavi qiymatlandirmalar deyilir. Nogtavi
giymatlondirmalar miiayyan tosadifi komiyyatlarin xususi
giymatloridir vo onlar axtarilan parametrin aSil giymatin-
don xeyli forglona bilor. Buna gdra do namolum para-
metrlor tigiin tapilmig qiymatlondirmalarin dogigliyinin va
etibarliliginin dyranilmasi riyazi statistikanin mithiim mo-
salalarindan biridir.



Parametrlor tigiin tapilmis giymatlorin dagiglik va eti-
barliliq masalalari interval giymatlondirma Usulu ils tadqiq
edilir.

Tutaq ki, axtarilan sabit 8 parametri Ugln

0, = 0,(x1,x3, ..., X5)
giymatlondirmasi tapilmigdir vo § > 0 ixtiyari hoqiqi
adaddir. 6;; giymatlondirmasinin 8 — ya yaxin olmasini

|6;, — 0] <& (1)
boraborsizliyi vasitosilo xarakterizo etmoak olar. Bu bora-
barsizliyi 6dayan § > 0 adadi na godor Kicik olarsa, 6,,
giymatlondirmasi do 8 — ya bir 0 gadar ¢ox yaxin olar.

Demoali, (1) barabarsizliyini 6dayan § adadi qiymat-
londirmonin doqigliyini ifado edir. Lakin 6, tosadifi
komiyyat oldugundan (1) barabarsizliyinin hokmon 6do-
nildiyini demoak olmaz, (1) barabarsizliyinin mioayyan eh-
timalla 6danilmasindon danigmaq olar.

Tutaq ki, ixtiyari 0 < a < 1 odadi Uglin elo § > 0
vardir ki,

P(|6—-0;|<8)=P(—-6<6—-06;,<9) =
=P0,-6<0<0,+8=«

borabarliyi 6donilir, yoni uclart tosadiifi komiyystlor olan
(6, — 6,0, + §) intervalinin namalum 6 parametrini ort-
mayinin (onu 6z daxilino almagimnin) ehtimal a adadino
borabardir. Bu halda, (6,, — 8, 6,, + §) intervalina etibar-
hhq intervah, 6, —§ va 6, + & adadlorino etibarhhq
sarhadlari vo a odadino etibarhihq ehtimah (vo ya eti-
barhhq amsal) deyilir. Etibarliliq intervali tapilmig qiy-
motlondirmalorin  doqiqgliyini, etibarliliq ehtimali iso
giymatlondirmalarin etibarliligin1 xarakterizo edir.



Etibarliliq intervalinin daha imumi tarifini do vermoak
olar. Uclart a; = a,(x1, X2, ..., X) VO a3 = ay(xq, X3, oo, Xp)
tosadlfi kamiyyatlori olan va

Plai(xq1,X3, ..., xp) <0 < ay(xq,%3,...,%Xp) = Q
barabarsizliyini 6dayan (a4, a,) intervali @ parametrinin
etibarhhq interval adlanir.

Bir ¢ox praktiki mosalalorin  holli paylanmanin
namalum parametrinin giymatlondirilmasi ii¢iin etibarliliq
intervalinin tapilmasini tolob edir. Verilmis a etibarliliq eh-
timalina uygun olan etibarliliq intervallar1 mixtalif Gsullar-
la qurulur. Olbatts, bu zaman ¢alisirlar ki, qurulan etibar-
liliq intervallarinin uzunlugu miimkiin qodor Kigik olsun.
Burada normal paylanmanin namoalum parametrlorinin
giymatlondirmaloari ti¢iin etibarliliq intervallart tapalir.

Tutaq ki, normal ganunla paylanmis bas yigimin (vo
ya X tosadifi komiyyotinin) dispersiyast D[X] = o2
molumdur, riyazi g6zlomasi a iso molum deyildir. Bu na-
moalum a parametrinin x,, x,, ..., x,, SegMasinin

n
X =— X
n k

k=1

orta giymoti vasitasilo giymatlondirilmosinin etibarliliq
intervalini1 tapmaq lazimdir.

Yuxarida dediyimiz kimi, se¢moni togkil edan
X1, X2, -, Xn ododlorini asili olmayan vo eyni normal ga-
nunla paylanmis tesadifi X;,X,, ..., X, kamiyyatlorinin
giymatlori kimi gobul etsok, onda x kamiyyati do hamin
(a, o) parametrli normal ganunla paylanmis olar vo

M[x] = M[X] = a,



n
barabarliklari 6danilor. Bu halda,

X2

P(v1 < X <x) = FGx) — F(wp) = | p©de
X1
baraborliklarina asasan normal paylanmis X tosadifi ke-
miyyati Gcln
(t-a)?

P(x1<X<x2)—\/_j _Zaz dt =

.XZ —a

mf e zdz_Tr

el

munasibati alinir. Burada

oW =—= [ a
T) = e 2 dz
\/271' ;
malum Lapalas funksiyasidir.
Xisusi halda,

P(X—al|<é&)=Pla-6<X<a+6)=

= (- o () =20 ()
Vo ya

5
P(IX—aI<6)=P(X—6<a<X+6)=2d>(;)




2
olar. Burada X ovozino X goturdikdo o2 ovazine %

yazilmalidir va naticada

P(7—6<a<7+6)=2¢<@>

- ) . :
borabarliyi, t = \/_% ovozlomasini apardigda iso

o o
P(Y——t<a<f+—t)=2¢ t
Va Vn ©
borabarliyi alinir. Burada 2@ (t,) = a gobul etdikds,
— g — g
P(x—ﬁta<a<x+ﬁta)—a (2)
minasibati alinir ki, bu da a parametrinin « etibarliliq eh-
timalina uygun olan etibarliliq intervalinin

— g — g - o -
(x 5 Lo X+ NG ta) oldugunu gostarir.

Qeyd edok Ki, @ adadi (etibarliliq ehtimali) verildik-
do 29 (t,) = a barabarliyino osason Laplas funksiyasinin
giymatlori cadvalindan t, tapilir. Masalon, a = 0,98 go-
tirdikds 2®(t,) = 0,98, ®(t,) = 0,49 vo cadvaldon
t, = 2,3263 tapilir. @ = 0,999 goturdikds isos t, = 3,29
alinir.

Dediklorimizdon aydmndir ki, (9? - —\% ta, X +% ta)
intervalinin namoalum a = M[X] parametrini 6z daxilino
almasinin (yani onu 6rtmoasinin) ehtimali & adadina bora-
bordir. (2) borabarliyindon klassik giymatlondirilma
adlanan

T—al<—t¢
\/ﬁ a

Vo ya



x— o t,<a< x+ d t
xX—— a< x+—
v © Vo ©
munasibati alinir.

Bas yigimin dispersiyasi (vo yao = /D[X] komiy-
yati) molum olmadigda yuxarida alinmus qiymatlondir-
moalardan istifads etmok olmaz.

Bu halda, se¢monin X orta qiymati va tashihli

n
2 (x — x)?

k=1
n—1
dispersiyasi vasitoSilo toyin edilmis

T — X—a

~5/Vn

tosadufi kemiyyatina baxilir vo gostorilir ki, T kamiyyati
paylanma sixlig1

s =

_ e 2N
$u(0) = o= (1+75) ©

olan Styudent paylanmasina malikdir. Styudent paylanma-
st X tosadufi kamiyyatinin (a, g) normal paylanma para-
metrlorindan asili olmayib, yalniz segmonin n hacmindon
asilidir. Styudent paylanmasinin (3) sixliq funksiyast ciit

. X-a NPT . .
oldugundan, s:/_\/ﬁ| < § borabarsizliyinin basvermasi ehti-

mali

_ o
;f/_\/% < 5) = zofsn(t)dt

baraborliyi ilo hesablanar. Buradan

P(|T| < 6) = P(




é

p(|x—a| < % 5) _ zfsn(t)dt

0

Vo ya
5
P(‘ S o0<a<x+ S 6) 2]5 (t)dt
X —— a<x+— =
Vn Vn . "
minasibati alinir. Onu
2
2 f s, (H)dt = a @)

0
barabarliyindan tayin olunan t, adadi vasitasilo

S
P(Y—a <—t>=a
| | \/ﬁ a

Vo ya
P(_ S t,<a< x+ S t)
X —— a< XxX+— =«
vn ¢ vn ¢
kimi yazmag olar.
Demali, (J_c - % t,<a< x+ Tsz ta) intervalinin

namolum a = M[X] parametrini 6z daxilino almasinin eh-
timali a adadino barabordir. Burada t, odoadi (4) baraborli-
yi vasitasile tayin edilir vo (T — % t,<a< X+ \/iﬁ ta)
intervali aparametrinin etibarliliq ehtimalina uygun olan
etibarliliq o parametrinin intervalidir. Nozars almaq lazim-
dir ki, a odadi verildikds t, ododi Styudent paylanmasinin
malum giymatlari cadvalindan tapilir.

Belalikls, namalum a parametrinin etibarliliq interva-
lim1 tapmaq ti¢iin malum x;, x5, ..., X,, SECMasine asasan



X vao § kamiyyatlori, (4) baraboarliyindan isa t, komiyyati
toyin edilmolidir. Sonra isa bu giymatlordon istifado et-
makla axtarilan intervalin uclari olan

— g — g . .
X—+= to v X + N t, etibarliliq sarhadlori tapilir.

Misal 1. Tutaq ki, a kemiyyatini tayin etmoak tctn 10
dofa 6lgcma aparilmisdir.

o =+D(X)=0,28 oldugda a komiyyatinin osil
giymatinin a = 0,99 ehtimali ilo Yyerlosdiyi etibarliliq
intervalini tapmali

K l|2)314 5 6

7 8‘9

Xx 35,6 | 35,9

35,1 l35,9 ' 36,1 l 36,2 ’ 36,6 | 36,1 )35.9 ‘36,‘2
I !

Halli. Olgmo naticalorinin orta giymatini tapmag:

n

1

X = 10 Zxk = 36,06.
k=1

a = 0,99 oldugundan ®(t,) = 0,495 olur vo Lap-
las funksiyasinin qiymatlori codvalindon t, = 2,576
tapilir. Bu halda, 6lgmonin dagigliyi

5—0’28 2,576 = 0,23
- ,—10 ) - )

odadi ilo ifado olunur. Demoali, @ = 0,99 ehtimali ilo
etibar etmok olar ki, a — nin osil giymoti (x — 0,23; x +
0,23) vo vya (35,83;36,29) etibarliliq intervalinda
yerlosir.

Owvallor geyd etdiyimiz kimi, a — nin daha miinasib
togribi giymati olaraq ¢ox vaxt 6lgmo naticalarinin orta
giymati gotarulir:

a~x=236,06



41.2.4. Statistik farziyyalarin yoxlanmasi

Baxilan bas yigimin (vo ya X tesadlfi kamiyyatinin)
paylanma funksiyasit bazon molum olmur. Lakin aparilan
mihakimalara va basqga malumatlara asason ¢ox vaxt onun
paylanma funksiyasinin hansi sokildo (normal paylanma
funksiaysi, Puasson paylanma funksiyasi vo s.) olmasi
haqqinda miisyyon forziyyalor sdylomok mumkin olur:
“bas yigimin paylanma funksiyast F goklindadir”. Ola da
bilor ki, bas yigimin paylanmafunksiyast malumdur, lakin
onun parametrlori molum deyildir. Bu halda, paylanmanin
@ parametrinin mioayyan 6, giymatino barabar olmasi,
6, — dan boyuk va ya kicgik giymatlor almasi1 va s. hag-
qinda muoayyan farziyyalor soylonir. Bitin belo forziy-
yaloro statistik farziyyalar deyilir. Masalon, “baxilan bas
yigim normal ganunla paylanmisdlr”, “paylanmanin
6 parametri 68, qiymotino borabordir: 8 = 6," vo s.
statistik forziyyolordir. Statistik forziyyslorin dizgun olub
— olmamasi empirik naticalor vo ya se¢mo yi1gim vasitasilo
yoxlanilir (statistik yoxlanma). Bu mogsadlo, mlayyan bir
gayda ilo sinaq naticesinde alinan  xq, Xy, ..., X,
naticalorinin (segmonin) bas yigimm (vo ya baxilan X
tosadifi komiyyotinin) paylanma funksiyasi haqqindaki
forziyyslors uygun olub — olmadigi (miisahidonin naticalo-
ri ilo uzlasdigr) yoxlanilir. Homin gaydaya, yani irali strd-
lan farziyyanin gabul va ya radd edilmasini gostaran gay-
daya uzlasma Kriterisi deyilir.



Irali stirtilon hor bir forziyyayoe asas (va ya sifiriner)
farziyya deyilir va H,, ilo isara edilir. Osas farziyyays zidd
olan har bir farziyys iso alternativ farziyys adlanir vo H,
ilo isara edilir. Farziyyalor sada vo miirokkab olur.

Secmo yigimin paylanmasini birqiymatli toyin edon
forziyys sads farziyya adlanir. Sads forziyys, adston, bir
hokmdon ibarat olur. Masalon, normal paylanmanin riyazi
g6zlomasi 2 — ya barabardir (o parametri malum olduqda)
toklifi sado forziyyadir.

Sado olmayan forziyyslor miurakkab farziyyas adlanir.
Secmonin bir neco malum olmayan parametrdon asili olan
paylanmasi haqqindaki forziyyslor mirokkab forziyyadir.
Mirokkab farziyyalar sonlu va ya sonsuz sayda sads forziy-
yalordan ibarat olur. Masalon, iistlii paylanmanin A paramet-
rinin 4 — don bdyiik olmasindan (A > 4) ibarot olan murok-
kob forziyys, sonsuz sayda sado A = ak (ak ilo 4 —
—don boylk olan istonilon adad isars edilmisdir) farziyyslo-
rindon ibaratdir.

Hor bir asas forziyysnin dogrulugunu yoxlamagq tigiin
paylanma ganunu doagiq vo ya togribi olarag molum olan bir
tosadufi T komiyyati goturalir. Hor bir x = (xq, x5, ..., Xy, )
se¢mo yigimina bu tosadifi kamiyyatin miayyan bir giymati
uygun olur.

osas farziyyoni yoxlamaq tgun goéturulon tosadifi T
komiyyatini mixtalif tsullarla toyin etmok olar. Masalan,
tutaq ki, baxilan X tosadifi komiyyatinin axtarilan paylan-
ma funksiyasinin miiayyon F(x) funksiyasina borabar
olmasindan ibarat olan asas forziyyoni yoxlamaq lazimdir.
X komiyyatinin sinaq naticasindo tapilmig qiymatlori
(se¢gma y1g81im) x4, x5, ..., x, olsun. Bu se¢cmonin FE;(x)
empirik paylanma funksiyasi ilo goOstorilon F(X) nozori



paylanma funksiyasinin meylini xarakterizo edon d =
d(E;,F) = 0 komiyyati mixtalif sokillordo toyin edilir.
Masalan,

d(Fy, F) = sup|F,(x) — F(x)|,
()

d(F;, F) = j [Fi(0) — FOO)12* 9(x)dx,  @(x) >0

vo s. Belo toyin olunan tesadufi d=T(x) komiyyatlori
vasitasilo mixtalif uzlagma kriterilori alinir.

Secgilon uzlagsma kriterisino uygun olaraq baxilan
tosadufi T komiyyatinin giymatlori ¢oxlugu kasismayan
iki altgoxluga ayrilir: béhran oblastina (s) vo farziyyanin
gobul olunma oblastina (Q).

Sinaq naticasindo alinan x = (x4, x5, ..., X,) SECMaSI-
no uygun olan T(x) komiyyati hesablanir. Bu qiymot S
bOhran oblastina daxil (T'(x) € s) olduqda osas H, for-
ziyyasi rodd edilir (gqobul olunmur), tapilmis qiymot Q go-
bul olunma oblastina daxil (T (x) € Q) olduqda iso asas
H, forziyyasi gobul olunur.

Statistik forziyyani yoxlaryakon iki ndv sohv buraxila
bilor.

Birinci nov sahv, H, forziyyasi dogru oldugu halda,
onun rodd edilmosidir. Belo sshvlor, dogru olan H,
forziyyasinin rodd edimo ehtimali, yoni a = py (x € s)
ehtimali ilo xarakterizs edilir.

ikinci nov sahv iso, osas H, forziyyasi dogru olma-
dig1 halda, onun gobul edilmasidir. Bu halda, alternativ H,
forziyyasi dogru olur, lakin dogru olmayan H, farziyyasi
gobul edilir. Belo sohvler g = py, (x € Q) ehtimali il,



yani alternativ farziyys dogru oldugu halda, diiz olmayan
H, forziyyasinin gobul edilmo ehtimali ilo xarakterizo
edilir.

1 — B odadi baxilan Kriterinin glcl adlanir. Birinci
nov sohvi xarakterizo edon a ehtimali verildikds, S
adadini an Kigik, yani butln kriterilar igarisindan an boyik
giicii olanin1 segmoya c¢alisirlar.

osas forziyyani yoxlamaq Ggun Kkriteriya secilma
gaydasini bir masals Uzarinds izah edok. Tutaq ki, tosadufi
X kamiyyatinin paylanma funksiyasinin miiayyan F(X)
funksiyas1 olmasi forziyyasini, sinaq naticasinda X komiy-
yatinin alinmis x;, X5, ..., X, qiymatlorinin se¢mo yigimi
vasitosilo yoxlamaq lazimdir. Bu magsadls, adod oxunu
a, < a, <... <a,, noqtalori vasitasilo m+1 sayda kasis-
mayan
(—o0,a4),[ay, az), [a;, az), ..., [an_1, ay), (@, ©) (1)
yarimintervallarina ayiraq. X komiyyati giymatlorinin (1)
intervallarina diismosi ehtimalini farz olunan F(X) nozari
paylanma funksiyasi vasitasilo tapmaq olar:

pP1 = P(x € (—oo, a1)) = P(x < ay) = F(a,),

pr = P(x € [ay_q, ;) = F(ay) — F(ay_4),

k=23, .. m,

Pm+1 = P(x € [am' ®)) =1-— F(am);

m+1

Zpk =1
k=1

(1) intervallarinda yerlagon x4, x5, ..., X, adadlarinin
sayl uygun olaraq v4,Vs, ..., V41 Olsun. Onda X komiy-
yoti giymatlorinin n sinaq naticasinds (1) intervallarina

diismasinin tezliyi uygun olaraq 1;—" (k=12,..,m+1)
olag:



m+1
Vg

E Vi = N, E —=1
n

k=1 k=1

Belalikla, forz olunan F(x) nazari paylanma funksi-
yasiin (1) intervallarinda artimlar1 p, adadlari, segmanin
E; (x) empirik paylanma funksiyasinin homin interval-

larda artimlari isa%adadlgri olar. Bu halda, F(x) nozari

paylanma funksiyasinin segmoanin E,; (x) empirik paylan-

ma funksiyasindan meylinin 6l¢iisii olaraq
m+1 m+1

(v — npr)® n (Vg 2
R I C 2

Mnm L NPy - D (Tl pk) ( )
komiyyati gotirilir. (2) ifadasi tosadiifi kemiyyatdir vo
baxilan asas farziyyoanin dogrulugunu gobul etmoklo onun
paylanmasini tapmaq olar. Lakin 7, , Komiyyatinin hor
bir n {iglin paylanmasini tapmaga ehtiyac yoxdur. Ciinki
uzlagma kriterisini homin komiyyatin n — oo sortindo
limit paylanmasindan istifado etmoklo tapmag mumkin
olur.

Pirson gostormisdir ki, ixtiyari x vo sabit pk >0

(k=1,2,...,m + 1) adodlodir liclin n —» oo sortindo

P(Mm < %) = P(x2, < %) 3)
miinasiboti Odonilir. Burada x2, ilo paylanmasi molum
olan (va cadval soklinds verilon konkret tosadifi komiyyat
isaro edilmisdir).

(3) minasibatindan istifado etmoklo yuxarida dedi-
yimiz osas forziyyoni yoxlamaqg uglin muoyyan Kriteriya
almag olar. Bu magsadls elo sabit € > 0 oadadi gotirak ki,
asas forziyyoanin dogrulugu sortinds

Nam > € (4)



hadisasinin ehtimali ¢ox kigik olsun, yani (4) hadisasi prak-
tiki olarag mimkin olmayan hadiss olsun. Bu o demokdir
ki, asas forziyys dogru oldugda (yoni X kemiyysatinin funk-
siyast F(x) oldugda) siaq naticasinds alinmis segmasi U¢tin
(4) boarabarsizliyinin 6danilmasi praktiki olarag mimkin
deyildir. Buradan asagidaki uzlasma kriterisi alinir: sinaq
barsizliyi 6danildikda asas farziyya radd edilmali,
NMum < € 0donildikda isa asas farziyys gebul edilmalidir
(smagn naticalari farziyya ilo uzlasir).

Bu halda, dogru olan asas farziyyanin radd edilmo eh-
timali o = P(1,;m > €) komiyyati olar. o ododi verildikds
(3) minasibatino osason € odadini (“bohran oblastini’)
o = P(x2, > ¢) boraborsizliyino asason toqribi olaraq tap-
maqg olar. Bu magsadls, riyazi statistikaya aid kitablarda
verilon molum cadvaldon o = P(x2, > ¢) borabarsizliyini
0dayan € odadi dogiq Vo ya toqribi olaraq tapilir. Praktiki
masalalarin hallinds o adadi ¢ox kigik gotirilir:a=0,01,
0=0,05,..., 0=0,01 goturuldikds dogru olan farziyyalarin
toqriban 1% -i rodd edilir.
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