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ÖN SÖZ

Kitub müəllifm 1999-cu ildə nəşr ohmmuş «Ali riya- 
ıvvni» ııcllı dərs vəsaitində verilən nəzəri materialları tam 
ılınU) edir (xotti cəbrin elementləri, analitik həndəsə, dife- 

f. iimiiI vi) inlcqral hesabmm elementləri, diferensial tənliklər,
I omplcks duyişənli funksiyalar, ehtimal nəzəriyyəsinin ele- 
mnıtlitri vi) s.). Bundan başqa kitaba ali texniki universi- 
һ il-.nl.» todris olunan ali riyaziyyatm xüsusi kurslarmı da
■ 111) I > > 1ч1өл materiallar daxil edilmişdir. Kitabm sommdakı 
>In v. »1;>r bölməsində elementar və ali riyaziyyatm əsas düstur- 

lın I. lıorcmlori və bir sıra anlayışları yığcam şəkildə veril- 
tin>ılıı liunlar da tələbələrin dərs vəsaitindən istifadə etmək 
mıi. ınlıırmı dalıa daartıra bilər.

Ali riyaziyyat fənni texniki universitetlərin birinci və
■ I ии I kıırslarmda tədris olunduğu üçün omı uyğun olaraq bir
■ и - lıissayu bölürlər (xətti cəbr, vektorlar cəbri, analitik
II ıinlusk), riyazi aııaliz və ali riyaziyyata aid kurslar). Biz bu 
I |.ı\ ı l.ul.ııı fərqli olaraq ali riyaziyyat kursunun biitün bölmələ- 
I пи .(lıalo edon materialları bir kitabda yerləşdirmişik.

Müollifin flkrincə ali riyaziyyat kursundan mühazirə 
с и и у hi 1 vi) ya m əşğələ aparan müəllim, kollokvium iiçün 
i.ıılışınalnr scçəndə, yoxlama yazı işləri üçün məsələlərin vari-
 ......  tortib cdəndə və s. bu kimi hallarda göstərilən dərs
uMiıiiııdtm istifadə edə bilərlər.

16 fəsildən ibarət olan bu dərs vəsaitinə onun bütün 
İH.ılliırini tam əhatə edən 2650-dən çox yoxlama sualları, 
nıııııııiKtvi həllər və çalışmalar daxil edilmişdir.

Tuklif olunan çalışmalarm müəyyən hissəsi m äəllif 
I чuinulun tərtib olunmuş, bir sıra çalışmalar isə müxtəlif dərs 
\ n .ıııiKırindon götürülmüşdür. Belə ki, bəzi fəsillərdə çalxş- 
m.ıl.n d .ı seçilmişdir ki, onlardan sonrakı çalışmalarm həllin- 
(l.ı ısiıladi) olunsun.
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Bu da kitabm daha da kompakt şəkildə olması üçünj 
vacib amiliərdən biridir. Bu dərs vəsaiti ali texniki universi- 
tetlərin tələboləri üçün yazılmasma baxmayaraq, ondan digər 
ali məktəblərin, texnikumlarm və kolleclərin uyğun fakultə- 
lərinin tələbələri də istifadə edə bilərlər.

Kitabm elyazmasınm müzakirəsi zamanı Azərbaycan 
Milli Elmlər Akademiyasmın həqiqi üzvü, prof. A.Hacıyev, 
Bakı Dövlət Universitetinin professorları M.Yaqubov, M.Rə- 
himov, K. Mansimov, Azərbaycan Texniki Universitetinin 
professoru M.Dünyamalıyev, Azərbaycan M e’marlıq və İnşaal 
Universitetinin professoru R.Əliyev, dos. Z.Nuriyev, Azərbay- 
can Dövlət Neft Akademiyasmm dosenti V.Mehdiyev öz də- 
yərli məsləhətləri ilə m üəllifə yaxından kömək etmişlər. 
M üəllif həmin yoldaşlara öz səmimi minnətdarlığmı bildirir.

Müəllifin fikrincə bu kitab yəqin ki, nöqsansız deyil. 
Buna görə də kitabm gələcək nəşrinin daha da keyfiyyətli 
olması üçün arzu, təklif və rəylərini bizə-Azərbaycan M el 
marlıq və İnşaat Universitetinin «Ali riyaziyyat» kafedrasma 
göndərən oxuculara qabaqcadan öz minnətdarlığımı bildiril 
rom.

Birinci nəşrdən sonra aldığımız çox saylı arzu və təkliflər, 
kitabın yeni nəşrinə bir sıra əlavələr etmək zərürəti yaratdı. 
Belə ki, bütün tapşırıqlarm eavabları və 450-dən çox misal və 
m əsələnin izahlı həllini verməyi lazım bildik. Bu arzu və 
təkliflərə görə oxucularımıza, kitabın ikinci nəşrində 
müəlliflərə yaxindan köməklik göstərdiyinə görə AzMİU-nun 
kompyuter mərkəzinin riyaziyyatçı-proqramçısı Rafiq 
Əsədullayevə səmimi təşəkkürümüzü bildiririk.

Əli Əliyev

İkinci nəşrə ön söz

Müəliflər
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I F Ə S İ L  

X ətti cəbr

< 'alışma 1. Matrislərin cəmini, fərqini və hasilini tapm.

0
4

' l 1 3 " 2 3
1) A  = 4 5 - 3 , в  = 5 2 1

4 2 , 4 3 - 2

^4 3 1 >
1 3 -  
-|

- 2 '

2) A  = - 2 6 0 ? В = - -  Iл 2 9

] 2 ?
4

/ 3 0 5V У

( \ 5 ."3 I 3 "

\) A = 2 - 1 4 , 5 3 4  2 ?

5 8 , ч0 5 - 1
/ \

4 - 2 0 "3 5 11 \

4) A  = 5 9 14 В = 2  - 7 7

2 1
1 v5 3 10 /

V 2 j

ч 2 (Г 6 2 7

3) /1 = 2 3 - 2 , я  = 4 0 - 4

,4 1 4 , 1

, 4
1 5



6) А =
( İ 0 - 5 " ' 4 10

1
3

0 "

1 - 1  5 , в = 9 5
3 2 j 6 8 3,

7) А =
- 3 1
- 5 0

4 00
В =

1 4 - -

8 3

О 5

п
4
6
2

9) Л

- 4  6 
4 6
8 3

14 О 13л 
- 5  1 4
6 8 3

12л
4
2

1 4

0  =

(9 - 3  9"
10) А = 0 2 - 2 , в =

I 3 5 1 2 у V( -1 4 9^
1 1 )  А = 1 2 3 , в =

1 Һ V
'1 3 2" ']

12) А 6 - 1  1 , в =
[ о  1 4) V

6 ^

3 2 0
- 5  10 7 у 

12 - 8 Л 

0 3

8 - 5 У
5 - 5 Л
6 0 

- 8  7 .
4

3 7  
1 4

0 > 

- 2  

6 .  
0Л 

5
-3 3у

6



'2 - 4 г r\ 3 4 л

1 \) A 1 - 2 0 , B = 3 1 -1

,3 -1 5 , 17 0 ,

I'll A

1 5 - 5
5

4 3 0

12 5 - 8

/

, в

2 4 3

3 2 - 1  

0 4 13

' 2 -1 2 \ /1 - 2 4 л
Һ) A 3 - 2 5 , в  = 2 3 3

J - 2 -1 / ,4 -1 11J
'13 14 0" / - 5 4 17 л

l(>> A 4 2 8 5  = - 3 3 -1
4 з Ј 0 2 8 ,

1 0 г _ Г4 7 0
~3 5 4

1 /) A 2 3 0 , 5  = 3 2 9 .

4 - 6 5 -  4 3 1
у У V )

< - i n ’nn 2. I-ci çalışmadakı matrislərin determinantlarmı 
1и ıMııyın Vv» tors matrislərini tapın.

< { Xotti tənliklər sistemini iki üsulla həll edin:
и) I Inmrr dusturlari ilə; b) Matris üsulu ilə;
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1)

3)

5)

7)

9)

11)

2х + 4 у  + 6z = 3 4x + у  -  3z = - 4

Зјс + у  -  z — 1 , 2 ) - 2 x - 3 y  + z  =  2 ,

X + 2 у  + 3z = 4 x + 5_y — 4z = -5

Зх + 2у  + 2z  = 1 2x + ,y + 3z = 13

х + у  + z  = 2 , 4 ) - X +  >’ +  Z =  6 ,

4x + 3 j  + 3z =  4 Зх +  у  +  z =  8

3 x - ,y  + 2z =  0 2x +  Зу -  z  =  3

< 2x + 3>>--5z =  0, 6 ) - X -  2>> +  z =  4 ,

x + >> +  z =  0 4x — +  z =  11

Л -  _y +  2z =  -5 4x -  ^  +  6z =  0
• 4x -  6 у  +  z  =  3 , 8 ) . Зх -  Sy  +  5z =  -2,

7x + j - 8 z  =  14 7x + 18>> +  z =  12

2x + >> +  3z =13 6 Х - .У  +  7z =  12
■ x +  _y +  z =  6 , 10) 5x +  6 j  +  z =  -8,

Зх +  у  +  z  =  8 x +  l y  +  5z =  6

2x +  у  +  z =  8 5x -  4y -  3z =  4

) 5x -  Зу  +  2z =  3, 12) •<4x — Зу  +  2z =  8,
k7x +  _y +  3z =  20 3x +  2 j  +  z =  14

5x -  4 у  +  z  =  3 2 x - y - z  =  12

) Зх +  y - 2 z  =  31, 14)- 6 x - 3 j - 3 z  =  36,
8x -  3у  -  z  =  1 ^4x -  2y  -  2z =  24

1 0x-8 j; +  6z =  8 2x -  у  +  z  =  2

) < 4x +  2 y  +  2 \ z  =  21, 16) Зх +  2_y +  2z =  -2 ,

x + y + z = 3 x -  2 j  +  z =  1
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х +  2 y  + z  = I.

I /) ■ 2.x + у  I z — — 1. 

x +  3y + z  -  2

< ulujma 4. Xotti tənliklər sistemini Qauss üsulu ilə həll edin.

I)

7)

•>)

4)

5x + 1  у  4z  ~ 6 t  =  3

3x -  4у  I- z  + 3t = 5 , 2)

3x -  5у  I 2z + 4/ = 2

x + 2.y I *z = J4 

+ 2z + 3/ = 2 0  

3x + z + 2/ = 10 ’

2x + 3_y I / —12 

x + у  -  z + 1 = 4 

2x -  у  + 3z -  21 = 1 

j; — z + 2/ = 6 
3x -  .y + z -  / = 0 

x + у  -  ( у  4 1 = 6  

Зх — у  6z -■ 4/ = 2 

2х + 3_у I 9z + 2t = 6 

3x +  2y  I 3z + 8f = - 7  

2x -  j  I 2z / = 0 

v +5j' i 4z + 3/ = I, 10) 

5x + 3 V I 8z + 1 =  I

8)

6)

x-~2_y + / = -3  

3 x - _ y - 2 z  = 1 

2x + j - 2 z - f  = 4 

x + 3 y - 2 z  ~ 2 t  = 1 

x - 3 y  + 5 z - l t  = 12 

3 x -5 .y  + 7 z - f  = 0 
5x -  7y + z -  3/ = 4 ’ 

l x ~  у  + 3 z - 5 t  = 16 

_y -  3z + 4? = --5 

x — 2z + 3f = - 4  

3x + 2_y -5 ?  = -1 2 ’ 

4x + 3 r -- 5/ = 5 

5x + 3>> + 1 = 12  

3x + z + 2/ = 10 

x + 2 y  + 3z = 14’

>> + 2z + 3/ = 20 

4 x - j  + 5 z + /  = l l  

x + >»-2z + 4/' = 10, 

3x -  2y  + 6z - 1 = 8
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11)

13)

15)

2x  + 7 у  + 3z + 1 = 6 3 x - y  + 3z + \4 t  = - 8

Зјс + 5 j  + 2z + 2t = 4, 12) «9x -  З у  + 5z + 6/  = 4 ,
9x + 4у  + z + I t  -  2 6x — 2 y  + 3z + \4 t  = 5

5x + у  -  3z -  -6 Зх + 5>> + z + 9t = 1
2 x - 5 y  + 7z  = 9 

4x + 2.y -  4z = - 7 ’
14) <

Зх + l y  + 4z + 8  ̂= 2 

x + Зу  + 3z + 5t = -1
5x -  2^ + 2z = 1 2x + 6 у  + 5z + 6/  = 1

S x ~ 3 y  + 6z  + t  = 12 x -  y  + 2z  = 5

4 x -1 2 > > -z  + 9/ = 0
■< 16)

X + ЈИ+ z = б

x +15 >> -  2z + 4t  = 18 Зх -  6jy + 5z = 6

21x + 1 6 j + z - 1 9 /  = -1 3 2x -  у  + z = 3
2x + 5>» -  8z =  8

2x + 3_y-5z = 7

x +  8 j - 7 z  = 12

4x + З^ -  9z = 9

17)

Niimunəvi həllər

1) Matrisferm cəmini tapm.
1 2 4

5  =
"5 3"

S 3

.3
və

4, ,2 7y

A + B = \
2Л /

4*

НәШ:

2) Matrisləri vurun. 

А

v

'1 + 5 2 + Зл

3 + 2  4 + 7

Гб

5

5

11

f1 2" в ='4 Злvə
,з К J  h
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H it III

III

II I

I 2  ̂

I I 

4 3) 

II I

4 3) 

1 1

( \  2̂ 1 

3 1

1 -4 + 2-1 1 -3 + 2-1

3 - 4 +  1-1 3-3 + l-l^

4 1 + 3-3  4 - 2  + 3-1

1-1 +  1-3 1-2 + 1-1

6 5 '

13 10,

"13 11

.4 3

11 I lupin, ogor

U 3 1 
1

11,1 llh

3 1
1 2

v 3 1

/V1 2

10 5 v 3 1

/V

35 20

20 15

• I I ь (i mimiinti hcsablaym

2 -1 0 0
1 2 -1 0
0 -1 2 -1
0 0 -1 2

it .in I >< 11 < 11; > 11 i Ы i bu determinantı birinci sətir elementlörinə götB
Һ> ı l l l | | | y i l ( |

И



2 - 1 0 0

1 2 - 1 0
А = = 2( -

0 - 1 2 - 1

0 0 - 1 2

- t  - 1 0

+ ( - 1) (~ 1),+2 0 2 - 1 =
0 - 1 2

=  8 - -3  = 5.

5) Matrisin tərs matrisini tapm
1 2

A = 3 0

,4 - 2

\  1+1

2 - 1 0

- 1 2 - 1 +

0 - 1 2

= 2(8 -  2 -  2) +1 • ( -4  +1)

- V  

2 
5

Haiti: A matrisinin determinaxitim hesablayaq.
2 -1  
0 2

- 2  5

=  6 + 1 6 - 3 0 +  4 = - 4 ^ 0 .

Bu matrisin elementlərimn cəbri tamamlayıcılarmı tapaq.
2

Axз -

0 2 

-2  5

3 2

4 5

3 О

4 - 2

= 4, Л21

2 1

- 2  5
— —8, А31 —

О

1 - 1
— 7, Л22 —

4 5
— 9, A32 -

1

1 2
—6 ,  v423 — см1

IIrnrs
ОII

з : 
1
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Mnltt

- 8  4 ^

7 9 - 5  

6 10 - 6

/  \  
1 2 ~1 

7 ^ 9  5
4 4 4
3 _ 5  3
2 2 2

• >) Mnlıisin ranqım tə ’yin edin.
f 4 3 2 2 Л

0 2 1 1  
0 0 3 3V ” “J

ıı.ılli I)ördüncü sütun elementlərindən üçüncü sütun elementlərini
VIHIU)

4 3 2 0 Л

0 2 1 0
,0  0 3 ô

i 'nMİimeü sütun elementlərini nəzəre almayaq.

'4 3 21 4 3 2

0 2 1 ,  д = 0 2 1

0 0 0 3

2 4 * 0

>Muftundan A matrisinia ranqı 3-ə bərabərdir.

> К ramer düsturlan ilə tənlıklər sistemini həll edin. 
x +  2^ + 3z = 7 

x -  Зу  + 2z  — 5 

x + j> + z = 3
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Ноlli: A ,Ax,A y ,A z determinantlannı hesablayaq.

1 2 3

Ä = 1 - 3  2 = - 3 +  3 + 4 -  9 — 2 - 2  = 9 *  О,

1 1 1 

7 2 3 

5 - 3  2 

3 1 1

7 3 

5 2 

3 1

2 7 

- 3  5 

1 3

п н  9 1 0 п 18 оОпаа х  =  — = 1, у = — = 0, z = —  = 2 .
9 9 9

8) Matris metodu ilə tənliklər sistemini həll edin. 
x +  2 y  + z  = 1

<2x + y  + z  - - 1

x + 3y  + z  = 2 .

Həlli: Sistemi А Х  = В  şəkilində yazaq, burada

= -21  + 15 + 12 + 2 7 - 1 0 - 1 4  = 9,

5 + 14 + 9 - 1 5 - 7 - 6  = 0,

= - 9  + 7 + 10 + 2 1 - 6 - 5  = 18,

r1 2 Г V (\ л
A = 1 1 1 , x  = У , B = - 1

vı з ı 2'ч У
A determinantmı və ошт cəbri tamamlayıcüarmı hesablıı 
yaq.
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1 ) 1
1 1

J 1 1 1+ 6 + 2 - 1 - 3 - 4  = 1 * 0 ,  At =
3 1

= -2 ,
1 t 1

) 1 2 1 2 1

-v 11 = 5, A2 = -
1 1 1 3 3 1

1,

w. 

я.

HhihIiiii

1 1 2 1 2 1
1 1

0. c 2 = -
1 l

II 1 * II

1 1
1 i l 21. c3 =
;  1 2 1

- 2  1 1 

- 1  0 1

5 - 1  - 3
tlrtl I hnlıı

* - 2  1

\ у

i Я j

1 0

5 -

V ı  \

1 - 3

- 2 - 1+2 

-1 + 0 + 2 
5 + 1 - 6

f  ı \

vO y
\ 'I

« I, у  — 1, z = 0.

1 1  ........ ". iiKİıı ilo (onliklər sistemini həll edin.
\ у  + 4z  -  31 = 1

1 v 3 у  + 3z -  2t = 2

-h 9 y  + z -  8 / = - 3

» I 6у  4z  + 8/ = 4.
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Ho Hi: Sistemin
1 - 2 4 - 3 1

2 - 3 3 - 2 2

4 - 9 1 - 8 - 3

1 6 - 4  8 4

genişlənmiş matrisi üzərində müvafiq çevirmələr aparaq. II 
matrisin birinci sətrini -2-yə, -4-ə və -1-ə vurub uyğun olıım 
ikinci, üçüncii və dördüncü sətrlə toplayaq.

( \ - 2 4 - 3 1

0 1 - 5 4 0

0 - 1 -1 5 4 - 7

.0 8 - 8 11 3
Alman matrisin ikinci sətrini - 1-ə və
üçüncü və dördüncü sətrlərlə toplayaq.

1 --2 4 - 3

A ~
0

0

1

0 1 
1 

о

4

8

0 0 32 - 2 1

Nəhayət bu matrisin üçüncü sətrini
32
20

sətrlə toplasaq, alarıq
r\ - 2 4 - 3

0 1 - 5 4
A ~ 0 0 - 2 0 8

0 0 0
41

1 л 

0

- 7  

3

ədedinə vurub dördiim

1

0

- 7  

41 
5 )

16



UtttH 1мм ik| iiihIi isino uyğun tənliklər sistemini aşağxdakı
4 t It*).' olltr.

* 2y  ı- 4z ~  1 = 1 

v Sz + 4/ = 0 

20." I 8/ = -7  

41 41

5 5
İIim u H пн т и  lıım quyda ilə həll etsək, onun

I 1 3 ,
у z = —, f =  l .

4 4
I(h|!h)IHİ I<I

| l l |  t,.'iı mu I in I tii misalınm həlli:

f I .1 o> '3  1 3 ' '1 + 3 5 + 1 0 + 3"
A 1 M J 4 + 3 4 2 = 2 + 3 - 1  + 4 4 + 2

1 s 8 , ,0 5 - >J v3 + 0 5 + 5 8 - U
A г* I f l 5 0"|"3 1 3 N

1 () AB= 2 -1 4 3 4 2 =
| 1 10 / I 3 5 8y ,0 5 - K

I K*. HIM) Ы + 5 - 4  + 0-5 1 -3 + 5 -2 + 0 - ( - l )  л

i l l  l ) l ı  4-0 2 -1 + (—1)4 4-4-5 2 - 3 + ( - l ) - 2 + 4 ( - l )

• И t МО К 3-1 + 5-4 + 8-5 3-3 + 5-2 + 8 -(-l)  ,

(18 21 13л 

3 18 0

24 63 11v /

I нt I <,.11 ılı. ИЛ hesablamaq olar. Nozərdə alaq ki, AB*BA ola



11) Çalışma 2-nin 11-ci misalınm həlli:

Д(В)=

B u =  ( - 1 ) I + I

Bu= (-1)1+3 

B 2 2 =  (-1Я+2 

В з 1 —  ( - 1 ) 3 + 1  

В з з =  ( - 1 ) 3 + 3  

Onda

B'* — ■

5 4 0

- 3  7 - 2  

- 1 4  6
7 - 2

4 6 

- 3  7 

- 1  4

5 0

-1  6 
4 0

7 - 2  

5 4

- 3  7

210+8+0+40+72=330*0

= 4 2 + 8 = 5 0  B i 2 =  ( - 1 ) , + 2

= - 1 2 + 7 =  - 5  B 2 i =  ( - 1 ) 2 + 1

= 3 0  B 2 3 =  ( - 1 ) 2 + 3

=  - 8  В з 2 =  ( - I F 2

=  3 5 + 1 2 = 4 7

- 3  - 2  

-1  6 
4 0

4 6

5 4 

- I  4

5 О 

-3  - 2

( - 1 8 - 2 ) = 2  

= - ( 2 4 - 0 ) =  - 2 4  

=  -  ( 2 0 + 4 )  = - 2  

= 10

Д(В)

В п B 2 1 B 3 1

1
330

'50 - 2 4  - 8

B 1 2 B22 B 3 2
= 20 30 10

Bis B 2 3 B 3 3 , - 5 -2 4  47
" 5 12

4 1

33
2

165
I

165
I

33
1

11
4

33
47

v 66 55 330 J
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11 11....... ' nil I ci misalin həlli:

> 'I 6 

A « t I I

2 3

\ 4 6

I I  1

I 2 3
. " I ■ I ■ 111 j ’ и üçün bu sistemin həlli yoxdur. 

MM, ill>ma 3 ün 2-cimisahnmhəlli:

= 6+36-4-6+4-36=0.

9+12-16-24+6-12=-25* 0



Alınan martisin üçüncü sətrini -3-ə və 4 -ə  vurub uyğun olaraq 
ikinci və dördüncü sətrlə toplayaq və ikinci sətrlə üçüncü sətriıı 
yerini dəyişək.

II F Ə S I L 

A nalitik  hən d əsə

1 - 1 1 4 s 1 - 1 1 4 ' 1 ıthjniıi 1. d vektorunun a , b , c  vektorları üzrə ayrılışını

0 0 5 - 7 -1 3 0 - 1  0 1 2
A~

0 - 1  0 1 2 0 0 5 -7  -1 3 II ıl( 1,7, -1), а ( 2Д,0), 6 ( 1, - 1,2), c (  2 ,2 -1) ,

v0 0 4 - 8 - 20y к0 0 4 - 8  - 20y ’ı ./(II, 1,4), ö ( 1 - 1,2), b (  3,2,0), c ( - 1,1,1),

И </( 1,20,1), ä (  -2,3,5 ), 6 (1 -3 ,4 ) , c (7 ,8 ,- l) ,

Axmncı matrisdə üçüncü sətri • —-ə vurub dördüncü setrl It </( 12,52), ä(2 ,4 ,-6) , ö(l,3 ,5), с  (0 -3 ,1 ) ,

toplayaq

"1 1 - 1 1 4

0 - 1 0 1 2

0 0 5 - 7 -1 3

0 0 0 12 48

V 5 ’ 5

Bu üçbucaq matrisinə uyğun tənliklər sistemini aşağıdakı şəkildə 
yazmaq о1ат.

x + y - z  + t = 4 

— у + t = 2 

5 z - 7 t  = -1 3  

_ 1 2  48
~ 5 5

Bu sistemi məlum qayda ilə həll etsok, onun

Ч . /(15,-20,-1), ä(0,2,l),  b ( 0,1 - 1), c ( 5,-3,2),

ı.ı «/(9,14,16), ä (2 ,l ,3 ) ,  b  (3 ,2 ,4 ), c ( 2 -3 ,1 ) ,

I .1(1,1,5), ä ( W ) ,  b (1 -2 ,0 ) ,  c ( 0,3,1),

mi ./(5,15,0), ä(l,0,5), b ( -1,3,2), c ( 0-1,1),

"» <l( 5 ,9 -1 3 ), ä(0,l,20), b (3 ,- l , l ) ,  c ( 4,1,0),
III) ,1(3,4,-3), ä ( -5,5,0), b ( 2,1,-4), c f8 ,-16,17),

I) </(2,1,0), ä ( 4,3,-8), b ( -6,5,1), c ( 34,5,-26),

'I ıl(\,0,5), ä (3 ,2 ,l) ,  b ( 5,0,9), c ( - 4 ,2 -1 2 ) ,

И </(6,11,9), ä(l,2,4), b ( -2 -1 ,1 ) ,  c (4 ,3,-5),

I) </(2,9,17), ä(2,2,6), b ( -3 ,1 -5 ) ,  c ( l ,-4 ,2 ) ,

S) d  (9 ,13-1), ä(l,2,3), b ( - 2 - 1 ,2 ) ,  с ( -1 ,3 -5 ) ,

0) d ( \  1 -6 ,5 ), « (3 -2 ,1 ) , b ( -1 ,1 -2 ) ,  c ( 2,1-3),

1) d  ( -1 9 -1 ,1 ) ,  ä (  0,1,1), b ( - 2,0,1), c ( 3,1,0).

ulışına 2. a  və b vektorlarına görə qurulan с \ q d  
< kiorlarmm kollinearlığını müəyyən edin.
) а (5 Д -1 ) , b (1,2,3), c = 2 a - b ,  d = 3 b - 6 ä .



3) а (3,-6,1), 6 (1,4,-5), c = 2 a - 3 b ,  d = 4 b + 2 d .

4) « (4 ,3 -1 ), Ъ(2,1,2), c = ~ a  + 2b,  d = 3 d - b .

5) ä(3 ,-7 ,8), ft(7 ,-3,2), c = 3 ä - 4 b ,  d = l O ä - 6 b .
6) ö ( l,—2,1), b (0 ,3 ,-2), с = 3 d + 5b,  d = 5 d - 2 b .

7) ä(l,0,5), 6 (-1,4,2), c = d - 3 b ,  d  = 3ä + 9b.

8) й (1,-3,4), 6 (2 ,0 ,-4 ), с = 5 d -  2b,  d = 3 d - 6 b .

9) ä (3 ,-7 ,-6 ), 6 (5 ,-1 ,-2 ), с = З а -  2b,  d = 2 d - 3 b .

10) ä(3,2,3), b ( 0 - 2 - 3 ) ,  c = 3 d  + 2b, d  = 2 ä - 3 b .

11) ä ( l ,1,-1), К 1 ,2 -3 ), c = 4 d  + 2b,  d  = 2 d  + 2b.

12) ä(7 ,-7 ,0 ), 6 (3 ,-2 ,-1 ), c = d  + b ,  d = 3 d - l b .

13) ä (-3 ,l,7 ), 6 (5,0,8), c = 1 2 ö - 9 ö ,  d = 3 d - 4 b .

14) «(4 ,-6 ,-1 ) , b (3 -1 ,0 ) ,  c = 3 ä + 2 6 ,  d = 5 d - l b .

15) «(3,2,0), 6 (8 ,7 -3 ) , c = 6 d - 3 b ,  d  = b  -  2d.

16) «(-1,3,8), ö (4,2,9), с = 4 ä - 3 b ,  d  -  2 d - b .

17) «(5,7,10), Jb (3 ,-1 ,6), с -  b -  2d,  d  = 4d~-2b.

Çahşma 3. AB  və ЛС vektorları arasındakı bucağm kosin 
sunu tapm.
1) Л(1,3,-2), 5(4,0,5), C(0,l,2).
2) ^4(1,-2,2), 5(1,4,0), C (-4 ,l,l).
3) ^ (-5 ,-5 ,3 ), B(2,-4 ,4), C(3,-2,6).
4) Д -1 ,3 ,-7 ) , 5 (2 ,-1 ,5 ), C (0,l,-5).
5) A(6,-3,2), B(4 -2 ,4 ) ,  C (l,2,-1).
6) ^4(1,3,-2), 5(4,0,5), С(0Д,2).
7) Д -2 ,4 ,-2 ) ,  5(0,3,1), C(0,3,-4).
8) A(2,3,-1), 5 (2 ,-1 ,-6 ) , C(l,—2,3).
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"I ,f(i. .’..I), /1(5,3,-!), C (-4 -2 ,0 ) ,
Hi, .И.М. I), 5 ( 6 - 1 - 4 ) ,  C(4,2,l).
Ml 1(0,0,I), 5 (-2 ,l ,l) , C(2 ,3 -2 ) .
I I К 1.1,4), 5 ( - 1,6,5), C (0 ,4 ,-l).
I ч 1(M>,2), 5(5,4,7), C(2,4,7), 
m i  l( /,0,2), 5(7,1,3), C (8 ,-l,2 ).
I I К 1,9,8), 5(3,8,4), C(5,8,0).
!'•) ((».’, 3), 5(3,1,-4), C(4,3,-3).
I I 1(0 2 ,-3), 5 (3 ,2 ,-3 ), C (-1,0,-1).

I ,ih)wn 4. ä , b , c  vektorlarınm komplanarhğını müəyyən
imİİii
II <<( 1,9, 11), *(2,3,—1), c ( l,- l,3 ) ,

) ,i(l.  2,1), b (3 ,-1 ,-2 ), с (2,1,2),

' I 11( 1,2, 3), * (3 ,-4 ,7 ), с (2,1,2),

I) „ ( . \  1,1), 6(5,5,4), с (2,2,-1),

I «(>,1,1), * (4Д,-2), с (6,3 ,-7),

<■) ./( 5 -4 ,8 ) , b (3,-2,5), с (1,6,4),

/) «(2,2,2), * ( -1 Д -1 ) ,  с (2,3,1),

М) «(7,3,4), *(4,2,4), с (-1 ,-2 ,-1 ) ,

•J) «( 2,4,-1), * (0 ,-2 ,-1 ) , с (-7 ,10 ,-5 ),

10) </(6,7,4), *(4,3,1), с (-2 ,-4 ,-3 ) ,

I I) «(1,2,-3), * (ЗД,-4), с (4,3,-3),

I ’) «( 9,—4,—9), *(4,1,1), с (6,2,6),

I I) «(1,1,1), *(4,3,2), с (2,3,4),

14) «(2,5,7), *(1,1-1), с (1,2,2),

13) «(1,1,4), *(1,3,—1), с (2 ,-1 ,-1 ),

25



16) а(1,1,1), 6(1,-2,1), с (3,3,1),
17) а (5,5,0), b (8,1,6), с(5,2,-1),

Çalışma 5. Təpələri A , B ,C , D  nöqtələrində yerləşən piram 
damn həcmini hesablayın.
1) Д6,1,1), 5(4 ,6 ,6), C(7,9,5), D (4,5,7).
2) /1(2,4,7), 5 (0 -1 ,4 ) ,  C(4,5,5), £>(2,1-1).
3) Д 4 ,6 ,3 ), 5(4,1,3), С(5,7,8), £ > (0 -1 -5 ).
4) A(5,5,6), 5(2 ,2 ,2), C(4,3,3), D(4,5,4).
5) /1 (6,3,8), 5 (-6 ,0 ,3 ), C(0,4,3), £>(5-2,6).
6) >1(1,—1,2), 5(5,3,2), СО,-2,1), £> (-3-5 ,6 ).
7) ^ (2 ,5 ,-3), 5 (0 ,-3 ,-1 ) , С(8,3,-1), £> (-2,3-1).
8) A(  1,2,4), 5 (3 ,1 0 -1 ), C (-2,0,3), £>(-7,2,6).
9) ^ (-5 ,0 ,-2 ), 5 (-10 ,0 ,9 ), C(l,9,4), D (-3,2,5).
10) ^(1,0,11), 5 (2 -8 ,1 2 ) , C (7 - 5 ,6 ,  D ( l - l - l ) .
11) ^ ( -2 ,0 -5 ) ,  5(9,2,0), C (6,3,-8), £>(3,4-5).
12) Д 4  ,-2,1), 5 (6 ,6 ,-4 ), C(6,0,6), £>(8-7,9).
13) A(3,-5,4),  5(1,-7 ,2 ), C(3,-3,-3), £>(4,2-5).
14) ^ (-7 ,1 ,-7 ), 5 ( 3 ,-2 ,-9 ), C (0,-7,9), £>(2,2,1).
15) Л (1,10,-2), 5(2,1,-1), C (9,3,-2), £>(3,3-5).
16) v4(12,4,-8), 5(0,3,2), C (5 ,0-7 ) ,  Z>(4,4,-8).
17) A(3,-7 ,3 ), 5(13,2,2), C (6 ,-2 ,- l) , £>(5,0-2).

Çahşma 6. 5-ci çalışmadakı D  nöqtəsinin, A ,B , 
nöqtələrindən keçən müstəvidən olan məsafəsinı tapın.

Çalışma 7. Müstəvilər arasmdakı bucağın kosinusunu tapın.
1) x + >> + 6 = 0, х + 2>>-1 = 0,
2) x + .y + 3 z - 7  = 0, >" + z -  l = 0,
3) x + > » + 2 z - 3  = 0, \ \ x - 7 y - 2 z  — 21 = 0,
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i( I \ y - z  + 1 = 0, x + .y + 5 z - l  = 0, 
it) » с 2z + 3 = 0, x + 3.y + 5 z~ 4  = 0, 

\ к 1»м6 =  0, 2x  —y  +  5z —10 =  0,
!• I \\ \ v  -  2z -  6 = 0, x + у  -  3z -  5 = 0,
41 I* »> + 2z + 15 = 0, 5x + 9>>— 3z + 10 = 0,
III h- 2 = 0, 2 y  + z  = 0 ,
I I 5л I 1 у  + z --8 = 0, 2 у  +  z — 3 = 0,
I » I 2 у  — 2 z --5 = 0, x + y  + 15 = 0,
I I ) \ 3 у + 6 z - 1 2  = 0, 2x -  >’ + 2z + 9
м 2 у 1 z + 7 = 0, x — у  + 2z — 1 = 0,
I > 3 \ 1 3_v + z --16 = 0, 2 у  +  z  — 7 = 0,
I f • Л 1 3v -1 6z — 7 = 0, 3x + >, - 1 7 z  =
I I Ix у  + 3z -- 1 = 0 ,  5x+4>> —z —7 =

< iiiymii S. 7 -ci çalışmadakı düz xətlərin kanonik tənliklərini
ум/lit,

1 zinnia V. Diiz xətt və miistəvinin kəsişmə nöqtəsini tapın.

I) л -  Z—2 = £ —— ? x-2>> + z - 5  = 0,
» - 1  5

') ' ~ =  ——— = ———, 3x + j - 5 z  + 3 = 0,
2 - 1 2

x } v+1 z + 3  .  . _ , л
•- = - -----= --------, 3x + 4 v  + 7 z - 6  = 0,

2 3 2

4) * 1 z ± l  = £ ,  Зх + 4y  + 3z - 5  = 0,
1 - 1 2

v 2 v - 2 z - 4 _  .  ı  n

 = -  = — , 5x -  v + 4z + 1 = 0,
2 - 2  3
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6) £ _ A  =  l - 1  ■■ 2 , 2х + 3>» + 82 - 1 6  = О,
5 4 *

7 ) l ± l = y z l  = l ± l ,  x + 2 y  + 5Z + l0  = 0,
3 4  5

8) f  = 2х + З^ - 2  + 5 = О,

^ ■  = ^ T T =::f ’ х  + ^ + 22 + 1 =  0,

10) - —~  = Ј̂ Г  = ~ Т ~ ’ 5* + .У + б 2 - 7  = 0, 1
2 - 4  3

П ) = = 5х + 3>;-72  + 1 = 0, |

1 2 )¥ = ^ Г  = £ ^ ’ 4* + 3 ' - + 3 = o,

13) ^ -  = ^  =  ~ ,  З х -З .у  + 2 2 - З  = 0, I
2 4 3

14> П Р  = ^ Г  = £ § ^ '  * + 2 y - 4 z - 1 = 0 ,

15)3T ^ = Z T ^ = İ ’ 3 х - У + 2 г ~ 5 = 0 ’

, 6 ) İ Z İ . i t > . £ .  2 * + 3 y  +  z - l  = 0,
1 — z о

, „ ч х + 2 v - 1  2 - 317) — ^- = - у -  =  - у - ,  x + 2 y - 2 z  + 6 = 0.

Çalışma 10. Tənliklərin hansı xətləri tə’yin etdiyini müəyyən 
edin.
1) y 2 - 6 x  + + 49 = 0,

2) 16jc2 +  25,y2 - 3 2 x  + 5 0 ^ -3 5 9  = 0,
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3) х 2 - 9 у 2 + 2 х  + 3 6 у - 4 4  =  0,

4 )  у 2 - \ 0 х - 2 у - \ 9  = 0,

5 )  2х2 +  2 у 2 -  8 х  +  5_у -  4  =  О,

6) 9 х 2 - 6 х - у  +  2 = 0,

7 )  х 2 + 4 у 2 +  4 x - 1 6 j - 8  =  0 ,

8 )  5 х 2 +  9 у 2 -  З О х  + 1 8_у +  9  =  О,

9 )  у  = 3 - 4 л / х - - Т ,

1 0 )  х  =  - 4  +  З ^ у  +  5,

1 1 )  1 6 x 2 - 9 / - 6 4 x - 1 8 j ;  +  1 9 9  =  0 ,

1 2 )  х  =  2 - т ј б - 2 у ,

1 3 )  j /  =  - 5  +  V - 3 x - 2 1 ,

1 4 )  х 2 -  у 2 - 6 х  +  1 0  =  0 ,

1 5 )  х 2 +  у 2 - 1 0 х - 6 > ’ +  2 5  =  0 ,

2 2

1 6 )  - —  —  =  у  v ə  3 x - 3 , y  +  4 z  +  2  =  О,
2  3
2 2

1 7 ) —  + —  = 2z v ə  3 x - , y  + 6 z - 1 4  =  О,
3  6

Nümuoəvi həllər

1) ä  = 2 i + 3 j - k ,  b = —i + 3 k ,  с ~ - i  + j - 2 k  
vektorlannın cəmini tapın.

Həlli: d  = ä + b + c  işarə edək.
d  = (21 + 3 ] - k )  + ( - /  + 3k)  + ( - /  + ] -  2 k ) = 4].  d  = 4 )  
vektoru Oy oxu ilə kollineardır.
2) ä  — 5i — 4 j  + 2-j2k vcktorunun uzunluğunu tapın.
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Həlli:

\ä\ = д/5 2 + ( - 4 ) 2 + (2yİ2Y  = л/25 +16 + 8 = 7.

3) ä  =  3i —4 j  +  6k  vcktorunun ort vektorunu tapm.
НвШ:

Щ = ^3 2 + (-4 )2 + 6 2 = л/9 + 16 + 36 = VöT- 

_  л 3i -  4 j  + 6к 3 т 4 -  6
Ö° ~ M _  л/61 " 7 бГг ~ Ж 7 + л/б1 ■

4) а = 20/ + 30у -  60& vektorunun istiqamətləndirici kosi- 
nuslannı tapm.

Halli:
|ö| = V202 + 3 0 2 + ( -6 0 )2 = л/200 + 900+  3600 = 70

20 2 я 30 3 - 6 0  6
cos or = —  = —; cos/7 = cos^ = —— = .

70 7 70 7 _  70 7
5) ä  = 1 - 3 ]  + к və b =  i +  j  - 4 к  vektorlarmm skalyar 

hasilini tapm.

Həlli:
( ä , b )  = 1 1  + (-3 )  -1 +1 • ( -4 )  = 1 -  3 -  4 = - 6.

6) ä  = i + j  -  4к və b = i -  2 j  + 2k  vektorları arasındakı 
bucağı tapın.

Həlli.
(Q,b)  1 - 2 - 8  л/2

Vl +1 + бл/l + 4 + 4 2
cos#> =

\ a \

; (p = 135°.

7) a = 3 i  + 4 j  — к  vektorunun b = г + j  vektoru üzərində 
proyeksiyasmı tapm.
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Həlli: Məlumdur ki, Прһа  = |a |cos(ö, b).  Onda

n  — /т2 1 3 -l + 4 -l + ( - l) -0Пръа = yjЗ2 + 4 “ + ( - 1)- V  =
V32 + 4 2 + ( - 1 ) 2V12 + 1 2

= л/26-
7л/2

л/26-л/2 2
8) а  = 2i + 3 j  + 5к və b = i + 2 j  + к vektorlannm vektorial 
hasilini tapm.
Haiti:

/ j к
_ 3 5 2 5 _ 2 3

a x £  = 2 3 5 = / ~ j + k
2 1 1 1 1 2

1 2 1

= - l i  + 3 j  + k.

9) a  — 2i -  j  -  k,  b = i + 3 j  -  k,  с  =  i + j  + 4k vektorlannm 
qanşıq hasilini tapm.
Haiti.

( a ,b , c )

= 26 + 5 + 2 = 33.
10) Təpələri A(2,2,2), 5(4,3,3),C (4,5,'4) və Z)(5,5,6) nöqtələri 
olan piramidanm həcmini tapm.
Haiti: a  = AB = 2 i + j  + k,  b = A C  = 2i + 3 ]  + 2k və 

с = v4Z> = 3i + 3 / + 4& olduğundan alanq:

y = -
6

2 -1 -1
3 -1 1 -1 1 3

1 3 -1 = 2 + 1- -1 -
1 4 1 4 1 1

1 1 4

2 1 1 f \1 3 2 2 2 2 3
2 3 2

~ 6
2

3 4
- 1

3 4
+ 1

3 3
3 3 4 V J

= —1 (12-2 -3 )  = —, F = 1—. 
6 |V A 6 6
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11) А(2,0) və 5(0,1) nöqtəlorindən bərabər məsafədə yerləşən 
nöqtələrin həndəsi yerinin tənliyini yazın.
Haiti: Tutaq ki, M ( x , y ) nöqtəsi axtarılan düz xəttin üzərində 
yerləşir. Onda

d ( A , M )  = d ( B , M )

V(x -  2 f  + ( y  -  0)2 = ^ х  -  0)2 + ( y - 1)2 

x 2 - 4 x  + 4 + y 2 = x 2 + y 2 —2 y  +  l və ya у  = 2 x - l , 5 .

12) ^4(3,1) və 5(5,4) nöqtələrindən keçən düz xəttin tənliyini 
yazm.
Həlli: İki nöqtədən keçən düz xəttin tənliyinə görə alanq:

—— -  = ——-  və ya Зјс -  2 y  - 1  = 0.
5 - 3  4 - 1

13) A(  1,1) nöqtəsindən keçon və 0x oxunun müsbot istiqaməti ilə 
60° bucaq əmələ gətirən düz xəttin tənliyini yazın.
Həlli: к = tg60°  = л/З olduğundan verilən nöqtədən verilən 
istiqamətdə kcçən düz xəttin tənliyinə görə alarıq:

у  - 1  = >/3(х - 1) və ya у  = л/Зх + 1  -  л/зТ
14) Koordinat oxlarından kəsdiyi parçalar 5 və -3 olan düz xəttin 
tənliyini yazın.
Həlli: a - 5, b=-3 olduğundan düz xəttin parçalarla tənliyini yazaq:

x У ! x  v .— I— = 1 v ə y a  — = 1.
5 - 3  5 3

15) = 2x +1 və у  = -З х  + 5 düz xətləri arasmdakı bucağı
tapın.
Haiti: kx = 2, k2 = -3  olduğundan iki düz xətt arasmdakı bucaq 
dıisturuna görə alanq:

tg(p = .-3 2 = 1, <59 = 45°.
l —o

16) Normalmın uzunluğu 3 və Ox oxunun müsbət istiqaməti ilə 
əmələ gətirdiyi bucaq 30° olan düz xəttin normal tənliyini yazın.
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Holli\ р  = 3, (р =  30° olduğundan düz xəttin normal tənliyinə 
görə alarıq:

л/З 1
jcco s3 0 °  +>»sin300 -  3 = 0 və ya —̂ -x  + —y - 3  = 0.

17) Зх -  4 y  - 1 0  = 0 düz xətt tənliyini normal şəkilə gətirin.
Holli: С  = ” 10 < 0 olduğundan normallaşdırıcı M vuruğunu 
müsbət işarə ilə götürmək lazımdır.

1 1M  = . = —
л/9 + 16 5

Onda

- ^ ( 3 x - 4 j - 1 0 )  = 0 və ya ^ x  — ~ y  — 2 = 0.

18) A(—2 ,-3 ) nöqtəsindən Sx + 15^ + 27 = Odüz xəttinə qədər 
olan məsafəni tapm.

Holli: Nöqtədən düz xəttə qədər olan məsafə düsturuna görə alarıq:
J |8 (-2 ) + 15(-3) + 27l 34 „

>/64 + 225 17
19)A(2,3,5) nöqtəsindən keçən və normal vektoru я(4,3,2) olan 

normal müstəvinin tənliyini yazın.
Holli: Müstəvinin vektorial tənliyinə göro:
4(x -  2) + 3(>> — 3) + 2(z — 5) = 0 və ya 4x + 3у  + 2z -  27 = 0,
20) A(2,3,0), B(2,0 ,-5), C (0,3,-5) nöqtələrindən keçən 

müstəvinin tənliyini yazın.
Ноlli: Üç nöqtədən keçən müstəvinin tənliyinə görə:

x —2 y - 3 z 

0 - 3  - 5 = 0  və ya 15x + 1 0 j - 6 z - 60 = 0.

■2 0 - 5

21) Müstəvinin 2x — + 2z + 9 = 0 tənliyini normal şəkilə gətirin. 
Həlli: D  = 9 > 0, olduğundan normallaşdıncı M vuruğunu mənfi 
işarə ilə götürmək lazımdır.
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м  = — = } = =--
л/4 + 1 + 4 3

Onda

——( 2 х - у  + 2z + 9 = 0) vəya -  —х + —у ~ —z -Ъ  = 0.
3 3 3 3

22) x + 2_ y - 2z + l = 0 və х + j; - 4  = 0 müstəviləri arasmdakı 
bucağı tapm.

Holli: Aj = 1, Вг = 2, C x = -2 ,  A2 =1, B2 =  1, C2 = 0
olduğundan iki müstəvi arasındakı bucaq düsturuna görə:

1 • 1 + 2 • 1 + ( - 2) • 0 1 ._o
c o s p  = —r  r: = ^ - == r- = (p = 4b .

л/Г+4 + 4 л/l  +  l л/2
23) ^4(1,-1,2) nöqtəsindən 4x -  4_y + 2z + 33 = 0 müstəvisinə

qədər olan məsafəni tapm.
Holli: Nöqtədən müstəviyə qədər olan məsafə düsturuna görə:

|1-4 + (-1 )(-4 )  + 2 -2  + 3 3 |_ 4 5 _ 7 1

л/16 + 16 + 4 6 2'
24) .4(2,0,-3) nöqtəsindən keçib, ä(2 ,-3 ,5 ) vektoruna normal 

olan düz xəttin kanonik tənliyini yazm.
Ho lli: m = 2,n = -Ъ ,р  = 5, x0 = 2, jj/0 = 0, z0 = -3  olduğundan 
fəzada düz xəttin kanonik tənliyinə görə:

x -  2 V -  0 z — (-3 ) x -  2 у  z + 3 ------ 1— L ү ә у а  = — = --------------------------- .
2 - 3  5 2 - 3  5

25) A( 1,—2,1) və 5(3,1,—1) nöqtələrindən keçən düz xəttin 
kanonik tənliyini yazın.
Ho lit.
X[ =1, у г =  -2 , Zy =1, x2 = 3, у 2 =  1, z 2 = -1  olduğundan iki 
nöqtədən keçən düz xəttin kanonik tənliyinə görə:

x - 1  v + 2  z - 1  x - 1  y - 2  z - 1— — = -------- = --------  ve y a --------= -------- = —— .
3 - 1  1 + 2  - 1 - 1  2 3 - 2
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\ x - 2 y  + 3z + \ = 0 
26) i düz xətttin kanonik tənliyini yazın.

[2x + >’- 4 z - 8  =  0
Həlli: Sistemdən əvvəlcə x-i sonra isə у-i yox edək.

y  — 2z  — 2 = Q ,  x —z —3 = 0
Bu tənliklərin hər birini z-ə nəzərən həll etsək alarıq:

z  -

27)

У _ 
2

У + 2
1
z

və ya
x -  3 >»-2

1
x + 2

və

2
■3 z  + 5

1 11 - 1  л/2
arasmdakı bucağı tapın.
Holli: mx = 1,«, = -1  , p x = л/2 , m2 = 1, n2 = 1, p 2 = л/2 
olduğundan iki düz xətt arasındakı bucaq düsturuna görə:

M  + l - ( - l )  + V 2 -V 2  1

V1 + 1 + 2V1 + 1 + 2 2

düz xətləri

28) A( 1,-1,2) nöqtəsinden
x + 3 y  + 2 8

düz xəttinə
3 2 - 2

qədər olan məsafəni tapm.
Həlli:
X} 1 > У] 1, z x 2, Xq 3, у (j 2, Zq — %,m = 3,n =  2,
p - - 2  olduğundan nöqtədən düz xəttə qədər olan məsafə 
düsturuna görə:

d

1
-1 0

2
+

-1 0  4
2

+
4 1

p - 2 - 2  3 3 2

>/9 + 4 + 4

л/324 + 484 + 25 

V l7

7л/Г7

л/Г7
17.

29) •2 y - 1  z + 1
2 - 3  - 1

müstəvisi arasmdakı bucağı tapm.

düz xətti ilə x + 2.y -  z  +  3 ■= 0
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Həlli: m = 2,n = -3 , p  = -1 , А = 1, В = 2, С  = -1  olduğundan 
düz xətlə müstəvi arasmdakı bucaq düsturuna görə:

1 • 2 + 2 • ( -3 )  + (-1Х -1) 3 _  yf21 ^ л
sın (p — .------------ .----------  I— I—  /4,

л/ l  +  2  + 1  л/4  +  9 + 1  л /б  *V İ4  14

ç? = 19°7'.
30) Radiusu R=5 və mərkəzi C(2,-3) nöqtəsində olan çevrənin 
tonliyini yazın.
Holli: R =  5, а  = 2,b = -3  olduğundan çcvrə tənliyinə görə:

(x -  2) 2 + (y  + З) 2 = 25.

31) x 2 + у 2 -  4x  + 6 y  — 3 = 0 çcvrəsi vcrilmişdir. Onun mərkozini 
və radiusunu tapın.
Həlli: Bu tənliyi aşağıdakı kimi çevirək.

(x 2 - 4x + 4) + ( y 2 + 6j  + 9 ) - 4 - 9 - 3  = 0
və ya

(x -  2 )2 + ( y  + З) 2 = 16.
Dcməli, C(2,—3) və R = 4.

f  ГЈ  >
32) Л (3,-2) və 5  ЗА—,л/2 nöqtələrindən keçən cllipsin

kanonik tənliyini yazın.
Həlli: Ellipsin kanonik tənliyi

2 2

^  + ̂  = 1 
a 2 b 2

verilən nöqtələrin koordinatlannı ödəməlidir, yə’ni 
9 4 , 27 2 ,

—7  H---- г- — 1,  г- Ч—— — 1.
а 2 ö 2 2а 62

Buradan tapanq ki, а 2 =18,  b 2 = 8. Beləliklə, cllipsin tənliyi
2 2 

^ - + £ -  = 1 
18 8

şəklində olar.
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33) l x 2 — 9у 2 = 6 3  hiperbolası verilmişdir. Onun yarımoxlarım, 
fokuslannı, ekssentrisitetlərini hesablaym, asimptotlarınm və 
direktrislərinin tənliklərini yazm.
Həlli: Tənliyin hər tərəfmi 63-ə bölək.

2 2 
i L + Z _  = ı 
9 7

Buradan

a 2 =  9, b 2 = 7 ,  a  = 3, Ь = Л ,  c = yla2 + b 2 = ^9  + 7 = 4 .  
Onda fokusun koordinatları Ft (-4 ,0 ), F2(4,0) vo ekssentrisitet 

С 4
£ = — = — olar. Asimptotlann tənlikləri

b л/7 b yfl
у  = —X = ----X, V = — x =  X

а 3 а 3
və direktrislorin tənlikləri isə

_  а 9 _  а _  9
f 4 ’ e  4

olar.
34) _y2 = 8x parabolasının fokusunu tapın və direktrisinin tənliyini 
yazın.
Яэ///: Parabolanm kanonik tənliyi verilmişdir. Onda 2 p  = 8,/? = 4 
olduğundan parabolanm fokusu F(2,0) və dircktrisinin tənliyi 
x = —2 olar.
35) x 2 — 9 y 2 +  2x + 36у  — 44 = 0 tənliyini kanonik şəkilə gətirin 
vo onun növünü tə’yin edin.
Iləlli: Bu tənliyi aşağıdakı kimi çevirək.

(x2 + 2x  +1) -  9 (y 2 -  4j> + 4) - 1  + 36 -  44 = 0 

vo ya (x + 1) 2 — 9(y — 2) 2 = 9  Burada x = x' —1, >' = >'' + 2
X»

ovez etsək alarıq: x'2 - 9 y ' 2 = 9  vəya —— y ' 2 =1.

I )cməli, əyri hiperboladır.
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36) ЈС2 + у 2 + z 2 -  2x  + 6 y  -  6 = 0 sferasınm mərkozini və 
radiusunu tapm.
Holli: Bu tənliyi aşağıdakı kimi çevirək:

(x2 - 2 x  + \) + ( y 2 + 6 y  + 9) + z 2 - 1 - 9 - 6  = 0 

vəya ( x - 1 ) 2 + ( y  + 3)2 + z 2 = 16  
Dcməli, C (l,—3,0) və R = 4 .

37) Çalışma 1-in 1-ci misalmın həlli:
Tərifə əsasən elə а, P, у ədədləri var ki, a  = cm л- fib + ус , Onda 
(3,7,-7)= «(2,1,0)+ p(l,-l,2)+ y(2,2,-l)

2 a  + P  + 2 /  = 3 

və ya - a  -  [3 + 2y  = 7 

2 p - y  = - l  

Buradan, a=2, P=-3, y= 1 olduğundan 
ä  — 2a  -  3b + с  аһпаг.

38) Çalışma 1-in 14-cü misalının həlli:
Tərifə əsasən elə а, Э, у ədədləri var ki, a  = aa + fib + y c . Onda

<x = a a +  (3b +yc  vo ya

2 a  -  З р  + у  = 2

2 a  + (3 -  Ay = 9

6 p - 5 p  + 2y  = \ l

Buradan, a=5, P=3, у=1 olduğundan 
<5? = 5a + 3b + с alınar.

39) Çalışma 2-nin 1-ci misalmin helli:
c =  2 ( 5 i - k ) - ( U  + 2 ]  + 3 k )  = 3 i - 2 j + \ 5 k

və d  — 3(1 i + 2 j  + 3 k ) - 6 ( 5 i  -  k )  = - 9 /  + 67' + 15Л: 
olduğundan tərifə görə alarıq:

38



3 - 2 - 5  1 1 1
—  = ----------     vəya —  = —  = —
- 9  6 15 3 3 3
Deməli с və d  vektorları kollineardır.

40) Çalışma 2-nin 10-cu misalınm həlli:

с  = 3(3i +  2 j  + З к)  + 2 ( - 2 j  — З к)  = 9i + 2 j  + 3к və

d  = 2(3i  + 2 j  + 3 к ) -  3 ( - 2 ] - З к )  = 6 l + 1 0 ] + 15к 
olduğundan tərifə görə alarıq:

9 2 3
—  *  —  Ф —

6 10 15
Deməli с və d  vektorlan kolliniar deyil.

41) Çalışma 3-ün 1-ci misalmın həlli:

A B ( 3 — 3,1) və A C ( —1,—2,4)  olduğundan iki vektorun arasın- 
dakı bucağın kosinusu düsturuna görə alarıq:

л
cos ( A B .A C ) _ (A B .A C ) •3 + 6 + 28

AB AC  

31

V9 + 9 + 49V1 + 4 + 16 

31

л/б7л/2Т Ј Ш Л
0,83.

42) Çalışma 3-ün 9-ci misalınm həlli:
A B (  2,5,—2)  və A C  ( - 1 , 0 - 1 )  olduğundan iki vektorun
arasındakı bucağın kosinusu düsturuna görə alarıq:

со П Ж 1 С ) Ј Ж 1 5 ) -  - 1 4 + 0 + 2  -

-1 2

АВјјАС 

12

V4 + 25 + 4V49+T

л/зЗл/50 Vl650
0,31-
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=-14+12-36-6+12+84=32*0

43) Çalışma 4-ün 5-ci misahnm həlli:
2 3 1

ä b c  = 4 1 - 2

6 3 - 7

olduğ(|an ä , b ,с vektorlan komplanar deyil.

44) Çalışma 4-ün 13-eü misalınm həlli;
1 1 1

ä b c  =  4 3 2 

2 3 4

olduğdan ä , b , c  vektorları komplanardır

45) Çalışma 5-in 2-ci misahnın həlli:

= 12+2+4-6-6-16=28-28=0

Piramidanm həemi AB,AC,AD  vektorlannm qarışıq hasilinin
1

no bərabərdir. A B ( - 2,—5,—Ъ), A C  (2,1,-2), 
olduğuna gÖrə alanq:

V= A B - A C A D

- 2 - 5 - 3

2 1 - 2

0 - 3 - 8

1

~  6
— 32| = 5 — 

36'

46) Çalışma 5-in 13-cü misalmm həlli:
AB(~2 ,-2 ,-2 ) ,  AC  (0,2,-7), AD  (1,7,-9) olduğuna göra alanq:

-2 - 2  - 2



= —136 + 14 + 4 -  98İ = —I— 44İ = 7 — 
6 ' 1 6 ' 1 3

47) Çalışma 6-nın 12-ci misalmm həlli:
А, В, С nöqtələrindətı keçən müstəvinin tənliyini yazaq: 
x - 4  y  + 2 z -  1

40(х-4)+4 (z-1)-10(y+2)-16(z-1) +10(x-4>2 

2

8

2
-10(y+2)=40x-160+4z-4-10y-20-16 z + 16x-40y-20= 50x-20y-12z- 
-228=0.
D nöqtəsindən bu müstəviyə qədər olan məsafəni tapaq.

I Ax0 + ВУо + C z 0 +D\  | 5 0 - 8 - 2 0 ^ - 7 ; - 1 2 - 9 - 2 2 8 |
d  = -

л-В^ + C,2 л/2500 + 400 + 144

_ |400 + 1 4 0 -1 0 8  -  228| _  204

V3044 V3044 '

48) Çalışma 6-nın 15-ci misalınm həlli: A,B.C nöqtələrindən keçən 
müstəvinin tənliyini yazaq:

x - 1 jy- 1 0  z + 2

=-7z-14+8y-80+72z+144+7x-7=1

8

- 9  

- 7

1

0

=7x+8_v+65z+43=0.

D qöqtəsindən bu müstəviyə qədər olan məsafəni tapaq.

v _  j Ax0 + В у а + C z 0 +D\  |7 • 3 + 8 • 3 + 6 5 f-5 )  + 43| _

л/49 + 64 + 4225лГа2 + В 2 + C 2
|21 + 24 — 325 + 43| 

л/4338

237 

л/4338 '
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49) Çalışma 7-nin 2-ci misalmm həlli:
Aı=l ,  B ı=l ,  Cı=3, Аг=0, 82-1 , Сг=1 olduğundan müstevilər 
arasındakı bucaq düsturuna görə alarıq:

__ Л1Л2 + В\В2 + C\C2  _  1*0 + 1-1 + 3 ’1 _

уЈА? + /?ı2 + C f  1J/I2 + в 2 + C İ  ^ 1 + 1 + 9 ^ + l
J  _  _ 4 _

" vT f/ 2  ~  л/22 '
4

й? = arccos ■■ = = .
42 2

50) Çalışma 7-nin 5-ci misalmn həlli:
At=2, Bı=3, Cı=-1, Л2= l , Вг“ l , Сз-5 olduğundan müstəvilər 
arasmdakı bucaq düsturuna görə alarıq:

2-1 + 3 - 1 - 1 - 5  0 .  n
Cos ф .------------  j--------- —■ I—  j—  0,(p .

V4 + 9 + W 1  + 1 + 25 V14V27 2
Dcmoli, müstəvilər perpendikulyardir.

51) Çalışma 8-in 7-ci misalmm həlli: verilon tənliyi
x ~ x 0 ^ У - У р  = z ~ z 0

I m n
şəkilinə gətirmək üçün əvvəlcə у -i, sonra z-i yox etsək 4x-z+5=0 
və 7x+y+7=0 olar. Bu tənliklərin hər birini x-ə görə həll etsok 
alarıq:

z  — 5 ~ ( y  + 4 ) x y  + 7 z  — 5x = --------= — --------və ya — =  -— —  = ------—.
4 7 1 - 7  4

52) Çalışma 8-in 9-cu misalımn həlli:
Verilən tənliyi kanonik şəkilinə gətirmək üçün əvvəlcə y-i, sonra 
z-i yox etsek 32x+15z+145-0 və 19x+15y+65=0 olar.
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Bu tənliklərm һәг birinı х-ә nəzərən həll etsək alarıq:
2 9  5

^ 4 1 5 ^ 1 4 5 , ^  х _ - П 5 ^ 6 5 Ј = Ш
32 _ 32 19 _ 19

15 15
5 29

y + — z + —
* = __3 _ 3

-15  19 32

53) Çalışma 9-un 1-ci misalmm həlli:
x — 3 — 2 z  — 1 , ,  , „ „ „ „ ,
- —— = ----— = -------= / qəbul etcək x=3/+3, y=-t+ 2, z=5t+\

3 - 1 5  
olar. x, y, z-in bu qiymetlərini müstəvinin tənliyində yerinə yazsaq 
alanq:

3/+3-2(-/+2)+5/+l-5=0, 10/= 5, t= ~ . Deməli, düz xəttlo 

müstəvinin kəsişmə nöqtəsİ
9 3 7

x  = —, y— —,z  = — olar.
2 2 2

54) Çalışma 9-yn 3-cü misalınm həlli:
x - 3 y  + l z  + 3 , , , л „
   = ---------=  — —  =  t  qobul e tsə k  x = 2 /+ 3 , v = 3 /- l , z - l t -Ъ olar.

2 3 2
x,y,z-in bu qiymətlərini müstəvinin tənliyində yerinə yazsaq alarıq:

3(2/+3)+4(3r-l)+7(2r-3)-6=32/-22=0, /= — .
16

Dcməli, düz xəttlə müstovinin kəsişmə nöqtosi
35 17 13 ,x = — , y= — , z=— - olar.
8 16 8

55) Çabşma 10-ün 1-ci misahnın həlli: 
ıy2-6x+14y+49=(y+7)2-6x=0 və ya (y+7)3=6x.
Morkəzi 0(0,-7) nöqtəsində olan parabolamn tənliyidir.
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56) Çalışma 10-un 5-ci misalının həlli:
2x2+2y7-8x+ 5y-4=0 tənliyinin һәг tərəfini 2-yə bölək:

x2+v2-4x+—y - 2  = ( x - 2 ) 2 + ( y  + —) 2 - 1^1  = 0 vəya  
2 4 16

(x-2)2+(y+|;2 =~Ş.
4 16

5 11
Mərkəzi 0(2,-—) nöqtəsindo və radiusu г=—  olan çevrənin 

4 4
tənliyidir.

Ill F Ə S İ L 

Llm itlər

Çalışma 1. Ədədi ardıcıllxqlarm limitini hesablayın.
(1 -  я) -  (1 + я)

n-+oo (j + ny  -  (1 -  n f  ’

(я -  2)3 + (я + 2)3 
«->« w4 + 2n2 + 1

я 3 - 10и2 +1

1) lim
«->oo

3)lim

5) lim 
и->°° 10иЈ + 5 «

7 ) Шп”3. ~ (" +Л '  
»-►* (и + 1) -  я

9 )  lim
8я -- 2п

2) lim 

4) lim

( я - З ) 3

- » - ( »  + 1)4 - ( я - l ) 4

и-»® + + (п + I)3 ’

( я ~ 1)3 + (я  + 1)3 

я3 -  2п 

(я + 2)4 - ( я - 2)4 

(я + 2)4 + (я — 2)4 ’ 

(2 - я )3 

«->«(я-2)3 + ( я  + 2)3 ’
 ̂ 7 3 1 Лп~ + я я + 1

я3 + 1 я + 2 , ’

6)  lim 

8)  lim
/?---» со

10 )  lim
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П)ИЈ ^ ± 1 . Л ± 1 \  12) lim 111,1121 ,
"->т\ 2 - 2 я 4я + 5 )  "->«(я + 3)(я + 4)(и + 5)

,3)Щ!ай ± Щ = ^ ,  14, В ш Р " * » ; - ( » - ! ) ; ,
'1->да (1 + 2 я) + 4 я »-»»(2 и +1) + (я +1)

1СЧ 4я5 + 9я  + 7 Зя2 + 5я + 4
15) lim — г----- г , 16) lim —    ,

«->« з r f  + п: +1 «->« 2 + и

17) lim -
/>->« + Зя + 4

Çalışma 2. Ədədi ardıcıllıqlarm limitini hesablaym.

I ) Нт(л/2и+3 —Jn+ l l  2)lim (л/я2 + З я - 2  - л Ј п 2 -  3İ
Л -* х Л  '  П—>00 v Г

3) lim (л/и3 + 8  (л/и3 + 2  -  л/я3 -  i l l  4) lim (л/и2 -  я3 + я)
/7—>00 '  '  '*  W -> 0 0 '  '

5) lim (я -* /я (я  + 1)1 6) lim п* (л/я3 +1  -  л/я3 - 1İ
И-> 0 0  '  '  и —>CQ '  /

7 ) 1 т я 2( я -л /я 2 +11 8) lim я(л/я4 + 3 -  л/я4 -  21
W—>00 '  > п ~ >  00 '  '

9) lim(V(w + 1) 2 - 3J ( n - \ ) 2 \  10)1тгя(^5 + 8я 3 - 2 я )
И—>00 '  '  « -> 0 0  '  /

I I ) lim (я -  ̂ я 3 -  2 1?л/я, 12) lim (л/я2 +1 - л / я 2 - 1)
И—>00 '  '  ^ - y o o V  /

13)1т(л/9я2_+Т-л/Зя), 14) lim я ( \/я 2 + л/я^+Т -  ял/2
Я—>00 '  •  Я—>00 I

15) lim я[ л/я2 + 2 -  л/я2 - 2 İ ,
и—>оо V /

16)Ит(л/я2 - 2 я - 1  -л /я2 - 7 я + з | 1 7 )  lim^/ (я+ 1)(я+2) -  я)
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Çalışma 3. Ədədi ardıcıllıqlarm limitini hesablayın.

(2r, + \ T l
'А^Гл) ’

[
л  \ 2 » - 1

1) lim
« - > 0 0

3)lim

5) lim f 1 + "
W-» ooV

ч1-и

7) lim

2 + n j

3 + 4 n - 2 n z
1 + 4 n — 2 n j

9 )Ј Ч „ - 4J

11) lim
г 3п + 2 л2п+5

З п - 2

13) lim Г i-U ü  
2 + п

у
\ и+1

15) lim
П—К О

/" о N 
+1

Зя+и

*3 - 1

17) lim
и2 +5и + 4 

п2 - З п  + 1

Y'

2) lim
И-»0С

4) lim

и + 3
/  2 Л" п +1

6) lim

у - з ,

(  2 , ı Y 2+2п + 3
п2 + 2

8) lim
И - * с о

/  2 , ^  
и +1

10) lir

ч 

4я2 +4и-1 

,4п2 +2п+3

I72 +П + 1
ч Ь З п

У

12) lim f^— ^
п-^ \  п + 1

ч  2п+1

14) lim
Я -»  со

16) lim

/  \  2»+1 
 ̂ 2« - 5 и  4
2и - 5 и  + 7

У - 2 п  + 1Л 

чи2 - 4 «  + 1у
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Çalışma 4. Funksiyaların limitini hesablaym.

. . . .  x3 + 5x" + 8лг + 4
1) i ım  г r----—.

x  + Зх -  4
” 3 - З х 2 + 2

3) l im — -
'-*1 X + 4x  + 3
.. x 4 - 3 x  + 2

5) lım —---------- ,
x~>1 x  -  4jc +  3

7)lim

9)lim
*->1

(2x2 -  x - 1)2 

x 3 + 2x 2 -  x  -  2 
f  1 3 4

1 —x 1 - x

11) lim
4x + 9x + 7

+l Зх + x +1

13) lim
x 3 - 6x 2 + 12х - 8

х 3 - З х 2 + 4
. . . . .  х6 -  х 3 + х2 -  5х + 415) lım   -------

(х - 1)

17) lim
8х 3 - 1

>16х -  5х +1

. . . .  х 3 - 2 х 2 - 4 х  + 8
2)ш п - r .

х~*2 х  - 8х +16
х 3 -  2х - 1

4> Japzsu-
6)1.m ( U x ) M ı ± M ;

-^0 х + х

8) lim. х _ + 2 х " 3
•т->~3 х 3 + 4х2 + Зх 

х 2 - 3
10) lim

W 3 x 4 + х 2 - 1 2 ’ 

2х 2 -  х - 1
12) lim

х + 2х - х - 2

14)lim
. х + 3 х  — 9 х - 2

х~> 2

16) lim

х — х — 6 
х 3 -  Зх -  2

* - * 2  х - 2

Çalışma 5. Funksiyalarm limitini hesablaym.

2) lim- X~ 2
л/Т + 2- 7  ’ - 2л/ 7 - л/ 2 ’

n I' ~   ̂ 1* л/9 + 2x — 5\) lim —7=— , 4) lim— -7=-------- .
1 yfx - 2
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5) l i m ^ ——,
ЈС_И лЈх -  4 

х2 -л [х
7) lim - — -7=-.

ı - V x

6) lim

9) lim
л/х2 + 1 - 1  

л/х2 + 1 6 -  4'

2 - л / х - З
11) lim —  --------

*-»• x 2 - 1

оч л/х- 2  - 1
8) lim------------- .

x - 3

1ЛЧ r V x - 110) lim—7= — , 
~ ' л / х - 1

лг->7 -49
12) lim

лЯбх- 4

*-»4 }Ј4 + х -  л/2х

, , 41. V 1 + x - V l - x13) lim ---------------------
x

15) lim
V8 + 3x + x 2 - 2

дг-»0 X +  X

. 1 + Vx
İ4) lim - ^ = ,

^ - 4  + Vx

л/х + 13 — 2 л/х + 1 
16) lim —  r-------------

*-»3 x2 - 9

л/l + 2x — 3 
17) lim— 7=---------.

л/х - 2
Çalışma 6. Funksiyalarin limitini hesablaym.

1 -co s lO x
2) lim

,. 3x2 -  5x
1) lim -—--------

sin 3x ji->0

.. l - y l c o s x
3) lim  : ,

xsin x
_4 arcsin2x 
5) lim

4) lim

- 1

2xsin x

ln(e — x) — Г

7) lim
1 - c o s  x
x s in 2x

sin 7x -  sin 2x
9) lim -------------------.

sin x

x~*° 1 — cosx
„ co s2x - c o s x
6) lim ------------------ .

jr->o 1 - c o s x

8) l i m ( l - x ) / g ^ ,
л->1 2

. „  arcsin 2x
10) lim  •,

■'^0 sin x
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.. arctg(x2 +3х)  . . .  л/2 - л/l + cosxlim  ^ 12) lim   ---------
arcsin 2x x-*° sin x

. . .  .. s in4x sinx
13) l im - .== — , 14) lim—

V- v A  / "J "1  ̂ л  *~ ° л / х  +  1 - Г  - ^ s i n ö x - s k ^ x

.. л/ l - cosx‘ / g x - s i n x
15) lim ------- — —, 16) lim —— --------,

1 - c o s x  •*->0 x
1 + s i n X - c o s x

17) lim  : .
-*-»0 1 -  sin x -  cosx

Çalışma 7. Funksiyalarm limitini hesablaym.
,ч r x2 - n 2 tgjvc .. sin5x
1) lim — ;-----2) lim —— , 3) l im  ,

x~*n sinx *-*_2х + 2 x-»0 tg3x
. . . .  2X - 1 6  _ ln (9 -2 x 2) x - 4

4) lim—:----- , 5) lim ---------------- , 6) \ \marctg --------- —,
•1->4 sin 7cc x~>2 sin 2та x̂ 2 ( x - 2)

„  .. sin x - s i n  1 0. sin 2лх s i n x - c o s x
7) lim-------------- , 8) lim  , 9) lim -----------r-----,

x - 1  лг-^ОвтЗях x-*~ 1 —ft? x
4

10) l imf f i f ~ - > ,  , 12) lim - ...
x~*1 x - 1  ,t-*£2 sm x - 1  х~>я тс-х

4

t g x - t g l  . . . . .  1 + cos тех . . . . .  I n to
13) lim ——— - — , 14) lim    , 15) lim — s —,

x~*2 sin ln(x 1) x~>i tg jee x->* co s2x
4

, . . .  sin 1 m  sinx
16) lim — , 17) lim —  ̂ =-.

•<->1 sin 2ях *-»* n  -  x

( 'ahşma 8. Funksiyalarm limitini hesablaym.

Vl + ln2x - 1  (x3 —̂ -3)s in 5x
I) lim----------------- , 2) lim -  ---------,

г_и l + cos^x gsm x - I

Jl
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3) lim
ln(2 + cosx) 
(3sin* - l )2 ’

4) lim
ln(4x -1 )

1 л/l-coSTZx: - 1

-ln c o sx - 1
5) lim

x~>0 sin x
„  .. ln(l -  sin x) 
7> i s  3 - - 1  !

9 )  lim  S ta 3 *
x->0 ln ( l  +  2 x )

2 x _ 4
11) lim

x—>2 tg in;

л  . x + 5 Ttx 
6) lim sin  t g — .

*->-s 3 6 io

8) lim 
x-»0

10) lim

ln(l + 3xsin x) 

tgx 
l n ( 2 x - 5 )

x->3e*(x~3 ) - l ’ 
x

cos-
12) lim „sin V sin4.v ’ ј с - » ж  q  _  Q

13) lim
x —2xe - e

x̂ ° x + sm x2 ’

15) lim—
sin 2x -  sin x

17) lim
5x xe - e

MOx - s i n  9x

4x 2x

14) lim — —  ----.
*-*° 2tgx -  sin x

16) lim
5x - 7xe - e

x-*° 2x - t g x

Çalışma 9. Funksiyalarm limitini hesablaym.

1) lim
1 + Jgx

*~*°V 1 + sin x
2) lim

x->()

\c lg 2x

cosx

3) lim (2
*->04

с V 4) lim
x->0

f  • 2 arcsrn x

arcsin2 4x

Л2
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5) lim
x +  2
x + 4

7) lim
2 sin2 x - 1

9) lim ( s in x /5*
71

X ->-

1

11) lim 
*->0

l + tgx 
1 + sinx

Л
sin 3x

13) lim
x->l

15) limЈГ-И

2 — X I ln(2--c)

ln(jr+l)
r 1 ^42-JC)

x J

6) lim
x —>0

8) lim
*->0

l - c o s ( l - c o s x )

Л . 2
s in  X

1
10) lim (1 + c o sx )cos* ,

7t
X — >  —

2

12) lim
^sinx^
vs ina ,

1

,аФ 0 

таcos
14) lim (2 -  x) —— -  . 

x—>1 ln(2 - x )

16) lim (l + ctgx)lgx,
x->—

2

17) lim(l + ^ 2V x ) ^ .*-»0

Çalışma 10. Funksiyalarm limitini hesablaym.
1

1) lim (tgx)'«l x ,
Л

x->—
4

1

3) lim (co sx )x ,
x—>0

2) lim (cos2x ) sin * ,
x->0

4) lim (sin x)'£*.
x->-

7t
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1

5) lim (l + x )x
X~»00

7) lim xlnx, 
x-»0

9) lim (arcsin x ) tg7IX,
x—>0

7DC

11) lim
x —»2

tg

13) lim (cosx)
x -» 4  n

ctg2x

6) lim (cosx + sin x ) smr+l,
.Г -+ 0

I

8) lim (ex + x) x , 
x->0

10) lim x x ,
x -* 0

x -3

12) lim arcsin 3 3 - c t g ( x -  3), 
x->3

(  1 \ tgX
14) lim -

X—>0 \  X j

15) lim
x—>0

^l + /gxcos2x^ '2 
1 + /gxcos5x

16) lim (cosx + sinx)*,x—>0

17) lim (ctgx)lnx.
*-+0

Nümunəvi həllər

1) 8, 14, 20, 26, 28,... ardıcıllığınm ümumi həddini yazra. 
Aydmdır ki, x„ = 2 + 6n, n = 1,2,... .

2) x„ = 3”, n = 1,2,.. ardıcılhğı artandır, çünki,

x 3"+1 
"+1 -  — 3 >  1, yə’ni x„+1 >x„.

3"
n + 1

3) x„ = ------- , n = l,2,...ardıcıllığı azalandır, çünki,
n

n + 2 n + 1 1

n +1 n n(n +1)
< 0, yə’ni x „+1 <x„.
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4) : ( 1)п- 1 2 п 
п + 1

cos ли, п = l,2,...ardıcıllığı məhduddur,

çünki.

/  1 \ И —1(-1 )  cos т
п + 1

2и
и +1

( - 1)
п-1 I 2w о cos;m < — — < 2.

и + 1
5) хн =(-1)"“'и, и = l,2,...ardıcıllığı qeyri-mohduddur,

çünki, istənilon M  > Oədədi üçün elo N  = N ( M ) ədədi var
ki, n > N  şərtində

|x„| = n = n >  м
bərabərsizliyi ödənilir.

6) xn = —5 + 6и —и2, и = l,2,...ardıcıllığmm en böyük həddini 
tapm.

Həlli:
x«+ı ~ xn = - 5  + 6(и + 1 ) - ( и  + 1) 2 + 5 - 6 и  + и2 = - 2 и  + 5. 

Aydındır ki, и > 3 olduqda хплЛ -  хп < 0, yə’ni ardıcıllıq

azalandır. Buna görə do ardıcıllığın ən böyük həddi x3 = 4 olar.

7) xn = n +  —, n =  l,2,...ardıcılhğmın ən kiçik həddini tapın.
n

H&lli: xn+l - x n = n +1 + -n 1 -
n +1 n n(n +1)

Aydmdır ki, n > 2 olduqda xn+] - x n > 0, yəni ardıcıllıq artandır.

Buna görə do ardıcıllığın on kiçik hoddi x2 = 4,5 olar.
K) Limitlori hesablaym.

lim
10и

nl + \
liml 1 +

\n+3

п
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Həlli: lim
10 n

n +1

lim
Я ~> oo

\н+3

1 +  -
n

lim
«->co

lim
rt->  oo

10 10

о
1

1 f n oo
n +  — lim n +

n W->o0V Пу

1 +  - •lim
Л —>00

л3
1 +  -

п

О,

е Л  = е .

9) у  = у1 1 - х 2 funksiyasi [ -  l,l] parçasında tə’yin olunmuşdur, 
çünki, istənilən x e  [ -  l,l] üçün у məhduddur.

10) Tutaq ki, у  -  cost, t = x3, onda у  = co sx 3 funksiyasi x -in 
mürəkkəb funksiyasıdır.

11) >> =
2x

1 + x2
funksiyasi bütün ədəd oxunda məhduddur. Çünki,

2x
istənilən x e  ( -  oo,oo) üçün 0 < ------ 7  < 2 olduğundan onun

1 + x
aşağı sərhəddi 0 yuxarı sərtıəddi isə 2 olar.

12) у  -  ~  funksiyasi (0,1) intervalmda qeyri-raəhduddur. Çünki, 
x

1
istənilən x e  (0,l) üçün < M  bərabərsizliyini ödəyən heç

bir M  >  0 ədədi yoxdur.
13) / ( x )  = x 2bütün ədəd oxunda cüt, g( t)  -  x 3 funksiyasi isə 

bütün ədəd oxunda tək funksiyadır,
/ ( - x )  = (—x )2 = x2 = / ( x )

g ( - x )  =  ( - X ) 3

14) ( - 00, 00) intervalmda у  = x3 funksiyasınm tərsi, yenə də 

( - 00,00) intervalmda tə’ym olunmuş x = \ f y  funksiyasıdır.

15) у  = cos2 x  fımksiyasmm өп kiçik dövrü n  ədədino 
bərabərdir.
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Doğurdan da, istənilən jc e  ( - 00, 00) üçün

eos2(x + 7г) = (cosjccos7r-sinxsin;r)2 = ( - c o s x )2 = cos2x .

Çünki, cos2 0 = 1, cos2 n  = 1 və istənilən x e ( 0 , ^ )  üçün

cos2 x < 1, yə’ni тс ədədi verilən funksiyanm ən kiçik dövrüdür.
16) Limitləri hesablaym.

lim
x 2 - 9

x-*ı x2 -  Зх ’ *-»"> 3 -  х2 -  х3
.. 2х3+ х  + 1 l - co sxlim х г, lım----- — , lim 1 +  -

Holli:
x 2 - 9  ( x - 3 ) ( x  + 3) x + 3 3 + 3 _

l i m —:--------- =  l u n - ------- —------— =  l im --------= -------  =  2 ,

lim

x — 3x x ( x - 3 )

2x3 + x +1
3 - x 2 - x 3

.. l - c o s x  .. 
l im r—  = lim

n 1 1
2 + 'T  + 3  

lim , x .
*-*«> л 1

3
X X

o ■ 2 *2 sin —

-1
-2,

x-*0 jc-»0 X
1  = 1  

2

sin
X

lim  -
JC-+0 x

I
2'

limГ.Д'
V

■ lim
_y-»oo

f  1 л3у (  
1 + -  

У ј
lim
у-> со

' 1 + i v

\ 3

\ У
= e 3.

17) x —> 1 şərtində a(x) = x 2 - 1  funksiyasi J3(x) = x +1 
funksiyasina nəzərən yüksək tərtibli sonsuz kiçiləndir. Çünki,

lim  — —  =  lim  *  * =  l im (x - 1) =  0.
■*-»> J3(x) x~>1 x + 1

3 1
18) x —> 0 şərtində a(x)  = — və J3(x) = -------- —

x ln(l + x)
eynitərtibli sonsuz kiçilən funksiyalardır. Çünki,

funksiyalan
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l i m ^  = lim 31n(1 + *) = 21imln(l + x)* = 21ne = 2 * 0  
-т->0 P(x)  *-»0 x

19) İsbat edin ki, x —» 0 şərtində,
sinxsax,  tgx «  x, ln(l + x ) » x ,  arcsin x «  x,

arctgx »  x, л/Г+х - 1 « ^  

sin X
lim  = 1 olduğundan sin x »  x .

x

lim = lim — — • lim —-— = 1 olduğundan Igx »  x .
*->0 x ЈС->0 X x~*° cosx

l i m M L t f l  =  Hm in(l +  x)* =  ln e  =  1 o lduğundan
x->0 % x->0
ln(l + x) «  x .

arcsinx у  ! v ,lun------------= lun-------=  1 olduğundan arcsmx «  x.
x-*0 x  y^° sin у

lim — = lim = 1 olduğundan arctgx »  x. 
jc- > 0  x  У~*° tgy

.. Vl + x - 1  .. 2x ?
lim ------------= hm— 7= = ------= hm
x~*° x x~*° x(J\  + x +1) л/Г+ЈС +1

2

olduğundan л/l + x — 1 »  —.

x + 4
20) / (x) =  funksiyasi x = 1 nöqtəsində kəsilməzdir.

3 -  2x
x + 4 1 + 4 1 + 4

lim— —  = --------— 5 və /(1 )  = ---------= 5 olduğundan
~ '3 - 2 x  3 - 2  3 - 2

lim f ( x )  =  /(1 )
ДГ—> I
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21) f {x )  -  arctg—-— funksiyasmın x = 4 nöqtəsində kəsilən 
x - 4  

olduğunu göstərin.
Həlli:

1 тс
/ ( 4  -  0) = lim  arctg  ------ = arctg( -oo) = —

л->4-o x - 4  2

1 тс
/  (4 + 0) = lim arctg-------- = arctg(co) = —

x + 4 2
Dcməli, x = 4 nöqtəsi bu funksiyanın birinci növ (sonlu sıçrayışlı) 

kosilmə nöqtəsidir. / ( 4  — 0) = —̂  və / ( 4  + 0) = ^- 

olduğundan x = 4 nöqtəsində funksiyanm sıçrayışı 

n  olar.
n (  тг̂  

'2 ,
22) / (x) = --------- j  funksiyasi üçün x = —1 nöqtəsi ikinci növ

(1 + x)
kəsilmə nöqtəsidir, çünki,

lim / ( x )  = lim — — — = - o o ,*-»-1-0 ЛГ-+-1-0 (\ + x )2

lim / (x) = lim — ~—т -  _0°-
JC-̂ -1+O *->-1+0 X)

23) / ’(x) = — fiınksiyası (0,1) intervalmda kəsilməzdir, lakin
x

məhdud deyil.
Doğrudan da, M  > 0 nə qədər böyük olsa da elə kiçik

x0 > 0 ədədi tapmaq olar ki, / (x0) = —  > M  olsun.
x0

24) / ( x )  = x3 funksiyasi (—1,1) intervalmda kəsilməzdir, lalcin 
həmin intervalda özünün өп böyük və ən kiçik qiymətini ala 
bilmir, çünki, - 1  < / ( x )  < 1.

57



25) Tutaq ki, [1,2] parçasında / ( x )  = x3 -  2 funksiyasi 
verilmişdir. /(1 )  = -1  < 0 və / ( 2 )  = 6 > 0 olduğundan 
[1,2] parçasında elə nöqtə var ki, həmin nöqtədə 

/ ( x) =  x3 — 2 funksiyasi sıfıra çevrilir.

x = yfl  qiymətində / ( V 2 )  = 0 olar.

26) / (x) = x funksiyasi bütün ədəd oxunda müntəzəm 
kəsilməzdir.
Doğrudan da, istənilən e  > 0 edədi üçün <5 > 0 ədədini 
8  = £  kimi götürsək, |x, — x2| < 8  olduqda

I Д *1) -  /.(* 2 )| = |*ı -  *21 < * о1аг-

27) Çalışma 1-in 4-cü misalının həlli:

2 +
6

n—rw Yi — Zl? ri—rw n —
= lim

И—>oo
И
2
.2

2и

2 + 0 = 2
1 -0

28) Çalışma 1-in 11-ci misahnm həlli:

( 2 n  + l  «  +  3 ^  .. 2 « 2 + 7 /7  +  3



29) Çalışma 2-nin 5-ci misalınm həlli:

lim ( „ - , / * ? П ) =  lim 
" ^ 00 п + \ п 2 + n

= l i m  . П ,, ' =  -  lim  1 г =  —— .

п^°°«  + л/я2 +и " ->0° ] + А + 1 2
V и

30) Çalışma 2-nin 15-ci misalınm həlli:

lim = h / İ b p p i S :
«.->00 л-*» V«2+2+V«2-2

4 «  . . .  1 .
= lim  - = г =  4  lim  ■ р ,  =  2 .

" - W « 2 + 2 + лЈ п 2 - 2  и ^ ° °
д/1 + “ 2 + Ј1— 2\ п \  п

31) Çalışma 3-ün 1-ci misalmın həlli:

2и  +  1 2 +  ~
lim — — - = lim — ү  = 1 və lim (и +1) = oo olduğundan

И~>оО 2 и - 1  И—>00 2 ^ W—>00
/7

,п(гЛ Г Лт(y\ lim (p(x)(f (х)~\)
lim ( / 0 ) ) ^ ( } = lim [l + f ( x )  -  l ) f (jc) = = e* ™ (*)

x->a x->a
münasibətinə əsasən alarıq:

2w+2
^2« + 1л

lim
n->oov 2 / 7 - 1

П+1 lim (и+1) lnf “ ~ ~ ll  lim-  ,
= е Л_>0°  ̂ '  =  gn->ao2n~ 1 _ g l  _ g
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32) Çalışma 3-ün 15-ci misalmın həlli:
1

1 + -
n J + l

1 н—
* 1 3

iim Иш 1 və
И—>00 /7^—1 И->00 1___1

» 3
olduğundan (*) rminasibətmə əsasən alarıq:

J  ..... ^  . „з

lim (3n + n ) = cc
«—>0O

lim
Y l— > c o

/  о  \3и+и 
и3 +1

г?  - 1
= e

lim (Зи+и ) In
Я-» 00

V + 1  ^

V»3- 1 у

2ч—  

lim "
.. й—>оо. 1
lim —  -------- I

е п -1 =е пЪ = е2 .

33) Çalışma 4-ün 4-cü misalmm həlli

lim
-2JC-1

lim
(x + l)(x -  x -1 )

х->-1 x5 -  2x -1  дс—>—1 (x + l)(x4 -  x 3 + x2 -  x -1)

= lim -
х->-1

-x -1

•x +

34) Çalışma 4-ün 10-cu misalmm həlli:

.. x2 —3 x2 - 3
lım —:----- x— — = lım - = lim

h-W3 + x 2 —12 *-*/з (x2 — 3)(x2 + 4) х->л/з x 2 + 4  7

35) Çalışma 5-in 8-ci misalmm həlli:
.. Vjc- 2 - 1  „ ( V x -  2 - 1 ) ( л / х - 2 + 1 )
lım — ———  = lim -— ------—     =

x >00  x —3 x—>3 ( x - 3 ) ( V x - 2 +1)
x - 3  1 1

lim = lim
x->3 (x -  3)(л/х - 2  +1) x->3 л /х -2  +1 2
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36) Çalışma 5-in 11-ci misalmm həlli:
(2 -  V x^ 3)(2  + л/х--3)  

х~>7 (х 2 - 49)(2 + л/х —3)

~  lim

.. 2 - \ / х - 3
lim — ^----------= lim

х->7 х  - 4 9  

7 - х -  -  lim
-У7 (х -  7)(х + 7)(2 + лЈх- 3 )  дг—>7 (х + 1)(2 + лЈх-3) 56

37) Çalışma 6-nın 1-ci misahnm heli:
- 2  с l i m ( 6 x - 5 )  ,^X —5x = x— _  - 5

sin3x - sin3x 3-1
lim

x-»0 lim 3
x—>0

sin3x
3x

5
3

38) Çalışmanın 6-nın 14-cü misalmm holli:
smx

lim ———  = -  lim
x-»0 sin 6x -  sin 7x x-X)

smx 1
-  13 .2cos— xsmx  

2

= — lim- 
2

1
13

cos—x 
2

1
' 2 '

39) Çalışma 7-nm 3-cii misalmm həlli:
sin5x sin5xcos3x  

l im  = lim
x->0 /g3x x->0 sin 3x

л

1 sin2x + sin8x
= — lim --------- ;---------

2 x-»0 sin 3x
1 ( sin2x .. sin8x^ 1 (

= -  lim  + l i m   = —
2 v.x->0 sin3x x->0 sin3x /

.. _ s in 2 x .1. _sin3x
lim 2------- / lim 3--------+

2 I x-»o 2x x-»o 3x

+ Ita 8 Й * £ /  lim 3 ^  
x—>0 8x x->0 3x ) - ± 2 8

------ j------

3 3
5
3

40) Çalışma 7-nin 7-ci misalmm həlli:

x + 1 . x - 1  
. , 2 co s  sin-----

lim У ” 1 -  l i m 2 2 _
x— x  1 x— (x 1)
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. х  —1
, s in ------

1- x + 1 2: lim cos—— lim
jc—>1 2 M l  x - \

1 + 1
: cos = c o s l .

41) Çalışma 8-in 5-ci misalmm həlli:

lim :
x->0

In c o s x - 1 (  c\\

smx  

2*In2 +

0
= lim

x-»0
(2X -  In c o s x -1 ) '

= lim -
x—>0

v 0 ,  
sinx
cosx  2° In 2 + 0

cosx 1

(sin x)' 

In 2 .

42) Çalışma 8-in 10-cu misalnm holli:
ln(2x -  5) / 0 N ( ln (2x-5) ) '

lim “V "  s- — = lim , 
x->3e *(x~3) _ Д о Ј  x->3(e *-(*-3) - 1)'

2 x - 5lim ,
x->3 яе x ^ n

43) Çalışma 9-un 1-ci misalmm həlli: 
l 00 şəklində qeyri-müəyyənlikdir.

1

У=
1 +tgx 

1 + sinx
qəbul edək. Onda

^ l + tgx л

x V1 + sinx

In
1 + sinx

VO,

62



Lopital qaydasına əsasən alanq: 
1

СО;İ x  COSX

. ]+tex 1+sinx .. Iımlnv=   = lım
x^o 1

1 .. cos*
-  lim  =  1 - 1 = 0 .

Buradan lim y  = e°  = 1, yəni lim 
x—»0 x—»0

x - * ) ( \ + t g $ c o £ X  x->ol+smx 
1_

 ̂ l  + tgx ^
1 + sinx,

= 1.

44) Çalışma 9-un 6-ci misalmm holli: 

'1
l - c o s ( l - c o s x ) f  0 Л

x—>0 v o .

sin( l-c o sx )  sinx 0 .
lim — —   = — = 0 .

x —»0 1

45) Çalışma 10-un 1-ci misalmm holli: Iе0 şəkilində qeyri- 
müəyyənlikdir

у  = lim (tgx)tg2x qəbul edək.
x->-л

Onda In у  = In lim (tgx)lg2x = lim tg2x  ln(tgx) 

In tgx
= lim

X—У7t_ c t g lx
= lim

л

f  2sec x 2 ~ 4: ( -2  со sec 2x)
x-> tgx

= - 1 .
у

Buradan lny=-l, y=— yəni lim (tgx)tg2x = —.
x->-

46) Çalışma 10-yn 4-cü misalmm holli: 1“ şəkilində qeyri- 
müəyyənlikdir

у  = lim (sin x) 830 qəbul edək
x—>-л
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Onda In у  = In lim (sin x) tgx = lim tgx ln(sin x) =

-  lim
In sinx (  0^ = lim ( c /g x : ( - l ) — —- ) =  lim ctgx = 0 

X- Д  sin X *->-
2 2

£  C tgX  V . 0 ,

Budaran lny=0, y=e°=l, yəni lim (sin x ) tgx =  1.

IV F Ə S İ L 

Törəınə və diferensial

Çalışma 1. Törəməni tapm.

1)>> = (x2 — 2x + 2)(x2 + x - l ) ,  2 )y  = (x 3 ~ 3 x  + l)(x 4 + x

3) у  = (1 —x ) ( l - x 2) 2( l - x J)3, 4) y  = -
2x

5) у  =  x^/l + x 2, 6) у  = л1х2 + 2 x  + 5,

7) у  = \İ5x2 +  6x +1,

(x -  2)л/2х + 3



13 ) у :

15) у

17) 7

1 + х

2л/1 + 2х3, 

(1 + х6)л/Г+ х
6х 10

| 1 - х 3 

1 + х з •

14) у
2х -  х - 1  

Зл/2 + 4х ’

16) j  = (л/х +1^
л/х

Çalışma 2. Törəmeni tapm.
1) j  =  ( 2 - x 2)cosx+2xsinx, 

xsin X3 )y = ------- ,
1 + /gx

5) у  -^Jl + 2sin 2x ,

7 )y

9) У

sin4 x - c o s 4 X
2 ' cos X

tgx -  ctgx
tgx + ctgx

11) у  = /g 2 л/х + In cos л/х,

13) j  = л/sin3 x%

15) у  = л/sin x ,

.  1 1
17) j  = sm —+ COS—.

X X

Çalışma 3. Törəməni tapm.

1) J  = — arccos2x, 
x

2) У = (9 -  x 2 )(sin 2x + cos2 x), 

sin2 3x
4) у  = sin 3x1 +  -

cos6x

1 3
6 ) у = c o s x — COS X,

3
c o s x - s in x8) y =-------;— ,
cosx  + sm x

10) у  = yjsin л/х,

12) у  = sin2 x,

16)^  =
sm x  

1 + cosx

2) = arctg*
x + 2'
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3) у  = xsin xarctgx, 

5) у  = arcsin.

4) у  = arctg(tg x),

1 - x
1 + х

7) у  = arcsin(sm х -  cosx),

1 з
9) у  = arctgx + —arctgx ,

11) j  = arccos
2x + l

6) у  = д/l — (arccosx)2,

xVs

13) j  = x + arctgx + arcctgx, 14)

15) j  = crrccfg—, 
x

17) y  = arctj^-4x? + lj

Çalışma 4. Törəməni tapm.
14 1 - ln x
О У = Ь  — .— ,

1 + ln x

.  f l - s in x  
3) -----:— >

v 1 + sm x

5) у  =  ln(ln(ln x)),

7) у  =  log5 yflx ,

9) у  = log 2 (log j (log 4 x)),

11) у  = 1п (х -4  + л/х2 - 8 х  + 15^

12) у  = 1п(л/4 + х + Vi + xjl

8) у  = у xarctgx2 , 

1 - х 2
10) у  = arcsin г-,

1 + х

12) у  = arcsln J s in x ,  

1
2 2 ’  arccos х

16) у  = arcsin(2sinx),

2) = In
1 + x

л/Г-+ x~ 

. 24) j  = In cos (4x -1 ) ,

6) у  = \og3lçjx2 - l )

8) у  = 1n3(x 3 + x + l), 

10) у  = ln(x + л/х2 +1),

1 1 -  x
13) У = - I n -  ;

2 1 + x
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14) у  = In
1 + sin x

cosx

16) у  -  л/l + ln2 x,

Ça/ışma 5. Törəməni tapm.

I) у  = x 2e 2x,

I) у  =  10bsin43%

5).y = (x 2 + l ) 2\

7) y  = e arc,gV̂ \

9) у  = e Jfln(x+2)j

II) y  = 2 log*{xl+x+l),

13) y  = 2 Io& x ,

lnsin(x + l)

15) у  =
V x + l 

lnx
17) y -

1 + x 2 ‘

2) y  = e x cos3 2x,

4) у  = xex(cosx  + sin x),

6) y  = e asin т /д ^ -1

J8-O  x  t x8) у  = 2 + e

10) y  = logx 2 + logx 2 x,

12) у  = x + x*,
, 2*

I5 )J  =
In cos(x +1)

14) у  =  arctge x -  In.

16) У = (sinx)c

e 2x +1

17) y  = x smx.

Çalışma 6. Törəməni tapm və verilmiş nöqtədə hesablaym.

1) у  = \n(ex + л/е2т - 1 )  + arcsin е~х, х=1.

3 - х  Г. .  2 -  . 1 + *2) у = ------- л /1 - 2 х - х  + 2  arcsin—==-,х=0.
2 V2

3) у  = sin \figx -
V 5 56 sin 56 х 3
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4) j/ = л/l + x e ^ , x=0 5) у  = cos2 ln(x2 + 2 ) -  C°S — ,x -0 .
3 cos 6x

6) v = \n(ex + л/l + e 2x ) + ——---------- 1 x—0.
' '  v 4cos8x

• Г х  5 , x 2 +17) у  = arcsin J --------- + — In—-z---- , x -1 .
'  *  V x + l 6 x + 4

8) у  = xf"2x2 + 5^л/х2 +1 + Ъ1п(х + л/х2 + 1 )  , x=ü.

9) = x 3 arcsin In x + -̂  (x 2 + 2 )л /1 -х 2 , x=0.

10) у  = ln(e3* +  -Je3x - 1 )  + arclge~ix ,x=0.

11) _y = arctg^x 2 +1 — / ПЛ. ,x ~ l .V?TT
12) = —Д — ln(^gx + ctgx)yll + x 2, x — — .

sin x 4
1 1 , 1 ,  1 + x  _ n

13) y  =  x-------—  + - l n - — >x  — •
3 sin x sm x  2 1 - x  2

14) y  = 5xiÄ  + xerxJ  + 3sirl/  -, x=0.
vv ' 8cos x_____

7  = л/Зх2 + larc/g3x -  ln(3x + л/Зх2 +1), x=0.

1 ✓'Ч л: * 31 6 ) 7 = e  sın xcos X, x= — .

1 + xarctgx 
П ) у  = — ■ = = = —.x -0 .

V I  +  x

Çalışma 7. Diferensialı tapm.

1) у  = (-у[х + х)\ - p! — 2) у  =  - L - l ] ( l + V ^  
У л 1 х -х )  VVx у

68



sinx
1 + cos x

5) у  = arctg  ln(2x +1),

3) У 4) У =
x 3 +1 

x 3 - 1

7) у
1

1 + x

6) у  = л/arcsinx + (arctgx)2, 

1 + *8) y  = -

x 39 ) y  = e sinx cos x,

11) y  =  sin2(cos3x),

[ У) у  = е~х cose~2x,

15) y  = x 53ylx6 - S ,

17) y  = e x(x2 + x - l ) .

V f = T
10) = 1п(<?л cos+ e -* sin x),

12) у  = arctg

14) у  = cos

x + 1
x -1 *  

2 1 -л /х

14-л/х

16) у  = x(cos In x + sin In x ) ,

Çalışma 8. n -tərtibli törəmələri tapm.
14 - 2  2x + lI) y  = sin x, 2) y  = ~ -  7> 3) j  = xInx,

3x + 4
2

4) у  = x sinx, 5) у  = ln(3x + \), 6) у  = sin5xcos2x,

8) 7  = 5 -  3 cos2 x, 9) y  = 2x +2~x,7) У
2x4-1

,2  „х10)7 = x e , 1 1 ) 7

1
13 ) y  =  - ,

1 —x
16) у  = xe*,

14) 7  =

X 4 - 1

x(x — 1)
X

VT+x
4 „   ____ 4

12) у  = sin2x,

15) у  = ex sinx,

17)7 = sin * + cos x.

Çalışma 9. y'x və y ”a  törəmələrini tapm.

I) x = e‘ cos t, у  = e' sin /, 2) x = t + sin t, у  = 2 -  cosf,
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3 ) x  = a c o s /, y  = b sm t,  4) x = a co s2 t , y  = a s in 2 /,

5) x = at cost, у  = a /s in f, 6) x = x l \ - t 2 , у  = ^,

7) x  = Inctgt, у  = - Д ј - ,  8) x = c tg 2 e ' ,y  = to /ge',
cos t

9) x = J l - t 2 , y  = л/Г+7, 10) x = lnfgf, 7  = —~ 2~ »
sın Г

1 l )x  = (1 + сол2 / ) 2 sint, у  = sin2 tco s t ,

12)x = arcsin/,> -= v l - / 2 , 13)x = a c o s 3 t, y  = a s in 3 t,

14) x = l n ( \ + t 2 ) , y  = t - a r c t g t ,  15) x  = / 3, y  = t 2 ,

16) x = ln f ,j> = /3 -1 , 17) x = (e', y  = te~‘ .

Çalışma 10. Qeyri-aşkar şəkildə verilən funksiyalarm У'х və 7 ’ 
törəmələrini tapm.

I) y  + x + arctgy = 0, 2) x + >’-e * ~ v = 0,

3) x 3 + x 2y  + y 2 = 0, 4) x 2 + 7 2 -  4 x - 10^ + 4 = 0,

5) x 2 + 5xy + y 2 -  2x + у  -  6 = 0, 6) ex -  e y + x -  у  = 0,
_y

7) x 2 + 2xy - y 2 = 2 x ,  8) ln x + e * = 0,

9) x 3 - 2 x 2y 2 + 5 x  + y - 5  = 0, 10) yfx + J y  = y[ä,

II) e y - e ~ x + xy = 0, 12) e x s in y  - e y cosx  = 0,

13) e xy - x 2 + y 3 = 0 ,  14) x 3 + y 3 - 3 x y  = 0,

15) arctg{x  + _y)- xy = 0, 16) arctg — = ln yjx + y  ,
x

2 2  2 

17) x 3 + _y3 = a 3.
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(. 'alışma 11. Təqribi hesablaym (0,0001-ə qədər dəqiqliklə).

1) агс/&1,04, 2) lnl,12, 3) 57« 21°,

4) cos 32°, 5) e0’15, 6) Vc,

7) V25Ö, 8) V3Ö, 9) Ig ll,

10) In 17, 11) 3/200, 12) sin39°,

13) cos39°, 14)/gl0,21 15) arcsin 0,8,

16) 0 5 ,8 , 17) ' ÎOOO.

Nümunəvi həllər

I) M(2;2)  nöqtəsində у  = x 2 -  Зх + 1 əyrisinə toxunanın
meyl bucağını tapm.

Holli: y '  = (x 2 — Зх +1)' = 2x -  3 olduğundan

tg<P = y'x=2 = 2 « 2 - 3  = l, (p =  45°.
’) y - 3 x  + x*ey = 0 tənliyi ilə toyin olunan у  -  _y(x)

funksiyasımn törəməsini tapın.
II» lli: y '  -  3 + Зх2е у + x 3e yy '  = 0,

, 3(1 - x 2e y ) l - x 2̂
V = — --------r— -  =  3 ------------------- .

I + jc^  l + 3x-_y
>) Parametrik şəkildə verilmiş

x = / 3 + 3t +1, 7  = З^5 + 5/3 +1
lıınksiyanın törəməsini tapın.
Ilolli: X,' = 3f2 + 3 və у \  =  15 /4 + 1 5 /2
olduğundan

x' 3t2 + 3

4) x = j>3 funksiyasmm törəməsini tapm.
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Holli: Verilmiş funksiya у  = x 3 funksiyasınm tərsidir. Onda

- x - 1
3

5) у  = 2 x 3 + x 2 -  2x +1 funksiyasmm yüksək tərtibli 
törəmələrini hesablaym.

Həlli:
y ’ =  6x2 + 2 x —2, /  =  12x +  2, у п =  12., / 4) = / 5) = ... = 0

6) д; = — funksiyasmm yüksək tərtibli törəmələrini hesablaym.
x

Holli:

/ = - - 7 ’ / - 4 .X X X  X

7) _y' = a*, 0 < ö 5* 1 funksiyasmm yüksək tərtibli törəməlori- 
ni hesablaym.

ffəWı: y ' - a x \na, у ” = а х(Ы а)2, . . . ,у {п) = ax(ln a )"
Xüsusi halda a - e  olarsa, onda

y  = ex, y '  = y ” =  ... =  y (n) = e x.
8) у  = sin x funksiyasmm yüksək tərtibli törəmələrini 

hesablaym.
Həlli:



Г v и i qayda ilə у  = cos x funksiyasi üçün alarıq:

) у  = хх 4 - х 2 + 4  arcsin — funksiyasmm diferensialmı

hesablaym.

2

2x dx Г. 2 , , dx-f У 4 - Г  tfe + 4  — = =  

1л -2 . / 7 “

= 2лЈ4-х2 dx, - 2 < х < 2 .

10) у  = х 3 funksiyasi verilmişdir. t /3̂  hesablaym.

//«///: afj = 3x 2dx, d 2y  = 6xdx2, d 3y  =  6dx3.

И) у  = x cos2x  funksiyasi verilmişdir. d loy  hesablaym. 
Hit III: Leybnis düsturuna görə alanq:

d '°y  = (-X  ■ 2'° cos2x -  C,'0 • 29 • sin2x)d!x =

= - 2 10 (xcos2x  + 5sin2x)<it10.

12) cos 61° hesablaym.

Holli:

3 180

61° = 60° +1° = — + olduğundan 
3 180

cos(x + Axr) »  cosx  + (cosx)' • Ax

ılıısluruna görə  alanq:
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c o s 6 1 °  « c o s 6 0 °  -  s i n 6 0 °  - 0 ,0 1 7 4 5  =

1 f t
=  İ . _ 2 L ± . о ,0 1 7 4 5  « 0 , 4 8 4 9 .  

2 2

13) Çalışma 1-in 1-ci misalmm həlli:
y'=(x2-2x+2)'(x2+x - l )+ (x 2- 2 x+ 2 ) ( x2+ x -  1)  '=

= (2jc-2)(jc2+x- 1 )+(x2-2x+2)(2x2+ 1 )=4jc3-3x2-2x+4.

14) Çalışma 1-in 15-ci misalmm həlli:

, 1 +  У х 1 0 - { x w / J a  +  x 6 ) 3

*  6  r 20

X й  6 x U

( \0  + х в )л1\ + х 6

б х 11

15) Çalışma 2-in 8-ci misalmm həlli:
, ( - s i n x - c o s x ) ( c o s x  + s i n x ) - ( c o s x - s i n x ) ( c o s x - s i n x )  _

у  _  -
(cos x  + s i n x )

2 2 _  - (c o s  x  + s in x )  - ( c o s x - s i n x )  2
2  2 * (cos x  + s in x )  (cos x  + s inx)

16) Çalışma 2-nin 11-ci misalmm həlli:

y'  = tg*Jx sec2 yfx — + — i - p  ( - s i n j x  )  — = —! =  tgy[x(sec2 -Jx-X) 
2 л ]  x cos-Jx 2 - s l x  2-Jx

1 3 I—
= - j = t g  л/х. 

2л/х
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17) Çalışma 3-ün 1 -ci misähnm həlli:
t

У = arccos 2x + —(arccos 2x)' = -  — '

х л [ \ - 4 x x

I К) Çalışma 3-ün 10-eu misalmm həlli:

1

1 - V x 2 
\ + x2

(  71 -  x 

1 + x2
l + x̂ 4x

д/о + х2)2 - ( 1 - x 2 )2 0  + x2)2

1 + x" — 4x

2* ( l  + x 2 ) 2 1 + x 2 '

I1)) Çalışma 14-ün 3-cü misalmm həlli: 

ү' ^ ( l n ( l - s in x ) - l n ( l  + sinx)) -  ~ ( l - s m x /  (1 + sinx)
v 1 — sin x 1 + sin x

1 ( COSX COSX Л _  1 COS X  + sin X cos x  + c o s x - s i n x  cosx
2 v 1 — sinx  1 + s inx  J 2 2

1 -  sin x
1

cosx

Ml) Çalışma 4-ün 10-cu misalmm həlli:

(x  + ^ х̂;2 + 1 /  _  V *2 +1 _  х + л/!x 2 + l

Х +  Л/х 2 +1 x + ‘\lx2 + 1 (х  +  лј1X2 + ı  Н х 2 +1

+ 1
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21) Çalışma 5-in 1-ci misalimn həlli:
у '  = ( x 2 ) 'e2x + x 2 ( e 2x У = 2xe lx  + 2 x 2e 2x = 2xelx  ( x  + \ ) .

22) Çahşma 5-in 14-cii misalmm həlli:

y '  = (arctgex ) '~ ~ ( ln  e 2x -  ln (e2x + 1 ) /  =  - -  —

2x
2

,x  2x

- 1  +
\ + e J

■l + e 2x ex

e 2 x + l e 2 x + l e 2 x + \

23) Çalışma 6-nm I-ci misalmm həlli:
x j 2x f

= (ln(ex + 4 e 2x - 1 )'  + (arcsin e~x )' = ————e. ^У
e + \ eI

+

x e  e x +
2x

(e~x )'+
X \ X

л/Г -2x e x + J e 2 x ~ l

l + (~e л )е

e 2 x ~ \

/CO

24) Çalışma 6-nm 2-ci misalmm həlli:

У =
3 - х

2

2

л/Г

1 -

■ 2х — х  +

1 + х

л/2

42

3 - х
2 ~

л/b

( İ\ - 2 х  -  х /  +

■ 2 х - х  + ( 3 - х ) ( - 1 - х )  ^

2л/Г ^ x -x ^
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■(l - 2 x - x 2 + ( 3 - x ) ( - l - x )  + 4 )

т ј \ - ( \  + х ) 2 2 л ј \ - 2 х  -  x 2

■2 О
У ' ( 0 )  =  ^  =  0 .

л! \ - 2 x - x 2 ^

25) Çalışma 7-nin 1-ci misalmm həlli:

dy = y'dx
,  r , ~ lr a - 4 ^ > + - ^ r a + ^ )  

1 + * 1 л = 2 л : ------------- j £ —
ı- V x ( \ - y [ x ) 2 0

dx

( l - y f x  ) 2 y[x

26) Çalışma 7-nin 15-ci misalmm həlli:
_2

dy = y'dx = (x 5ljx6 -S)'dx  = (5x4llx6 -& +}-(x6 -&)  3 6x {0)dx 

5x4 ( x 6 - 8 ;  + 2 x 10 , 7x10 - 4 0 x 4 ,■ д у = -7 =ит.-.у d x .
l ] (x 6 - S ) 2 l l ( x 6 -  8 /

27) Çalışma 8-in 10-cu misalmm holli:
U=x2 və v=e* iqarə etsək taparıq:

u' = 2x ,u” = 2 , ı / 3  ̂ = = ... = u(n) = 0.

v' =  e x y  = e x ,...,v(n) = e x .
I cybnis düsturuna görə alariq:

=  ”(.!Lz V u'v (»-2) + 1 U'V(”~V + u v ( » )  =

1-2 1

= П——— 2e* + л2хех + x 2e* = ( x 2 + 2их + и2 - n ) e x . 
1-2  '



28) Çalışma 7-nin 12-ci misalmm həlli:
7t

y '  =  2 cos 2x =  2 sin(2x  + —) ,  

y ” = - 2 2 sin2x =  - 2 2 sin(2x + 2 ,

y m = - 2 3 m s 2jc = ~ 2 3 sin(2x + 3~ ) >

= 24 5/и2x = 2 4 sin(2x + •••

= 2 n sin(2x  + n ~ ) .

29) Çalışma 9-yn 1 -ci misalmm həlli:

xı = е { c o s t - е ( sint = e ‘ ( c o s t - sint), 

y ’i = e* sint + e 1 cost = e l (cost + sin t ) ,
. cosf + sin/

Ух = ------;-— t 7 *c o s /-sm ^
f\

Ухх

(  cost + sin t 
(.Ух)\ v c o s r -s in f

x 't e l (cost  - s in  /) e ?( c o s f - s in 0 3

30) Çalışma 9-un 3-cü misalmm həlli:

xj = - a s i n t , x ”z = -a c o s t ,  
y't = b co s t ,yh  = - b  sin t ,

, b co s t  b
y x  -------—  = — c tg t,

- a s ı n t  a
_  ( - a s i n t ) ( - b s i n t ) - ( b c o s t ) ( - a c o s t )  

У xx — з
( - a s in t )
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2 . 3 ■a sin t

' I) Çahşma 10-un З-cü misalmm həlli:
у in jc-den asdi fimksiya oldğunu nəzərə alaraq, həmin eyniliyi лс-ә 
ııozorən differensiallasaq alanq
\x2 + 2xy  + x 2y '  + 2yy' -  0 buradan da

, _  3x2 + 2 x y  
У ~  ö *

x  + 2 у

12) Çahşma 10-un 11-ci misalmm həlli:

e~x + у
y'ey + e  x + y  + xy' =  0 buradan y ’ = -------------- .

e y  + x

11) Çalışma 11-in 1-ci misalmm həlli:
7Г

v = 1, Ax=0,04, arctgl = — olduğundan
4

< irc tg (x  + A x)  »  arctgx  + ( arctgx /  Ax düsturuna görə alanq:

arctgl,04 & arctgl + 1

1 + x 2 • 0,04 = -  + ̂ 1  =  0,747 
4 2

14) Çahşma 1 -in 2-ci misalmm həlli:
\ I, Ax=0,12 ln 1 =0 olduğundan
ln( x + Ax)  « Inx + (lnx) ’Ax düsturuna görə alanq:

012
In 1,12 « In 1 + (In x)'x=l • 0,12 = 0 + = 0,12.
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V F Ə S İ L  

T örəm ən in  tətb iq i 

Çalışma 1. Lopital qaydası ilə limitləri hesablaym.

Щ ш З * 2 - 3»
-t~>2 x ‘ + 3 x -1 0

x 3 - 4 x 2 + 5 x - 2
3) lım 5 ,

*->1 x — 5x + 7 x - 3

5) lim (ex + e~x -  2)ctgx,
x—>0

V x- л /5
2) lım —p: т=,

•~ 5 л/x - V 5

ях
4) lim sin (x -l) /g

jc->i 2

6) lim ( x - x 2 ln(l + —),
X - » o O  X

7) Шпх,п(еГЛ
je->0

9) lim
X -1r  - l - x '

*->0 sin 2x

11) l im (2 -x )  2*->l

13) lim
arcsin (2 -x )

15) lim

Х_>2л/х2 - З х  + 2 
x -  arctgx

јс->0

17) lim (sinx)®*.
2

8) 1цп(е* + x )JC,
лг-»0

10) lim
„  л: „  sin  j;e —e

-*-*0 x - s m x

12) lim tgx
1

я"1 1 -  sin x

14) lim

16) lim

f 2_ 

(1

V
arctgx

1

х~>0\ x ex - 1

Çalışma 2. Funksiyanm monotonluq intervallarmi tapm.
1 ) j  = ( x - 2 ) 2 x 2 , 2) y  = ( x - 2 ) \ 2 x  + l )2,

3 ) j  = 12x2 - 8 x 3 - 2 ,  4) j  = 16x3 - 1 2 x 2 - 4 ,

5) .y = 2 x 2 - ln x ,  6) j / = x 2e _JC,
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7) у  = x + cosx,

Щ у  = ( х -  1)2( х - 3 ) 2,

11)^  = - \İ 2 x -x 2 ,

13) у  = х 3 + х 2 + 1,

15) = х 3 -  Зх2 -  9х +14,

17) j  = хе“х.

8 ) ^  = 7 ^ - ,  lnx
10) у  = х 4 — 2х2 - 5 ,

12) >> = arctgx- х ,

14) у  = х л /х - х 2 ,

16) j; = 2 - 3 x  + x 3,

Çalışma 3. Funksiyalarm ekstremumlarmi tapm.
I) у  = 2 x 3 -  Зх2, 

Зх2 + 4х + 4
3 ) ји

5) j/ = V x3 - Зх2 + 8 ,

7) у  = ~ х 2у / бх~7 ,

0) = (х -  5)2 \ l(x  + l f ,  

! ! ) > ’ = б\1х2 + 4 х  + 3,

13 )у  = № - 1 ) * ,
I?) y  = ( 2 x - l f i l ( x - 3 ) 2 . 

17) y  = 3 ~ 2 \ f ^ .

2) _у = 2х -  9х + 12х -  9,

4) j  = 2х3 -  Зх2 -  4,

6) j  = (2x + l)2( 2 x - l ) 2,

8) у  = \ /х(х  + 2),

10) >> = 6 ( х - 1 ) - 9 ^ /( х - 1 ) 2,

12) у  = 8 ( х - 2 ) - 1 2 з Ј ( х - 2 У

14) y  = l [ x ( x - 1 ) 2 ,

16) j  = x 2( x - 6 ) ,

Çalışma 4. Funksiyalarm ekstremumlarmi tapm.

I) ,y = xe 2) =  x  -  ln(l + x), 3) у  = sw 3 x
'I) у = x -  ln(l + x 2 ), 5) _y = sin4 x + cos4 x, 6) у  = ex sism x,

/) у  = л/х In x, 8) у  = 2/gx -  tg 2x, 9) у  = x + ln cosx,
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10) у  = -— 11) у  = л/ l - c o s x ,  12) у  = е х cosx,
1 + sin х _____

13) j/ = х + tgx, 14) y  = y ] l - tg x ,

I 1 7 >15) у  = arctgx — —-ln(l + x ), 16) y  = -— ,
2 lnx

17) у  = x 2e~x.

Çalışma 5. Parçada verilən funksiyalarm ən böyük və ən kiçik 
qiymətlərini tapın.
1) у  = x 4 -  2 x 2 + 5, [-2 ,2 ], 2) у  =  -З х 4 + 6 x 2, [-2 ,2],

3) у  = 2л/х -  x, [0,4], 4) у  = V ^ T l -  V ^ T ,  [0,1],

5) j  = 4 - х — j ,  [1,4], 6) у  = — — + — + 8, [-4 ,-1 ],
х  2 х

7) ^ = 8х + 4 - - 1 5 ,  [ - ,2 ] ,  8) у  = х -4 л /х Т 2  + 8 , [-1,7],
х 2

1 — г 4- х  ̂ 1 Ох
9) У = 1 . 2 »[ОД]. 10) J  t°,3],1 + х - х 1 + х

11).У = х 2 + — -1 6 , [1,4],

12) у = х + 4 х  + ——-----9, [-1,2],
х + 2

13) у  = —  ■-8 х -1I5, [-2 ,-4 -] , 14)^ = 2л/х—Т - х  + 2, [1,5],
х 2

15) у  = 2 х 2 + —  -  59, [2,4], 16) у  = х + 2 ^ ,  [0,4],
х

17) у  = arctg -——, [0,1].
1 + х
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( uhşnta 6. Əyrilərin əyilm ə nöqtələrini tapm. 

l ) y  = V(x + l)2 + V ( * - l ) 2 , 2) у  =
2x  - 1

x 2 - 1  ,ч x 2 -1 1
\ )  y  =  4 )  y  =

x +1 4x -  3
„ 3  2
x  X5 ) 7  = — —- ,  6 ) 7  =

x3+ ı ’ "  J sT i’

8 ) ^ ( £ ғ ’
x 3 x 4

1 0 ) 7  = 4 ~ ,  
x - 1  x +1

II) y = - * t 12) у  = — - j - y
x —4  ( 1 - x  )

n \  x _ 2 x 4
13 )^  = - = = ,  14) у  = ---------- т ,

л/х +1  ('x +  l /

x 5
1 5 ) 7  =  —  , 1 6 )  7  =  ( x - 2 ) ( x  +  1 )2 ,

x - 1
2 2

17) 7  = (x + 1)3 — (x —l ) 3.

( ulışma 7. Əyrilərin əyilm ə nöqtələrini tapın.

I) 7  = x + sinx, 2) у  = c o s x - ln c o s x ,
sinx

') 7  = sinxsin3x , 4 ) 7  =
2 + cosx

cosx  1 - x*>) д; = --------- , 6) y  = arccos--------
cos2x  1 + x



1
7 ) 7  =  -sın x + cosx
9) у  -  sin х  + cos X,

1 1 411) у = arccos—----
l - 2x

8) у  = xarctgx,

10) y  = s in x -c o s x ,

12) у  = e~lx  sin2x,

13) 7  = In
x + 1
x —1

15) у  -  x -a r c tg x ,

17) = (x -  4) 5 + 4x + 4.

1 4 ) 7  =
sm x

16) у  = x -  arcctgx,

Çalışma 8. Əyrilərin asimptotlarim tapm.

^  У ~ 2x2 + х - Г

3 ) 7

2) у  = Зх -  arccos—, 
x

f  1л

5 ) 7  =
1 +sin x

4) 7  = x ln

6) 7  = 2x -

e +
v Xy

cosx

7) 7  = ln ( 4 - x 2), 
m 1
9) ” X + arcctgx,

1 1 )7  = x e * ■>
2

13) 7  = x e x +1, 

lnx

8 ) 7  = xV V

10) j  = I  + 4 x 2, 
x

12) y  = i

1 4 )7

x +1  + 2x, 

1

1 5 ) 7  =

17) 7  = 2x -  arccos

16) 7

x -  4x + 5 
2x 4 + x 3 + l

1
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Nümunəvi həllər

I) J'(x) = x 2 - 1  funksiyasmm [-1,1] parçasında Roll teoreminin 
.şortlorini ödədiyini yoxlaym.

I■ unksiya [—1,1] parçasında kəsilməzdir, (—1,1) intervalmda di- 
It u-ıısiallanandır və / ( —1) = /(1 )  = 0. Onda elə с e  (-1,1) 
ııoı|lı>si var ki, f ' ( c )  = 0 olar, yə’ni f \ x )  = 2x = 0 , buradan 
■ 0 e  (-1,1) alarıq.

düsturamı yazın və (0,1) intervalmda həmin düsturdakı с 
ııöqtosini tapm.

Ih lll:

ı/ıı ıq, buradan isə taparıq kı, с = — e  (0,1).

' I / (x) = 2 x 2 + 5x +1 və g(x) = x 2 + 4 funksiyalan üçün [0,2]
I и. ı.nıda Koşi düsturunu yazın və (0,2) intervalmda həmin  
dıı iındakı c nöqtosini tapın.
Ilo III:
/(II) 1, / ( 2 )  = 19, g (0) = 4, g ( 2) = 8, / ' ( x ) = 4 x  + 5

) / (x )  = л/Зх2 + 3x funksiyasi üçün [0,1] parçasında Laqranj

/ ( 0) = 0, Л 1) = ЈЗ  + 3, f \ x )  = 2>/Зх + 3
Hİdıif'.ıından Laqranj düsturunu

I!'(О 2x olduğundan Koşi düsturunu -------- = ------— və ya
8 - 4  2 с

ч 4c I 5
( kinıi yazıb buradan isə taparıq ki, с = 1 e  (0,2) .

Iı I iıılitlori hesablaym.
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Həlli:

<g* _ iL  °  = 8 m .<ra2 *
'1 /пЛ

x-*° x - s i n x  V 0 ) x->° 1 - c o s x vOy

1 + cosx  _ 
= lım ------ 5—  = 2

COS X
/

limя 
2

1
■ -  tgx (oo -  oo) = lim

1 -s in  x

Г»lim xctg?c(0 • oo) = lim
*-*0tgx{ 0,t->0

lim — —
дг-*0 J

0 | = l im Z ^  = 0
0 J X~>- -  sin X 2

lim cos x = 1
x-fO

cos2 X

Л  1 Ь  X х

lim(0 ) = lim e = e x-*° = e
x-±0 .*->0

l im  x \ n x
a— >o

1
lim
*—>0

M »') Km_i_
1 1^00 J  x ->0_ I

- e
-  l im  x

X  —  /?  X- >0 = e ° = L
5) f  (x) = x 3 — 3x +1 funksiyasmm artan və azalan olduğu

intervallan tapm.
Haiti:

f \ x )  = 3x2 -  3 = 3(x2 - 1 )  

olmasmdan aydmdir ki, jx| < 1 olduqda f \ x )  < 0  vo jxj > 1 

olduqda iso / ' ( x )  > 0 olar. Deməli, funksiya (—1,1) intervalmda 
azalırvə (—oo,—l ) u  (l,+oo) oblastinda iso artir.

x 4 2
6) / (x) = —  -  2x + 3  funksiyasmm ekstremumlarmi tapm. 

Haiti: f ' ( x )  = x 3 -  4x = x(x -  2)(x + 2)
olduğundan funksiyamn x, = - 2, x2 = 0, x 3 = 2 böhran nöqtolori

olar. Bu nöqtələrdo ikinci törəmonin f" (x) = 3x2 -  4 qiymotlorini 
tapaq:

/ " ( - 2) = 8 > 0, f X 0) = - 4  < 0, f \ 2 )  = 8 > 0,
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ıılduğundan funksiyanm x, = -2 , x3 = 2 nöqtolərində minimumu, 

\ , 0 nöqtəsində isə maksimumu var. Bu ekstremal qiymətlər
/ ( * )  = / ( - 2 )  = / ( 2 )  = -1  və max / ( x )  =  / ( 0 )  = 3

ndudloridir.
I) / ( x )  = З х - х 3 funksiyasmm [-2,3] parçasmda ən böyük və 

on kiçik qiymətlərini tapm.
Ilulli:

f \ x )  = З - З х 2 = 3(1 - x 2) 
ıılduğundan funksiyanm böhran nöqtələri x, = —l,x 2 =1 olar. Bu 

MÖ(|toler [-2,3] parçasma daxildir. Xj = — l,x 2 =1 nöqtələrində və 
I \ |  parçasmm uc nöqtələrindo funksiyanm qiymətini tapaq:

/ ( - 2 )  = 2, Д - 1 )  = -2 , / (1 )  = 2, / ( 3 )  = -1 8
I in qiymətləri müqayisə edərək alanq ki, funksiyanm verilmiş
ixırçada ən böyük qiyməti 2-yə və ən kiçik qiyməti -18-ə 
İHiıabordir.
К) I(x) = x 3 funksiyasmm qabarıq və çökük olduğu intervallan və 
' ılıno nöqtəsini tapm.

Ilolli: f" (x )  = 6x ifädəsindən aydındır ki, x < 0  olduqda 
/ "(x) < 0 və x > 0 olduqda isə f ”( x ) >  0 olduğundan (-qo,0) 

ınlnvalmda funksiyanm qabanqlığı yuxanya doğm (0,oo) in­
i' mıtında isə qabanqlığı aşağıya doğru olur. Deməli, əyri (-oo,0) 
Hilfivalında qabanq, (0,oo) intervalmda isə çökükdür və (0,0) 
нү| in in oyilmə nöqtəsidir.
'M / (x) = x 4 - 6 x 2 - 6 x  + l funksiyasmm qabarıq və çökük 
nlılııgu intervalları və əyilmə nöqtələrini tapın.
Ilolli: Funksiyanm iki tortibli

f \ x )  = 12x2 - 1 2  = 12(x -  l)(x +1)
I I »ıuosinə nəzərən böhran nöqtəlori x , = —l,x 2 = l  olar. 
\ ytlındır ki, -  oo < x < -1  və 1 < x < oo olduqda f" (x )  > 0 və 

I < x < 1 olduqda isə f"(x)  < 0 olar.
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Deraəli, əyri (-1,1) intervalmda qabarıq, ( - 00,—1) və (1,°°)
intervalmda isə çökükdür. (—1,2) və (1,-10) nöqtələri əyrinin
əyilmə nöqtələridir.

x 2 — 2x + 3
10) у  = ------- —— -  əyrisinin asimptotlarını tapm.

x + 2
x 2 — 2x  + 3

Həlli: lim ---------------- = 00 olduğundan x = - 2  düz xətti əyrinin
*->-2 x + 2

şaquli asimptotudur. Maili asimptotunu tapaq.
, ,• У r x 2 - 2 x  + 3k = lım — = lim — r---------- = 1

х~>ж x x~ + 2x

b = lim(_y -  x) = lim
^ x2 - 2 x  + 3 'l - 4  + Зх

-x =  Нш  ------------= - 4
x~*m х + 2х + 2

olduğundan у  =  х -  4 düz xətti əyrinin maili asimptotu olar.

11) Çalışma 1-in 2-ci misalmm həlli:

şəkilində qeyri-müəyyənlikdir. Lopital qaydasma göra alariq:

1 

lim = Hm =  lim =
i - > 5 V x - v 3  x-»5 * X-+5 3 yfx 3v5

2y[x
12) Çalışma 1-in 11-ci misalmm həlli: 1 ” şəkilində qeyri- 

müəyyənlikdir.
ЛХ

tgTy=(2-x) z işarə edək və onun Loqarifmini alaq: 
тех

In у  = t g — ln(2 - x )  Lopital qaydasma görə alariq:



I ') Çaltşma 2-nin 5-ci misalmm həlli: y '  = 4x -  — >0
JC

=> (x  - ( ——) ) ( X — — )>0  , x>0. Buradan funksiyanm (—, 00) 
2 2 2

nrtan, (0, ~  ) azalan olması aydindir.

I I) Çalışma 2-nin 9-cu misalmm həlli:

г' 2 ( x2 - 4jc + 3) ( 2 x - 4 )  = 4 ( x - \ ) ( x - 2 ) ( х - Ъ )
Kııradan funksiyanm (1,2) və (3,co) artan, (-<»,1) və (2,3) azalan 
ulinasi aydmdir.

I *>) (,’alışma З-ün 1-ci misalmm həlli:

llurada y '  = 6x —6x = 6x(x  — l )  = 0, x\=0, JC2=1 Onda x<0 
olduqda y '  = 6 ( - ) ( —)>0, x>0, x<\ олдугда y '  = 6 ( + ) ( —)<0.
I »■ moli xı=0 nöqtəsindən soldan sağa keçəndə törəmənin işarosini 
mıısbotdən mənfiyə çevrilir. Ona görə x=0 nöqtəsində funksiyanm 
mnksimumu var: у max= ^(0) = 0 , jc<1 olduqda y '  = 6 ( + ) ( —)<0, 
\ • I olduqda y '  = 6(4-) ( +^>0.
Dfinoli, X2~ 1 nöqtəsindən soldan sağa keçəndə törəmənin işarəsi 
muiılindən müsbəto çevrilir. Ona görə х=1 nöqtosində funksiyanm 
mlnimumu var:_Wnm=7(l)=-l.

U>) Çahşma 3-ün 6-cı misalının həlli. Burada

v' 2 ( 4x2 - l ) 8 x  = l6x(2x  + l ) ( 2 x - l )  = 0 ,  xı=0, *2= ~ j ,

u . İkinci törəməsini tapaq:



у" = \ 6 ( \ 2 х ~ - \ )  j 4 i=o = - 1 6 < 0  olduğuna göro x -0

nöqtəsində funksiyanm maksimumu var: ymax=y(0)= 1.

у" I = 32 >0 olduğuna görə x=±— nöqtəsində funksiyanm mi-
x=±— 2

2

nimumu var: y min = y ( ± ~ )  =  0 .

17) Çalışma 4-ün 2-ci misalmm holli: Burada

y' = l  —  = ^ L _  = o,x  = 0
1 + x 1 + x

y* = -———7г,Ух=о =1>0 olduğuna göro x=0 nöqtəsində 
(1 + jc)2

funksiyanm minimumu var: утт^уф^О

18) Çalışma 4-ün 7-ci misalınm həlli: Burada
Inx ı—l 1 ( Inx Л  „ _ _ 1

л/х — = -j=r ------+ 1 0 ,  lnx=-2, x= - 
e

У - — 7 = + ’,л  -  г ~1
2 v x  x  л / х  V 2

sonra., х< -4r olduqda lnxe2 < 0 və y '  <0 olar. x> —  olduqda 
e e

2  ̂lnxe > 0 vo > 0 olar. Deməli, x = —  nöqtəsindon soldan
e

sağa keçəndə törəmənin işarəsi mənfıdən müsbətə çevrilir. Ona

görə x = ~  nöqtəsində funksiyanm minimumu var: 
e

Г О  2
Утт — У 0 —У 2) е

19) Çalışma 5-in 2-ci misalmm həlli. Burada 

y '  = -1 2 x 3 + 12x = 1 2 x ( l - x 2)  = 0 , xı=0, хг=-\, хз=1
funksiyanm böhran nöqtələridir. Bu nöqtələrin hər biri [ 2,2] 
parçasma daxildir. Onda funksiyanm [-2,2] parçasında on böyük vo 
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ım kiçik qiymətləri y{-2)=-24, ><-1)=3, j(0)=0, ><1)=3, y(2)=-24 
i|lymətləri arasındadır və M=3, m=-24.

'O) Çalışma 5-in 14-cü misalmm həlli:

llmuda y '  = —= = • - 1  = 0 , x=2 funksiyanm böhran nöqtəsidir və 
4 x - \

’• 11,5]. Onda funksiyanm [1,5] parçasında ən böyük və ən kiçik 
ı|iymətleri y (l)= l, y(5)=l, y(2)=3 qiymətləri arasmdadır və M=3, 
m*l.

' I) Çalışma 6-nm 3-cü misalının həlli. Birinci və ikinci törəmələri 
lapaq:

4x  „ 4 ( l - 3 x 2 )
у  = ■■■■- - - 7-, у  = — ------  ■

( x 2 + \ ) 2 ( x 2 + l  У
Ikinci törəməni sıfıra çevirən qiymətləri tapaq:

2 1 1 1
I = 0 ,X t = — j=,X2 ——т=, x<-—7= olduqda, 7"<0, y>-

л/3 V 3 V3
I

olduqda isə 7  >0. xı nöqtesindən keçəndə у  işarəsini
V ^

ılnyiçdiyinə görə, absisi X\ = — olan nöqtə əyrinin əyilmə

MU(|U)sidir. Onun koordinatları:

л/З
J _  j /  

л/3’ 2
Ikmci nöqteni araşdıraq:

* 1 4= olduqda >’">0, * > -7= olduqda isə y ” <0. Deməli, absisi
л/З л/З

I ) = - J=r olan nöqtə əyrinin əyilmə nöqtəsidir. Onun

I udrdinatlan:
( j _  

л/3’ 2
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22) Çalışma 6-mn 11-ci misalmm həlli. Birinci və ikinci törəmələri 
tapaq:

, x 2 - 4 - 2 x 2 X 2 + 4

У  ( x 2 - 4  ) 2  ( x 2 - 4 ) 2

2х( х2 - 4 ) 2 - 4 x ( x 2 - 4 ) ( х 2 + 4 )  _

У = “  ( x2 - 4 /

_  2 x (x 2 - 4 ) - 4 x ( x 2 + 4 )  _  2 x (x 2 +12 )

( x 2 - 4 ) 3 ( X2 - 4 ) 3
İkinci törəmə ancaq x=0 qiymətində sıfıra çevrilir. x<0 olduqda 
y ”<0, x>0 olduqda isə y ”>0. x=0 nöqtəsindən keçəndə y" 
işarəsini dəyişdiyinə göro, absisi x=0 olan nöqtə əyrinin əyilmə 
nöqtəsidir. Onun koordinatlan: (0,0).
23) Çalışma 7-nin 1-ci misalmm həlli: Birinci və ikinci törəmələri 

tapaq:
y '  = 1 + COSX,y" = — Sİnx. İkinci törəmə jc=k7t, keZ nöqtələrində 
sıfıra çevrilir. х=кя, keZ nöqtələrindən keçəndə y ” işarəsini dəyişdiyinə 
görə, absisi ЈЕ=к7г, keZ olan nöqtəler eyrinin əyilmə nöqtələridir.

24) Çalışma 7-nin 9-cu misalmm holli. Birinci və ikinci töromeləri 
tapaq:

3 7t
У = cosx-sinx,У  -  -s in x -c o sx , ikinci törəmə x = —  + kn, к e  z

Ътс
nöqtələrində sıfıra çevrilir. x = —  + kn, к e  z  nöqtələrindən

4
(Ъл ^keçəndə у * işarəsini dəyişdiyinə görə —  + кж,0ј,к e Z  nöqtəlori 

əyrinin əyilmə nöqtələridir.

25) Çalışma 8-ni 11-ci misalınm həlli. Şaquli asimptotları 
axtaraq.
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-lim у  = lim x e x = lim —  = +00,
x—>+0 x—>+0 1 t

t - — > + Q O

x

1
lim у  = lim x e x = 0 . 

x-»-0 x—>-0
I >ı im>li, x=0 düz xətti şaquli asimptotdur.
M ııili asimptotlari axtaraq:

1
у  —

к = lim — = lim e x = 1,
X—»±GO X  X—>±00

1
1
~  e x - 1

I» lim ( ,y - x )  = lim ( xex - x ) =  lim — -—  =
Jf—>±00 X->±OD x —>±GO 1

= Hm £ — 1 = 1.
1 „ z—=z->0
X

I H tnoli y=x+l düz xətti əyrinin maili asimptotudur.

’(>) Çalışma 8-in 12-ci misalmm həlli funksiya hər yerdə kəsilməz 
olduğuna görə şaquli asimptotu yoxdur. Maili asimptotlari 
axtaraq:

л/х2 +1 + 2 x, ..  v  X  + 1  +  L X  ..  1 ,
k\ — lim -------------------= lım J - y + 1 + 2  = 3 ,

X  —^ +GO X  x  —̂  +00 V X

bı= lim (л/x 2 + \ + 2 x - Зх) = lim (V x2_+ l - x )  =
X — >+00 x—>+00

X 2  +1 — x 2 = lim , x - -. = Q . *
x +1 + x
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Deməli, y=3x maili asimptotdur.

\ x 2 +1 + 2x
кг= lim

X—> -o o  x
lim -

X->-00

+1 + 2x

= 1

b2= lim ( ylx2 +1 + 2x -  x j  = lim ^
V x?

0.
JC—>—00 x—>-00 + 1 - x

Deməli, y=x maili asimptotdur.

VI F Ə S İ L

H əq iq i dəyişən li vektor v ə  kom pleks funksiyalar  

Çalışma 1. İfadələri hesablaym.
24

» м г -
3) { 4 г + , Л Т ,

5)
1 -г

.100

. ı+ ı ' ;

7) ( f i - i y f e ) ,



' 4 ‘ + / 5v i f ,

о  -  о

1.1) (л /з + о 4,

15) (1-Ь/л/З)6,

17) (1 + /л /3 ) (1 -0

10) (207
( -V 2 + /V 2 )6 ’

12) (л /3 - /)9,

14)
vl + /л/З у

16) (1 + / ) 10
-Л 4

nlışma 2. Kökün bütün qiymətlərini tapın.

I) V -7, 2) V - 4  + /V 48, 3) V - 1 - /V 3 ,

•I) V -7, 5) V /,

7) V- 1 + i, 8) -J—9,

\0 ) \П > 4 ,  П ) л Г 3 6 ,

13) \I~2 + İ2yf3, 14) 3 /P 7 ,  

u») 17) л/ l  -  /л/з.

6) V V 3 + /,

9) V -2 7 ,  

12) V 2V 3+ 2 /, 

15) л /2 -2 / ,

< ulijma 3. Tənlikləri təqribi həll edin.
2) x 4 - 2 x - 2  = 0,I) x ’ + x 2 -  3 = 0,

') .Varctgx - 1  = 0,

I) v 10 Ig x = 0,

') v ‘ -  x -  2 = О,

'0 »1 - 5 x + l  = О,

II) JC4 + 2 x 2 — 6x + 2 = 0, 

I I) r4 - 4x +1 = 0,

4) x + 3 x - l  = 0,

6) x -  yfx - 2  = 0,

8) x 4 + 3 x 3 -  9x -  27 = 0,

10) x  + e x - 2  = 0 ,

12) x 4 + 3 x 2 -  x - 2  = 0,

14) x 2 - e x -  2 = 0,
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15) x - c o s x  = О,
17) x lg x - 1  = 0.

16) x 3 - 2 x - 2  = 0,

Nümunəvi həllər

1) f( t )  = -—- 1 + Ŝ -  j  -  —— к vcktor funksiyasmm
1 + /  t  t

t —> 0 şortində limitini hesablaym.
Həlli:

ч .. ( \ - t -  siıU - ln (l- 1) r N
lım r (0  = lım l 1 н--------j --------------к =

° /-><\ l  + f t t  ;
... 1 - t  sin t r .. ln(l — /)

= / lım  + / lım  к lım------------=
1 + t 1-*° t t

= i + j  — к lim — — = * + /  + *

2) r'(t) = i sint + j c o s t  — к vektor funksiyasmm törəməsini
tapın.

Halli:
r \ t )  = (/ sin t + j co s t -  k)' -  i co s t -  j sin t

3) y  — x 2 — 2x + 5 parabolasına (2,5) nöqtəsində toxunanm və 
normalınm tənliklerini tapın.

Həlli:
/  = 2 x - 2  = 2 ( x - l ) ,  к = у ,х Л =  2 ( 2 - l )  = 2 

olduğundan toxunanm tənliyi
у  -  5 = 2(x -  2) və ya 2x -  у  +1 = 0 

normalın tənliyi isə

y - 5 - - l . ( x - 2 )  və ya x + 2 ,y -1 2  = 0 olar.

_  _  _  — к
4) r (t) = / cost + j s m t  + 2tk Vint əyrisinə t = ~  nöqtəsindo

toxunamn və normal müstəvinin tənliklərini tapın.
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Holli: x =  cos t , y  = sin t, z  = 2l olduğundan x' = - s in t,
К

г' cos^, z' =  2 olar və t  — — nöqtəsində

x = 0 , y  = 1,2 = ;r,x' = - l , j '  = 0 ,z' = 2 
ıtlnrıı|. Onda toxunamn tənliyi

x -  0 V - 1  z -  тг x v Z -  ЯГ =  -r = ---------  və ya —  = — = -------
- 1 0  2 - 1 0  2 

nııı ııml müstəvinin tənliyi isə 
( v -  0)(—1) + (y  - 1) - 0 + (z -  п)2  = 0 və ya x -  2z + 2n  = 0 

olıır.
1) x = a(t -  sin /), у  = a( 1 -  cos /) tsikloid əyrisi qövsünün

di fcrensialmı tapın.
Ihllt:

x' = a(  1 -  co s/), y ' = a sin t
"blıığundan

dl = лј(х')2 + {у 'У  >dt -  лЈа2(1 -  c o s /)2 + a 2 sin2 td t  =

= ciij2(1 -  cos t)dt = 2a

e \ л

sin eft.

f>) y - x  əyrisinin 

llolli:

2 ,0jn5qtəsində oyriliyini hesablaym.

y '  = 3x2, y" = 6x, /  j 7 " , = 3
*=- 4 *-5

"Idıığundan 

K  =
192

125 125

V 16
64

7) J ' 2 = 2(x +1) parabolasmm evolyutunun tənliyini tapm. 
llolli:
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2>у' = 2 , /  = - ;  (y ')2 + уу' = 0, у ” =
У У У

münasibətlərme əsasən əyrilik mərkəzinin koordinatlanm tapaq.

/
1

l + (v ')2 + v2 я
уӨ = у  + - - У г* -  = у  +  - - ј -  = - у 3

yi
Beloliklə, parabolamn evolyutu

3  2 n  3

а = 2 У ’ ^  =  ~ У  

parametrik tonlikləri ilə to’yin olunur, burada у  pararaetr rolunu 
oynayır. у  parametrini yox etsək evolyutun tənliyini

Р 2 = ~ а г
27

şəklində alarıq.
8) z { = 3 + 2 i və z 2 = 1 — i komplcks ədədtəri vcrilmişdir.

z,
z { + z 2, z x—z 2, z xz 2, —  ədədlərini tapm.

z ,

Həlli:
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z, + z 2 = (3 + 2 i) + (1 -  i) = 4 + /

z, -  z2 = (3 + 2ı) -  (1 -  /) = 2 + 3?'

z ,z 2 = (3 + 2/)(1 -  0  = 3 -  3/ + 2/ + 2 = 5 -  /

z
2 ' 2

1 3 + 2/ (3 + 2Q(1 + Q _  1 + 5/ 1 5 .
z2 1 -  (1 -  /)(1 + 0  2

'Ч л/З — i kompleks ədədini triqonometrik şəkildə yazm. 
Ilolll;

p  = 4 3 + 1 = 2 , cos^  = — , sinç? =

liuından isə = — тг olduğundan,
6

rz . J  11 . . 11 лV3 -  г = 2 cos— я-+ г sin— 7Г
I  6 6 ,

л/З 1
10)  i kompleks ədədini üstlü şəkildə yazm.

8 8 
llollt:

"Muğundan

|_3_ J _ _ i  
64 + 64 ~ 4

(gç, = - - L К

—I 6л/З
8 8 / _ 4 е

II) V -8  ədədinin bütün qiymətlerini hesablaym. 
/Л»///: fV =  —8 ədədini triqonometrik şəkildə yazaq. 

W = - 8  = 8(cos^ + sin ıt).
< lıula

İMiıadan

cos + / sip
л? + 2тгк

к = 0,1,2,
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z0 = 1 + /Ч/З, z x = -2 , z 2 = 1 -  /л/З.

12) / ( x )  = x 3 — 6x2 +1 l x -  6 çoxhədlisini xətti vuruqlarına 
ayırın.

Haiti:
з 6x2 + 1 İX -6 ■ x 2 -  5x + 5x + 6x -  6 =

= x 2 (x -1 )  -  5x(x -1 )  + 6(x -1 )  = (x -  l)(x 2 -  5x + 6). 

İkinci vuruğun kökləri x2 = 2, x3 = 3  olduğuna görə: 

x 3 -  6 x 2 +1 lx  -  6 =  (x  -  l)(x  -  2)(x -  3)

13) / (x) = Зх4 -  5x2 -  2 çoxhədlisini xətti vuruqlarına ayırın. 

Haiti: x 2 = у  ovoz edok. Onda

З у 2 - 5 y - 2  = 0, y x = 2 ,  y 2 = - \  və

4 ,2 = ±yİ2, x34 = ± - j =  olduğundan

Зх4 -  5x2 -  2 = 3(x -  л/2)(х + л/2)
г

V3
x +

л/З

14) Toxunanlar üsulu ilə x 3-6 x  + 2 = 0 tənliyinin köklərinin 
təqribi qiyməüərini hesablaym.

Haiti: / ( x )  = x 3 -  6x + 2 işarə edək. / ' ( x )  = Зх2 -  6

ifadəsindən aydmdır ki, x < —лЈ2 və x > лЈ2 olduqda f ' ( x )  > 0

və — y[2 < x < yİ2 intervalmda f ' ( x )  < 0 .

Deməli, (-оо,-л/2) və (л/2, oo) intervallarında funksiya

artır, (-л /2 ,л /2) intervalmda isə azalır. Beləliklə, bu intervallarm 
hər birində funksiyanm bir həqiqi kökü var, çünki onların uclarında 
funksiya müxtəlif işarəli qiyınətlor alır. Hesablamaları sadə- 
ləşdirmək üçün homin intervalları kiçildək. Bu şərtlə ki, hər 
intervalda uyğun kök qalsm.
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lUınun üçün her bir monotonluq intervalmın daxilində yeni 
I н, ılı interval elə seçilir ki, onun uclarmda funksiyanm qiymətləri 
yı и ' do ınüxtəlif işareli olsun.

/ ( - 3 )  = - 7  < 0, / ( - 2 )  = 6 > 0, Д 0 )  = 2 > 0 

/ (1 )  = -3  < 0, / ( 2 )  =  - 2  < 0, Д З )  = 11 > 0 
‘Mıır.uııdan köklər (-3 ,-2),(0 ,1), (2,3) intervallarında yerləşər.

İndi (0,1) intervalmda kökün təqribi qiymətini tapaq. 
I "Miııanlar düsturuna görə alanq:

- 3 - 2  5
/ (0.4) -0 ,336 < 0  və / ( 0 )  = 2 > 0 olduğundan kök 0 ilə 0,4
и II uıda olar. Bu intervala yenə toxunanlar düsturunu totbiq etsək 
I u nlukı yaxmlaşmanı alarıq:

( 0 ,4 - 0 ) - 2  0,8
= 0,342 və s.x7 = 0 -  

2 - 0 ,3 3 6 - 2  2,336
ı .ııı ilu başqa intervallardakı köklərin təqribi qiymətlərini
1и MiMumaq olar.

I • I <,';ilı$ma 1-in 2-ci misalımn həlli: z nöqtəsi üçüncü rübə düşur:

= \,tgç> -  л/з,(p = a r g z  = —  .
( Г ' 4з)f M - J V 2,J +{ 2J

An ,  ı—
 In z = re,(f> = l e  3 ,

2 1 2

Vİ0

A0n
l 10e 3 = e

i( 33n+~) .71l-
з = - e з = , 1 _ Д  

2 1 2

lit) (,'nlışma 1-ni 7-ci misalınm həlli: z nöqtəsi dördüncü rübə

7яг
|z| = л1(у12) + ( - y p 2 ) 2 = 2 ,tg<p = -1  ,<p = arg z  =
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Onda
. I n I k  c i—

z  = re i,p = 2 e  4 , ( V 2 - / V 2 ) 8 = 2 s e  4 = 2 &e iH*  = 2 8 -1 = 256 .

17) Çalışma 2-nin З-eü misalmm holli: -l-i-s/3 kompleks ododini 
triqonometrik şəkildə yazaq:

-1  -  /V3 = 2( c o s ( - ~ )  + i s in ( ~ ~ ) )  • Onda

Л
+ 2 kn ■ — + 2Атг

COS' + isin-

k=0,1,2,3 qiymətlərində alariq:
J  л  . . л   ̂

cos- 1 sink=0 olduqda İİ2 

k=l olduqda л/2 

k=2 olduqda л/2 

k=3 olduqda -л /2

\
f  5л . . 5 л \  

co s—  + ıs ın —  ,
V 12 1 2 /

11л . . 1 1  л''c o s  h i sin-----
V  12 12 J

/  5л  . . 5л^
cos—  + ısın

V 12 12 /

18) Çalışma 2-nin 12-ci misalmm həlli: 2-J3+2İ  kompleks 
ododini triqonometrik şokildo yazaq:

2л/3 + 2/ = 4f -Л . l ) / л . . л']+ / — = 4 cos — + 1 sin —
I 2 2J I 6 6 J
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л л

COS

+ 2кл  — Һ 2 кл
 ---------- + /' sin —---------( )iKİa ^ 2 л / 3 + 2 1  =  %4

I, 0,1,2,3 qiymətlərində alanq:

К=0 olduqda л/2 co.v —  + i sin —

K=1 olduqda л/^ f  

К=2 olduqda - 

К=3 olduqda -  л/2|

v 24 
13яг

CYAS’
24

24 у

. . 13лг4+ ıs tn -----
24
л

л/2 cos—  + isin 
{  24 2 4 у

13тг . . 13лгл
COS

V 24
- + ısın-

24

!‘>) Çalışma 3-ün 1-ci misalınm həlli:
I uiıliyi vətərlər üsulu ilə həll edək. Tutaq ki, f(x)=x3+x2-3, y -x 3 və
v 3-лг2.
у və y=3-x2 funksiyalanmtı qrafiklərini qurmaqla asanlıqla 
ınnuyyən etmək olar ki, [1 ;1,25] parçasmda tənliyin bir həqiqi kökü 
VKr.
Ilurada a= 1, 6=1,25, f(l)=-l<0, f(l,25)=0,5156>0 olduqdan

»1=0

= 1-

b - a
f  (b )  — f  ( a )  
1 ,25-1

f ( a )  düsturuna görə alanq:

b - x \
0,5156 + 1

1(1,1649)=-0,0619 olduqda X2 = Xj

ıliisturuna göro

х2 =1,1649------------- -1,1649 ( -0 ,0619)  = 1,1740
0,5156 + 0,0619

f ( b ) - f ( x x)
f ( x  \ )
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f ( l ,1740)=-0,0031 olduqdan

jc3 =  1Д740-----1>2S~ 1>174-9 - ( -0 f t0 3  \ )  =  1Д745
J 0,5156 + 0,0031

Beləliklə, təııliyin A=HH dəqiqliyi ilə təqribi həlli x= 1,1745 olar.

20) Çalışma 3-ün 4-cü misalmın həlli: tənliyi vətərlər üsulu ilə həll 
edək. Tutaq ki, f(x)==x3+3x-l, y=x3 və y=l-3x, y=x3 və у=1-3л: 
funksiyalarm qrafıklərin qurmaqla asanlıqla müəyyən etmək 
olar ki, [0;1] parçasmda tənliyin bir həqiqi kökü var.

Burada a=0, b= \,  f(0)=-l<0, f(l)=3>0 olduğundan

x\ = a -------- —  ° —  f ( a ) , düsturuna görə alarıq:
1 f ( b ) - f ( a )

Х1= 0 - ~ ~ ( - \ )  = 0,25

f(0,25)=-0,234 olduqdan, x 2 = 'т / W
f ( b ) - f ( x  \ )

düstunruna görə Xo = 0,25 — -— 0, 234^ = 0,304 
6 2 3 + 0,234

f(0,304)=-0,060 olduğundan

x3 = 0,304 -  -1- - — —  f-0 ,0 6 0 ;  = 0,3176.
J 3 + 0,060

Nəhayət alanq ki,

x4 = 0,3176 -  1 ~ 0,3176 f - 0 ,0 152; = 0,3211.
4 3 + 0,0152

Beləliklə, tənliyin A=10-4dəqiqliyi ilə təqribi həlli x=0,3211 olar.
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VII F Ə S İL  

İnteqrallar

■ ../()«»« /. Qeyri-müəyyən inteqralları tapın.

I» f(| 2x)e~3xdx, 2) J(4 — 3x)e2xdx,

M 1 )e5xdx, 4) Jxcos2 xcbc,

"Ч J arcs in yfxdx, 6) J X̂ X■ 2 ’ sın X
, г w/jc оч rxcos xdx
/I —  8) j  . з ■

\  os X J sın X

•ј) с/х, 10) \(4x  + l)arctgxdx,
J cos x 3

II) j < Зх + 4)arcctgxdx, 12) Jln(4x2 +1 )dx,

И) f xurctgxdx, 14) J xarcctgxdx,

I I ј(5 3x)cos5xübr, 16) Jln(x2 + x)dx,

I I [ıirclgyfxdx.

I ,ıh)nm 2. Müəyyən inteqrallart hesablaym.

II 0

И If \ + З х  +  2 , Ы « хйЬг 2 )  j ( x 2 - 9 ) s i nx d x ,
■I ~7Z

II 0
Ч jfv ' + 5 x + 6)cosxdx,  4) | f x  + l) 2 sinxdx,

-к
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2л л
5) ^ ( \-% х 2 )cosxdx,  6) \ ( х 2 -  Ъх) sin xdx,

О О
л 2л

7) \ ( х 2 - З х - 1  )sinxdx,  8) j (5  -  1х2 ) c o s xdx,
О О
л  0 £

9) j ( 3 x 2 + 3x + l )co sx d x ,  10) J(x2 +1 ) e 2dx,
О ~2

I х I
11) j x 2e 2dx, 12) Jx 2e ixdx,

- 1  о
2 2

13) Jx2lnx<&, 14) Jx ln 2 xdx,
1 1

2 2
15) J n̂—~ d x ,  16) Jxln xdx,

j  X j

я

17) Jcos3 xsm lxdx .

Çalışma 3. Qeyri-müəyyən inteqrallan tapm.
1 -V x

‘ > f  Г Т -----’xV x + 2 J

с (arccos x ) 2 , 

3 ) J  A 4 , i;

5) k + l *
6 ) / '

л/х(х + 2) 

X3 ,

1 + x 2
'— dx,
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(urccos x У
dx, 8 ) f

xdx

+ x +1

xdx
4  J < * W A ’ 

"> /
П) J

ylx2 -  x - 1  
(x 2 + ln x)2

10) J

12) J

X +  X ,
—— -d x ,  
x +1

cosx

dx. 14) f—
1(1 ci

2cayx + 2s7>jx 

2co sx  + 3sinx

u> Jx - 2  

■Jx + l
dx,

(2 s in x -3 c o s x )  
lnx

dx,

3 dx,

16) f~ d x ,
J x-

17) [ r -dx. 
I к +1

• iihyna 4. Qeyri-müəyyən inteqrallari tapm.

2x + 5
Һ f S “^ — dx,

\ 2 x - 2

dx

(»■’ t l)(x + l )2 ’

4  ‘; 2 ± V ^
7Д  - U 3

n  I
1 .(’ + 3

I) [ , 11 3— A ,
I I Злг +  4

2) J 

4) 1

x 3- 6 x 2 + 1 3 x -1 0  

(̂ x + 2 X x - 2 ; 2 

2x' +x +1

dx,

x (x + 1)
dx,

O İ 7 7 Z

8) J

fx  — l ^ x  + l^ fx  + 2)  

x5+25x3 +1

dx,

10) I

x + 5x  

x 3- 2 x 2 + 4

f x - 2 ; 2 x 3
dx,
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dx г dx
11)  , 12) f 2 >

х  - 4 х  + 3 ( х - 1 ) 2( х 2 + 1) 2

13) f y +? * - dx, 14) \  x 2 ~- x + 9 dx,
х + х  +1 х — 5х + 6

г2х4- х 2 +1 , г dx15) ~Х + i dx, 16) J- , 2 \ 3
X - х (1 + х 2)

„ )  г
( х  + х - 2 )

Çaltşma 5. Qeyri-müəyyən inteqralları tapm.

dx ^  r x 4dx
1) J f r = ,  2) {   ,

x —\ X —1 y x  + 4 x + 5

3) J - J İ İ - *  4)
JV(x2 - 1 ) 3 } \ l  + ¥ x  x

5) f 6) ј хЈ т ^ ^ х’
“3 д/(1 + x) ''1 _ x

7) f ^ L ,  8)
J Vl + e 7  J x

9) f — ү - ,  10) L //g2x + 2<ix,
J1 + cos x J

„ )  f 12) Ј ® ™ £ л>

x 2 V2x2 - 2 x  + l x

13> Һ т Г = Г  14> [ ■— f  - Ф .
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15) , 16) jsin 6 xdx,
л/х +1

17) \ У * ,.. . dx
J 4 / 1  . _ . 4'Vl + x 4

<, 'alışma 6. Müəyyən inteqralları hesablaym.

1 7  0
dxI) j V l6 9 - x 2Jx, 2) f

2

0т](4 + х 2 ) 3

') J^ X 4 --<& 4) J-4/4 - x 2dx,

■') }x 2 V l 6 - x 2"cft, 6) | х2л/ 2 5 - х2й'х,
О о

7 )  ‘j — 5 — .  8 ) f  ■
0Jı+ V 2 lT T  ' j  x 2

•>) ) - =   r , 10) \ - ~ = d x ,
0 л/х + 1 +д/(х  + 1) q л/х + 1

V2

-J(x2 + 4 x  + l ) 5

l) | л/2 х + х2Јх, 14) J2 dx
x + x 3
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4Л  х 15
dx, 16) Јж л-̂ " \dx,

15) J - 7 = — г-о д/(1 + х )
4 _______

17) j x 3v l  + x 2dx. 
о

Çalışma 7. Müəyyən inteqralları hesablaym 
2r dx jl  + cos2x

3) f
О

5 ) J

(2 + rg2x )co s2 x

dx 
2 + c o s x ’

arcsin yfxdx

x(l x) 

7) Jx3 sin xdx,

0

ЯГ

0
Л
I xc/x
.  . 2 ’ ' sin x

я
I

11) Jcos3 xsin'lxdx, 
0

2 ) f -e&,
2

c o sx A
4) ) — T-T-------- —  ’' 6 -  5 sm x + sin x

1
6) |x 3arctgxJx,

0
It
2

8) Jsin4 x co s2 xdx, 
о

л
10) j e x cos2 xdx, 

о

12) ^tg3xdx,
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Jt

u f x sinxdx л лл 4çtg^x - 11 tgx + 12 j) j j

0

2к

\ + cos^ x  0 4 - t g x
к

dx л _ч 2r dxП) f ------------  , 16) f-
■Ј / 9  4- V ) / U  m e  v  ) J 1(2  + c o sx ) (3  + c o s x ) ’ *l + sinx + c o s x ’

П
j  x sin xdx

I) l + co s2 x

< nlışma 8. Funksiyalarm qrafikləri ilə  məhdud olan fiqurlarm 
NiılıuNİni hesablaym.

I) у 2 = 2x + l, у  = x - l ,  2) у  -  x 2, у  = -y[x,

x 3
') у  = x , У = ~ ү ’ 4) У2 = - 8 x  + 16, у 2 = 24x + 48,

1 x 2
*4 У = - Ј , У  =  — 6 ) y  = - x 2, y  + x + 2 = 0,

I + x 2
/) \ v ~ 4 ^ 2 ,  x 2 - 6 x  + y 2 = 0 , ^  = 0, x = 4,
«) v a(t -  siıı /), у  = a(l  -  cos t), 0 < / < 2лг,

'M r = x + sin2x, y  = x, 0 < х < я г ,

И))^2 = x 2( l - x 2), 11) 6x = y 3 - 1 6 y ,  24x = y 3 - 1 б у ,

I ') x = 3t2, у  = 3t - t 3, 13) y  =  ex, y  = e - \ x  =  l,

N ) / = x 2 - * 4, 15) 7 2 = ( l - x 2)3,

10) x = acos3 7  = a sin 31, 0 < ? < —,
2

I /) /> = 2a(2 + cos#>), Q < ( p < n .
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71 7t  2тГ
1 ) 7  = 2 + ln cosx , 0 < x < —, 2 ) 7  = lnsinx, — < x < —

6 3 3

3) x = ^ 1 <. у<е ,  4 ) 7  = 4 - x 2 , - 2 < x < 2 ,

9 X2
5) у  = 4x, 0 < x < 1, 6) у  = — , 0 < x < 1,

2

7C
7) x = cos5 x, 7  = sin5 /, 0 < / < у ,

Çalışma 9. Əyrinin uzunluğunu hesablaym.

8) x = y - / ,  j  = / 2 +2 ,  0 < * < 3 ,

9) y  = e x +26,  0 < x < l n y f l ,
(  x  x \

0 < x < 4,10) 7  = 2 e 4 + e  4
V /

—x1 1 ) 7  -  arcsin e x, 0 < х < 1 ,

12) x = t 2 , y  = t + l t 3, z  = t - l t 3 , Q < t < y İ 3 ,

13) y 2 =  ( x - 1 ) 3 2 < x < 5, \A) y 3 = x 2, y  = J 2 -

l5) 9 y 2 = x(3 -  x )2,

17) 7  = ln ( l - x 2), 0 < x <

■x2.

15) 9 7 2 = х ( З - х ) 2, 16) 7  = lnx, л/З < x < л/8 ,
Ј_
2 '

Çalışma 10. Səthlərlə məhdud olan cismlərin həcmini 
hesablaym.

n  x 2 2 t 2л/2
1) ~^- + У = 1, z  = —j ~ x ,  z  = 0,

2 2

2) z = x 2 + 4 7 2, z = 2, 3) ( z - 2 ) 2 = ^ -  + ^ - ,  z = 0,

\
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11 ;• х ’ + 2 y 2, x 2 + 2 y 2 + z 2 = 6,

• I jc*' + 5 y 2, z  = 5,

(•) x + y  + z  =  16,x = 2 ,x  =  3

/) z = 2jc2 + I8 72, z = 5, 8) z = 4 - . y 2 , x  = tf
2 2 2x V г , - t•j —  + Z _  + -----= 1 z = — 1, z — 1

9 25 100
10) z = 2x2 + 8 y 2, z = 4 ,

11) x 2 + _y2 = x, z 2 = 1 -  x,

12) x 2 + y 2 = 1, x 2 + z 2 = 1,
13) x 2 + y 2 + z 2 = 1, x 2 + y 2 = x,

,4) 4 + 4 + 4 = > .  i5> * 2 v = " 2 - + * 2 = " 2 '
a 2 b с 2

2 2

16) —  + ̂ — z 2 =1, z  = -1,  z = 2,
4 9

2 2 2 2

17) 2z = — + — , — + ̂ = z 2.
4 9 4 9

Çalışma 11. Əyrilərin Ox oxu ətrafmda firlanmasmdan ahnan 
suthin sahəsini hesablaym.

I) у  = tgx, 0 < x < —t 2) 9y 2 =  x(3 - x )2,

2 2

3) 7  = (x - 2)3, 2 < x < 8, 4) =
а о

л  2 2
5) >> = sin2x, 0 < x < —, 6) 7  = x, < x < —,

7) 4 x 2 + ^ 2 = 4, 8) j;2 = 4 + x, 0 ^ x < 2,
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9) у  -  tgx, 0 < х < —, 10) у  = ху[х,0 < х < 1,
4

2 2 2

11) х 3 + 7 3 = я 3 , 12) у  = sinx, 0 < х < п,

13) у  = х 2 ,х  = у 2 , 14) у  -  ayjcos2<p,

1 5 ) 7  = х 3 , 0 < х < 1  16) у 2 = 4х, 0 < х < 3,

17) у  = ^ х \  0 ^ х < 2.

Çalışma 12. Əyrilərin Ох oxu ətrafmda fırlanmasından alman 
cismlərin həcmlərini tapm.
I) x = a cos31, у  = ö s in 31, 2) у 2 = 4x, 0 < x < 3,

3) у  = xex , у  = 0, x  = 1, 4) у  = arcsin x,0 < x  < 1,

5) У2 = ( x - l ) 3, l < x < 2 ,  6 ) y 2 =x ,  x 2 = y ,

7) у  = exл/х, у  = 0, 0 < х < 1, 8) у  = sinх ,0  < х < тс,

9 ) у  = х 2 + \ , у  = З х - 1 ,

10)(7 - З ) 2 + 3х = 0 , - 3  < х < О,

II)  у  = л/2х, у  = 2у](х - 1)3,1 < х < 2,

12)7  = 1 x2,2x + 2j>-3  = 0,

13)7  =  е~2х -1 , 7  = е~х +1, х = О,

14) х = е* cost, у  = е ‘ sint, 0 < t  < л ,

15) x - t -  sint, у  = 1 -  cost, 16) 7  = 4 - х 2,_у = О,
17) Х7  = 4, 7  = 0 , 1 < х  < 4.
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л  . ■ 2> 1 4 -  з > ‘h r ^ -м л : ' x 5 o x  +16
со j  <X>

h i  ‘ X Г, 5) f J = ,  6) \e~Sx cos 4xdx,
,! I * x I (1 + х)лЈ2х J

' ' h İ d x - 8> İ 7 7 7 7 ^ ’ 9> В ’

I I t. Birinci növ qeyri-məxsusi inteqrallari hesablaym.

HI)
dx

1 + x  + x 2

№  + х У  
00 00

11) Jxe~xdx, 12) je~^xdx,

J  00 I  CO

II) f——— 7 ,  14) f ~ r d x ,  15) fe“*sinxdk
\ J ( l  + x)3 ’ *(l + x) I

dx
16) \xe~x2dx, 17) f-

о ' _ { x * + 4 x  +  9
(, 'altşma 14. Birinci növ qeyri-məxsusi inteqrallarm yığılıb və 
yu dağılmasını araşdırın.

, v f x 2dx „  °r dx . °г xdx

) 0V + x + r  Z ) \ r x ’ \ ЈЛ ч Г
00 J

4) \e~xy[xdx, 5) f  , 6) fx2 cosxdx,
0 s * 1*1*  о
” 1 1 -j л ®

7) J—ln(x + l)ö?x, 8) Jj — + —  \dx, 9) Jxcosxt/x,
1 X  ] \ Х  X  j  j

%e~x
10) jx ~ 2e~x dx, W )\e~xldx, 12) y - ^ d x ,  

. 0 0
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dx
13) [ arct£x dx, 14) f x cos xdx, 15) f-l X 2 I Jx ln (ln x )

со oo

16) jxsin  xdx, 17) Jx2 cosxdx.
о 0

Çalışma IS. İkiııci növ qeyri-məxsusi inteqrallan hesablaym.
2 2 j
p xdx ^  г dx . г dx

\ J^ - 4 x  + 3'  } \ ј & Т У

e2 j  2 i
4) [-—j = ,  5) fin sin xdx, 6) f

j xsjlnx  о о e x -  cosx

1 dx ^  4rsinx , rv, \  dx
"2 ’

г mX 04 rsm x Q> г и7) I _ _ _ 5 8) I — = d x ,  9) I- -
q x — sinx Јхл/х 1 (X-1)

3 i  i о I

10) f—p = r, 11) fxlnxdx, 12) f x V ' d r ,
, VX- 1  о _1

13) 14) j j f o i d x ,  15) f  l - ^ L - d x ,
о л/х о о * ' - 1

16) { - ^ L d x ,  17) f ' v ' ' 2 d\.
\ 4 ^ - ı  -1 4 7

Nümusəvi həllər

1) |(3 x 2 - 2 s i n x  + — 4x )d x  inteqralmı hesablaym.
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Ilolli:

|"(3x2 - 2 s i n x  + lV x )c fe  = 3 ^x2cbc-2  jsinxd!x +

+ — [x*dx = x 3 + 2 c o s x  + lx V x  + c.
2 J 3

i

1 X

1 -
2) f ~ e * d x  inteqralmi hesablaym.

1 dt
Ha lit: I = , dx = — -  əvəzləməsini aparsaq, alariq:

x t

f-1 - e xd x =  1t 7e ‘
f  d t )

.2 - Jj x  J \  t )

1
-e* + c  = e x + c.

3) Jxsin xdx inteqralmi hesablaym.

Haiti:
и = x, du = dx , t/v = sin xcfe, v = -  cosx  qəbul etsək alariq: 

jxsin  xdx = - X C O S X +  jcosxdx = -x c o s x  + sin x + c .
a  JÇ - j -  3

4) v ----------- dx inteqralmi hesablaym.
x + 4x + 5

He Hi:
I = x + 2, dx = dt əvəzləməsini aparsaq alariq:

г x + 3 . г x + 2 + 1 , г f +1 ,
 ------------ d x =   — r-----d x =  — dt =

Jx 2 + 4 x  + 5 J ( x  + 2)2 +1 Һ 2 + 1

1 ed i t2 +1) f dt 1 , . 2
= -   -  + -г------ = - l n ( r  +1) + arctgt + с =

2 J t 2 + 1 V + l  2
1 ,

ln(x + 4x + 5) + arctg{x + 2) + c.
2

5) J _ —-----  inteqralmi hesablaym.
J x ( x - l )
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Наlli: İnteqralaltı fimksiyam sadə kəsrləre ayıraq.
x 2 + 4 x  + 4 А В С

- + ——- + -
x ( x - l ) 2 x x - 1  ( x - 1 ) 2

sag terəfl ortaq məxrəcə gətirək və surətləri bərabərləşdirək: 
x 2 + 4x + 4 = A(x  - 1)2 + Bx(x - 1) + Cx 

Eynıliyin һәг iki tərəfindəki eyni dərəcəli x-lərin əmsallarını 
bərabərləşdimıəklə

A + B =  1 

« - 2 A -  В + C - 4  

A =  4
tənliklər sistemini alanq. Buradan taparıq ki,

A = 4 ,  B = - 3, С = 9.
Beloliklə,

\x 2 + 4x + 4 , d 4 3 9
x(x -1 )

- dx=  J
x x - 1  ( x - 1 )

dx = 41п|л

-31n|x —1| —  + C

dx
inteqralmi hesablaym.б) f -  -----

J (5 + x)Vl + x

Ho Hi: 1 + x = t 2, dx = 2 tdt  əvəzləməsini aparsaq, alariq:

J-
dx

(5 + x)Vl + x  

л/l + x

r 2tdt ш I
 r— = 2 I—— r- = arctg—+ С

J(4 + t 2)t ' 4 + t 2
dt

arctg - + C.

dx
cos4 x

inteqralmi hesablaym.

Hi> lli: t = tgx, dt = dtgx
dx

cos2 x
əvəzləməsini aparsaq, alariq:
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f 4 - =  f- Л  Jo +«**)<% * = Ј(1+/2)Л =
j  Г Л О  -V* *  Р Л С  V  Л Л С  V  *'COS X •'COS X COS X

- - 13 +  / + C = l / g 3X + /2X + C.
3 3

К) jcos2xsin  4xdx inteqralmi hesablaym. 

Holli:

j  cos 2x sin 4 xdx = — J(sin 6x + sin 2x)dx = — |s in  6xdx + 
2 2

I f  1 1-  sin 2xdx = ------ cos 6 x  cos 2x + C.
0 j  1? 4

4
2 J 12
1 xdc9) f—  _ inteqralmi hesablaym.
о л/х2 +1

Holli: Nyuton-Leybnis düsturuna əsasən, alariq:

f *dx f(x2 + 1 )   ̂d (x 2 + 1 )  =  л /х 2 + 1  ‘ = л / 2 - 1 .
о л /х 2 4-1 2  0J о

в ]ц2 х
10) I dx inteqralmi hesablaym.

J V1 л
dx

Holli: in x — l  ovəzləmosini aparsaq, onda —  = dt, x  = 1 olduqda
x

/ = 0 və x = e olduqda iso t = 1 olar.
Meləliklə,

rln~ x г г 1 3L__— d x =  / dt = —t 
J v J  ̂ о 3

3 1 ı

1 0
1

II) Jxe^'dx inteqralmi hesablaym.
0

/ /0//1; и =■ x, du = dx, dv = e Xdx, v = —e x qəbul etsək, hissə- 
hissə inteqrallama düsturuna əsasən, alanq:
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1 j 1
Jxe~xcbc = -  xe~x q + je~xdx = —e A -  e~x

= - 2 e 4  +1 = 1

12) 7  = sinx  əyrisi və Ox oxunun 0 < x < 1 к  parçası ilə əhatə 
olunmuş fıqurun sahəsini hesablaym.
Haiti: 0 < x < л  parçasında sin x > 0 və и < х < 2 л  parçasmda 
sin x < 0 olduğuna görə alanq:

Jt 2 я  /  ч

S  = Jsin xdx -  Jsin xdx = -cosx|p -  cosxj^ J= 2 + 2 = 4.
О к

13) x = a cost,  у  = bsin t  ellipsi ilə əhatə olunmuş fiqunın 
sahəsini hesablaym.

Həlli:
Ellipsin birinci kvadratda sahəsini hesablayıb sonra 4-ə vurmaq 
lazımdır. Burada x-dəyişəni 0 ilə a  arasında dəyişdikdə, t 

. лparametri — ilə 0 arasında dəyişər. Beloliklo,

П
0 2 

S  = 4 Jösin t ( - a sin t)dt  = 4ab js in 2 tdt =

Z
= 2ab Ј(1 -  cos 2t)dt  = 2ab t -

sin21
- m b .

14) x = Rcost, y  = R sin t çevrosinin uzunluğunu hesablaym.
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I = j \ / (x ')2 + (y',)2dt = |л /л 2 sin21 + R 2 cos2 td t  =
a 0

2 n
R \d t  = R t\*  = 2JtR. 

о
15) y 2 = x 3 yanmkubik parabolasimn koordinat başlanğıcmdan
(1,1) nöqtəsinə qədər uzunluğunu hesablaym.

-  3 -
llolli: у  = x 2, y '  = —x 2 olduğuna görə alarıq:

/ = јд/l + ( y ' f d x  = JJl + —xdx
9 . 4 2

9 3
1 + —x 

4

8 - Л з - ı ' • = A f27 v 8 > 21 \
16) Mərkəzi koordinat başlanğıcmda və radiusu R olan kürənin 
həcmini hesablaym.

Holli: Belə kürə, tənliyi у  — +tJr 2 -  x 2, -  R < x < R olan R
radiuslu yarımçevrənin Ox oxu ətrafmda firlanmasından alınır. 
Beləliklə,

R

V — к  ^ y2dx = 71 J(i?2 - x 2)dx = 7r
a - R

.3  \

R 2x
X

-JtR
-R

17) у 2 — 2x parabolasmın Ox oxu ətrafında fırlanmasmdan alınan
paraboloidin 0 < x < 4 parçasına uyğun hissəsinin sahəsini 
hesablaym.

Holli: у  = уЈ2х, у '  = ~ j =  olduğuna görə alariq:
V2x
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18) х  =  a cost, у  = a sin t çevrəsinin birinci kvadratmda yerləşən 
qövsünün ağırlıq mərkəzinin koordinatlanm tapm.

Həlli: Burada
1 тссх _ 71 ж . .
1 = — , 0 < / < —, xt = - a s m t ,  у, = a cost 

2 2

dl = yj(x’)2 + { у \ ) 2dt = л/а2 sin2 Г + a 2cos2 / = adt 
olduğuna göra alırıq:

TC TV

l 2f „ 2 2f . 2a . I- 2a
x = -  \xdl = —  |acos/-a< #  = — sin л 2 = —  

c 1 0J жг ' яг 10 л:
7Г Я-

l 2f ,, 2 2г . . 2a 2a
= -  jja / = —  [a sm t • adt =  cos tn  = — .

I •  я а  • jc n

19)x = a cost, у  = b sin / ellipsinin birinci kvadratda yerləşən 
qövsü ilə məhdud olan fiqurun ağırlıq mərkəzinin koordinatlarmı 
tapm.

Holli:
1 71

S  = —m b ,  0 < t < —, x'. = - a s i n t ,  y'. = b c o s t  
4 2

olduğuna görə alırıq:



I й 4 0
хс = -  [xydx =  fa  cost • b sin t ( -  a sin t)dt

s : nab I

2l 2.4a b 
m b

fsin2 tcostd t  = —  •—sin3/!2 = 
. n  3 '«

4 a
Ътг

j  b  ry  0

у  = - —  f y 2dx: =  f b 2 s i n 2 / ( - a s i n / ) d /
2S * m b  i

l a b 2
m b

0с , , 2b ( 1 j ^
ft1 - c o s  t )d c o s t  = — cos t - --- COS t
Jit Л \ 3 J

\b_
Ътс

.’О) jxe x dx inteqralmi hesablaym.

Holli:
+в> 2 Ь 1 1 ? * 
fxe-* cbc = lim bee" = -  lim —
J £>-»+oo J £->+<» 9

lim,
2 2 2'

21) f—  intcqralmm yığılmasını araşdırın.
J ү а1 Л

llolli: а  Ф 1 olduqda f— = —-— x'~a \ = ------- (&' a - l )  oldu-
\ x a \ - a  11 1-or ’

“boo j  'i *

ğundan f—  = lim  (b]~a - l \  Beləliklə,
i x a *->+=0 1 - «  r
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+V x  1
а  > 1 olduqda f—  = ------- , yə’ni inteqral yığılır.

* x a a - 1
+00

a  < 1 olduqda J—  = +oo, yə’ni inteqral dağılır.
I

+ 0 0

X

dx
x

a  =  1 olduqda J—  = ln х|* = +oo, inteqral dağılır.

i dx
22) Г . inteqralmi hesablaym. 

о V I - x

Holli.

f . = lim [ - -  - 2  l i m V l - x
о л / 1 - х  0J л / 1 - х

= - 2  lim(Vl - 1  + f  - 1) = 2.

23) J— inteqralm yığılmasını araşdırın.
a (b — x)

Holli: а  Ф 1 olduqda

f— —  = lim f— ——- = ----- -— l i m ( ö - x )
l ( b - x ) a *-*» i ( b - x ) a

1 >• l-a , 1 /i_ _\l-alim&- “ h----------(b - a ) Beloliklo,

a  < 1 olduqda, lim e  “ = 0 olduğuna görə£■—>0
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( b - a )  , yə’ni inteqral yığılır. a  >  1 olduqda

be dx
R b - x Y

(h x)a 1 -  a

!iiw;' “ = oo olduğuna görə j — — = oo, yə’nj inteqral

dii îlir. a  - 1  olduqda isə
h dx

b̂ — x  4 '̂ a c~*®
mtcqral dağıhr.

Inn f — -  =  -limln(Z> -  x ) |ft E =  -lim  In s  +  ln(Z> -  a) =  oo
. l i J / i - r  v  y | °  €-*0 v ^

24) Çalışma 1-ni 13-eü misalmm həlli: u=arctgx,

1 x 2
tin = — —~Y,dV — x.V  = —  qəbul etsək alariq:

1 + x 2

2 -  x 2
jxarctgxdx = X -  arctgx -  — J dx

+ x
2

X

~2
I p ,  1 г dx

-arctgx—  dx + — | — — =
2 2 J ] + x 2

2 1 2 , x x 1 x +1 x
= — arctgx —  ч— arctgx + c = ------— arctgx —  + с

2 2 2 2 2

25) Çalışma 1-in 15-ci misalmm həlli:

и = 5 -3 x ,d u  = -3 dx ,dV  = cos5x,V  = ~ sin 5x  

qobul etsek alariq:

j/5  -  3x) cos 5xdx = sin 5x + у  js in  5xdx =

5 -  3x . * 3
=  sm 5 x  cos5x + c

5 25
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и = 5 - 1  x ,du = -14х ,  dV  = cos xdx, V = sin x qəbul etsək
alanq:
2 л 2 2л"
J ( 5 - l x 2 ) c o s  xdx = ( 5 - l x 2 ) s in x  + 14 j x s in xdx  =
0 0 

2 л 2 л
=-14 j x d  cosx  = - 1 4 х  cosx  |0ж +14 jcosxdx  = - 2 % л  +

О О

+14sinx Ip77 = -28лг.

26) Çalışma 2-nin 8-ci misalının həlli:

27) Çalışma 2-nin 15-ci misalmm həlli:

e2 , 2  e2 , 2 q
f П- X dx = [/и2 x d ln x  = —In3 x =  —
J v J 1 '1 ч
1 * 1

28) Çalışnıa З-ün 5-ci misalmm həlli:
2

e x  , I f  dx 1 2
I— —- d x =  — I— - ,  - —arctgx + c
V * 4 2 \ + ( x  )  2

29) Çalışma 3-ün 14-cü misalmm həlli:
r 2c o s x  + 3s inx _  j d ( 2 s i n x - 3 c o s x )

(2  sin x -  3 cos x ) 3 ( 2 s i n x - 3 c o s x ) 3

2(2 s i n x - 3 c o s x ) 2
+ с
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Ю) Çalışma 4-ün 11-ci misalmm həlli:

r dx f dr 1 ( 1 1 1
x 2 -  4x + 3 1rn‘1

“5 2 - ^ х - З  x - l y
_ 1 r dx 1 г dx _  1  ̂
_ 2 J j c - 3 ~ 2  2 П

х - 3
х - 1

+ с

dx

11) Çalışma 4-ün 13-cü misalmm həlli:
2 1 x = t,2xdx = dt.xdx  = — dt

2
evəz etsək alanq:

I'
(2x +3)xdx  1 r(2t + 3)dt 1 r(2? + l) + 2Ix +x +1 2 / 2 + /  + l 2 t + t  + l

1 r 2/ +1 . r
ö H  ät+\2 r + t  + 1

dt

+
J-

d ( t  + —)

t ^ + t  + l 2 

1

1 7—ln(t + 1 -f 1)  +

( t + - ) 2 + 
2

\2
t + 1 + 1; +

1
2x2 +12 1 , . л 2 , v 2

+ c = — ln (x  + x  + l )  + -~i=arctg-— —=
2 л/3 S л/З

■+c

32) Çalışma 5-in 1-ci misalmm həlli: 

dxI
1

ЈҮх + л/x 2 - \ ) d x  = ^ -  + Idx

x
■ + y ,  burada у  = Јл/х2 -  Idx. y-ni hissə-hissə

inteqrallasaq alariq:
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у  = [ 4 ? -  Xdx = хл/х2 - 1  -  Г  Jx = јсл/x -1
J Ј л / ^/X 2 - 1

Јл/х2 - 1  + J — xy]x2 - 1  -  _y + /и X + л/х2 - 1
л/х2 -1

Buradan 2_y = хл/х2 -  X + ln x  + y[x2 - 1

Beləliklə, 

r dx:

W х 2 -1  2 2
+ —л/х2 - 1  - —/и

2
х + л/х2 -1 + с

33) Çalışma 5-in 15-ci misalmm həlli:
I 7 2 2V x +1 = t  əvəz etsək alariq x = I — 1, xdx = tdt

. 3  j__ / . 2
j ;v 'д  = j £ l _ z l M  = ^  2 _  1 M  = ,

X X 2  + 1  *

+ c =
/

* ' ~ 2 Ғ 2x  + 1 + c .

34) Çalışma 6-nm 4-cü misalmm həlli:
x=sinf əvəz edək. Onda dx=2cosftif, x=0 olduqda, t=0, x

л
olduqda t= — . Beləliklə,

Јл/4 - x 2 dx =  j x4-~4sin2 t l c o s t d t  = 4 Jcos2 tdt =
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ј(1 + cos2t)dt = 2(t+ ^sin2t) |2 = 2(~  + ̂ sin7r - —sinO) : : Л

1 ') (,'alışma 6-nm 11-ci misalimn həlli:
< cost əvəz edək. Onda dx=-sintdt, x=0 olduqda

я  л/2 7Г
I = —,x =  olduqda t =  — . Beləliklə,

2 2 4
V2 n Л

Г 11 + X J  f ll + COS t  . . . J  г t  . . , ,

* V T ^ A  =  m = 1 Й * ^ И , МЛ'
2

л

4
= [(1 + cost  )d t  = (1 + sint)  I2 = — + 1------ =

2 4

= £ + i - ^  
4 2

U>) Çalışma 7-nin 2-ci misalmm həlli:

1 + cos 2x  2 cos x
\cos x =

cos x,0 < x <
n

71 ^ ^ cosx,-— < X < K
2

osasən alanq:

Л  '

Jj
1 + COS 2x

л
2 ж

dx = Jcos xdx + ЈУ-c o s  x )dx
Л

2
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ж

= sH o + <“ sta*> i: =(1~0) + (0 -(Ч)) = 2 .

3 7 ) Ç alışm a 7 -n in  4-cü m isa lınm  h ə lli:
t=sinx əvəz edək. Onda dt=cosxdx, x=0 olduqda t=0, 

olduqda z= l. Beləliklə,
* 2
n
2 cosxdx r dt , / - 3  а , 4r _  = ------------ -  = ln ------- = /n  —.
Ј 5 ^ 5 5 ш х  + ш  x ç ) 6 - 5 t  + t~ t ~ 2 3

лоч Ç alışm a 8-ni 3-cü m isa lım n  h ə lli: 

x 3x 2 = -  tənliyinin həll edərək funksiyalarm qrafiklərinin

kəSişmə nöqtələrinin absislərini taparıq: xı=0, хг=3. Onda 

3f / 2 x 3 x 3 ,з x 4 ,з n 27 9
S - P  ~ Т  T  T  = 4 '

О

39) Çalışm a 8-nin 8-ci m isa lm m  h ə lli:
Tsikloidin bir qövsü və Ox oxu ilə hüdüdlanmış saho 

P 2 л
g  -  {t)(p\ t)dt = Ja(l -  co s/)a (l -  cos t )dt  =

а 0
2/r 2к

-  ö2 J V l - c o s ^ d /  =а2 ЈУ1-2с<м7 + cos2 /,)<# =
0 0

2;r t -
2 /. -  . . v |2яг 2 f  1 +  COS I t

~ a ( t - 2 s m t )  0 + a  j ------------- d t  =

130



2жг2 + ——( t + —sin2t)  \2* = 2тш2 + тга2 = 3 т 2 olar. 
2 2 1и

40) Çahşma9-un 1-ci misalmm holli: 
y'  = (2 + ln cosx)' = - t g x . Onda

71 71

b .  6 ,----------- 6

1

I = J j l  + (7 ')2 dx = Јд/l + t g 2xdx = J
dx

.71 X .
= ln tg (— + ~ )  

4 2

0

I л. \= ln tg (— + — )  
4 12

71

COS X

■Intg
7C

= l n t g - - l n \  = In-Jb .

41) Çalışma 9-un 13-cü misalxn həlli:
3 1

у  = ± fx  - 1;2 ,7 ' =  - l ,)2 . Onda

/ = jVl + (y ' )2 dx = j J l  + —(x - l) d x  = — Јл/9х-5с/х 
n V 4 2

18
J("9x -  5; 2 9x -  5> = ~ ( 9 x  -  5 ) 2 »  7,63.

42) Çalışma 10-un 6-ci misalmm holli:
Kürənin mərkozindən x mosafodo olan nöqtedon keçən və Ox

oxuna perpendikulyar müstəvi ilo kəsiyin radiusu r = Ы - х 1
2

olan dairo olar. Daironin sahosi S ( x )  = 7i( 16 -  x j  olduğuna 
görə almq:
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b 3 з 3
V -  j S ( x ) d x  ј ( 1 6 - x 2 )dx = л ( 1 6 х )  | = 

а 2 3 2

= * ( 3 9 - — ;  = — .

3 3

43) Çalışma 10-un 14-cü misahnın həlli:
Ellinsoidin mərkəzindən x məsafədə olan nöqtədən keçən ve 
Ox oxuna perpendikulyar müstəvi ilə kəsdiyi yarım oxları.

hf Ş və cf Ş
olan ellinis olar. Kəsiyin sahəsi

~~2 I ~2 2
1 — —r- • c J  1 -  —  = 7tbc{ 1 - ~ \ - a  < x < a  

a 2 V a a 2
olduğuna görə alarıq:

a 2 3 4
V -  \  7 i b c ( \ - ~ ) d x = T c b c ( x - ^ - T )  \a = —nabc .

J  ~ 2  З а 2  °  3-а а

44) Çalışma 11-in 5-ci misalmın həlli: 
y '  = 2 c o s 2 x . Onda

n
b .—   2 .-----------------

,S' = 2/г jy-y/l + ^ ' ^ d x  = 2л  j  sin 2 x \ l  + 4 cos2 2xdx 
a О

Əvəzləmə aparaq: 2 cos 2x = /,-4  щ 2xJx = dt,

1 Л
sin 2xdx = - —dt,x = 0 olduqda, t=2, x= — olduqda t=-2.
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l ic lə l ik lə ,

S = 2л  J 4
- 2

1 + /'

2

- Ъ /  = -  jV l + / 2 rf/

д-
7

—V l + / 2 + — ln(t + *Jl + t 2 )  
2 2

2 y İ 5 + l l n ~ ~ \  = ^ ( 2 y [ 5 + lrr(yf5+2)) .

45) Çalışma 11-in 15-ci misalm həlli:

у '  = Зх2 , 4  + (y ' j2 = л/l + 9x  , beləliklə,

Х = 2 л ј х 3лҺ + 9х4с1х = ^ 1  + 9х4 \\ = ~ ( 1 0 ^ - I ) .

46) Çalışma 12-nin 1-ci misalmm həlli:
2 2 6 7EBurada у  = a  sin t,dx=—3asirtdt,x=0 olduqda t = —,x=a

olduqda t=0 olduğundan alırıq:
x 2  a  a

V = л  j y 2 dx =л j y 2dx -=2л j y 2dx =
Xy - a  0

0 0 
=- 6a3л  j s in 6 1 cos2 tdt =6а 3л  j ( l -  cos2 1)3 d  cos t  =

л

2
0

n
2

= 6a 3л  J(cos2 t — 3 c o s /4 + 3 cos6 1 -  cos8 /)d  cos/
7Г
2

133



,  3 ( l  3 3 5 3 7 1 9 ^ ı0 32 з= 6a n\ —cos t — cos t н— cos t — cos t = — m  . 
13 5 7 9 -  - - -'E 105 

2

47) Çalışma 12-nin 12-ci misalmm həlli:
2

2x + x -  3 = 0, Xı = -3 , %2 = 1 olduğuna görə alarıq:
*2 *2 1 ,  .2  1 

Ҝ = Я- J — л  J у  2 dx = J  x \ d x  Jx4£/x
X ,

/ 3 37Z(x )
,1 л  5 ii 91 61 2

  - X - = — Л -------- Л = 1 $  —  Л .
' - 3 5 U3 3 5 15

48) Çalışma 13-un 2-ci misalmm həlli: 

■dx00 , b f  л \
f = nm fx  5 dx = lim

~ b—>00 AЙ—>oo

1 —4
—X
4 12

=-— lim b 4 — —2 4 = —  
4 b—>oo — 4 64

49) Çalışma 13-ün 9-cu misalmm həlli:
-1

lim 1
# _ » -  go г  a —> -o o \я

-1 /
lim

a —> -oo
1+-

50) Çalışma 14-ün 2-ci misalmm həlli:
İnteqralaltı funksiya (-l,oo) aralığında kəsilməzdir. Onda
oo ■. b , Л _£

= lim \~j= = lim fx 2 dx = lim 2-Jx f? = 
j Vx b—>oo j  л/X fe->0Oj &->oo

= 2 /йя f л/й -  i ;  = 2(^oo-i; = oo.
Й—>00
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’ I) Çalışma 14-ün 14-cü misalmm həlli: 
и x,du = dx, dv  = cosxdx,v = sinx  işarə etsək hissə-hissə 
nıtcqrallama düsturuna esasən alanq:
»  b f  b \
\xcosxdx  = lim x \xcosxdx  = lim xs inx  L — | sinxdx
0 Й-> 00 " Й->00 0

lim ( x sinx + c o s x )  |q = lim (bs inb  + cosb + l ) .
Һ—>00 6—>00

Limit olmadığına görə inteqral dağılır.
52) Çalışma 15-in 1-ci misalınm həlli:
iııtcqraltı ftmksiya x=l  nöqtəsində kəsilir. Lakin onun ibtidai

funksiyasi F(x)= л/х - 1  (1,2) parçasında kəsilməzdir. Onda
Nyuton-Leybnis düsturna əsasən alarıq:

2 ^ = 7 7 ^ 7 = V J .
Ux 2 - l

53) Çalışma 15-in 9-cu misalmm həlli: Tərifə görə

f dx 3r dx 1 |3~ = һт  — = -  lım
* / «  1 r*_vH /■*» 1 f _vf,V * - ı> 2 «->ol+, с.т- и 2 m o x - i

1 - / * Г  
2 £*—>0 £*,

/ни — I = oo. inteqral dağüır.
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VIII F Ə S İ L

Ç oxd əyişən li funksiyalar

Çalışma 1. Funksiyalarm xüsusi törəmələrini tapm.

1) z  = —, 2) z = — , 3) z  = arcc tg—,
X x - y  X

4) Z  =  —z + У у , 5) z  =  x-yfy +  yyfx,  6 )  z  =  x y,
X 2 + y 2

7) z  = ln(x + x 2 + y 2 ), 8) z  = xe~yx, 9 ) z  = ln /g —,

10)z = sin—cos—, 11) z  = xy\n(x + y) ,  12)z = (l + xy)y ,
У x

x  1

13) z =  ln(x +  ln>0, 14) z  = e y , 15 ) z  = arcsinx j y ,

16) z = x 3 + 5 x y 2 - y 3, 17) z  = ln(x2 + >>2).

Çalışma 2. Funksiyalarm tam diferensialmı tapm.

1) z = x 2j>4 — x 3y 3 + x 4y 2, 2) z  = ,
x -  у

2 2
лч . X .. X + 7
3) z = arcsın—, 4) z = — r-,

У x l - y l

5) z  = arctgxy, 6) z  = x 2y 3,

7) z  -  тјх2 + у 2 , 8) z = x + y 2 ,

9) z = д/ln xy, 10) z - 2 2 X + ЈГ

X - J >  X  - у
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15) z = xy3 ~ 3 x 2y 2 + 2 y 4. 16) z = ~ ln (x 2 + y 2\

11) z = sin xy.
dz

< ultima 3. Funksiyalarm —  törəmələrini tapm.
dt

I); x 2 + x y  + y 2,x  = t 2, y  = t,

-  y]x2 +  y 2 , X  =  s in /,У = C O S t,

') z = — ,x  =  e ‘, y  =  l - e 2',
X

-I) z = x 2e y , x  = sin /, у  = cosr,

*>) г = _yln2x, x = / 3, 7  = 2 - t 2,

(>) z = arcsin xy, x  =  t, y  = e‘,

7) z = tgy(3t + 2 x 2 - y ) ,  x = j-, y = 4 t ,

K) z = arccos(x + 7 ), x = 3/, у  = At3,

I) ) z  = e x~2 y , x = sin /, 7  = / 3 co s / ,

10) z = ln(e* + ey ), x  = / 2, у  =  / 3,

I I ) z = x 2y }, x = /, y  = t 2,

12) z = x 2 - > ’2, x = tc os t ,  y  =  t 2 sint,

13) z = x r , x = t 2, у  = 2 - t ,

14) z = —, x = l - e ' ,  y  — e‘ ,
У

15) z = xey , x = t 2, y  = l + e ‘,

16) z = arcsin(x - 7 ), x = 3/, у  = At3,

17) z = e x~2y, x — sin /, 7  = / 3.

I ') z  -  x y k ix y ,  14) z  = x 2 + xy  + y 2,
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dy
Çalışma 4. Qeyri-aşkar şəkildə verilen funksiyalarm —  törə-

dx
mələrini tapm.
I) x 2 + y 2 -  4x  + 6у  = 0,
3) x 2 + у 2 ~ \ 0 y  = 0,

5) jc V - * 4 - / = f l 4,

7) yx2 = e y ,

9) ex -  xy = 0,

II) xy + ln xy = 0,
13) 2 c o s (x -2 j /)  = 2 j - x ,

15) x 4 + Зх2_у2 -  2 y 2 + 5  = 0, 
2 2 2 

17) x 3 + y 3 = a 3.

2) хв2у - y e 2x = 0,

4) x 3 + j>3 -  2axj = 0,

6) xy  -  ln у  = 0,

8) y e x + e y = 0,

10) x 2 - 4 y 2 -  4 = 0,
£

12) >> + x = e x ,
14) 2sin(x + 2y) = x - 2 y ,

16) xey + y e x - e ^  = 0,

Çalışma 5. Funksiyalarm d 2z  ikitərtibli diferensialım tapın.

1) z  = x 2_y — x y 2 +3, 2) z = - e * ,  
7

3) z  = x y ~ —,
X

4) z = x -  3 sin y,

f  V
€4 *5) z =

x + 7
6) z = — ,

\ x )

7) 2 = 7л/х+-^=г, 
л1У

8) z = arctg-yjxy,

9) z = arctg—,
X

_У
10) z = e

11) z = ln(x + A/x 2 + j>2) 12) г  = у Ъх,
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I I) z = l -J (x 2 + y 2f , 14) z  = ln
J x 2 + y 2

15) z = arcsin. X 2 - y *  

x 2 + y 2
16) z  = x s in 2 y,

17) z*=ev .

< 'alışma 6. Təqribi hesablaym.

I) (0,96)2(1,02)3, 2) (0,98)105, 3) 1,03-9,98,

4) ^/l2 + (2,02)2tg44°,

6) (6,03)3 sin 29°,

5) V(2,01)3 + 117,1,

7) \ п ( \ 1 т + 4л 1 Щ ~ \) ,

2,028) (1,04)

10) д/sin2 1,55 + 8e 0’015,

12) ln((0,09)3 + (0 ,99)3)

14) y]5e0,02 + (2,03)2,

16) (1,08)3’96,

f  1 02 ^
9 )

11) 1,024 , 0 5 ,

13) д/1,022 + 0,052,

15) д/(1,04)1,99 + In 1,02, 
sin l,49arc/g0,07

17)
(2) 2 , 9 5

Çalışma 7. Funksiyalarm ekstremumlarmi tapm.
I) z = 2x3 + x y 2 + 5x2 + j 2, 2) z = xy2(1 •— x —

3) z = x 3 + У  -15xy , 4) z  = 4 - y j ( x 2 + y 2)3,

5) z = <?2jc(x + y 2 + 2^), 6) z  = (x  + y ) e ~ ( x+y) ,
X

7) z  = 2 x y - 4 x - 2 y ,  8) z  = e 2 (x + 7 2 )

9) z = x 3 + 8y 3 -  6x7  -  5, 10) z = ^л/х -  у 2 -  x + 6 y  + 3,
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11) z  = x 3 + у 2 -  Зх + 4yfp~, 12) z = ( x - y f  + ( y - l ) 2,

13) z  = x 3 + x y 2 +6xy,  14) z = (x2 + y \ [ e * ,

15) z = 31n — + 21n j/ + l n ( 1 2 - x - у),
6

16) z  = 2 x y - 3 x 2 - 2 y 2+\0 ,  17) z = 4 ( x - y ) - x 2 - y 2.

Çalışma 8. Funksiyaların şərti ekstremumlarmi tapm.

1) z = i  + —, x + 7  = 2 olduqda,
x у

2) z = x + у,  —-г- ч—-г- = — olduqda,
х у  2

3) z = xy, 2x  + Зу  -  5 = 0 olduqda,

4) z  = x 2 + y 2, ^ -  + j  = 1 olduqda,

5) z = —+ —, - у  + - т  = 1 olduqda,
x у  x у

6) z = 2xy, x 2 + y 2 < 1 olduqda,

7) z  = arctg{x2 - x y  +  7 ), [ -2  < x < 2,-3 < у  < 3] olduqda,

8) z = sinx + sin j  + sin(x + .y), 0 < x < — ,0 < y <  — 
2 2

olduqda,
9) z  = c o s x c o s y c o s ( x  + y ) ,  [ 0  < x < я ,0  < у  < я ]  olduqda,

10) z = x 2 + y 2, ( x - V 2 ) 2 + ( 7 - л / 2 ) 2 < 9 olduqda,
2 2

11) z = x 2 + y 2, + - 1  olduqda,

12) г  = ф ~ х 2 - y 2 , x 2 + y 2 <1 olduqda,

13) z = (x -  у 2 ] f t j (x-l )2, y 2 < x  < 2  olduqda, 
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14) z  = e~^~y2 (2x 2 + 3y 2), x 2 + y 2 < 4, olduqda,

I 'S) z  = X 2 + 3у 2 - X + 18 7 - 4 ,  0 < x < у  < 4 olduqda, 

l<>) z  = xy, x 2 + y 2 = 8 olduqda,

17) z = е"’, x + = 1 olduqda.

Nümunəvi həllər

I) z = y j l - x 2 -  y 2 funksiyasmm tə’yin oblastını tapm.
IMIi:
Mu funksiyanm tə’yin oblastı mərkozi koordinat başlanğıcmda 
ycrloşən vahid radiuslu qapalı dairə, yə’ni x 2 + y 2 < 1 şərtini 
(kloyon (x,_v) nöqtələri çoxluğudur.

?) lim —===^Lr-— limitini hesablaym.
S S i / ^ + i - 1

Holli:

l im - ,  У   = lim +
£0 лјху + l - l  (J x y  +1 -  1)(д/ху + 1+1)

1 ж ^ ^  ‘ 1 , !  lmı(v:.vv ! I t l) 1
ЈГ->0 XV *-+°
> -> 0  ,v -»0

l) z = x 2 + 7 2 funksiyasmm kəsilməzliyini araşdırın.
//;>///; Bu fimksiya (x,_y) doyişonlorinin bütün qiymətlərində 
l ıiKİlınəzdir. Doğrudan da istənilən x və y ,  Дх və Ay üçün

Az = ((x + Ax) 2 + (y  + Ay)2 ) -  (x2 + y 2) = 2xAx + 2yAy  +

I Лх2 + Ay2, 
olar. Deməli,
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lim  Az =  0 .
Дх->0
Ду->0

4) z  — ■
1

jc- у
Həlli: B u funksiya у  =  x  düz x ə tti üzərin d ək i nöq to lo rdən  başqa 

һәг  yerdə  t ə ’y in  o lunm uşdur. B una gö rə  də  funksiya у  =  x  düz 

x ə tti ü zərin d ə  kəsilir.
у

5) z  = a r c t g — funksiyasm m  xüsusi tö ram ə lə rin ı tapm . 
x

Həlli:

funksiyasmm kəsilmə nöqtələrini tapm.

1

1 + г у л*
\ ЛЈ

z y = -

' y )  * 2 r
U A  x 2 + y 2

ГУЛ

У У
2 2 X + y

1 +
\2

X

X + у  X X + y 2 ‘

6) z  =  e  

Hiflli:

olduğundan

funksiyasm m  tam  d ifcrensialm ı tapm .

z = e

z y = e x +y I»2

(jc2 + y 2)x = 2 x e x ' 

( x 2 + y 2 ) v = 2 y e xl

d z  ~  z'xd x  + z'y d y  =  2 x e x +}r> d x  + 2 y e x +y d y  

=  2 e xl+r ( x d x  +  y d y )

7) z  = e x 2y, burada x  =  s in  t, у  = t 3 . z \  tapın.
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thill:
z'x =e*-2> (x -2 y ) 'x =e*-2y, 

z'y = e x~2y (x -  2 y ) y = - 2  y e x~2y 

x[ = co s t, y \  = 312
nldıığundan

z\  = z'x ■ x' + z'y • >»' = e x~2y co s t -  2y e x~2y • 3 t2 =

= e x~2y(cosl -  6 y t2) = esm'~2p (cost -  6 t5).

H) z = x 2у  funksiyasmm ikitərtibli diferensialini tapm.
Holli:

z'x = 2xy, z^ = 2^, z'y =  x 2, z"̂  = 0, z^  =  2x  
nlduğundan

2 2 2 2 d  z  =  z^-dc + 2 z ”Xydxdy  + z^ydy  = 2_yd>c + 4xd'xdy +

+ 0 • d y 2 = 2(ydx2 + 2xdxdy).

9) 1,023 05 ədədini təqribi hesablaym.

Holli: z  = x y funksiyasina baxaq. Tam diferensialm təqribi 
lu-sablamalara tətbiqi düsturuna göro

(x + A x ) ^  »  x y + ( х у )'х£ис + (хуУу Ьу = х у + у х у~хАх + 

+ x^ ln x • Aу
lıılaq ki, x = 1, у  = 3, onda, Ax = 0,02, Aу  = 0,05 olur. 
Bcloliklə,
1,023,05 *  I3 + 3 • l 34 ■ 0,02 + 13 • In 1 • 0,05 = 1 + 0,06 + 0 = 1,06.

10) M (l,l) nöqtəsində z  = x 2 -  у 2 funksiyasmm qradiyentini 
tapm.
Holli:

z 'x  = 2 x ,  zj, = - 2 y ,  ( z 'x ) M  =  2, ( z ' y ) M  = - 2  

olduğundan
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gradz  = 2 i -  2 j  = 2(i -  j ) .

11) z  = jc3 -Ъ х 2у  + Ъху2 +1 funksiyasmm M ( 3,1) nöqtəsində, 
həmin nöqtədən N ( 6,5) nöqtəsinə yönəlmiş istiqamət üzrə 
törəməni tapm.

Həlli: MN  vektorunu və onun yönəldici kosinuslarmı tapaq:
M N  = (6 -  3)7 + (5 -1 )7  = 31 + 47

3 3 4 4
cos а  = —= =  = —, cos p  ----  = — ■

л/9 + 16 5 л/9 + 16 5
Xüsusi lörəmələrin М(ЗД) nöqtəsində qiymətlərini hesablayaq: 

z'x = Зх2 -  6xy + З7 2, z'v = -З х 2 + бху 

(z'x)M =  2 7 - 6 - 3 - 1  + 3.1 = 12,

(zy)w = - 2 7  + 6-3-1  = - 9  
İstiqamətə görə törəmə düsturunda 

&
¥

bu qiymətləri yerinə yazaq.

&  5 5 5
12) sin(x + y )  + xy — 0 verilmişdir. y'  -i tapın.
Həlli: F (x ,y )  = sin(x + y )  + xy işaro edək. Onda 
F'x -  cos(x + y )  + y ,  F'y -  cos(x + y )  + x olduğundan

, = _ K _  _  7  + COS(x + 7)
F'v x + cos(x + y)

13) e z - x y z  = 0 verilmişdir. z'x, z'y tapın.
Həlli:
F(x, у , z) = e z - x y z  işarə edək. Onda F' = -yx,  F'y = -xz,

F'z = е г - x y  olduğundan

■ =  (z'x  ) м  COS a  +  (z 'y  ) M  c o s  P
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z  =  - к
к

к

■yz
е - x y  

- x z

y z  _ z
xyz -  xy x(z  - 1) 

xz z
F' ez - x y  x y z - x y  y ( z  — 1)

14) 1 + x y - \ s \ ( e xy +e~v ) = 0 verilmişdir. y'  və у" tapm. 

Ilolli: F ( x , y ) = 1 + xy -  \п(еху + e ~x-’) işaro edək. Onda

К  = у
е * + е ~ *

Ғ'У

y e v - y e ~ v  2 ye~v
е ^ + е ^

x e ^ - x e - 39
е ^ + е ^

2xe -xy

e-w +e~xy
oltluğundan

2 ye -xy

У = ~
F'x  X

F'у

e ^  + e ^
2xe -xy

е ху+ е ^
VI)

r  =
У
X .

xy -y y-

У
x

z 4
X y

x2

15) x y z - x - y - z - 0  verilmişdir. dz  -i tapm.
I fit Hi: F(x,  y ,  z ) =  xyz - x - y  — z  işarə edək. Onda

Fx = y z - 1, Fy = x z - l ,  F ’ =  x y - l  

, F'x y z - 1 , F'v xz 1

f ; x y - 1

F'
z' = - - ±

y FI
olduğundan

dz  =  z[dx + z' dy
1 -  x y

x y - 1

((yz -  l)<ir + (xz -  l )dy)
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I jv v j  I — \J
16)  ̂ 2 9 verilmişdir. y'x vo z  ̂ tapm.

fx + y  + z = 0 

[x 2 + y 2 + z 2 =1 

ЯоШ: у' və z ’x tapmaq üçün bu sistemi x -ə  nəzerən
diferensiallayaq:

( l+ y ’x +z'x =0 \y'x + z’x = -1
ve ya ,

2x + 2 yy'x + 2 zz'x = 0 I yy'x + zzx = - x
Buradan alariq:

, z - x  . y - x  
y x = — , z ; = ^ — , y * z .

y - z  z - y
17) z = x 3 + y 3 - 3 xy  funksiyasmm maksimum və minimumunu 

tapm.
Həlli: Böhran nöqtələrini tapaq.

z ;  = 3 ( x 2 - j )  =  o, z ; = 3 ( / - x ) =  o , z ;  =  z ; = - 3

[ x 2 - у  =  0  

[ y 2 - x  = 0
Buradan Xj = 0 , y x = 0, x2 = 1, y 2 = 1 olar.
İndi böhran nöqtələrinin xarakterini araşdıraq:
My (0,0) nöqtəsi üçün

л = 4 Ц = о , в - < Ц = - з , с = г; | и = о ,

Д = А С - В 2 = - 9 < 0  
olduğundan həmin nöqtədə funksiyanm ekstremumu yoxdur. 
M 2 (1,1) nöqtəsi üçün

Д = 6 - 6 - 9  = 27 > 0  
olduğundan həmin nöqtədə funksiyanm minimumu var:

m inz = zL=ı = 1 + 1 - 3  = - ! .
ı_v=l
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IK) z = x + у  funksiyasmm x 2 + y 2 = 4 şərtində ekstremumunu 
tapm.

Ilolli: Laqranj funksiyasmi quraq.
Ғ (х ,у ,Л ) = x + y  + A(x2 + y 2 - 4 )  

vu onun böhran nöqtolorini tapaq:
Ғ ,'=1 + 2Лх = 0, F'y = \  + 2Xy = О

1 + 2Лх = О 

■ 1 + 2/ty = О 

х 2 + у 2 = 4
sistcmini Һө11 edərək.

х, = -2 , j ,  = -2 ,  Л, = х2 = 2, у 2 = 2, Л2 = —1  alariq.

!\x = 2/1, F"y — 0, F" = 2Л olduğundan

d 2F  = F"xdx2 + 2 F^dxdy + F^dy2 = 2Я(^с2 + ф 2)
1 2

Я, = — olduqda d  F  > 0 olar vo bu halda M, (-2 ,-2 )

ııöqtəsindo funksiyanm şərti minimumu var:
min z = zL =-2 = - 2  -  2 = - 4

Л, = —— olduqda d 2F  <  0  olar vo bu halda M 2(2,2) nöqtəsindo

lıınksiyanın şərti maksimumu var:
m inz = z L =2 = 2  + 2 = 4

'.V2=2
19) z = X2 + y 2 — 12x + I6y  funksiyasmm x 2 + y 2 < 25 

dairəsində on böyük vo on kiçik qiymotlorini tapaq.
Ilolli: Böhran nöqtələrini tapaq.

z'x = 2 x - 1 2  = 0, z; = 2  + 16 = 0

f 2 x - 1 2  = 0

[2y + 16 = 0
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buradan x = 6, у  = -8  alanq.

(6 ,-8) böhran nöqtəsi x 2 + у 2 < 2 5  dairəsinə daxil deyil. Bıı 

halda funksiya ən böyük və ən kiçik qiymətlərini x 2 + y 2 = 25
çevrəsi üzərində alar.

Laqranj funksiyasmı quraq.
Ғ ( х ,у , Л ) = x 2 + y 2 ~12x + l 6 у  + Л(х2 + y 2 - 2 5 )

və onun böhran nöqtələrini tapaq.
F ’x = 2 х - 1 2  + 2Лх = 0, Ғ'у = 2 у  + \ в  + 2Лу = 0

2 x - 1 2  + 2x = 0

- 2у  + ]6 + 2Лу = 0

X2 +  у 2 =  25
sistemini həll edərək
X, = 3 , y, = -4 , Я, = 1; x2 = -3 , = 4 ,  Л2 = -3  alariq.
Şərti ekstreraum üçürı tapdığımız M, (3,-4) və M 2( - 3,4) 
nöqtələrində funksiyanm qiymətlərini hesablayaq.

z U  = 9  + 16 - 3 6 - 6 4  = -7 5
1 v=-4

z| х=-з = 9  + 16 + 36 + 64 = 125
.V-4

Deməli, funksiyanm өп böyük qiyməti 125 və ən kiçik qiyməti -75 
olar.

20) Çalışma 1-in 6-cü misalmın həlli:
Burada

z'y = ( x y / x = y x y ~ ,̂ z ’y  = ( x y У у  = x y lnx

21) Çalışma 1-in 13-ci misalmm holli:
Burada

z ' ( х4 у У = 4 у  I у

i / l  - x 2y  -Jl~-x2y  V ~ x2y
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z ' (хл/^)' = 2л[у  = x

4  x 2 У 4  х 2у  24 у ~ х 2у 2 
' I (,'nlışma 2-nin 6-ci misalmm holli:

Mm tula
t  / 2  3 \ r  3 1 / 2  3 T 2 22X —* (x у  ) ~ 2x_y , — (x у  ) — Зх _y

I hula
3 2 2 9 7 2ib z'xdx+Zydy  = 2xy dx + Зх у  dy = xy(2y~dx + 3x~y dy)

’ 11 (,'ahşma 2-nin 9-cü misalmm holli: 
liuiada

1

z ’x =(y[bixy)'x = ~ j =
2-yjln xy 2 у ф п  xy

Z y = (  ф п х у / у  =  =
2-Jlnxy 2 х ф п  xy 

( )uda
, . , , dx dy xdy + ydx

i t  = гд-dx + z 'd y  = —— + -  p----- ■■■■■■ = — —
2 у ф п х у  2xıj lnxy 2хууЈ1пху

24) Çalışma 3-ün 4-cü misalmm holli:
Iturada

= z'rxj + z'v_y,' düsturundan istifedo ctsok alariq:
ill
dz 2“■ = 2x<?-v co s t - x  e y  s i n t . 
dt

25) Çalışma З-ün 12-ci misalmm holli:
Burada
dz

= z'xx't + z 'y ' t düsturundan istifadə etsok alariq: 
dt y
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dz 2—  = 2 x ( c o s t - t s i n t ) - 2 y ( 2 t s i n t  + t  cos t )  voya  
dt
dz 1
—  = 2 ( x - t y  ) c o s t - 2 x ( t  + 2 y ) s i n t . 
dt

26) Çalışma 4-ün 11-ci misalmm holli:
Burada

™  У  xy + 1
F ( x , y )  = xy + lnxy,Fx = y  + —  =  — , 

x y  X 

x y  + l
nl xy + l , dy F'x x уF      onda —- = -----  = ---------- : = ----- .
y у  dx Fy xy + 1 x

У
27) Çalışma 4-ün 13-cü misalmm belli:
Burada
F(x, y )  = 2 cos(x -  2y)  + x -  2y,  Fx = -2  sin( x -  2y )  + 1, 

Fy = 4sin(x -  2y )  -  2
Onda

dy _  Fx _  - 2 sm (x -2 > ’) + 1 _  1 

dx F'y 4 s i n ( x - 2 y ) - 2  2

28) Çalışma 5-ni З-cü misalmm belli:
Burada

2' = Z- =У  ^  о >^xx T, >
X X'
1 1

Ax y  ~  2 ’ У ~  ’ лҒ ‘

Onda
2 j \

d 2z  = zxxdx2 + 2zxydxdy+ z ’yydy2 = — ^ d x 2 + 2  İH— ^ dxdy.
v, + 7 yV X /
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Ml1 ılı,.ma 5-in 10-cü misalmm həlli:
M i l l  *(• III

у
X У

2  ’ z  XX ''
У

У

+ e
c \  

У
2\x~

У 2у

f  y \

e x У + e x
Aj —

.-2 2X

/  . \  У

1 1 
VX X J

_y
X  .

1
( / * ) '

1
У

J XV V*- /  9
X x x 2

zxxdx2 + Iz^ydxdy + z ’iyd y2 =

Onda

( y 2 -  2x_y^dx2 + 2 (x 2 -  xy)dxdy  + x 2 dy2 j  .

'(I) (,'alışma 6-rnn 9-cü misalmm həlli. Burada x=l,  y=l ,  Ax- 
/

\y 0,02, z = arctg
\ 1/

— «  0,785 . Onda z  = arctg — 
4 x

Az& dz ■= z'xAx + z'v Ay = -
jzlx . . x4v

2 2 2 2 x + 7  x +.y
I -0,02 + 1-0,05

iirctg

1 + 1 
f 1,02 л 
v 0,95 у

: 0,035. Uyğun olaraq

■ z  + Az «  0,0785 + 0,035 = 0,82



31) Çalışma 6-nın 10-cü misalmın həlli. Burada

x = - , y  = 0, Ax = 0,021 ,Лу  = 0,015,2 = Js in 2 -  + 8e° = 3
2 \ı 2

Onda

z = -Jsin2 x + 8ey Az &dz -  z'xAx + Ay =

_ s in lxAx  + 8ey Ay 8-0,015 _

sin2 x + 8ey  6
Uyğun olaraq

■\jsin2 1,55 + 8e0,0 = z + zlz = 3 + 0,02 = 3,02 .
32) Çalışma 7-nin 9-cü misalımn həlli. Burada

v

Х1=0,У1=0,Х2=1,У2= —

z'x = З х 2 - 6 y  = 0 ,z 'y  = 2 4 y 2 -  6 x  =  0

Д̂ЕХ — 6 x ,  Z Xy  — 6 , Z y y  — 4 8 y

= о , z xy =  —6, z Hyy = о

(0 ,0 > z ^ ( 0 ,0 ) - ( z l y ) 2 = 0 - 3 6  < 0

olduğuna göre (0,0) nöqtəsində funksiyanm ekstremumu 
yoxdur.

4 = г ’х , а ^ )  = 6,г'х > С ф  = 24

1 1
z ^ a - ;  = 6 > 0  olduğuna görə (1, — ) nöqtəsində

funksiyanm minimumu var.

гИИ = Z(^>2^ ~ 4
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33) Çalışma 7-nin 11-ci misalmm həlli. Burada

z'x = 3 x 2 -  3 = 0,z'y = 2 у  + 2у[у^ = 0  

V| = 1, yi=0, X2=-l,

(1,0) və (-1,0) nöqtələri funksiyanm və onun z'x ,z'y  xiisusi

töroməlorinin təyin oblastı (-oo<x<oo,0<y<oo) daxilində deyil, 
onun sorhoddi üzorino düşürlər. Buna göro do (1,0) vo (-1,0) 
höhran nöqtələri ola bilməzlər. Bu halda da funksiyanm 
ckstrcmumu ola bilmoz.

34) Çahşma 8-in З-cü misalmm holli.
u =xy+ А.(2л'+3y-5) Laqranj funksiyasma baxaq. Onda 
z'x у + 21, z'y =jc + 31 vo

Х + 2 Л = 0 

* x + 3 Л = 0 

2x + 3y -  5 = 0
Sistemindon tapanq ki,

5 5 5
Л =  ,x  = — , y  = —.

12 4 6
( 5  5 л

Aydındır ki z=xy funksiyasi I —, —

25
qiymot alar: z max = —

35) Çalışma 8-in 10-cü misalmm holli
u=jc2+y2+ A((x -  л/2) 2 + ( y -  л/2) 2 — 9)  Laqranj funksiya­
sma baxaq. Onda
u'x = 2 x  + 2A(x  -  л/2 ),u'y = 2 y  + 2A(у  -  л/2)  vo

nöqtosindo on böyük
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х + Л(х  -  4 l )  -  о 

у  + А ( у - л Ј 2 )  = О 

( х - у [ 2 ) 2 + ( у - Ј 2 ) 2 = 9

D г— ^
Sistemindən tapanq ki, x - y = —\ 2 , Л  = —— ve z= 2 5 , x=y=

2 2
f 2 1
2 '  3

nöqtəsində өп böyük qiymət alar: zmax-25.  Aydmdir ki,

-Д = —-  və z=l .  Beləliklə funksiya

/mət alar: Zmax—25. 
funksiya (0 ,0) nöqtəsində ən kiçik qiymət alar: zmm=0.

IX F Ə S İ L  

D iferensial tən lik lər

Çalışma 1. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapın.
1) (xy2 + x)dx + ( y  -  x 2y)dy  = 0,

2 ) (1 + 2y)xdx  + (1 + X 2 )dy = 0

3 ) xy(l + x 2)y '  = l + y 2, 4 )  e v(y' + \) = \,

5) (л/*У -  yfx)dy  + ydx  = 0, 6 ) (1 + ex )yy'  = e x,

7 ) _ye2jcd k - ( l  + e 2*)äf)> =  0, 8 ) (e* + 3 )j/ = y e x,

9 ) 2xdx -  ydy  = y x 2dy -  xy2dx, 10) у(1 + ln у )  + x y ' = 0,

11) y l n y  + x y ' = 0,

12)20xö6c -  3 y dy  =  7>x2ydy  -  5 xy2dx,

13) д/l  -  y 2dx + y y j \ - x 2dy  = 0, 14) xyy' = 1 - x 2,
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15 ) х у '  + у  = у 2, 16 ) у '  = е х+у,
17) у'tgx = 1 + у.

(,’alışma 2. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapm.

I) 2y' = —  + 2 — + 2, 2) y ' = x + y ~ \
x x  x - 1

< )У  = £ ± 2 5 4) xy’ = ^jx2 + y 2 + y,
x - y

S) xy' = 3y/x2 + y 2 + y ,  6) y'  = ~  -  2,
X

/) xy' = y i n —, 8) y 2 + x 2y ' = xjy',
x

<>) у  = jZ -T..3-, 10) у  = 3j;+3
4x -  у  -  3 2x + у -  Г

II) xy' = x s in — + y,  12) y ' = ^
x x - y

13) y' = -  + Z ,  14) ( 4 y - 3 x - 5 ) y '  + 7 x - 3 y  + 2 = 0,
у  X

15) (x -  2 y  + 5)dx + (2x -  у  + 4)dy  = 0,

16) x y ’- y '  = J x 2 + y \  1 7 ) /  = ^ ^ .
X -y

Çalışma 3. Diferensial tənliklərin iimumi həllini tapm.

I) xy' + 2y  = x 2, 2) у ' -  ytgx =
cosx

3 ) y '  + x 2y  = x 2, 4 ) y ' - l n x  = —,
x

5) y' + — y  = x 3, 6) y ' -  —= xsin x ,
X x

7) y'  + ytgx = cos2 x, 8) xy' = 2у  -  x 3,
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9 ) / - &  = *,
X

11) у ' - у = е \

П ) у ‘ + - ^  + у 2 =0 ,  
1 + х

15)
X X

17) У  + _y = cosx.

10) х /  + >> = 1пх + 1,

12) ху' + _у = 3,

14) dy + 2ydx = 3xdy,

16) y '  + 2xy = 2xe~x ,

Çalışma 4. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapm.
1) xy' + y  = 2 y 2 lnx,

3) 3(xy’ + y )  =  y 2 ln x,

5 ) / + 2' -  ^

2) xy ’ -  у  = у 2 lnx,

4) x y ' - 4 y - x 2y[y = 0,

X COS X

7) y '  + y c o s x  = sin2x,

9) /  =  х У - х у ,

11) x 2y '  = xy + y 2 ,

I 3 )y ' (x2y 3 + x y )  = \,

15) 2xy + ( x 2 + y 2 )y '  = 0,

17) y ' - y t g x  + y 2 cosx  = 0.

6) / + - г х У ,
X

8) y '  -  2xy = (x + l )ex ,

10) xy' + 2 y  =  Xsy 2,

12) y '  -  ytgx = ctgx ,

14) у  -  / c o s  = у 2 (1 -  sin x )cosx ,

16) y '  + 2xy = 2x3y 3,

Çalışma 5. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapm.
1) (x 2 + y)dx -  xdy = 0, 2) (x 2 + y 2 + 2x)dx =  2ydy,

3) X I + xy)dx -  xdy, 4) (x 3 + 3xy2 )dx + ( y 3 + 3x2 y )d y  = 0,

5)
(  ХЛ f  2 Л

\ + e y dx + e y 1 -  — dy = 0, 6)
v ) I у I x Jd x - 2 —dy = 0, 

x

7) 2x 3ydy + (Зх2̂ 2 + l )dx = 0, 8 )(lny  + 2 x - \ ) d y - 2ydx  = 0, 
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9) (5xy2 -  x 3 )dx + 5x 1 ydy  = 0,

10) e ydx + (cos_y + xey )dy = 0,
/  \

11)

12) 

13)

У
x + y

1 dx 2 2 X + y z
dy  = 0,

' l  3 / N
.2  +  4

V /

9 - У

d x - ^ j d y  = 0, 
x

3ydx + ~ d y  = 0, 
x

14) 3x 2e ydx + (x3e y -  l)tfy = 0,

15) 2xcos2 jdx: + (2 > '-x 2 sm2_y)d); = 0,

16) eydx + (xey — 2y)dy  = 0,

17) — dx + (у 3 -  In x)dy  = 0. 
x

( alışma 6. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapm.

I) x V  + x 2y  = 0, 2) / = _ ! _ ,  3) 2 j / /  = ( / ) 2,
COS X

0  Я / F  + 2*V' =  5 ) (У Ј 2 + x y ' =  x 2 , 6 ) / > 3 = l
7) /V gx = /  + 1, %)y” + 4y'  = 0, 9 )y ” + 4 y  = 0,
10) /  + 3 / - 4 x  = 0, l l ) / ' - 4 /  + 4^ = 0,

12) xy" - y '  = е Јх 2, 13) yyjl + (y' )2 = у \
14) x ^ ' s i n / ,  15) у ” -  xsin x ,

У . ~  1 - n  . . . - Ј л л Ј16) y" = ^  + x, 
x
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Çalışma 7. Diferensial tənliklərin ümumi həllini tapın.

\ ) у ” + l y ’ + = f { x \  Д х ) = l - x 2, f ( x )  = ex(5x2+x +1),
/(x )  = 2cos5x + 3sin 5x olduqda,
2) / _ 4/  + 4y = f(x), f ( x )  = 3 - 4 x 2, f ( x )  = e~x( 3 - x 2), 
f ( x )  = e2* sin 4x, olduqda, 1
3) y" + 2y' + j  = /(x ) ,/(x )  = 2x2 -  x + 3, f ( x )  = xe3x, 
f  (x) = x 2e x sin x, olduqda,
4) у" - 2y' + у  = f  (x), f ( x )  = x3 -  x +1, Д х ) =ex( l - x), 
f (x )  = sin x + cosx olduqda,
5) у" + 9y' = f{x), f i x )  = 6x2 +3, / (x) = ev (6x + 5), 
f  (x) = sin xcos2x olduqda,
6) у" - 3y' + 2y = f{x), f {x )  = x 2 + 2x + 3,
f  (x) = е3\ х 2 + x), f  (x) = 2 sin 2x + cosx olduqda,
7) у" + 3y' + 2y  = f ix) ,  f i x )  = 5 -  4x2, /(x )  = 2x2e3x, 
f ( x )  = 24 sin 2x olduqda,
8) у" -  Зу' -1  Oy = f (x), f i x )  = x 2 +1, f (x) = е* (x3 -  2x2), 
f i x )  = sin x + 3 cos x olduqda,
9) у" + Ту’ +12у = / (х ),/(х ) = 24х2 + 16х -15,
/ (х) = е3х (х2 +1), f i x )  = xcosx olduqda,
Щ у ” - 6 y '  + \3у = f ix ) ,  f i x )  = х 2 -х ,  
f i x )  = exix2 -5 x  + 2), f ix)  = e~x sinx olduqda,
11) y" + 4y' + 5y = Дх) ,  f i x )  = 5x2 -  32x + 5, 
f i x )  = e~x + e~2x, f (x) = sin 2x + 2cos 2x olduqda,
12) / 4 -  2 /  + 5_y = f ix ) ,  f i x )  = 4x2 +1,
/(x )  = (20x + \4)ex,f i x )  = 2cos7x + 3sin7x olduqda,
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I ') у" -2 у '  + 10у = f ix) ,  f i x )  = 3x2,/(x )  = x 2ex,
MO -= sin2x - 2e~x olduqda,
I I) y" + 4y' + = f i x ) , f i x )  = 2ix2 -  4),
/ (,) = (6 -  6x)e x, f i x )  = 6ex sin 2x + e~x olduqda,
I'i) y ”- 7у' + 6y' = f i x ) , f i x )  = 2 -5 x 2, f i x )  = 5xe~2x, 
I (x) -  ex(3sin2x -  2 cos 2x) olduqda,
10) 2y" + y ' - y  = f ix ) ,  f i x )  = ( x - l ) 2,/ (x )  = 2ex,
/ (x) = 3x + 5 sin 2x olduqda,
17 ) 5 /  -  6 /  + 5у  = /(x ), / (x )  = 5(x + 2)2,

3
— JC

/ (x) = 4xeA, / (x) = e5 cos x olduqda.

N ü m ı m ə v i  h o l l a r

) xdx + ydy = 0 tənliyini həll edin. 
I M l i :

с[xdx + j ydy -
2

2  2X у С 2 7—  н = — və ya x" + v“
2 2 2

.’) y' = (1 + у 2) cosx tənliyi həll edin.
H it Hi:

= (1 + y 2)cosx, ■ = cos xdx, f — - -  jcosxdx:
dx 1 + y  J\ + y J

arctgy = sin x + c, y  — tgisin x + c).

I) — = (x + y)2 t o n l i y i n i  h o l l  e d in .
dx



= dx, [ -- fdx-
Һ  + z 2 J

j  , , dz  , dy dzdz = dx + dy, -— = 1 + -— , —— — 
dx dx \ + z~

arctgz = x + c, və ya z = tg(x + с ).
z  - in yerinə x + у  yazsaq, tənliyin ümumi həllini alariq:

у  = tg(x  + с) -  X.

Haiti: z  = x + у  əvəz edək. Onda

2 2 X + у
xy

tənliyini həll edin.

Hi: у  = xz əvəz edək. Onda
d  dz dz  1 , dx

— - =  z + x — , Z +  X —— =  2-1— , z d z - — . 
dx dx dx z  x

jzdz = J-— + lnjxj

2
— = ln|x| + ln[с və ya z : lnlcx'

z -in yerino — yazsaq, tənliyin ümumi həllini alarıq:
x

1 = хЈЈпјcx~

У 15) у  -  — = x tənliyini həll edin. 
x

Həlli: Əvvəlcə y '    = 0 bircinsli tənliyini həll edək.
x

_  jdxdy у  „ dy  _  у  dy dx çdy— — — —— у " **■
dx x dx x у У

ln|_yj = lnjx| + lnjcj və ya у  — cx 

Tutaq ki, с =  c(x). Onda

v - c ( x \ x  <*Ф 0 , с(хЛy  — C{X)X, — -  — x —— ҺС̂ Х̂
ах dx dx



dc(x) . . c(x)x з dc(x) зX ... + c(x)x -  —- - = X , x-— — — X
dx x dx

x 3
dc(x) = x 2, Jc/c(x) = j x 2dx + cx, c(x) = — + c,.

Mdoliklə, verilmiş tonliyin ümumi həlli
x 4у =  — +  C .X
4

olar.
(») (2x -  З.у2 )dc + (3y 2 -  6 х )ф  =  0 tənliyini həll edin.

2 „  ,  2 ■ * д м  ,  8NIlolli: M  = 2x -  3_у“, N  = 3y  -  бху, —— = - 6 y  = —
ду йх

olduğundan

—  = M  =  2 x - 3 y 2 
дх

nuinasibətindən alanq:
и = |(2 x  -  З у 2 )dx + ф(у )

и = х 2 - 3 х у 2 + ç ( y ) .
(р{ у )  -i tə’yin etmək üçün axmncı ifadəni у  -ə nəzərən 
difcrensiallayaq.

~  = ~6 xy + ç ' ( y )  = N  
ду

- 6 x y  + <p'(y) = 3 y 2 - 6 x ,  (p \y )  = 3 y 2

<Р(У)= f 3 y 2ä y - c  = y 3 - c .
Ucloliklə, tənliyin ümumi həlli

x 2 - 3 xy2 + у 3 = с
olar.
7) (у'У — 0 0 5 + y'  + 2 = 0 tənliyini həll edin.

Halli: y'  = ak, к = 1,2,..., у  = j a kdx 4- с, = ak + с və ya
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а<
_ у - с əsasən bu tənliyin ümumi həlli

У - с y - c \ 5
+ > ^  + 2 = 0

olar

8) y-yjy' - 1  = 2  — y'  tənliyim həll edin. 
Holli: Tənliyi у  -ə nəzərən noll edək.

_  2 - У

y '  = p  qəbul edek. Ond 

2 - p

2 ( р - \ у
rləliklə, tənliyin parametrik şəkildə həlli

1 2 - P
x = - 7=  + c, у

y f p ^ l  ' T
olar. Buradan P  parametrini yox etsək tenliyin ümumi həllini alarıq:

1
у  = x — c ---------- .

x - c
9) x = ( / ) 3 — y '  — 1 tənliyini həll edin. 
fi»lli: у '  = p  qəbul edək.
Onda

x = р ъ - p - l ,  dy  = y'dx = p d ( p 3 — yy — 1) = p ( 3 p 2 -V)dp

y =  J(3p3 - р ) Ф  = | /  ~ ^ ү  + с -
Beləliklə, tənliyin parametrik şəkildə ümumi həlli 
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3 1 3 4 1 2
х = Р - р - %  У = ~ Р  ~ ~ Р  + с

olar.
10) у ” = х tənliyini həll edin.
Ilolli:

S - f x d c  + ъ - ^  + с,

y =  J ~~ + cı -  ~  f x 2dx + jc ldx = -~x3 + c,x + c2

y'211) y" =  tenliyini hall edin.
У

I lit lli: y ” = p  əvəz edok. Onda

/  =  р Ф = £ 1 ,  Ф = ^ ,  [ Ф = г Ф + ц с 1
dy у  р  У J Р  3 У 

Ц р | = ln|_y| + ln|c, I və уа р  = с,у.
Buradan,

р  = —  =  сху ,  —  = c^dx, [—  = fc,dx: + ln|c2L 
dx у  J у  J

ln|y| = c,x + ln|c2| vəya y  = c2e c>x.

12) у" ——_y' = 0 tənliyini həll edin. 
x

ЯоШ: у" = — y',  ln у ' = In х + In с , , с, > 0 və уа y'  = CjX 
x

x 2
у  = [с,xdx + с2 = с, —  + с2.J 9

13) у" ——у' = 0 tənliyini həll edin. 
х
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Holli: 12-ci misalda göstərdik ki, uyğuıı y" ——y' = 0 bircinsli
x

X2
tənliyinm üraumi həlli z  = с, —  + c2 şəklindədir. Verilən tənliyin

2
xüsusi həllini

şəklində axtaraq. Onda

Buradan alariq:

vo ya

у  = c ,(x )x 2 + c2(x)

jc,'(x)x2 + c'2 (x) -1 = 0 

[2 c\ (x) + c2 (x) • 0 = 0

1 1 2
(X) ~ “ » 2̂ (x) = ~i~x

ct( x ) =  \ - d x  + cx = ^ X  + C,,
J2 JL

c2(x) = - j —x 2dxy/)c2 = ~ “ x3 + c 2.

У'
f  1 2 r

1 з— х + л -1 X  + ——x + c 2 L
V 6 2)

x 3 + c , x 2 + c 9 
3 1 2

olar.
14J~y* + y'  — 2 y  = 0 tənliyini hell edin.

Holli: Xarakteristik к2 + к -  2 = 0 tənliyinin kökləri
Ä:, = 1, k2 — —2 həqiqi və müxtəlifdir. Onda tənliyin ümumi həlli

у  = c\e + c2e -2x

olar.
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Ilolli: Xarakteristik к 2 -  6A: + 9 = 0 tənliyinin kökləri = k2 = 3 
lni(|iqi vo bərabərdir. Onda tənliyin ümumi həlli

у  = c ,e3jt + c2xe3x = (c, + c2x)e3x
ıılur.
I (>) y" — 4y'  + 13у = 0 tənliyini həll edin.

Ilolli: Xarakteristik к 2 — 4& + 3 = 0 tənliyinin kökləri кх~ 2  + 3г, 
к, = 2 - 3 /  kompleks ədədlərdir. Onda tənliyin ümumi həlli 

у  = e 2x(cl cos3x + c 2sin3x)
olar.
17) y" + y'  — 2x + 3 tənliyini həll edin.

Ilolli: Xarakteristik к 2 + k  = Otənliyinin kökləri k} - 0 ,  k2 = -1  
lıuqiqi və müxtəlifdir. Onda bircinsli tənliyin ümumi həlli 

z  = cxe0x + c2e~u  = c, + c2e~x 
nlar. /7 = l,r  = 1 olduğundan verilən tənliyin xüsusi həllini

у  = x(&0x + &J
şoklində axtaraq. Onda

y '  = b0x + bx + b0x = 2b0x + bx, у" = 2#0 
y j ' ,  _y" ifadolərini tənlikdə yerinə yazsaq

f 2&o = 2 
2Ь0х + 2Ь0 + ö, = 2x + 3 və ya ^

|2ö0 +Z>, =3

ıılarıq, buradan Z>0 =1, ö, = 1.

Meloliklə, tənliyin xüsusi həlli у  = x 2 + x və ümumi həlli 

у  = z + = с, + c2e _JC f  x 2 + x
olar.

•') у" - 6 у ’ + 9 у  = 0 tənliyini həll edin.
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18) Çalışma 1-in 8-ci misalmm həlli:

( e* + 3 =  - d <e * + V
dy У ex + 3

J f ^ =  f d ( £ İ ± 32 ' l n y  = ln c (e x + 3)

у  = c ( e x + 3 ) .
19) Çalışma 1-in 10-cu misalmm həlli.

ı xdy dx dy ,,
y ( \  + l n y )  + —^  =  0 ,—  + — — -------= 0,

dx x y ( l  + l n y )

{— +  f d ( \  + l n y )  _  q inx  +  ln(\ + l n y )  = lnc, 
3 x   ̂ l + ln y

x(l+lny)=c.

20) Çalışma 2-nin l-ci misalımn həlli.
У  t tz  -  — və ya y=jtz əvəz edək. Onda у  — xz + z
x

2 (xz' + z )  = z 2 + 2z + 2 ,
, ~ 2 ~ dx dz2 xz = 2 z  + 2 , —  = -

l + z 2 '

f—  = f ■ falcxl = arctgz və ya ln\cx\ = arctg—. 
3 x  l + z *

21) Çalışma 2-nin 4-cü misalmın həlli.

z  = — və ya y=xz əvəz edək. Onda y '  = xz' + z

, /Г 2 dx dzxz + z  = \ l  + z  + z , —- = - у..-.— •
* V1 + z 2

f—  = [ ..., ln\cx\ - l n ( z  + л/l + z 2
J * i u ?
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' ).) Çalışma 3-ün 2-ci misalmın həlli. Əvvəlcə uyğun bircinsli tənliyi 
həll edək, yəni

г' ytgy  = 0,—  = tgxdx,y = —- — , burada c-nin x-in funksiyasi 
у  cos x

c(  X )
lie,sab edək, yəni у  = ---- — (1). Onda

cosx
c ' (x ) c o sx  + c (x ) s in x  c (x ) s in x  1

cos2 x cos2 x cosx
c ' (x )  = 1 vo ya c(jc)=jc+c.

I in qiyməti (l)-də yazsaq alanq:
x + c

У = -------- •
cosx

2 3
23) Çalışma З-ün 5-ci misalmm belli. Burada p ( x )  = —,Q (x )  ~ x

x
2 i f  ~dx

Onda у  = e~ ^ X(C * * Ј * У " ^  =

1 с x 4
= —7r ( c +  \x^dx),  və ya у  = —  + —  olar.

x l  x 2 6
24) Çalışma 4-ün 8-ci misahni holli. Əvvəlcə uyğun bircinsli tənliyi 

həll edək, yəni

y '  - 2 x y  = 0,—  =  2xdx,lny  = x 2 + l n c , y  = cex 
У

Burada c-ni x-in funksiyasi hesab edək, yoni

y  = c ( x ) e x (1) 
2 2 2 2 

Onda c'(x)ex + 2 c(x)xex -  2c(x)xex = ( x  + l)ex



\ 1 /  \ ( Х ~̂̂ ) с ( х )  = х +1 vəya  с (х )  —-------  — I- с .

Bu qiyraəti (l)-də yazsaq alanq:

У с +
( x  + i y

25) Çalışma 4-ün 15-ci misalmm həlli. Burada M(x,y)=2xy, 
N(x,y)=x2+y2,

dM ÖN _
= 2x olar. Onda Mx+Ny=c, 2x2y+(x2+y2)y=c vo ya

dy dx
3x2y+y3=c, olar.

26) Çahşma 5-in 9-cu misalmm həlli.
Burada M(x,y)=ev, N(x,y)=cosy+xey

dM 5N у , л
 _ = olar. Onda
dy dx

du , du , du

du

dy

du -  -'- dx H------dy,—  = M  = ey ,
dx dy dx

= N  — cos у  + xey ,u = j e y dx = e y +<p(y),

du
dy

cos y  + xey  = e y +<p'(y)  və ya

<p'(У) = cos у + ( x -  l ) e y 

<P(y)~ j c o s y d y  + j ( x - \ ) e y  dy = sin у  + ( x - l ) e y 

Beləliklə alanq:

U ( x , y )  = e y + (p(y)  = e y + s i n y  + ( x - l ) e y = xey + s i n y  
və ya

xe* - v s i n x - c .
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— və ya y=xz əvəz edək. Onda y '  = xz' + z
x

( 9 - z 2 )  + 3z(xz' + z )  = Q, 

3 z r ~  = 2 z2 -  9,—  = 32

/) Çalışma 5-in 13-cü misalmm həlli.

dx ’ x 2 z 2 -  9 ’

, ( 2 z2 - 9 ) 3 . ( 2 y 2 - 9 x 2 ) 3
in-  ——  = In с, -—- — —— —  = с və уа

x 4 x 10
( 2 y 2 - 9 x 2 ) 3 = схю .

’S) Çalışma 6-nm 2-ci misalmm həlli
dy' 1 , r dx
- f - = - — , У = I ү -  = tgx + cx,
<*Х COS X COS X

^ -  = tgx + c , y =  \(tgx + c x)dx 
dx J
y= -ln |c05  X\ +  C[X +  C2 -

29) Çalışma 6-nm 10-cu misalmm Holli.

к 2 +3A: -  4 = 0, Arj — 1Д2 = - 4 ,y 1 = e x , y 2 = e~4x,

у  = cxe x + c 2e~4x .
30) Çalışma 7-nin 5-ci misalmm həlli. (ex(6x+5)). Uyğun birincisli 

tənliyin həlli
у  = С] cos Зх + с2 sin3x  olur. Üstlü funksiyadakı 1 ədədi 
xarakteristik tənliyin kökü deyıl, ona göre xüsusi həllini u=(Ax+B)e* 
şokilindo axtaraq. Bu ifadəni tenlikdə yerinə yazaq: 

(Лх+2А+В+9Ах+9В)е*=е*(6х+5) 
liyni dərəcəli x-lərin əmsallarmı bərabərləşdirək.

3 19
10А=6, 2A+10B=5. Buradan A = —,B  = — .

5 50
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( 3  19л
u= — x-i-----

V5 50

Deməli, xüsusi həll

e x , ümumi hell

у  = c\ cos Зх + с 2 sin Зх +
'3  19^ х— х + —  ~
v 5 50 J

е

olar.
31) f(x)=x2+2x+3 olduqda çalı 7-nin 6-cı misalmm həlli. Uyğun 

bircinsli tenliyin helli.
  2 y jç
у  = C\C ' + c 2e olur. Tenliyin xüsusi hollini 

u=Ax2+Bx+c şəkilində axtaraq.
Bu ifadeni tenlikde yerine yazaq:

2Ax2+(2B-6A)x+2A-3B+2c=x2+2x+3 buradan

Demeli, xiisusi hell

л - ! ј > Л . с - ! £2 2 4

1 2 5 19 ,
u = —x + —XH olur.

2 2 4
iimumi hell ise

2x x  1 2 5  19 ,
С\в +  e y e  H— x H— x-i olar.

7 2 2 4
32) f(x)=24 sin2x olduqda çalışma 7-nin 7-ci misalmm helli.
Uyğun bircinsli tenliyin helli.

. -~yi О у , . »у  — С\в + с 2е olur. Tenliyin xüsusi hellini 
u=Acos2x+Bsin2x şeklinde axtaraq. Bu ifadeni tenlikde yerine 
yazaq.
(6B-4A)cos2x-(6A+2B)sin2x=24sin2x, buradan

36 n 24 , . . . . ,  „A = ---------- = ------ -. Demeli, xususi hell
11 11

36 „ 24 ..и = — - c o s  2.x-------sin 2x  umumi hell ise
11 11



X F Ə S İ L  

Sıralar

< 'alışma 1. Sıralarm yığılmasmı araşdırm. 
3

' > 2 2n + n ~ l

■ » 2
1

^  n + n - l

5 ) 1„=ı 5w2 + 7 n  — 2

7> 2
1

^ 2 «  + П - 2

‘» 2м-i 4и'

ı > It?\9n  + 4 и - 3

13) z
t?ı9n~ + 1 2 п ~ 5

15) I
n=\ 4n + 14n + 5

17) £
1

n ~ \  л + 'Zfi -f 1

2 ) 2 A ft + 14/1 •+■1

4> Z —12« — 2

£ı*4 n

8 > 2 2и“ +21и + 1

10) S
/7=1
oo

12) Z
n=l
00

M ) I

^ 4 « -  + 4 « - 3  
2

n=ı 5и — 1

25и2 + 5 я - 6

1 6 ) 1
24

иЗ* -1 2 и  —5 ’

Çahşma 2. Sıraların cəmini tapm.
00 Л со

»  2 „ - - ; ^ г . т , - 2) X
1

з ) 2

(2и -1)(2и  + 1) 
1

£f (2 / ı -1 ) (2w  + 5) 4 ) 1

£ ? ( 3 n - 2 ) ( 3 * - l )  
2w + l

(и + 1)



00 t
5)  — ■

w=3 n(n - 4 )  
3

6) X :
ı

'  ~ i)

n +1

* > z

tr(3 « ~ 2 )(3 «  + l) 
1

n(n + 3)0? + 6)

8) Y
ј £ п \ п  + 2У

00 1
10) J a r e f c —

Ч )  I
п=:
Q0

13) £

и + 1

/7=1

00

п=Ъп ( п - 4 )

4
„ =з / 7 ( / ? - 1 ) ( / 7 - 2 ) ’

12) I  
)

00

1 4 ) 1

З и -1

п=2п ( п - V  

8 и - 8
и=3^/7- \ ) ( п  + \ ) ( п  - 2 /

15> Е
5 / 7  +  9

17) S

^ / ? ( / 7  +  1)0? +  3) 
1

16) S
1

а  п(п + 1)(и + 2)

Ç'alışma 3. Sıralarm yığılmasını araşdırın.

D Zя=1

sin2 n 

л 2 + Г

4 ) 1
1 + и Л 2

7 ) Е

и~1 Vİ + " 

и!пи

оч ^  п - Inn
) 2-. 2 ' 

и=1 и 3

1пи

3 ) 1
^sin 2 ” ^

л=1 и

5) 1
In /7

л-1 V/75

я=1 И

СО 1

8) § Ь ' ( и  + 1)’

^ Г г п ’П=1 V/7 +5
00

9 ) 1
я

я=1

10) S
и cos п

и=1 и + 5
П ) 1 ,

«=1
1 2 ) 1

2/7 + 1 

1

я=1 -y j n 2 + 2 / 7
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Ч Z -
п + 1 2 п - 1

in I
14) У - ^ у ,  15) У  —

и \  + пг &  3"

V1 п|б) у  -
£ ? (»  + !)!

1 7 )  I f
1 + и \2

и=1 V1 + И

< ı/lışma 4. Sıralarm yığılmasını araşdırm.

f f ( »  +  2)l
00 f

уг~л ft!

n=\l

V  n 
S ( l n « ) n’

l0>

00 иЧ"+2
13)

/1=1 Э

l6) £ £  и=1 «

2) 3)
2«!

n=l

00 /" 
5) X

и=1̂

2w + l 
3 /7 -2

1

\И

* > I

Һ у [ т + з '  

2"+1

n=) П

(Зп - l ) l n n
и

v2n
И

л=1 З и - 1

11) I
и=Г
со

14) 2

Я Л «

Юя + 5 

1

. 1 2 ) 1
Л  ^п arcsin — , 

л=1 4«

£ ı ( «  + 3)ln 2и
со

> 15) £
„^wln ( л + 7)

17) £
2 Я

Çalışma 5. Sıralarm yığılan, mütləq yığılan və ya dağılan 
olmasmı araşdırın.

0 0  *

d  ' Е м Г , т — rr,w==1 ln(n + l )

з) Z ( - ı r £ .
/?=1

2)
n=l Л/И

4 )  Z H ) " “ .
и=1 ^
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5) У (  ı r  2 п ~ Х 6) У ____  ̂ V-- -------
«=1

0 °  /  1  \ И + 1  д а  77-

, n l n l n  л = 1  6 иЯ=1

1 t m v H )
я+1

п\9) £ ( - ! ) * « -  10) £
п=1 п И=1

00 ( 14й 1 1 * 1
» )  Z  ( )- Т -»  1 2 )Е ( -1 Г ’ Л

и=2(и + 1)1п w ”=|

Г - 1 /  1лч V f _ 2  ‘

13) 14) £ ,  .  “ wfw +  з ;  н=о V 5

оо /  00 1

1 5 ) Е | - | 1  • 16) к - 1)"*1^
w=0v н=1 2 « - 1

Çalışma 6. Funksional sıralann yığılma oblastmı tə’yin edin.
со w 0 0  fl 1 ft со

« Z - f i - -  2> 3> I

<\П—к n 00 1
,  ± з) у ___ İ___

—^п + уЈп’ £?2 W + 1 ' ^ « ( x  + l)" ’

.. 1 . X . . ^ c o s n x  ^  nx
4) 2 > s ı n - ,  5) 2 , - 2 - »  6) L ~ ^

1ы п n ~ ı  n e
»  л  to  (  П Л  00 1 , v »

7) Е т ^ Ч г -  8) Y , r r V ’ 9)1 -  x ^ ( x  + n) „=, 1 -  x
00 1 00 00 2

1 0 ) S ^ 7 S ’ U ) Z ? ’ 1 2 ) 2 > ' ’и=1 flyfl I X) n~\ % n=1
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, „  £ İ S »  ,4 )  15)
П- 1 W /2=1 Я л=| /2
QO П со 1

'б) Ё 4 = .  >7> Т . — ■
„ t j n  s i « '

Çalışma 7. Funksional sıraların verilən intervalda müntəzom 
yığılan olduğunu isbat edin.

| ) Х - ^ г т , о < ^ < « . ,  v ± ± , f c F . - l Sx zx
n=\ x n-\ 2

00 00 /_1 \ /7~İ
Ч ]5Гх2е _,!Х, 0 < x < qo, 4) -------т = ,  0 < x < qo,

п- 1 и=1 X ~f V VI
00 / 1\Я-1 -Vй 00 / \ 1

S ) f ------- г— ,-GO<JC<CO, 6) У"—ј= ( хЛ ^ X £  2,
S f O + * J)" ' £ , Л 7 '  2

7 ) Ё ^ . - 2 £ x < 2, 8 ) £ ( - 1 ) " - ^ — , O ä * S l ,
5 я - 6

9 ) £ - y - ^ — 5 - , - o o < x < o o ,  1 0 ) у  ..^5. T >- o o < x < o o ,
1Г\П +x~  £ f l  + n x

, , .  ^  sin nx
1 1 ) У — -  , 0  <  x  <  2 л ,

7$  П

I 2 ) J >
'  x 2 л 

1+ *
n - 2 v и1п2«у

- 2 < x < 2,

^  sinx sin га: * (_i)"
13) > — 7 ? О < х  < оо, 14) X   , 0 < х < о о ,

й=1 -\jn + X я=1 X + W

. 5 ) Z < ^ , - 1 S X S 0, 16) İ 4 , - 3 ^ , 3 ,
4я и!

(x + l)s in 2 их
, - з ь х ^ и .
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Çalışma 8. Funksional sıralarm cəmini tapın.

00 x n
1 ) S — ■ 2 ) ' £ ( n + l ) x " ,

и=1 и и=1
oo у х п +1 п+1 оо

3) y i - J .  f 4) Y ( n  + l ) ( n  + 2 ) x n ,
и=1 " и=1

GO oo _ 2 w + l
Зи-1 /г\ v 1 х

i7) Е
ж  4 /v-3

5 ) Е 3гах" ’ 6 ) 1 2 и + г
и=1 «=> 2« +1
оо 4и—1 сю

п=\ 1 п-\
00 00

9) J ^ ( - l ) n+2(3n + i ) x n , 10) ^ - п ( п  + \ ) х п- 1,
п- 0 п=1

0 0  оо 2/3+1

~  2п(2п +1)

® / 1 1Й v2«+l 00
13> I — ■ , ■ 14) Е ^ - И У ,л 2и +1 ^«=0 и=0

о о  1 оо /

15) У — '-х п+\  16) y v ‘i -  — ,
~ ( п ( п  + 1) Й  и(и + 1)

^  4и - 3

Çalışma 9. Funksiyaları Makloren sırasma ayırrn və alınan 
sıramn yığılma mtervallarım tapır.

0  y  = ~ ( e x +e~x)  2) y  = x 2ex,

3)}» =  e J sinx, 4 ) y  = cos2 jf,
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•X3 ,

'Ј) >' = e x !n(l + x),

11) у  = (1 + x)arctgx, 

c o s x
1 *)y = - ,1 +  x

15 ) y  = xe~x\
, 1 +  x

\ l ) y  = In
1 - x

6) у  = xln(l + x),

v 2

iO)_y = ln(x + л/тГ + X2 ),

1 + x 

Щ у  =  Г ,

16)у  = sin2 x,

Wiimimovi həllər

I) To’rifden istifadə edərək
1 1 1

. _]-------------------J— ----------------  ̂ - f - .
]

+ .

1-3 3-5  5 -7  (2 n - l ) ( 2 n  + l)
Hiranm yığxlan olmasmı tədqiq edin və onun cəmini tapm.
Il.i1/i: Burada 

a
1 I f  1

(2 и - 1 )(2 и +  1 ) 2  v.2 n - l  2n + l f

n  л n

k=l 2 T̂T|V. — 1 2k +1

^ 1 1 1 1 1  1I —  + ------------- + —  . . . +
 1 _ "
2 « - l  2 n + 1;

1 -
v 2n +1 j
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S  = lim Sn = lim —
«->00 Л—>00 2

1 -
1

2и + 1
1 1 , .  1 

l im
1

2 2 -̂*00 2и + 1 2
1

Deməli, verilən sıra yığılır və cemi S = — olur.
2

^  1 2  3 n2) -  + — + -  + + --------
2 5 8 З и - 1

Həlli:

+ ... sırasını tədqiq edin.

lim а -  lim —- — = lim —Ц - = — Ф 0.
со w -» e о З я - 1  Л -> о °   ̂ 1 3

п
olduğundan sıra dağılandır.

1 4  9 n2
3) — Ч----- f-—- + sırasmın yığılan olmasım todqiq

3 3 9 27 3"
edin.

Hdtti: Burada
n

~ y ,  ’ И̂+1
( » + 1 ) 2 . fln+1 (Я+1)2 3" 1

>и+1

/ = lim —̂  = lim —
« ~ > o °  Q  « - * 00 3

ı + i
V «У

,n+1 1 + i

lim
/?->oo

ч\2
1 + -

= - 1 1 + lim
1

<1,
n'

olduğundan sıra yığılandır.
2 22 23 2 "

4) —4-------1------ К..Ч-------Һ... sırasmm yığılan olmasım tədqıq
1 2  3 n

edin.

Halli: Burada
2 ” >л+1 a \Л+1

пл. 1 П п



/ = l i m ^  =  l im 2—  = 2 > 1 ,
«->00 Q «->00 ft -f- 1

lıığundan sıra dağılandır.
/  \ «( П \

+ ... sırasınm yığılan
1 f 2 l 2

2 (  n \
-  + — + - + . .+  ----- -
3 {2 n  + l j
olmasını tədqiq edin. 

IİJİli: Burada

a„ =
/  V'И 1 г— и

2п + \ )  v " 2и + 1
1 1

I -  lim = lim  П  = lim -——  = — < 1,
«->co «->oo 2л + 1 n -> ®  j 2

2 H—  
n

oldıığundan sıra yığılandır.
1 1 1

(i) 1 H—-— f- —— Һ ... 4-------H... (1)
2“ 3“ na ’

irasinm yığılan olmasmi tədqiq edin.
1

ll.flli: f  (x) = —— qobul etsək bu sirani

/(1 )  + / ( 2 )  + / ( 3 )  +.. . + / ( n )  +.. .  (2)
•tiklinde yazmaq olar. Koşinin inteqral əlamətine görə (2) sırası və

оо CO j

Jf ( x ) d x = j - ~  (3)
i I х

(|cyri-məxsusi inteqralı eyni zamanda yığılan və ya dağılan olar. 
Mu’lumdur ki, (3) qeyri-məxsusi inteqrah a  > 1 olduqda yığılan, 
a  ■ 1 olduqda isə dağılandır. Onda (1) sırası a  > 1 olduqda yığılan, 
I r ■ 1 olduqda isə dağılan olar. a  = 1 olduqda harmonik sira adlanan

1 1 1 1I -j {----^ -----f-...
2 3 n
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sırasımn ümumi heddinin limitinin sıfıra berabər lim — = 0 olma-
П->оо j q

sma baxmayaraq dağılandır.

7) 1 —— + —— ... + (—l) ”-1 — + sırasmm yığılan olmasmı tədqiq
2 3 n

edin.

Halli:

1 > — > — > — >.. .və lim a„ =  lim — = 0 olduğundan Leybnis əla-
2 3 4 л_м° n

mətinə görə sıra yığılandır.

1 1 1  - I  1
8) 1 f  —  — + ...+ (—1)” 1 — +. . .  sırasmın yığılan olma-

2 2 2 2 
sını tedqiq edin.

Həlli: Bu sıranın hodlorinin mütləq qiymetindən düzələn
, 1 1  1
1 н 1— — +... н— —г + . . .

2 2 2

sıra ortaq vuruğu q = -  < 1 olan həndəsi silsilə olduğundan
2

yığılandır. Onda verilmiş sıra mütləq yığdan olar.

9) 1 -  — + — + (-1)"”1 — + ...sırası mütləq yığılan deyildir.
2 3 n

Çünki, bu sıranm hədlərinin mütləq qiymətindən düzələn 
, 1 1  1

2 3 n
harmonik sıra dağılandır. Onda verilmiş sıra şərti yığılan olar.

x 2 x 3 x ”
10)x + —j- + — +.. .  + —  + .. .sırasmın yığılma oblastmı təyin edin.
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Ilılli: Burada

L  f  (x) = * /»+}(*).Jп\лЈ 2 ’ Јп+\\л/ / ,ч2 ’ /• / Ч
И (« + 1> /»(*)

ХИ+1-»2
х" •(« + !) ^« + 1

п \

I = lim Ли О)
/„ (* )

lim
«

п + 1
х lim = Ы < 1.

< )iH'la |х| < 1 və уа — 1 < х < 1 oblastmda sıra yığılar. Məlumdur ki, 

\ ±1 nöqtələrində alınan

2 У  nl 2 3" « ‘
и alar yığılandır. Deməli, sıra — 1 < x < 1 parçasında mütləq yığılar.

, .  sin x sin 2x sin Зх sin nx
11)  1------—  н-----  — Һ... н  — t-... sırası butun ədəd oxun-

I 2 З2 « 2
da müntəzəm yığılır. Doğurdan da, x-in bütün qiymətlərində

sm nx
n

< \ ,  « =  1,2,. 
«

borabərsizliyi ödənildiyinden
1 1 1 11 н r-H — + ..H--- —+ ...

2 З2 « 2
sırası verilmiş sıranm majorantıdır. Bu sıra yığılan olduğundan 
Vcyerştras əlamətinə görə verilmiş sıra bütün ədəd oxunda 
müntəzəm yığılar.

2 3
X  X  X

12) i 1----------Һ... + -
10 200 3000

tap ın .
«•10

-  + ...sırasmm yığılma intervalını
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НэШ:  B urada

а„ =
1

п - 10" ’
а

1
л+1 (« + 1)10и+1

а (« + l) -10n+1 _  10 и + 1п
а

R = lim

я+1
а

п - 10"

а л+1

lim 10
и + 1

п

л  +1
=  lO lim  ——  =  10,

«-> ОО 72

olduğundan  sıra  ( - 1 0 ,1 0 )  in tervalm da yığ ılar. M əlu m d u r ki, 

jc =  ± 1 0  n ö q tə lə rin d ə  alınan

, 1 1  1 , 1 1  /  1 I _ı------ j— -----h .. .v ə  — 1 н— *-------------+  1) — ь ...
2  3 /7 2  3 п

sıralarından birincisi dağ ılır, ikincisi isə  y ığ ılır. D em əli, sıra 
- 1 0 < x < 1 0  a ra lığ ın d ay ığ ıla r.

13) ln l ,0 4  q iym etin i 0,0001 dəq iq lik lə  hesablaym .

H əlli: ln ( l  +  x )  funksiyasm m  ayrıhşından  is tifad ə  ed ə rək  alarıq:

, 1 W ,  а Алл A A , 0 ,0 4 2 0 ,0 4 3 0 ,0 4 4
ln  1,04 =  ln (1 +  0 ,0 4 )  =  0 ,0 4 -------------+  ------ ---------------- + . . .  =

2 3 4

=  0 ,0 4  -  0 ,0 0 0 8  +  0 ,0 0 0 0 2 1  -  0 ,0 0 0 0 0 0 6 4  + . . .  

ln  1 ,0 4 «  0 ,0 3 9 2 .

14) / ( x )  =  |x| funksiyasm ı [ -Л ,ж \  parçasında F urye  sırasına 

ay m n .
H əlli: B u  funksiya [ ~ л , л ]  parçasm da h issə -h issə  m onoton  və 
m əhduddur. Funksiya cüt olduğundan

bn -  0, n = 1,2,...

1 *n . 2 % 2 x 2
* = - j * f c = ~ T л
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ön = — fU| cos nxdx = — fx cos nxdx =тг  ̂ rr "

2 -((-!)*- ı )=
л  ■

sin их cos nx Лx  + —
n Jn n  Л

: {0, n cüt olduqda,
4

п 2л,
n tək olduqda}.

IH u lik lo .
Л  Л

J ~ ~ 4
cosx  cos3x cos5x

V 1
• + .

imiNini alariq. Bu sıra bütün ədəd oxunda yığılır ve onun comi 
vcrilmiş funksiyaya bərabərdir. Bu bərabərlikdə x = 0 yazsaq 
tilimq:

л 2 , 1 1
—— — l ч— — ч— — + . . .

8 32 5

IS)./(x) = xfunksiyasmi [-1,1] parçasmda Furye sirasma ayirm. 
I/jIU: I = 1 və funksiya tək olduğundan

a „ =  0, n = 0,1,2,...

1 ' 1 
bn = -  Jxsin nnxdx = 2 Jxsin nnxdx =

n = 1,2,...

2xcos плх
П Л

4 - 1 ) ”*' — :
ПЛ

Mcloliklo,
sin m  sin 2 лх sin Зях

- + • -1 < x < l
л-v 1 2 3

siiasim alanq. / ( x )  = x funksiyasi kəsilmoz və hissə-hisso hamar 
lımksiya olduğundan bu sıra yığılır və onun cəmi verilmiş funksiyaya

Imrabordir. Bu bərabəriikdə x = — yazsaq alanq:
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л  Л 1 1 1— = 1 - -  +  + ...
4 3 5 7

16) Çalışma 1-in 2-ci misalmm həlli.

2
lim a „ =  lim lim n

и и
О

= 0 olduğundan sıra yığılandır. 
4 + 0 + 0

17) Çalışma 1-in 9-cu misalmın həlli.

5 - л , .  "2 -  0lim a n = lim .....
П—>ao n—»00 4« — 3 n~>°° 4 __  4 —U

= 0

и
olduğundan sıra yığılandır.

18) Çalışma 2-nin 4-cü misalımn həlli. Burada 
2и + 1 1 1

a n 2« z f «  + ı ; 2 я 2 f « + ı ; 2
и n

~ У , а к =
Аг=1 Jfc=lV

1

J \  1_

U  22
Onda

+
J  1_

V22 З2
+ . . . +

1 1

S = lim S n = lim
П—>00 «-> 00 (л  + 1 /

fw + 1 /

= 1 -  lim

= 1

1

1

('n + l,)2 ' 

= 1.
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1
a n = arctg—

2 n 1
1 1 1

S n = Z ak arctS  2 = arCtg ö  + ö  + • ■ •+
*=1 /Ы 2« 2 8

1 2 1 1
1 urctg — т г  = ш г/g— + arc/g —  + ... + arc/g — — =

2/7 3 1 8  2n
( )ııda

fl Ж
S  = lim S n -  lim arctg  = arctgl ~ —

«—>oo я —> oo /7 +  1 4

'<>) Çalışma 3-ün 4-cü misalının həlli.

I'») Çalışma 2-nin 10-cu misalının həlli. Burada

n
arctg  -

2 n1 n + 1

lim a„ = lim
» > 0 0 /?->00

\ + П' 

\ + П~

I \2
• l i r n

И<-00

1 i f

/73  + «

1 + 1

"Idıığundan sıra yığlandır.
' I) Çalışma 3-ün 9-cu misalmm həlli.

V n '

/ Q\2
=  0 .

lim yjan = lim
II >«.1 n — > 0 0  \

П
2/7 + 1

Idıığundan sıra yığılandır.

\ П 1 n I
l i m  = lim

П—>00 2/7 + 1 w—>oo 2 + L 2
I < ı

/7

(,’alışma 4-ün 4-cü misalınm həlli. 
Ilurada

a„ = -
n!
1«

f w + ı ; i
-,«+1

/ /■ ö«+l /• (n  + l) ! ‘2 n /7+1/ h m  - lım - ---------- —  = Һ т --------= oo
/7 ->oo a„ /7—>00 n!-2 и~>оо 2

oldıığundan sıra dağılandır.
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23) Çahşma 4-ün 11-ci misalmm həlli. Burada

a r
ү10« + 5

l = lim щап — lim
и —> qo П—>00 lO/t + 5

\n
lim

И - >  00 10n + 5
1 1

lim - — = —  <1 olduğundan sıra yığılandır. 
h->oojq+ 5 10

n
24) Çahşma 5-in 5-ci misalmm həlli. Buradan 

2/7-1  2
~  зи з з ,и=1 «=1

1 1 1 /• 1 п1> — > — >.. . və lım — =  0
2 3 п—>ао П

00 . ,
olduğundan Leybnis elamətinə görə У - ----------  sırası yığılır.

Lakin bu sıranın hədlərinin mütiəq qiymətlərindən düzələn

\П+1w  J  w  /  j  U f T J

harmonik sıra У — dağılan olduğun У  —  sırası və uyğun
, n , nn- 1 л=1

olaraqda verilən sıra şərti yığılan olar.

25) Çaiışma 5-in 12-ci misalmın həlli. Burada

1 1 1 r  1 n1 > — > — > və lım —  = 0
4 9 n->oo n

olduğundan Leybnis əlamətinə görə sıra yığılır,
00 ^

У  -—— sırası yığılan olduğuna görə verilən sıra mütləq yığılar.
S 3  Я2
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’<>) Çalışma 6-mn 3-cü misalınm həlli. Burada 

f n ( x ) = ------ l— Z:Jn+\ (  x )

l = lim
n->00

n(x  + \ ) n 

fn+\ ( X)
f n ( X)

1

= lim
«—>00

(n + \ ) ( x  + \)

п(х + \ ) n

n+1

lim
n

( n + l ) ( x  + l )

1 < ı

п+1

|jc + 1| и—>oo n +1 |x + 1|
olıluğundan alarıq ki, (-со,—2)^j(0,<x>) oblastında sıra yığılar.

21) Çalışma 6-nm 11-ci misalının həlli. Burada

f n ( x )  = ~ Ј п л \ ( х)  = 
x x

l = lim
«->00

lim
И - >  00

x 'Y w + i; 1

х"+1-и |x|
lim

n + 1
X n —>oo 77

I
< 1, olduğundan jxl > 1 oblastmda sıra yığılar.

28) Çalışma 7-nin 6-ci misalmm həlli. Asanliqla tapmaq olar ki,

S up ( x n + x ~ n )  = 2 n + — < 2 n+\ - < \ x \ < 2
" /M '  2 й ' 2

oo 2

I )ıılaınber əlamətinə görə У  ~ j = 2 n+ sırası yığılan olduğundan,
n=W "' 

vn ilon sıra müntəzəm yığılar.

24) Çalışma 7-nin 10-cu misalmm helli.

Siip\fn(x)\ = Sup nx 1 1 1
1 + n 5x 2 3 ' П

2 w 2
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00 J
У — -  sırası yığılan olduğundan Veyerştras əlamətinə görə

verilən sıra müntəzəm yığılar.

30) Çalışma 7-nin 12-ci misalmm holli.

0 <ln 1+ x
Y nln2 n j

X2 4< _  <■ 4
2 —  2 nln n nln n

00 4  sırası yığxlan olduğundan Veyerştras əlamətinə görə
„_2 n ln n
verilən sıra müntəzəm yığılar.

31) Çalışma 8-in 1-ci misalmm həlli. Sıramn hədləri kəsilməzdir,
00

onun hədlərinin törəmələrindən düzələn x ”' 1 sıra (-1,1)
n- 1

1
oblastmda müntozən yığühr və cəm i ө bərabərdır.

1 -  x

00 x n

1 nn - 1
№  = S

п=1
sırasım hədbə-həd difercnsiallayaq

Д  -ı 1 
f ’( х ј  =  У х ,! = ------- . Buradan alariq:

rüİ 1 -  *

dl

n= 1
x

f / Y =/ Гx)  - f ( 0 ) =  j — = - ln (  1 -  və ya
• - 1 - f
о 0

00 x n
У  —  = - /w ( l - x ) , - \  < x < 1 

, и
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I ’) (,'alışma 8-in З-cü misalmm holli.

l.ılumdur ki, У  { - \ ) пx n sirasi (-1,1) oblastmda müntəzəm yığılır
n -0

V D
00I

I x
' У ( —\ ) пх п . Bu siram (0,x) parçasında inteqrallasaq alariq:
n~ 0

vəya1 + 1 n=00

00 X

00

ln(\ + x )  = \ ) n+X — ,-1  < X < 1
n- 1 n

I ') (,'ahşma 9-un 4-cü misalmm həlli. cosx funksiyasmm Makleron
NintKlfll

2 4 6X X X
I I)Л X = 1 -  —  + — ----------1- .. .,-00 < X < 00 özünü özünə hədbə-

21 4 / 6/
I it к! vursaq alanq

cos x = cosxcosx =

\ 2

2 4 6 vj X X X
~ ^ Г + ^ Г ~  бГ + ‘ "V У

X 2  ^ x 4 x 6 +
2Г  +  _4! бГ +  "*/

* 2 x  2 л:l - x  +■--------— x + ...,(—oo oo).
3 45

I J) Çalışma 9-un 8-ci misalmm holli.
2 3

X X  X
e ' 1 + — + ̂ j  +  ̂ j-  + -",(—co,c° )  ayrılışmda x-1, x2 ilə əvəz



35) Çalışma 9-un 14-cü misalmm holli 
2 3X Xe x = 1 + x + -—- + —  + .. . /-oo,oo J aynhşında x-i xln2 əvəz etsək 

2/ 3/
alariq.

-V , , » x 2 In2 2 x3 /k3 2 .2 = 1 + x • /и 2 + — — — + - ------—  + .../-00 ,00 ,).
21 3/

XI F Ə S İ L  

Çoxqat inteqrallar 

Çalışma 1. İnteqrallama sırasını dəyişin.
2 2 - х

1) \ f ( x , y ) d y ,

4

1 1 
3) jVx j f ( x , y ) d y ,

0 l - x 2

1 x 2

5) jdx  J / (x, y)dy,
0 0
1 i

7) Ј<& Ј/(х, јОФ,
0 0
zr sin x

9 )  Jffe j / ( x , j / ) t f y ,
о 0 
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e lnx 
2) Jt/x Ј Д х. јОФ,

1 0

1 ı+V^y
4) Ј ф  J /(x ,j)a fr ,

0 2-ЈИ
2 - j^ x -x 2

6) Jdfc j jf{x ,y)dy ,
О л:

1 4 \ - x 2

8 )  J V x  Ј / ( х , Ј ) ф ,

o (1-jf)2 
1 2 -v

10) Jdy j / ( x ,  y)dx,
О V



I 4 у  2 6 - х

11) \dy \ f ( x , y ) d x ,  12) Jdx j f ( x , y ) d y ,
0  У  0 2*

3 3 -.v  I у

13) j dy  f / ( x , y ) d x ,  14) fdy  j f ( x , y ) d x ,
0 0 0 0
1 У 1 \[у

IS) \ d y  j f ( x>y)dx, 16) fd y  j f ( x , y ) d x ,

0 4 у 0 y

17) fdx  Ј / (x ,y)dy.
I 0

<. 'alışma 2. İkiqat inteqrallari hesablaym.

•x2I) f] ~ d x d y ,  D ( \ < x < 2 , \ < y <  2),
D У

.’ ) Јјд/х + ydxdy,  D(0 < x < 1,0 < у  < 1),
I)

X*
') ff— j-dxdy, £ > (0 < х < 1 ,0 < ^ < 1 ) ,

V ' + y

I) jjxsin (x  + y)dxdy,  D (0 < x < тг,0 < у  < —),
I) 2

S * \ f * 2ye**dxdy, D (0 < x <  1,0 < у  < 2),
I)

(>) JJsin2 xsin 2 ydxdy , D (0 < x < /г,0 < у < я \
I)

I) JJ>+smy cos ydxdy, D ( 0 < x < 7 T , 0 < y < - ) ,
/>
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8) JJy cos xydxdy, Z)(— < у  < л г,1 < x < 2),
D 2

9) J J , sin 2xydxdy, D(— < у  < it, 2 < x  < 3),
D  ^

10) jjx^fydxdy, D (0 < x < 1,0 < у  < 1),
D

11) \ \7 ^ T , D ( l < x < 2 , 3 < y < 4 ) ,
о  ( x - y )

12) Jf-yjx - y d x d y ,  D ( 2 < x < 3,0 < у  < 2),
D

13) ЈЈ*У(х - y)dxdy, D (0 < x < 2 ,0  < у  < 3),
D

14) JJ8y e ^ d x d y ,  £>(- < x < - , l n 3 < у  < ln 4), 
d  4 2

15) D Q < x < A M y < 2 ) ,
Р \X  4- у )

16) JJxydxdy, D (0 < x < 1,0 < у  < 2),
D

17) JJex*ydxdy, D(0 < x < 1,0 < у  < 1).
D

Çalışma 3. İkiqat inteqral lari hesablaym.

1) ffxdxdy, D (y  -  x 3 ,x  + у  = 2 ,x  = 0),
D

2) JJx2^ - x)dxdy, D (y  = x 2 ,x  — y 2),
D

3) \ \ x 2y 3dxdy, D (y  = 0 ,y  = \ - x 2),
D
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ft)

7)

К)

‘>)

10)

5)

1 2 )

13)

14)

13)

I ft)

17)

У2 sin — dxdy, D(x = 0 , y  = 4 л ,  у  = ~) ,  

dxdy, D (y  = 2 - x , y 2 = 4x + 4),

(x 2 + y)dxdy,  D ( y 2 = x , y  = x 2),

у 2 cos xydxdy, D (x  =  0 , y  = 4 л ,  у  -  x),

2
'x + y)dxdy, D ( y  - x , y ~ x  ),

xydxdy, D(xy = l ,x  + у  =  - |), 

xydxdy, D(4x2 + y 2 < 4),

(x -  у  +1 )dxdy, D(0 < x < I, у  = x , y  = 2x),

v3
-r 2 dxdy, D(x  = 0 ,J  = x , y  = - 2 , ,  = 4),
x 2 + /

xydxdy, Z)(x = 0, x = 2, x 2 = y),

2 2 4 /— 2x j  dxdy, D ( x - \ , y  ~ л ј х , у  ~ x ),

3 3 /— 224x dxdy, D ( x  = l , y  = \ / x , y  = x ),

X

e ydxdy, D(x = 0, у  = 1, у 2 = x), 

б/хф, D (x = 2 , ј  = x,xy = 1).
X 2

у

J93



1) jjjjc 2dxdydz ,V (x2 + y 2 + z 2) < R 2),
V

2) fffxydxdydz, V(z = xy, x + у  = 1, z > 0),
V

3) Ј јју  cos(z + x)dxdydz, V (y  = y fx ,y  = 0 , z  = 0,x + z  = y ) ,

Çalışma 4. Üçqat inteqralları hesablaym.

4) ЈЈЈд/д:2 + y 2dxdydz, V(x2 + y 2 = z 2, z  =  1),

5) M { ^ + V + ^ dxdydz’ v

( 2  2 2

t  l  2  I X  у

6) fdx  Ј ф  J{4 + z)dz, 7) Jdxfdyfxyzdxdydz,
-1  Х г  0 0 0 0

8) V(x + y  + z  = l ,x  = 0 , y  = 0 ,z  = 0),
- x - y

9) JJJ(*2 + y 2 + z 2)dxdydz, V(3(x2 + y 2) + z 2 = 3),
v

f f f(2x + 3 ,  -  z)dxdydz, V(x = 0, у  =  0, z  = 0, z  = 3,
10) v

x  + у  -  2),

11) fffdxdydz, V(x + у  =  1 ,x  + y  = 2 ,у  = 0 , ,  = 1 , z  = 0,z  = 3),
V

1 J x  2 -2 x  2  2 3 2 3 2 - v

12) f d x f y d y  jcfe, 13) Ј ф  JxcfojVtfe, 14) Jc/x jc/z,
0 0 1-.* 0 fiy-y1 0 0 0 0

15) fffzdxdydz,  F^O < x < -^ ,x  < у  < 2x,0 < z <  лЈ\~х2 -  у 2
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ј 6 ) ГГГ— dxdydz  ̂ = о  л  ^  0, х 4  У 4 1 *  1),
к O  + JK + z + l)

П)

Çahşma 5. Xətlərlə məhdud olan fiqurlarm sahəsini ikiqatt 
ıııtcqrallama üsulu ilə hesablayın.

I) D(x -  0 , ,  = 0 ,x  + у  - 1), 2) D(x = y j l 2 - y 2 ,6x = y 1),

*) D(xy = 4 ,x  + >’ = 5), 4) D (x 2 + y 2 = 12,xVö = у 2),
(  1 1 ^

S)/J)(j; = V x ,j  = 2V x,x  = 4), 6)£> у  = - y [ x , y  = —  ,x  = 16 ,
 ̂ 2  2X у

7) D(x = 4 , - , x + _y = 6), 8) D ( y  -  2 - x , y 2 = 4 x  + 4),

«)) D (3y2 = 25x,5x2 = 9y), 10)£>(x = 4 - / , x  + 2^ = 4),

I I) £>0> = e * , j  = e 2v,x  = 1), 12) D ( y  = 2 Q - x 2, y  =  -8 x ),

\ 3 ) D ( y  = - , y  = - , y  = 2 , y  = 5), 14) D ( y 2 ^ x , y  = 2x),
X X

I S) l ) ( y  = s in x ,y  = cosx ,x  > 0), \ 6 ) D ( y  = x ,j' = 5x,x = 1),
/

17) Z)
Z' 2 2 \4 + W
V«2 у

( nhşma 6. Səthlərlə məhdud olan fiqurlarm həcmini ikiqat 
mlcqrallama üsulu ilə hesablaym.

I) Ҝ(х + >> + 2 = 1, x = 0,_y = 0 ,z  = 0),

’) V(z ~ x 2 + y 2,x  + у  = 1, x = 0 , ,  = 0 ,z  = 0),



7) Ғ (х2 + y 2 = 4 , z  = 2 x \ z  = 0 , x > 0 ) ,

8) V(z = x 2 - y 2, z  = 0 ,x  = 3),

9) V(z =  xy ,y  = y[x,x + y - 2 , y ^ 0 , z  = 0),

10) V (y  - l n x , y  = \n2 x , z  = 0 , y  + z  = 1),

11) V ( x 2 + y 2 = 4 , z  =  x + y  + 10),

12) V ( x 2 + , 2 = 2 x , 2 x - z  -  0 ,4 x - z  = Q),

13) V(x2 + y 2 = 4, z  = xy , z  = 0),

14) V(x2 + y 2 = 9, z  = 5 x , z  = 0),

15) V(z  = x + y  + l , y 2 = x , x  =  l , y  = 0 , z  = 0),

16) V(z  = x 2 + у 2 +1, x = 4, у  = 4),
17) V(z  = x 2 + У%г = 0 ,.у -1 ,.у  = 2x,j> = 6 - x ) .

Çalışma 7. Səthlərlə məhdud olan fiqurların həcmini üçqat 
inteqrallama üsulu ilə hesablaym.
1) V(z  =  4 - y 2, z  = у 2 + 2 , x  - - l , x - 2 ) ,

2) V(3z  =  x 2 + y 2 , x 2 + y 2+ z 2 = 4 ) ,

3) V ( x 2 + y 2 - z 2 = 0 ,z  = 6 - x 2 - y 2 ),

4) V(2z  = x 2 + y 2, z 2 = x 2 + y 2),

5) V(z = x 2 + y 2, z  = x 2 + 2y 2, y  = x , y  = 2x,x = 1),

6) V(z  -  x 2 + y 2, z  = x + y) ,

7) V (2 z  = x 2 + y 2 ,x + z  =  4),
8) V(x + у  + z  = 8, x =  3, у  = 2, x -  0, у  = 0, z  = 0),
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9) V (x2 + y 2 = z 2 ,x + y  = 1 0 z),

10) V(z  = x 2 + y 2, z 2 = xy),

и ) v ( x 2 + y 2 + z 2 = /г 2 л

12) V ( x 2 + y 2 - z  =  l , z  = 0),

13) V (2 z  = x 2 , z  =  0 , y  =  0,3x + 2 y  = 12),
2 2 2

>4) V ( ~ + Z 2" + £ 2 = U  
a b2 с

15) V (x 2 + y 2 + z 2 = 2 , x 2 + y 2 = z ) ,

16) V(z = x 2 + y 2, z  = 2 x 2 + 2 y 2, y  = x 2, y  = x),

17) V(z = J x 2 + y 2 , z  = x 2 + y 2).

( 'alışma 8. Səthin sahəsi.
I) z 2 = x 2 + y 2 səthinin z 2 = 2 у  silindri ilə kəsilən hissəsi- 

nin sahəsini tapm.
>) x 2 = y 2 + z 2 səthinin x 2 + y 2 = 4  silindri daxilində yerlə- 

şon hissəsinin sahosini tapın.
)) x 2 = y 2 + z 2 səthinin x 2 - y 2 -  4 silindri və  у  = - 3 , y  ~ 3 

ınüsteviləri ilə kəsiləıı hissəsinin sahəsini tapm
4) z 2 = 4 x  səthinin y 2 = 4x  silindri və x = 1 müstəvisi ilə 

kosilən hissəsinin sahəsini tapın
5) z - x y  səthinin x 2 + у 2 = 4  silindri ilə kəsilən hissəsinin 

sahəsini tapm
6) x 2 + y 2 + г 2 = 4  səthinin (x 2 + .v2) 2 = 4 (x2 - y 2) səthi ilə 

kəsilən hissəsinin sahəsini tapın.
7) x 2 + y 2 + z 2 = 16  səthinin x 2 + y 2 = 9  silindri ilə kəsilən 

hissosinin sahəsini tapm.
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8) х 2 + у 2 + z 2 = 9  səthinin x 2 + z 2 = 3 silindri ilə kosilon 
hissəsinin sahosini taprn.

9 )  x  =  1 - y 2 - z 2 səthinin у 2 + z 2 = 1  silindri ilə kəsilən his- 
sosinin sahosini tapın.

10) x 2 = 2z səthinin x -  2 y  = 0, у  -  2x, x = 2^2  müstəviləri 
ile kəsilən hissəsinin sahosini tapm.

11) z 2 = 2 x y  səthinin x = 2,у  = 2 ,x  > 0,_y > 0 müstovilori ilo 
kəsilən hissəsinin sahosini tapm.

12) x 2 + y 2 + z 2 = 36 sferası və x 2 + y 2 - 6z  paraboloidi ilo 
məhdud olan fiqurun tam səthini tapm.

13) x 2 + z 2 = 4  səthinin x 2 + y 2 = 4  silindri daxilində yerlə- 
şən hissəsinin sahəsini tapm.

1 4 ) x 2 + > , 2 + z 2 = 9  səthinin z 2 + y 2 = 9  silindri daxilindo 
yerləşən hissəsinin sahosini tapm.

1 5 )z 2 = 2 x y  sothinin x = 0,x = 2 , y  = 0 , y  = 4 müstəviləri ilə 
kəsilon hissosinin sahosini tapm.

16) 2z  = x 2 + у 2 sothinin x 2 + у 2 =1 silindri ilo kosilon hisso­
sinin sahosini tapm.

x 2
17) x 2 + y 2 + z 2 = 4  səthinin ~  + У2 = 1 silindri ilo kosilon 

hissosinin sahosini tapm.

300
Çalışma 9. Parametrdən asılı inteqrallari hesablaym.

1 + a c o s x  dx i t ,  ^  t dx
,\ce\ < 1, 2) J------- - , a > 0 ,

« c o s x  cosx  ' a n
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"j cosax
dx ,a  > 0,

(1 + x 2)2

tlJlnO -2orco sx  + a 2 )dx, - 1  <, a  < 1,

I)
I t

0
/I
’ “ 2 2  or  - x

5) fln(a 2 sin2 x + p 2 sin2 x jtic, 6) J—̂ — ^ - j d x ,
icc X )

/ ) fe HC cos Pxdx,
0

о JC 

r ln (l +  ö x )

8)J-
°°е-0* sin px

dx,

x

f 1 + x
с/х, or > 0, 12) J

10) J
—00

>ln(l + or cosx)

1 -  cos ox
dx,

cosx
d x , - \  < a  < 1,

0 Х л / 1 - Х

<1,

I) i - ^ I £ ^ d x , a > 0 ,  14) fln(l + c o s « s in ^ ) -^ ~ ,
'1 - 2 J S İn X

I) - I l - X 2
16) j- c&c

l + a 2x2
, a  *  0,

17) J
COSOX

I + x 2
dx,a  > 0.

( nlışına 10. Eyler inteqralmdan istifadə edərək aşağıdakı 
m!<4|rallari hesablaym.

dx
I I- x 3

Z
2) Jsin6 x co s4 xdx,
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л
2

0'

3) f  т/tgx xdx, 4) J X- ~ rfx,
0 0 + x

dx 71 r sin5 xdx
5) 6 ) f —

oJ lf r ^  sr, 1 6 ’
1 + — cosx

7) jx 2e ^ dx, 8) Ј **1 * ■ dx,
о 0 1 +  x
oo j , ® a -1  v.y3~l

9) f J L g - ,  10) ------ Л ,
o(l + * )* о ' ^ ( 1 + j:)

7t_

OO j  2 5 3
1П f--------------- , 12) fsin2 x c o s 2 хй&с,

j J ( W V T  ; oJ

“r 4  x V *13) Jx 2e <&, 14) J

00 *  l

15) I  16) Jx2V l - x 2<ix,
0 1 +  X Q

174 "f ^  J,7).WA
N ü m u n ə v i  halfor

1) D(0 < x < 1; 0 < у  < 2) oblastmda

Ј Ј х У ^ ф

inteqralmi hesablaym. 
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Ihllk

j j x 2y 3dxdy = f x 2d x f y 3dy =  —  
d  о о 3

) I )(0 < x < 1, 0 <  у  < x) oblastinda

У

J |(x2 + y 2)dxdy

= i 16
3  4 .  3 '

Inteqralmi hesablaym. 
11 Mi .

1 л-

JJ(x2 + у 2 )Јхф  = jäfx J(x2 + у 2 )dy -
о 0

- I
1 /  3 \2 У x у  + —

3
dx

3 4

о v 

3'

dx

\) I) = ( л 2 < x2 + у 2 < Акг) oblastinda

JJsin д/х2 + у 2 dxdy
D

mlcqrahni hesablaym.
H M :

x = pcos(p, y  = psmq> 
polyar koordinatlara keçsək alanq:

7 .Л  2 Ж__________ _  2ж  2ж  2 л

f W  х 2 + у 2dxdy = fd<p jp s in  pdp  =2л  J/?sin pdp
0 n

2u
2 k \ -  p c o s p f *  + Jcosp d p  = - 6 k 2 + 2 ; r s i n  p ^ *  -  - 6 k 2.

V It )

I) у  = x 2 parabolası və у  - 1 düz xətti ilə əhatə olunmuş D  
liqurunun sahəsini hesablaym.
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Haiti:
1 Ју

S = ffdxdy  = 2 fdy  fdx = 2 f y f y d
о 0

^ = - r 1-

5) x = 0 ,у  = 0 ,x  + у  + z  -  l , z  — ö müsteviləri ilo əhatə olunmuş 
fiqurun həcmini hesablaym.

Haiti:
1 l -x

V = y ) dxdy  = JJa -  * -  y ) dxdy  = fdx  Ј(1 — x — y)dy  =
D D 0 0

(1 ~ x ) y - У

0 V

1-*
dx ■ f ( \ - x ) 2 dx = —

б'

6) x = 1 -  y 2 -  z 2 paraboloidindən у 2 + z 1 =1 silindri ilə kəsil- 
miş səthin hissesinin sahəsini hesablaym.

Haiti: İnteqrallama oblastı у 2 + z 2 =1 çevrəsidir. 
х' -  —2y,  x'z — - 2 z olduğundan

S  = f f 4  + (x’y )2 +(x'z ) 2dydz = f f 4  + 4 y 2 + z 2)d y d z .
D D

Burada у  = p c o s ç , z  = psin  (p polyar koordirıatlara keçsək alanq:
1 2 п -j 2 к

S  = f p j 1 + A p 2d p  fdcp = —  Ј(1 + 4p 2)
л  л  А л

d(p =

5 л /5  — 1 2if  , 5 л / 5 - 1
= -----— - к .

12

7) у  = х 2 vo _у2 = х parabolaları ilo əhato olunmuş bircinsli 
lövhənin ağırlıq morkəzinin koordinatlarım tapın.
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Il.ılli:
1 -Jx

m — JJdxdy = Jdx fdy  = |(V x - x 2^lx
0 x

-X*
1 з 1 = i

0 3 '
1 -Jx

M y = ffxdxdy  = Jxdx jd y  = Јх x^ - x 2
1 (  ı

dx

2
5

=  - x 2
] 1 = 2 _ l ^ J _  

0 ~ 5 4 ~ 20

ı  \  л  J

M x = jj'ydxdy = Jx ä  ј у ф  = — Jx(x -  x4 }/x =

< )ıala

V _ £ i l
1

1 f i n

I  2 " 5 j ~  20 < 2 ~

_3_
20'

3 1 9

Уо =

H r M i k l ə ,

olıır.
I I 2

m 20 3 20

Ч*— _ L . 1 _  JL
m ~ 20 ' 3 ~ 20 ’

9
=  .Vo 20

к) [</v | ф  J(4 + z)dz inteqralmi hesablaym.
I jc2 о
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Həlli:
I 1 2 1 1
fdx fdy  J(4 + z)dz  = fdx fdy

(4 - fz )2

-1 *2 0 
1

О хг

1 i

= 10 jdx: fdy  =
-) г-

= 10 J ( l - x 2)c/x = 10 x -
з Л 20 20 , . 1  

—  + — - = 1 3 - .  
3 3 3

9 )x 2 + у 2 + z 2 < 1 kürəsi üzrə götürülmüş

f f f x 2d x d y d z
v

inteqralmi hesablaym.
Haiti: Sferik koordinatlara

x = p s m 6 c o s ( p , y  = psm G sm cp ,z  = pcosG,0  < p <  1,
0 < (p < 2л,  0 < Ө < я  keçsək alariq: 

f f f x 2dxdydz = f f f p 2 sin2 Ө cos2 cp ■ p 2 sin Ө ■ dpdqxif) =
V V

n 2n i
= JJJp4 sin3 0 C O S 2 (pdpdqydd = Jsin3 GdG Jcos2 <pd(pfp*dp =

V 0 0 0

I К In j я 2 ft
= — Jsin3 ӨdG Jcos2 (pd<p = — Jsin3 ƏdO J(l + cos2<p)d<p =

5 0 о о о

1 n (  1 ^ 2;Г я  л
= —  Jsin3 Ө #> + —sin 2<p -dG = — Jsin3 ƏdB =

л V 2 У n

= ^  J(cos2 Ө -  Y)d cosӨ = y^-cos
Я- Я"
0

-cosс
2я  2 я  _  4л-

10) z = х 2 + .y2,z  = 2 (х2 + у 2) paraboloidləri, у  = х 2 silindri və 
,  = х müstəvisi ilə məhdud olan fiqurun həcmini hesablaym.
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Il.ılli: Aydındır ki, bu cismin inteqrallama oblastx 
I (0 < x < 1; jc2 < у  < x, x 2 + у 2 <; z  < 2 (x2 + y 2)) olar. Onda

1 x  2(x2+y2) 1 x

V = j j jdxdydz = jdx  jd y  jd z  = jdx  J(x2 + y 2)dy =

з Л

0 r

6 Л
dx =

4x 4 x
1  * ~ 3

dx
J

1 1 5,1 1 7,ı 1 1  1
-x

0 5 10 21 10 3 5 21 35

11 

Ihlli

\+a

) liın f -e->o J 1
dx
2 2 

+  x  -f а
I a  < l| inteqralmi hesablaym.

a ,  l + a ,
1

1 + x 2 + a 2
' vo a  -nm bütün qiymətlerindo kəsilməzdir. Onda

l + a
Inn f -

II >0 J 1
dx

J——X~2 = arctgx\]() = arctgl
n
~4'

i » l

II.PİIİ

1 xh -  x a
lnx

1dx, a > 0, b > 0 inteqralmi hesablaym.

b a b X - X

lnx
= j x ad a

oHiıııısibotinə əsasən
'•X* - X я

1 ь
f---------- dx = [dx \xad a

J  ] n  y  J J0 Ь х  0 a
I 'iınıq olar. f ( x , a )  = x “ funksiyasi D  = (0 < x < I,a < a  < b) 

ilU/luicaqlismda kəsilməz olduğuna görə, alariq:
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1 b

jdx j x a d a  -  j d a  j x a dx — J
ft x„+ı

О а 

b

а О а  + 1
d a

■ f * L  = h ( a  + l|‘ = h ^ i
] а  + 1 la fl + 1

13) Puasson

e x dx

inteqralmi hesablaym.
НэШ: x = a t , a > 0 , d x  = adt  əvəzləmosini aparsaq

CO

. /  = a  je~a ' dt
о

2
olar. Bu bərabərliyin her terefmi e vurub a-ya  nəzorən O-dan 
со-a qədər inteqrallayaq.

oo со oo
J  = j e a d a  = J 2 = Je~a a d a  dt 

0 0 0
İnteqrallama növbəsini dəyişsək alariq:

J 2 = j d t  j e  (1+/ )a a d a  = J -
{  е ~(\+1г)а2 \

0 0 0 V

1 “г dt 1
oo

71
-  I------7 = —arctg — —
2 о 1 + ^ 2 0 4

2(1 + a 2)
dt  =

və ya

J  = \e-x2dx = ^ - .  
i  2

14) Çalışma 1-in 2-ci misalmm həlli у-in 0-dan 1-ө qədər dəyişəndə 
x-in ev-dən e-yə qəder dəyişməsinə əsasən alanq:
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e  l n x  1 е

ј 'dx j f{ x ,y )d y  = jdy  J / (x, y )d x .
1 0  0 еУ

I *») Çalışma 1-in 5-ci misalmm həlli 
in ()-dan 1-e qədər deyişiləndə x-in т[у -dən 1-ə qəder dəyiş- 

ıııusino esasən alanq:
1 X2 1 1
jdx  j f  (x, у  )dy  = jdy  j f ( x , y ) d x .
0 0 0

I f') (,’al ı şma 2-in 2-ci m isalm m  həlli

1 1    2 1 -  1
[[Vх + ydxdy = jdx  јтЈх + ydy = — \ ( х  + у ) 2 |0dx —
П 0 0 0

I 3 ı  3 5 5

1 , јҮ* + U 2 \ x 2 dx = j z ( x  + 1)2 l]0 - ^ x 2 |q = 
о 0

- ± a J 2 - v .

I /) (,'alışma 2-nin 14-cii misalmm helli. 
1

In 4 2 In 4 J.
ЈЈкy c 4xy dxdy = 8 j y d y  j e 4xy dx = 2 j d y e 4xy \2 . = 2.
/» /иЗ 1 ln3 7



18) Çalışma 3-ün 8-ci misaiınm həlli
1 x 1 f

j j ( x  + y)dxdy  = jdx  J( x  + y ) d y - j  xy + 
D  I

.2 Л
У

1
X

4 Л
dx =

OV

r  3 4 5 ^X X X

dx

\ (  22 X 3 X 
X +  x  —

2 2 2 4 10
OV
19) Çalışma З-ün 12-ci misalmm holli

1
0 20

4 У
У"

2 2 
Ъ х +У

. 2 , 2  
- 2  0 х  + У

dx

f  2 X . у , J  f  2 , ^ 3 ı 4  ^
J у  arctg-  | о Ф  = 7  JJ d y = - ~  у  j_2 = 6 л .

-2 У 12'

20) Çalışma 4-ün 5-ci misalmm həlli
x - a p  sin (p cos Ө,у  = b p  sin (p sin d , z  = c p  cos (p,
0 <<p< л ,0 <Ө  < 2 л
sfetik koordinatlara keçsək alariq:

( . . 2  . 2  2Л к  2я- 1шx y z  + +
Ka b с j

dxdydz = abc jsin<pd(p j d d  j p 4 d p
0 0 0

2?iabc ,o 4 .
 -cos(o = —n a b c .

5 5

2 1) Çalışma 4-ün 6-ci misalmm həlli
1 1 2  1 1 /4 )2
jdx jdy j ( 4 + z)dz = jdx J  — — —  |q dy 

- 1  x 2  о - 1  x 2

I t  i ( ..ъ \
= 10 Jt/x j d y -1 0  JY l-x 2 )dx =10

-1

X" 1 _  40 

- 1 ~  3
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22) Çalışma 5-in 7-ci misalınm holli. х=4у-у2 və х+у=6 xətləri (4,2) 
vo (3,3) nöqtolərində kəsişirlər. Onda

,2
|4 y - y 1 
• 6—V

3 4y - y 1 3

S  = jjjxöfy = Ј ф  Jt/x = jdyx
D 6 - y

ј (~ У 2 + 5 У ~  6 )dy  =
1 3 5 2 r- y  + —y  - 6 у
3 2

3 - }
2 ~ 6

*3) Çalışma 5-in 14-cü misalmm helli. y2- x  və y=2x xətləri (0,0) və 
I \Л
^, — nöqtəlorində kesişirlor. Onda

1  Z  1
2 2 2 ,

S j j d x d y - j d y  j d x  =  J
0 у*

dy
У

 ̂ 2 „ 3 ^ 1
12 
10

У У_
4 3

VD 0 v 2 0

__1 i_ _ j l
16 24 ~  48

24) Çalışma 6-nın 1-ci misahnın həlli.
1 l -x

V = \ \ f ( x , y ) d x d y  = J dx \ ( l  - x -  y ) d y
0 0

1-x _  1 
0 ~~ 20 Ч 7 0

= f(7l ~ x ) y ~ y 2 ̂ j ( l - x ) 2d x - ~ .

' >) (,'alışma 6-nın 4-cü misalmm həlli
6 2л/х

V = [j  f ( x , y ) d x d y  =^dx j ( 6  - x ) d y  =
D 0 V x
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26) Çalışma 7-nin 3-cii misalmm həlli.

6 - х 2 -  у 2 = д/jc2 + у 2 tənliyini у/х2 + у 2 nəzərən həll etsək

■yjx + у 2 - 2  olar. Deməli konus və paraboloid səthləri xoy
2 2müstəvisi üzorində proeksiyası x + y  - 4  çevrəsi olan əyri 

boyunca kəsişirlər. Bu halda inteqrallama oblasti.

V'(x2 + y 2 < 4,-y/x2 + y 2 < z < 6 - x 2 - y 2 ) olar. Cismin
nöqtələri xoz və yoz müstəvilərinə nəzərən simmetrik olmasim 
nəzəre alaraq
V = H Idxdydz diisturunda silindrik koordinatlara keçsək alanq:

V’
n
2 2 6 - p 2 2 .

V = 4 jdcp J p d p  jd z  =2 n  J p{6  -  p 2 -  p ) d p  -  — —.
0 0  p  0

27) Çahşma 7-nin 11-ci misalmm həlli
Kiirə sothinin tənliyi silindrik koordinatlarda p  — R şəkilini ahr. 
Kürənin birinci oktantda olan hissəsinin həcmini hesablayaq.

Ж Ж

V 2 2 R
— = JJ!p 2 sin()dpdOd(p = \d(p js in (MO | p  d p -  
8 V  0 0 0



к  к к
, 3  2ıyj 2, пЗ 2 тт7?3 д

- j si n ( И0  = —— = —  və уа F = —ж/? .
О О о

.’X) Çalışma 8-in 8-ci misalmm həlli. Səthin birinci oktantda olan 
lıissəsinin sahosini hesablayaq.

* - z ' = -, Z y= ^ İ9 - x 2 - y 2 ,z'x У
2 2 X - у

S
8

j j  ф  + (г'х ) 2 + ( z'y)2 dxdy = 3 J}

2 2 x -jy
dxdy

( x 2 + y 2 = 3 ) ( x 2 + y 2 = 3 )

diisturunda polyar koordinatlara keçsək alariq.
It к

:р(1р=-г j / 9  - p 2 J 2 IJpnip 
00 0 y [ 9 - p 2

П

3 ( 3 - у [ б )  j d ç  =  — ( Ъ ~ 4 Ь ) п  vəya S = 1 2 я ( 3 -  у Ј б јл . 
О 2

29) Çalışma 8-in 15-ci misalmm həlli

z = J2xy,z'x = У * ’ - ...Д - .  və inteqrallama oblasti
-Jlxy  ' V2xV

I )(0<x<2,0<y<4) düzbucaqhsı olduğuna görə alariq:

5  = JJdS = j \ y j l  + (z'x) 2 + ( z 'y )2 dxdy =
D

dy
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= _ L f
V2

2 ^ + 2 'У j^ Ä  = 2 V 2 j ( V J + - r
Л  V 3 V  x  .

dx

2 j 2 ^ 4 xx 3 + - V T 0 16.

30) Çalışma 9-un 1-ci misalmm həlli. İnteqralı J(a) ilə işarə edok.
. .  . 1 ,  l + a c o s x  ж j

f ( x , a ) ~  In—  olduqda,
cos x I - a  cos x 2

2ж
olduqda, f a ( x , a ) ~ -f  ( x , a )  — 2 ct,x — ■■■■■ иш1*чио, j ot,\ •"’i**/ ~ о т  

2 I —a  cos x
funksiyalan

D^a\ < 1 - e  < l);0 < x < —)  düzbucaqlısmdakəsilməzdir. Onda

я
2

Ј \ а )  = 2 J-
dx

, 2 2 1 - a  cos x
2 1' 

0

dt ж

1 - a 2 + t 2 VT və ya
a

J ( a ) = ж arcsin a  + с . Buradan £ - > 0 = > J ,(r0^ = 0 = C 
olduğundan alanq: J ( а.) =  ж arcsin a
31) Çalışma 9-un 6-ci misalmm həlli. inteqral a  parametrinə nəzərən 
bütün oxda müntəzəm yığılır. Döğrudan da ixtiyan e>0 ədədi üçün

clo 5 ( e )  — — ədədi tapmaq olar ki, istənilən a >  8 ( e )  ədədi iiçün

00 2  2  • a  - x
,  2 2T2, ( a  + x  )

lim

dx
Ь 2 2a  - x

Ит f
*->oo3 ( а 2 + x )

lim

dx

a

Ь ^ Ъ 2 + a 2 a 2 + a 2
a < — <

a 2 + a 2 a S ( t )
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12) Çalışma 10-un 2-ci misalmm həlli.
/г

Г п 1
sinх cosx dx ~ —Вj о

т + 1 и + 1
düsturunda m=6

yazsaq və

l t (p>q) ,  Г О Т  >/ ү<и+1 ; П
2 2 W U J

(2m)!

m! 2 2 m Г
1

,.г г « + 1 ;  = и / , л
v

: у[л

miinasibətlərindən istifadə etsək alarıq:
л
1 .   . Г
jsin6 x c o s 4 xdx = —B r l  1  

v2 ’ 2
1

/ '
V 2 JUJ

Г ( 6 )

1 1 1 1 ,  1 1  5 //-Г (3  + - ) Г ( 2  + ~ )  = - — ~ Г  
2 Г ( 6 )  2 2 2 5! 2
45
— л  
64

{ 1 Л 4/

2/2

13) Çalışma 10-un 14-cu misalmm həlli.

I yjx2 ,x -  ,dx = —-Jt3dt  əvəz etsək alariq:

və n=4

( - )
kV



XII Ғ Ә S İ L

Ə yrixətli və  sətfa inteqralları

Çalışma 1. Birinci növ əyrixətli inteqralları hesablayııı 
(uzunluq üzrə)

c d$ 1
1) --------, у  = —x -  2 düz xəttini (0,-2) və (4,0) nöqtələri

x - у  2
r

arasmda parça üzrə.

2) jxyds  , təpələri (0,0), (4,0), (4,2) və (0,2) nöqtələrinde olan 

Y
düzbucaqlmın konturu üzrə.

Г 2  "У Ч3) J(x  + у  )  d s , x - a c o s  t, у  = a s inl çevrəsi üzrə.

У

4) j x d s , (0,0) və (1,2) nöqtələrini birləşdirən parça boyunca.

у

5) \<x  - y ) d s ,  (0,0) və  (4,3) nöqtələrini birləşdirən parça
У

boyunca.

6) əyrisinin (3,2л/3) nöqtəsindən

8,— -— nöqtəsinədək olan qövsü üzrə.
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/) ју јх2 + y 2 ds ,x 2 + у 2 = ах çevrəsi üzrə.

Y

К) ЈҮ4л/х-З -Ј у  )d s ,x  = cos3 t , y  = sin3 t,— < t  < n  astroid

r
чvrisi üzrə.

'J) ј(4л1х -  3y[y)ds,  (-1,0) və (0,1) nöqtələrini birləşdirən

Y

pnrça boyunca 

dsС U.S
10) Г :  —, x — 2y  = 4 düz xəttinin (0,-2) və (4,2)

J I 9  9
ЛлЈх2 + y 2

1м'к|1о1өп arasmdakı parçası boyunca.

x 2
11) f —ds.y^  = 2x parabolasmm (1 ,V 2 ) nöqtəsindən (2,2)

У
Y

nAqU)Sİnədək olan qovsü üzrə. 

г ds
12) — — ,_y = x + 2 düz xəttinin (2,4) və (1,3) nöqtələri

J X +  уr
м iisındakı parçası üzrə.

П) [yds, у  -  x 3 əyrisinin (0,0) nöqtəsindən (3,3) nöq-

Y

lusinodək olan qövsü üzrə.
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14) f ; S — —, (0,0) və (1,2) nöqtələrini birləşdirən
; V * 2 V + 4

parça böyunca.

15) j\/x2 + y 2ds, x = a(cost+tsint),y = a(sm-tcos t ) ,0  < t <  2n 

əyrisi üzrə.

16) jxyds ,x  -  0, у  = - , x  -  4, у  -  2 düz xətlərinin əm ələ

Y
gətirdiyi düzbucaqlmm konturu üzrə.

17) jx d s ,y  = x 2 paraboiasınm (2,4) nöqtəsindən (1,1)

Г
nöqtəsinədək olan qovsü üzrə.

Çalışma 2. İkinci növ əyrixətli inteqralları hesablaym 
(koordinatlar üzrə)

1) jYx2 -  у 2 )d x ,y  = x 2 parabolasınm (1,1) nöqtəsindən (2,4)

Г
nöqtəsindək olan qovsü üzrə.

2) j x d y , y  -  x,x  = 2, у  = 0 düz xətlərinin əm ələ gətirdiyi 

r
üçbucağm konturu üzrə (müsbət istiqamətdə).
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Ч ј ( х 2 + у 2 )dy ,x  = 0 , у  = 0,х + у  = 2 düz xətlərinin əm ələ

У

I •->( irdiyi üçbucağm konturu üzrə (müstəb istiqamətdə).

I) jxdy  - y d x , y  = x 3 əyrisinin (0,0) nöqtəsindən (2,8)

Y
mii|təsinədək olan qövsü üzrə.

') j x d y  + ydx,x =  Q,y = 0 ,— + — = 1 diiz xətlərinin əm ələ

У

с.- »1 irdiyi üçbucağın konturu üzrə (müstəb istiqamətdə).
2 2f 9 9 О О X V

<>) \ (x  - y  )dx + (x  + у  )dy ,—  + ~  = l eliips əyrisinin
У a b

musbət istiqaməti üzrə.

C 2  'УI) J4xsin ydx + y c o s  x d y , (0,0 və (3,6) nöqtələrini

У

hirloşdirən parça boyunca.

8) J— x cos ydx  + у  sin xdy , (0,0) və (тг,2л) nöqtələrini

У
bull (şdirən parça boyunca.

'>) jxdx + ydy,  (1,1) və (2,4) nöqtələrini birləşdirən parça

У

boyunca.
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10) j l x d y - 3 y d x ,  təpələri (1,2), (3,1) və (2,5) nöqtələrdə

r
olan üçbucagm konturu üzrə (müsbət istiqamətdə).

11) Jjc2dx + y 2dy, təpələri (0,0), (2,0), (4,4) və (0,4)

nöqtələrinde olan düzbucaqlmm konturu üzrə (müsbət isti- 
qamətdə).

12) j y ( x  -  у  )dx + xdy, у  = 2x2 parabolasınm (0,0) nöqtəsin-

r
dən (1,2) nöqtəsinədək olan qövsü üzrə.

13) J y ( x  -  у  )dx + xdy, y 2 - 4 x  parabolasmm (0,0)

Y

nöqtəsinden (1,2) nöqtəsinədək olan qövsü üzrə.

14) j ( x 2 -  y ) d x , (2,3) və (4,5) nöqtələrini birləşdirən parça

Г
boyunca.

15) j y d y  + xdy ,  təpələri (0,0), (1,0), (1,1) və (0Д)

r
nöqtələrində olan düzbucaqlmın konturu üzrə (müsbət 
istiqamətdə).

16) j ( x 2 -  у )dx  , x=0, y=0, x = l,  y - 2  düz xətlərinin əm ələ 

Y
gətirdiyi düzbucaqlmm konturu üzrə (müsbət istiqamətdə).
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17) [(xy  -  у 2 jc/x + хф,_у -  2x2 parabolasmm (0,0)

7
I n'iqtəsindən (1,2) nbqtəsinədək olan qövsü üzrə.

(,'ulışma 3. Əyrixətli inteqralların köməyi ilə sahələri 
lıcsablayın.

2
9  9  9  X

1) xOy müstəvisi ilə x + y  = R və z  = R + —  səthlər 

arasında yerləşən hisəsinin sahəsini tapm.

2) xOy müstəvisi ilə y 2 = 2 p x  və z = 2 p x - 4 x  
səthlər arasmda yerləşən hisəsinin sahəsini tapm.

3) xOy müstəvisi ilə x 2 + y 2 = R 2 və  2R z - x y  səthlər 
arasında yerləşən hisəsinin sahəsini tapm.

j  4 'X I—
4) xOy müstəvisi ilə у  = — ( x - l )  və z  = 2 - y j x  

səthlər arasmda yerləşən hisəsinin sahəsini tapın.
g

5) xOy müstəvisi ü a y  = ^ 2 p x , z  -  у  və x = — səthlər
9

arasmda yerləşən hisəsinin sahəsini tapın.

6) x 2 + y 2 -  Rz  səthinin x 2 + y 2 + z 2 =  R 2 sferası
daxilində yerləşən hissəsinin sahəsini tapm.

7) x = a c o s t , y  = bsini,0 < t  < 2 л  ellipsin sahəsini tapm.

K) x - a c o s  t , y  = asin 1,0 < t  < 2n  astroidm sahəsini
tapm.

У = х ‘ 
sahəsini tapm.

, y 2 = x , X 2 = >  

sahəsini tapm.

9 2
9) y  = x  , x  = y  ,8xy = l əyriləri ilə əhatə olan fiqurun

7  9
10) у  = x , x  = у  parabolaları ilə əhatə olan fiqurun
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11) ( х 2 + у 2 ) 2 = 2 а 2 ( х 2 - у 2 )  Bernülli leminiskatı ilə
hüdudlanmış fiqurun sahəsini tapın.

12) x = 2 a cos t - a  cos 2t, у  = 2a sin t -  a sin 2t,0 < t  < 2n  
kardioida ilə hüdudlanmış fiqurun sahəsini tapm.

13 ) x - a ( t -  sin t ) , y  =  a (  1 -  cos i ),0 < t < 2 n  tsikloidinin
bir tağınm sahəsini tapm.

14) x 3 + x 2 - y 2 ~ 0 əyrisi ilə əhatə olunmuş fıquruıı 
sahəsini tapm.

15) x 3 + y 3 - a x y  = 0 Dekart yarpağının ilgəyinin sahəsini 
tapm.

16) у 2 = x 2 - x 4 = 0 əyrisi ilə əhatə olunan sahəni tapm.

17) 9у 2 -  4x3 - x 4 əyrisi ilə əhatə olunan sahəni tapm.

Çalışma 4. Tam diferensiallara görə ibtidai funksiyaları tapm. 

1) dz = ( y  + ln(x  +1 )dx + ( x  + \ - e y ) d y ,

' 2__

У ■
2) dz

' \  1 Ч

У
dx + dy

3) dz  = (3x 2y  +1 )dx + ( x 3 - 1  ) d y ?

4) dz
У

dx +
1
x

dy ,

5) dz  = (3x 2y  -  у 3 )dx + ( x 3 -  3 y 2x ) d y .

3 4  2 26) dz = xy(xy  d x + —x у  dy),

7) dz = A(x2 -  y 2 ) ( xdx -  yd y ),

8) dz  = e xy ((I + xy)dx  + x 2dy ),
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dz = (x  + 2 y )d x  + ydy  

(x  + y ) 2
2 210) dz = ( 2 x c o s y - y  sinx)dx + ( 2 y c o s x - x  s in y )d y

11) d. - ( 3 y ~ x >d x + ( У ~  3x) dy
(x  + y ) 3

I ?,) äz = ( x 4 + 4xy ' )dx + ( 6 x 2y 2 -  5y* i d y .

14  . t  . '-A'

14) dz = ( x 2 + 2 x y -  _y2 ) d x + ( x 2 - 2 xy — y 2 ) d y ,
15) c/z = sm fx + _y))dx  + dyЛ

x z + , 2

Oılışma 5. Birinci növ səth inteqrallarını hesablaym (səthin 
ıılıosi üzrə).

I) JJf6x + 4y  + 3zJcfe burada S səthi x+2y+3z=6 müstəvisinin
s

birinci oktantda yerləşmiş hissəsidir.
’) jjxc/.v, burada S səthi x2+y2+z2=R2 sferasının birinci

s
nklantdayerləşmiş hissəsidir.

') \ \ y d s  , burada S səthi z = тјR 2 - x 2 - y 2 yarımsferasıdır.
Ä

4) ЈЈд/i?2 - x 2 - y 2 d s , burada S səthi z = -у/л2 - x 2 - y 2
X

ynrımsferasıdır.
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5) J J x V * .  z  = - J r 2 - x 2 - .у 2 yarımsferasıdır.
5'

6) jjVj; + z + \]а -  x 2 ) d s , burada S səthi z=0, z=h
5

müstəviləri ilə məhdud olan x2+y2=:a2 silindridir.

7) [ f - 2 burada S səthi z=x2+y2 paraboloidinin

s x  + У
x2+y2=R2 silindri ilə kəsilmiş hissəsidir.

8) j jx d s , burada S səthi z  = y j l - x 2 - y 2 yarımsferasıdır.
s

9) j j f x 2 + y 2 ) d s ,  burada S səthi z = l müstəviləri ilə

məhdud olan x2+y2=2z paraboloididir.

10) j j ( x 2y 2 + x 2z 2 + y 2z 2) d s , burada S sethi
s

z  = лјх2 + у 2 konusunun x2+y2 =2x silindri ilə kəsilmiş 
hissəsidir.

11) J jfx 2 + y 2 ) d s , burada S səthi z=0, z = l müstəviləri ilə
s

məhdud olan z2=x2+y2 səthidir.
12) j j x y z d s ,  burada S səthi z=0 və z = l müstəviləri ilə

S

məhdud olan x2+y2 —z  paraboloididir.
13) JjYx cos a  + у  cos fi  + z  cos у  ) d s , burada S səth i

s
x + y + z =  1 müstəvisinin birinci oktantda yerləşmiş hissəsidir.
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14) \ \ z d s ,  burada S səthi x2+y2=2z səthinin z - - J x  2 + y 2
s

•.kithi ilə kəsilmiş hissəsidir.
Гч) ЈјУх + у  + z ) d s , burada S səthi x2+y2+z2=R2 sferasıdır.

S
\

l( Я 1 *4 x  v z
2x + —y  + z d s ,  burada S səthi —+ —+ —= 1

X у  z  
2 2 4

miistəvisinin birinci oktantda yerləşmiş hissəsidir.
17) [ jxyzds ,  burada S səthi x+ y+z=I müstəvisinin birinci

s
oktantda yerləşmiş hissəsidir.

Çalışma 6. İkinci növ səth inteqrallarmı hesablaym 
(koordinatlar üzrə).
I) JJxdydz + ydxdz  + zdxdy , burada x=0, y=0, z=0,  x - l ,  y = l ,

s
I müstəviləri ilə əm ələ gələn kubun müsbət tərəfıdir.

.’) JJ xdydz -f ydxdz  + z d x d y , burada S səthi x2+y2+z2=R2
S

lcrasımn xarici tərəfidir.

') Jj x 2dxdy,  burada S səthi x2+y2+ z2=a2 sferasmın xarici
s

Iwıolldir.
I) jjy d x d y , burada S səthi x=0, y=0, z=0, x+ y + z= l

s
ııııistoviləri ilə əm ələ gələn piramidamn xarici tərəfidir.

**) ј ј ( у 2 + z 2 ) d y d z , burada S səthi yOz müstəviləri ilə
Л'

m, ılulud olan x=a2-y2-z2 paraboloidinin xarici tərəfidir.
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6) JJ2}  d x d y , burada S səthi x2+y2+2z2=2 ellipsoididir. 
s

7) JJfz + 1 ) d x d y , burada S səthi x2+y2+z2=R2 sferasmm xarici 

tərəfidir.
8) I I xdydz  + ydxdz  + zdxdy , burada S səthi x=0, y=0, z=0, 

s

x + y + z= l müstəviləri ilə əm ələ gələıı piramidanın müsbot 
tərəfidir.

2 2
9) d x d y , burada S səthi z=2 müstəvisi ilə z2=x2+y-’ 

s  z

konusunun əm ələ gətirdiyl səthin xarici tərəfidir.
2

10) dxdy burada S səthi x2+ y2+z2=R2 sferanm aşağıdakı
Л'

yarsmın yuxarı tərəfidir.

11) y . x 3dydz + y i dxdz + z^dxdy, burada S səthi x2+y2+z2;=R'’ 
s

sferasmm xarici tərəfidir.

12) |jY x2 + y 2 ) d x d y , burada S səthi x2+y2+z2- a 2 sferasmm 
s

xariei tərəfi4ir.
14) j j x z d v d y , burada S səthi x2+y2+z2= l sferasmm xarici 

tərəfidir.

x 2 2 z 2
15) j j zdxdy  , burada S səthi —  + —  + —  = 1 ellipsoidinin

s

xarici tərəfidir.
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I (>) j j x  у  d xdy , burada S səthi x2+y2+z2=R2 sferasmm
S

r.ağıdakı yarısmm müsbət tərəfidir.
2 2 2

I /) \ \ zdxdy,  burada S səthi —— + + ~  = 1 ellipsoidinin
JVJ ' a 2 b с

nırici tərəfıdir.

Nümıınəvi həllər

I) y2=2x parabolasmm A (l,l)  v;> B(2,2) nöqtələri ilə məhdud AB

f  X
lussosi üzrə I —dl  inteqralmi hesablaym. 

УAB

I lolli:

t S i x . y ’ = -~~>dl  = J l  + ( y ’) 2 dx = J l  + —  = ^ ^ İ A d x  
f ü  V 2x лЈ2х

nlduğuna görə alariq:
2 ,  2

r x .. f x VI + 2x , I f  r— —- , 
ill = \~-==--— = = —dx = — \yll + 2xdx =

hi У \ 4 2 x V2x 2 - 

Л . Һ \  + г х р  |2 = ^ 5 л /5 - З л /з ; .
I 6

’) y=x2 parabolasmm 0(0,0) və A(1,1) nöqtələri ilo mohdud
()Л hissəsi üzro

[Ъх2 ydx  + ( х 3 +1 )dy
О А

inteqralmi hesablaym.
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^3x2ydy  + (x 3 +1 )dy  = j ( 5 x 4 + 2 x)dx  = /x 5 + x 2 )  |q = 2 
O A  0
3) x2+y2=R2 çevrəsi üzrə götüriilmüş (müsbət istiqamətdə)

J  -  <jxy2dy -  x 2ydx

inteqralmi Qrin düsturu ilo hesablaym.
Həlli: Burada

P (  x , y )  = - x 2y , Q (  x , y )  = xy2 , ^  = - x 2 , ^ -  = y 2
дх дх

д О  д Р  2 2- х  + у
дх ду

olduğundan

J  -  <jxy2dy -  х 2ydx -  JJV*2 + y 2 )dxdy  
r  D

yazmaq olar. Burada 
x = p c o s  (p,y = psin<p,Q < ( p < 2 n  
polyar koordinatlara keçsək, alariq:

2 n R 1 2 n r,4
J -  ^ p 2p d p d ( p -  jd<p J p 3d p  = — R4 jd<p = ——- 

D  0 0 4  0
2 2 x у

4) -X- + = 1 ellipsin sahəsini hesablaym.
a b2 

Həlli: Ellipsin
x =  a co s t , yb s in t ,0 < t< =2n  parametrik tənliyinə əsasən, alariq:

I f  1 2 r
S  =  — \xdy - y d x  = — j ( a cos th cos t  + b sin tb sin t )d t  —

2 Y 2 0
2 я  , 2 n

Həlli:
1

— \abdt  = —  fdt = m b , 
2 J 2 J 0 0
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'>) x+y+z= 1 müstəvisinin birinci oktantda yerleşən hissəsinin 
xarici üzü üzre götürülmüş j j xdxdy inteqralmi hesablaym.

5
llı.lli: S səthinin tənliyi z=l-x~y və onun xOy müstovisi üzərində 
|)i«»ycksiyası D=(0<x<l,0<y<l-x) oblastı olar. Onda

1 l-x
I \xzdxdy = JJxfl - x - y ) d x d y  = jd x  x - x 2 - xy)dy  =
S D 0 0

' 1 _ 1
J( x y - x 2y - - x y 2 ) = J(x(l — x) -  x 2 (1 -  x) -

0
1

х(1 -  x 2 )dx = — |( x  -  2 x 2 + x 3 )dx 
2 0

r 1 2 2 3 1 4^.1 1• -x — x + —x L = — 
U  3 4 )  10 2

1 _ 1 + Г L ±
2 3 4 J 24

(t) /,2=x2+y2 sethinin z=0, z= l müstəviləri ilə məhdud olan 

hissəsi üzrə götürülmüş JjYx 2 + y 2 )ds  inteqralmi

hesablaym. 
I Ivılli: Burada

J x 2 + y 2 ,z'x = ~ *  = ,z'y  = - = £
yjxZ + y ^  yjxZ + y Z

r/v J l  +  ( z'x ) 2 + ( z ' y ) 2 dxdy =

2 ~~2 
f  — — —dxdy = yfldxdy

2 2 2 2
X + y  X  + y

(lıığundan
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S D
Sağ tərəfdəki inteqralın inteqrallama oblastı х2+у2<1 dairəsidir. 
Burada x = p c o s  (p,y = p s i n ç  polyar koordinatlara keçsək 
alarıq:

2 1 2 яг j
ЈЈ(лг2 + y 2 )ds = 4 l  fd<p j p 3dp = y/2 j  — p 4d<p =
S  0 0 0 4

у[2 2? , л/2= _  j ^ = — я:.

7) x=0, y=0, z=0 və x+y+z= 1 müstəvilori ilo əhatə olunmuş 
piramidanm xarici üzii üzrə götürülmüş

jjxdydz + ydxdz + zdxdy inteqralmi hesablaym.
s

Həlli: Qauss-Ostroqradski düsturuna əsasən alarıq: 
j jxdydz  + ydxdz + zdxdy ~  JJ|(1 +1 + Y)dxdydz = 
s  V

1 l-x  l - x - y  1 \~x
=3 [^dxdydz =3 jdx jdy jdz = 3 jdx  jz  * У dy —

V  0  0  0  0  0

1 / 2 л 1 .
=3 J y - x y - —  |q x d x - 3 ^ ( l - x - x ( \ - x ) — ( \ - x ) 2 )dx = 

0 \  2 )  0 2

з 1 л „ 2 1 . 3 f x - ı ; 2 ,ı ı= —j ( l - 2 x  + x )dx=- 1 -

јјУх2 + у 2 )d s  =л/2 j j ( x 2 + у 2 ) d x d y .

Ю

— 2 ~ 2 ~ 2 ~8) F  = x i + j  j  + z  k vektorial meydanm divergensiyası ve
rotorunu hesablaym,
Holli: Burada
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,, 2 л _  2 n _  2 dP _  8R! ~ x tQ  — У , R - z  , 2x, 2y , — 2z ,
gx: c y  az

' > ' и о Д = о Д . о , « = о Д = о Д = о
Oj/ o z  <3x dz öx  <5y 

ıılduğundan alarıq:
.. т, дР dQ ÖR

ılıvl* =  —  +  —— +  —  =  2 f x + y  +  z ) ,
äc öy Әг

ro/F =
"ая н'ƏÄ Əä 'Һ dP'

5z у ч 5z dx у K dx d y .
Jfc = 0 .

•)) Bork cisim sabit со bucaq sürəti ilə Oz oxu ətrafmda fırlanır. 
v ( M )  = - toyi + axcj sürətlor meydanınm divergensiyasmı 
vo rotorunu hesablaym.

I lolli: Burada
о п дР n dQ n dR п дР 

Г - a y , Q  = cax,R = 0 ,—- = 0 ,—  = 0 ,— - = 0,— - = - ü),
дх ду Əz су

'>''= 0 Д  = о «  = о Д  = о Д  = о .
dz дх dz дх ду

. , дР dQ dR _
(Jlduğundan alanq: a ı w ( M )  = ----- (- —— I- -—  = 0

дх dy dz

r o tv (M ) ' ГdR. d Q \  ( ( Щ _ д Р л
M a x  dy

к -
dy dz J v dz dx /

( at -  (-со))k  = 2cok .
10) Çalışma 1-in 5-ci misalmm həlli: (0,0) və (4,3) nöqtələ-

3 3 
ıindən keçən düz xəttin tənliyi у  = — x olar. Onda y'  -  —

4 4
4 I---------  4

j ( x  -  y ) d s  =  \ ( x  X j j l  + А  = ±  \xdx  = I .
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11) Çalışma 1-in 8-ci misalmm holli:
2 2 dx = -3  cos t sin tdt, dy = 3 sin / cos tdt,

ds -  yjdx2 +dy2 = 3 sin / cos tdt,
к  .--------

|(4 л /х -3 y[y)ds=  J (4 c o s /-3 \s in 3 0

2
Я' Л

3 sintcostdt  = -1 2  [cos2 t d t - 9  j s w 2 td s in t  =
n  Л

2 2
7

. 3 , i>r 18 . a # i# 46=-4 cos t  s in1 1 = — .i£  7 'я- 8
2 2

12) Çalışma 2-nin 7-ci misalmm holli: (0,0) vo (3,6)
nöqtolorindən keçən düz xəttin tənliyi y=2x olar.

Onda
3

^Axsin1 ydy  +y cos2 2xdy = Ј4х sin2 2xdx + 
у  0

3 3
+ 2x c o s 2 2xd2x = 4 jx(sin2 2x + cos2 2x)dx - 4  jxdx —18

0 0
13) Çahşma 2-nin 9-cu misalmm holli:

1 2 2 xdx + ydy  ~ —d ( x  + у  )  osasonalariq:

1 (2’V  1
Jxdx + ydy  =  -  Jd ( x 2 + y 2 ) = - ( x 2 + y 2 )  \(2f } =

( W
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I4 1 2 |4 |.
\2 '— X 

2 İ2 х 1:

14) Çalışma 2-nin 14-cu misalmm həlli:
(2,3) və (4,5) nöqtələrindən keçən düz xəttin tənliyi y=x+l olar. 
Onda

j ( x 2 - y ) d x  = j ( x 2 - x - \ ) d x - - x 3 |4 X '2 '4 " |4 32
Г 2 3
15) Çalxşma 3-ün 8-ci misalınm həlli:

111 }acos2tsintdt, dy=3asin2tcostdt əsasən alarıq:
1 1 2тг
 ̂ [(xdy-ydx)=- j(aco£(basiü'tcost +asirr’ fkxcoltsir t)dt=

2  у  2  0

л 2 2к ■? 2 2n ~ 2 2л"
[sin2 tcostd t  = -^ — \sin2 2tdt = ——— \ ( \ - c o s 4 t ) d t  

2 oJ 8 0 16 0

■ 't,2£
8
16) Çahşma 3-ün 10-cu misalının həlli:
Hu əyrilərin (0,0) və (1,1) nöqtələrində kəsişməsinə əsasən 
alarıq:

1 1 1 1 °
S = — jYxdy -  ydx)  = —  j x 2dx —  j-Jxcbc =

2  У  2  0  2  l

I A=i
‘ б + з ~ з '

17) Çalışma 4-ün 2-ci misalınm həlli:
„ 1 1 л  2 x  дР  1 ƏQ 1Л ,/ = — ч— ,Q  = ------- ү ,-—  = ----т  = —— oldugundan

х  У у  у 1 ду у 1 дх

= ± ( 2 0 - 2 )  = 9.
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X У
z ( x , y )  = Ј Р ( t , y o ) d t  + J Q ( x , t ) d t  (1)

*o
düsturunda xo=l, yo=l götürsək alanq:

x 1 У ( ?  \
z =  [ ( -  + l ) d t + \ \  d y  = l n x  + 2 l n y  + —  + c .

1 * , V  t 2 J  У
18) Çalışma 4-ün 15-ci misalmın həlli:
P  = x 2 + 2 x y - y 2 , Q - x 2 — 2.x y - y 2 
дР dQ
-— ~ 2 x - 2 y  = —— olduğundan (1) düsturunda xo=0, yo=0 
ду дх

götürsək alariq:
x  У

z ( x , y ) =  j t 2dt + j ( x 2 - 2 x t  - 12 )dt + с  =  

о  О

3 3
19) Çalışma 5-in 1-ei misalmm həlli:

və inteqrallama oblastı D(0<x<6-2y, 0<y<3) olduğundan alanq:

j j f  6x + 4y  + 3z)d s  = ЈјҮбх + 2 y  + 6)dxdy  = 
s  3 D

= — ■ \ d y  \ ( 5 + 2 y + 6 ) d x = ^ 2  j  | x 2 + 2 x y + 6 x l  |J  2 y d y =  
0 0 3 0V2 )
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= 2 л1 ы ј(у 2 - \ 0 у + 2 l)d y  =2yf\4^ - 5 / + 2 1 y 1 =  5 4 j l4 .

20) Çalışma 5-in 11-ci misalmm holli:

2 = yjx2 + у  2 ,ds  = yjl + (z'x ) 2 +(z'y  ) 2 -  4 ld x d y

və inteqrallama oblastı D(x2+y2<l) olar. Polyar koordinatlara 
kcçsək alarıq:

\ \ ( x 2 + y 2 )ds  -  j]Vx 2 + y 2 )-j2dxdy  =
D

2 я  1 ■ 2 ж
■sfl ^d<p j p ^ d p  

0 0

л/2 г к
~л~ \ d<P =

21) Çalışma 6-nm 8-ci misalmm həlli: 
Astroqradski düsturuna əsasən alarıq:

j jxdydz +ydzdx + zdxdy = JJJ(1 +1 +1 )dxdydz -  
s  V

1 \ - x  1- x - y  1 1—x 1-х-У
-3 ^ d x d y d z  =3 jcfr ^dy Jdz =3fdx  j[z]  dy

V

1y - x y - У

0 0 0
1—jc j  -

0 0 0

ätc=3 J ( l - x /
dx-

1 1
6 2

Çalışma 6-nın 11-ci misalınm həlli:
< )slroqradski düsturunu tətbiq edərək sferik koordinatlara keçsək 
ıılarıq:
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j j x 3dydz +y3 dxdz + z^dxdy = 3 jjj"|x2 + у 2 + z 2 \jxdydz -

2 л R
ј м  J,
О О

1 о
=3 ^ s inçdç  ^dO Jр 4d p  = -j -ttR5

XIII F Ə S İ L 

R iy a z i f i /ik a  tən lik lər i

Çahşma 1. Sonlu simin sərbəst rəqs tənliyiniıı
д 2и 2 д 2и /r, ч /, л /ч ди(х,0) .  ̂ ,—ү - а  — j ,  u(0,t)  = u(l,t)  = 0 , — — = Q,t >0,  0 < x <1
d t l дх1 dt

aşağıdakı başlanğxc şərtlərini ödəyən həllini tapm.

1) u(x,0)  = 2 s in ^ ~ - ,  2)м(х,0) = 2 s i n ^ ~ ,

3) и(x,0) = 3 sin , 4) u(x,0)  = 3 sin П~^Х-,
l I

c\ / <rv\ л * 5̂ zx / r\ \ • nnx5) w(x,0) = 4 sın —— , 6) u(x,0)  = sın—j —,

2mc Зттт
7) м(х,0) = 6 sin - у - , 8) м(х,0) = 5 sin - у - ,

9) и(х,0) = sin , 10) к(х,0) = — ,
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11) u ( x , 0 )  =  A c o s ^ ,  12) m (x,0) =  i f c f ) .
I 10/

13) w(x50) = 5 s i n ~ ,  14) w(x,0) = 3sin Здас

7) m(x,0)

*)
?

4x(/ -  x)

15) m (x,0) =  - — 16)  м (х ,0 )  =  —-—sin-—, 
51 100  21

I2

<. ulışma 2. Çubuqda istiliyin yayılma tənliyinin

— =  a 1 — t > 0 ,(0 ,/)  с  (0, да), «(О,/) = г/((),/) =  0
St дх2

ışuğıdakı şərtləri ödəyən həllini tapın.
I) //(x,0) = 4 sin Зх, 2) u(x,0) = 2 sin x,

') «(х,0) = 3 sin 2x, 4) u(x,0) = ( f 2xl,

') //(x,0) = 2 sin 5x, 6) м(х,0) = 4e x2,
7) u(x,0 ) - 3 c o s 2 x ,  8) ı/(x,0) = 2cosx ,

0) /<(x,0) = e 2 , 10) w(x,0) = 8e 4 ,

I I) u(x,0) = e  4x , 12) w(x,0) = 3sin 4x,

I ') м(х,0) = 3cos4x, 14) г/(х,0) = e~9x2,
■X2

I*>) и(х,0) = e 9 , 16) w(x,0) = 2e~x*,



Nüm unavi həllər

д 2и ■> д 2и
1 ) —ү - а 2— — tənliyinin u(0,t) = = 0 sərhəd və

dt l дх2

u(x, 0) = / ( x )

2 h l
— x, 0 < x < — olduqda,

2Һ{1 - x) 1 < x < ı  0ıduqda>
l 2 

ди(х,())
= F(x) = 0 

dt
başlanğıc şərtlərini ödəyən həllini tapın.
HAU: Aydındır ki, simin başlanğıc andakı vəziyyəti təpələri

( ı Л(О,O), — ,һ L(/,0) nöqtələrində olan üçbucaq şəklindodir.
\ 2  J

Mosələni Furye metodu ilə həll edək. an və bn 

əmsallarını hesablayaq. Ғ(х)  = 0 olduğundan bn ~ 0 olar.
Onda



4һ . nn  
-sın— - х

П2К2 I
2h n n  4h . nn

=  cos— - + ■' ■ - sm —  +
1 nn 2 n re 2
2

2h nn  4h . nn  8h . nn
+ — cos—  + ■ . sm —  = -  - - sm —

nn 2 n n  2 n n  2
iMuliklo,

. 8Л ^  1 . nn . nn  ann
u(x ,t )  = —,- >  —x-sin— s m — x c o s -------1.2 2 0 1 1 It n=] n 1 1 1

i)u 2 d 2u
.') - a  — r- tənliyinin

dt dx2
u(x,0) = f ( x )  = u0, 0 < x < 00

IM l.mğıc şərtini ödəyən həllini tapm. 
и ’Hi: Puasson düsturuna əsasən alariq:

1 00 ® (*~Ог
ıı(x,t) = — - = = \ f { Ç ) e  4Л dÇ

2ayjnt о 2ay/nt £

-■—= — y ,  dÇ = - 2 a 4 t d y  əvoz edək. 
hlyjl

X

2 aji
u(x,t) - —-%== f 2 a J T e y2dy = ~ =  f e~yl dy  

2ciy/nt İ л]п _*
2av7

ılllft

İ 0 2a-Ji ] 2ajt
e ■' dy — fe~y dy +  j  e~y dy  = —— + J e y dy

ııdan
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u(x,t) =

və ya

X

• + j e  y?dy
un

X

2a/l

1 + j e y2dy

u(x,t) = ^ - 1 + ~  \e yl dy
л/7Г о

olar, burada z  =
2a«Jt

3) Çalışma 1-in 4-cü misalmm həlli. F(x)=0 olduğundan b,=0 olar. 
Onda

0 12 e ПЛ
<*n = - j \ f ( x ) s ı n ~ ~

1 0

l
xdx

. П71 . n n  ,
3 s ın—- x s ı n — xdx1 ı ı0
2 пж

r l ,  l 1 -  cos ——  x
6  f  . 2  И Л ' J  6
— I sın -— xdx 
I i  l

,  l I  — COS — — X  „  l

_  Г—-----— -— - d x  = — \dx -
1 J 2 l '

0 0

3 V 2и;г , 3 3/ , 2«ж ,/
lcos—— ш  = — / ——— sm —

l 0
Beləliklə,

l 2пл

.  - . ЯЯ ЯЖ?
м (х,0  = 3 sın —  x c o s — f

3 - 0 - 3 .

4) Çalışma 1-in 7-ci misalmm holli. Asanlıqla göstərmək olar ki,
Y17VC

sin  məxsusi helləri [0,/] parçasmda ortoqonaldır.

2лх 2л”
f ( x )  = 6 sin—j — əsasən а„^0 olması üçün hökmon Л-2 = ~y~

olmahdxr.
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11 >) 0 olduğundan bn=0 olar. Onda Лј  = —  qiymotində alariq:

2 \  . . 2лх , 2 \ , . 2 2ях ,
~ 7  . Ғ 'xjs ın— —d x - ~ \ bsm -— dx =

l o 1 1 0 1
(ovvolkı misala bax) =6.

Hi'lolilclo,
. , . 2 та 2 m t

«1 \ , l) = 6 sm  cos .
I l

ı (, alışma 2-nin 3-cü misalının həlli. tstiliyin yayılma tənliyinin

1/ ' У P  v  3x  тгҮ = — —sın2x
I  '  2  2ıl\ а  а

"l’i'iulor şəkilmin
л[р л[р- - — X —— X 3

\‘(х,п)~сле a +cıe a + — —~ s i n 2 x
p  + 4 a 2

luılhndon u(0,t)=u(0, — )=0 sərhod şərtlərino əsasən alarıq:

3
) ( \ , p)  = -------— sin 2 x . Bu həllin orijinalı

p  + 4a
л 2f

Ш\ Ј)  = Зе~ a sin2x olar.

2 т г
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XIV F Ə S İ L

Yoxlama işləri iiçün çahşmalar

Çalışma 1. Tənlikləri həll edin.
1) (x + i )n - ( x - i ) n = 0, x e R ,
2) cosx  + /s in x  = sinx + zcosx, x e  R,
3) e 2 + i  = 0, 4) 4 c o sz  + 5 = 0,

5) e2z + 2 e z -  3 = 0, 6) = c o s t z x ,  x  e  R,
7) sin z = m,  8) sin z = 3,
9) ln(z + /) = 0, 10) ln ( / - z )  = 1,

11) e~iz = i, 12) shiz = - / ,

13) c/jz =  i, 14) z 2 = 3 -  4 i,

16) z 3 + 3 z 2 + 3z + 3 = 0,

Kompleks dəyişənli fiınksiyalar

15) z z +|z| = 0,

17) z 4 — 4 z 3 4-6z2 - 4 z  —15 = 0.

Çalışma 2. Funksiyalarm analitik olmasını yoxlaym vo 
f ' ( z ) - i  tapın.

1) /00
1

4) f ( z )  = sin~,

7 ) f ( z )  =  z 2z,

10) / ( z )  = cfe,

13) / ( z )  = — ,
z

1 6 ) / ( z )  = ez, 
240

2 ) f ( z )  = e 2z ,

5 ) f ( z )  = shz,

8 ) / ( z )  = zez\  

H ) / 0 )  = ^ ,

zcosz

3) f ( z )  =  z e \

6 ) f ( z )  =  \ n z 2,

9 ) / ( z )  = cosz, 

12 ) / ( z )  = z V z,

14)/ ( z )  =
1 + z

15) / ( 2 )  =
ez + l

2 -я !e - 1
17)/ ( z )  = x 3 -  З х / - / ( / -  Зх V) .



< ultima 3. İnteqralları hesablaym.

I) jzdz,  burada y , z t = 0 və z 2 = 1 + /  nöqtələrini birləş-
r
ıliron düz xətt parçasıdır.

’) fe'dz ,  burada у ,  у  -  x 3 əyrisinin z, =1 nöqtəsindən
r

::г = 2 + i nöqtəsinədək olan qövsüdür.

Ч j ( l  + i - 2 z ) d z ,  burada y , z x = 0  və z 2 = l  + i nöqtələrini
т
birloşdirən düz xətt parçasxdır.

-I) Ј(1 + i -  2z)dz,  burada y , y  = x 2 əyrisinin z \ -  0 nöqtə-

sinden z2 =1 + / nöqtəsinədək olan qövsüdür.

) jzdz,  burada y , y  ^ l - x 2 əyrisinin z, = 0 nöqtəsindən
ү

= 2 + i nöqtəsinedək olan qövsüdür.

(•) jzdz,  burada у ,x = cos t ,у  = sint, 0 < t < 2к  qapalı əy-
У
risidir.
I 2+i *(1_0

I) j z co szd z ,  8) J(3z2 +2z)dz ,  9) j e zdz,
(I l - i  0

V  z 2 İ

Н») j ( z 3 - z ) e 2 dz,  11) j ( z - i ) e ~ zdz,  12) j
dz

(z -1 )"

I мм,к la y , \ z - \ \  = 3, 0 < a r g z < 2 ? r  çevrəsidir.

Г 71
I Ч JcoszJz, burada y t z l = — vo z 2 ~ n  + i nöqtələrini bir- 

I ■ ,nliron düz xətt parçasıdır.
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14) Jjzjc/z, burada у, zj = - 1  və z^ - 1  nöqtələrini birləşdi-

rən düz xətt parçasıdır.
l+ı

15) J zdz,

16) J( z 7 + zz)dz,  burada y,\z\ = 1, 0 < argz < тс çevrəsidir.
r
i

17) Jz cos zdz.
1

Çalışma 4. Koşi düsturundan istifadə edərək inteqralları 
hesablaym.

1Л r ze г sinnz
°  > T T i  ’ } > -2

e e ctz .ч r cos z ,
3 )  J  т — т -  4 >

|z-2|=2<z М=‘

|z|=l Z |г|=2 v2  V

7) f —— dz, 8) f - ^ - d z ,
|гј=1 2 ~  2/ |2|=4г_2г'

9) f 10) { e2 ^ d z ,
\z\=2z  - 1  kH

Jz г
n > İ T İ ^ '  12> J,,1 + г ı i s z + 2 z
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">J
1*1-4

15) J
<|-i

'7) J

dz
7 " + 3 ?

14) J
dz

z+/!=l 1 +  Z

dz
1 + z 4 ’ 16) J

\z -  2=3, z - 6 z
i/z,

e cos яг
z 2 + 2 z

Jz.

< nlışma 5. Funksiyalarm məxsusi nöqtələrində çıxıqlarını 
In sühlayın.

./'(г)
z - 1

») / ( г ) =

M /'(z) = —

7 )/ ( z )  =

,J) /'(z) =

(z + l )3( z - 2 )  

ez

 ̂ (л 1)

z 2
(1 + z 2)2 ’ 

1 - c o s z

11 ) / ( z )  = 

I » ) / ( z )  =

l*>)/(z)

l ~ 3 z 2

1
1 + z 4 ’

sin2 z 
cosz

2 ) / ( z )  =

4 ■)/(*) =

6 ) / ( * )  =

8) / ( г ) *

1 0 ) / ( z )  =

12)/ ( z )  =

14)/ r z ;

( z - 2 ) 3 ’

1
1 + z 2 ’ 

z 2 + 1

1
z ( l - z 2) ’

5 -  2z 
cos2z

( 1 - z ) 3'

ш г

2 ’

J  K J1z  ——Z 
4

1 6 ) / ( z )  = e
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17 ) / ( z ) tgz
2z  z

4

Çalışma 6. Çıxıqları tətbiq edərək inteqralları hesablaym.

" x 2dx
‘ ) J-0

003>1
(1 + x 2)2 ’ 

dx
i ( *  + 4 ) ( x 2 +9)

5) J
1 + x

-dx,
(1 + x 2)3 ’

9) f
—00

00»)f

1 + x 4 

x 4dx

—oo 

oo 4

(1 + x 2)4 ’ 

sin 2x

13) J
0
oo

15) J

q x(x~ + 4 )

x s in  X

1 + x 2 + x 4 

sin Зх

dx,

dx,

0

17) j

x 2 + 9  

dx

dx,

1 нһ x 6 *

2> f
с

со

4)J

" l  + x 4

1 + x
dx,

İ 0  + * 2) 5 ’
xdx

6) j
~oo
00

8) J

_{(x2 + 2 x  + 5)2 

dx
(x + 2x 4- 2)

oo 2

Ш) f - İ L ^  
o C l + x  r

йбс,

12) J
(

00

14) J

co 3x sm x
1 + x

dx,

cosx
x “ + 4

dx,

16) I
dx

2 \ 3(l + x z)
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1) / (z )  =  /z 2 +  z  funksiyasmm həqiqi və  xəyali hisselerini
ayırm.

UAlr. Burada

/  (z )  =  u(x,  у ) +  iv (x ,  y )  =  /(x  +  / » 2 +  ( x -  /v) =

= i ( x 2 - y 2 +  2 xyi)  +  x  — iy =  x  — 2 x y  +  i ( x 2 -  y 2 - y )
I lcloliklə,

u(x,  y )  — x ~  2 xy,  v (x , y )  =  x 2 -  у 2 -  у
2 ) sin i hesablaym.
Ualli:

N ü m u m v i həllər

sm /
,.f -ı-t

e —e e ' - e l ,e' - e ' 1
2i  2  i

1 ) 1п(л/3 +  /) hesablaym.
//•»///: Burada

z =  л/З + i, p

is h i .

z\ =  л/з-ь 1 =  2 , =  a rg z  =  a r c /g -^ r  =  —
V3 6

1п(л/з +  0  =  In 2 +  f -  +  2 J b r ) \  к  =  0 ,±1 ,±2 ,... 
V6 J

>1 ) L/?(l + /) hesablaym.

Zn(l +  0  =  lull +  /I +  i (arc tg(  1 +  i) +  2 к л )  =

: In -J l  +  i
л

+  2 к л , к = 0,±1,±2,..

’>) i 1 hesablaym. 
Ihlli:

Г =  е ы  = e
—i+2kai

к  =  0 ,± 1 ,± 2 ,.... 

<>) f  ( z )  =  z 2 funksiyasmm diferensiallanan olmasmi yoxlaym.
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тт.
f  (z) = z 2 = (x + iy) 2 = x 2 -  y 2 + 2xyi

2 2 ди .  ди dv _ dv .и = x - у  , v = 2xy, —  = 2x, —  = -2 j/, —  = 2_y,—-  =  2x 
car cy or dy

Buradan aydındır ki,
ди _ 8 v  dv _  öm
йх <5y ’ <3x

Dalamber-Eyler şərtleri ödenilir, yə’ni funksiya diferensiallanandıı. 
Onda

/ ' ( z )  = —  + / —  = 2x + 2>v = 2(x + iy) = 2z.
<2к дх

\+ i

7) Jztfe hesablaym.

Həlli: İnteqralaltı funksiya analitik olduğundan Nyuton-Leybnis 
düsturuna əsasən, alarıq:

1+/ 2
fzdz = —
J 9

l+i
i / «  1: - ( ( l  + / ) 2 - i 2) =  — + i.
2 v ' 2

8) jz| = ~  çevrəsi üzrə götürühnüş f j ~ T  inteqralmi hesab­

laym.

Həlli; İnteqralaltı funksiya |z| < ~  dairesində analitik olduğundan,

Koşi teoremine göro inteqral sıfıra bərabərdir, yə'ni
dz
+ z 2

0.

I I  f ^9) z - 2  = 3  çevresi üzrə götürülmüş I—-----—dz  inteqralını
J z  — 6z

hesablaym.
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ll.ılli: |z — 2Ј < 3 dairəsində ancaq bir z = 0 nöqtəsində inteqra- 
litlli funksiyanm məxrəci sıfıra çevrilir, İnteqrah

г2е\z 2 — 6 z
z2

-dz z - 6 -dz
|z-2|=3

и

t i k l in d ə  yazaq. / (z) = ------- funksiyasi verilmiş obiastda analitik
z — 6

"Muğundan, Koşi düsturuna əsasən z  — 0 nöqtəsində alariq:
z2e

[ / ----- -dz = I" —— —dz = 2m ■J -2 -6 -  j
|z -2 |= 3

z - 6
' n

= 2 m
z = Q

V

I
та.

3

10) / ( z )
1

2 z - 3  
sırasına ayirm.

funksiyasmi z = 0 nöqtosinin ətrafmda Loran

şəklində yazaq.1 1//.<///: Vcrilmiş funksiyam /ү-л -  _ .
3 , 2

1 — г 
3

0 ııöqtesinin ətrafında —z <\  bərabərsizliyi ödənildiyinə görə
3

1 1 kəsrinə sonsuz azalan həndəsi silsilənin comi kimi bax-
'l1 /j

3
imuiI olur. Onda

m
1 2 z  2 2 z 2 2 3 z 3

3 ~ 3 2 З3 З4
И VII
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olar.
2
— z 
3

со r y  n ~  1

/ ( * > = - !  V ‘ M«=1 -Э

<  1 b ə rab ərsiz liy in d ən  aydındır ki, siranm  y ığ d m a

3
oblastı z  <  — dairəsid ir. 

1 1 2

H ) / 0 0  : funksiyasm m  çıx ığm ı hesablaym .
z  — 2

H alil, z  — 2  nöq təsi verilm iş funksiyanm  sado polyusu olduğun- 
dan

Res/X2) = lim(z - 2 ) / (z) = lim(z -  2 )--------= lim z 2 = 4.
z->2 z->2 Z  — 2 z~>2

12) / ( * )  = ■ funksiyasm m  çıx ığ ım  hesablaym .
(z  +  1)3

H aiti: z  =  — 1 n öq təsi verilm iş funksiyanm  ü ç te rtib li po lyusu  
olduğundan

1 d 2 
Re s/X -l) = — lim -Ц -  

2! z~>~l dz
( z  +  1)3

( z  +  1)3

1 r d 2 1 2 1
=  — lim  — - ( e  ) =  — lim  e

2  *-*-* d z  2 ^ - i  2 e
13) Ç alışm a 1-in 14-cii m isa lm m  həlli: 

z  =  x  +  i y , ( x  + i y ) 2 =  3 -  4 / , x 2 -  y 2 +  2 x y i  =  3 -  4 i,

x l,2 = 4 >*3,4 = - 1y 2 = 3  j J => <!
2 2 л jx -  v = 3

=> •
|xy = - 2 2 2 , 

X ЈГ = 4
B uradan

*3,4 V -T  = 'Ji2 = ±/,^34 = V - 4  = л/4/2 = +2/
O nda
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М) Çalışma 1-in 15-ci misalmm helli:

/ ' -(^l-iy)2=x2-y2+2xyi, \z\ =  л ј х 2 +  у*  

у 2 +  2  x y i  +  д/x 2 +  у 2 — О
2х“

х " - j / 2 +лЈх2~+~у2 = О 

.«у = О
» О olduqda sistem in  b irinci tən liy indon  alanq :

.v2 + д/у2 = o . V  + |j>| = o,|j|r|^| - ı ;  =  о,|^| = о
vo уа Ы - 1  =  0 ,7 !  - 0 . J 2  =  İ, Уз = - * ,  У=0 o lduqda sistem in

birinci tən liy in d en  x  + V x  = 0  v ə y a  x  +  |x| =  0  a lan q  ki, bu

<l.i ancaq x=0 olduqda m üm kündür. B e lə lik lə  tən liy in  kö k lə ri z ,=0 , 
/  i, /.j=-i olar.

I S) Ç alışm a 2-nin 1-ci m isa lm ın  həlli: a lın q :

^  ч 1 ~z X . У ,I I  Г 2 ~~2s
f ( Z) = -  =  П =  j - r - l f r ^ ^ y j x  + y  ) ,

z  j z  |zj \z\

x v — 2 -  ^ L - o  —  - o —  —  *  —
|z| ’ |z| ’ дх |zj ’ dy ’ äc ’ Sy |z| ’ йх; dy

l .o.şi Rim an şə rtlə rin d ən  b iri ödənm ir. D em eli funksiya kom pleks 
m iislovidə n ə  d iferensiallanan  no de  analitik  deyildir.

I (>) Ç alışm a 2-nin  2-ci m isa lm m  helli: a lanq :

e 2z = e 2x(cos 2у  + is'm2y ) , u  = e 2x cos 2y,

V = e 2x  s in  2 y , —  -  2 e 2x  c o s 2 y , —  =  - 2 e 2x s in  2 y ,  
дх ду

OV ,   ̂ .  dV  _ 2x „ ди dV ди dV-  2ex sm 2y ,—  = 2e LX co s2 v ,—  = — = -------
Ох ду дх ду ду дх
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Koşi-Riman şərtləri ödənir. Demək funksiya bütün müstəvidə ana- 
litikdir vo diferensialanandır. Onda

л т г

j \ z ) ~ — +/'—  = 2 e 2* c o  Sy+i^* sir2y=2e2x(co&y+is\rüy)=2e2z 
дс дс

17) Çalışma 3-ün 4-cü misalmın həlli:
y=x2 parabolası üçün dy — 2xdx( 0 < x < I) olar. Onda,

ј(1+г -2 z ) r f z = ј(1 -2х-(\+ Ъ ?)2x)dx+i jo + lt2 +(1 -2x)2x)dx= - 2 +4 i ,

18) Çalışma 3-ün 7-ci misalınm həlli:
f(z)=z və (p(z)=cosz funksiyaları bütün kompleks müstəvidə 
analitikdir. Onda hissə-hissə inteqrallama düsturuna əsasən alarıq: 

i i ш i
Jz cos zdz = Jz(sin z )'dz = ( z s i n z )  -  js in zdz =
0 0 0

l - e
=  /  е ш  1 4 -  i  —  I -  — ç h \  4 -  п И \  —  1 —= i sin i + cos z  I!, = i sin i + cos i - 1  =  - sh l  + chl - 1

19) Çalışma 4-ün 1-ci misalımn holli:
f(z)=zez funksiyasi jz| < 4 dairəsində analitik olduğundan Koşi 
düsturuna göro alarıq:

f ( 2 i )  = —  f - ^ — dz 
2m , )  z  — 2i  14=4

. 2i f ze jl m - l ı - e  = I — -dz vq ya
I \ a z ~ 2İ\z\= 4

250



ez
z = 3 dairəsinin daxilindəki z=0 nöqtəsində / ( z )  = —z~----- -

z + 2z
funksiyasmm moxroçi sıfıra bərabər olur. İnteqralı

e z
z ——r  „z

20) Çalışma 4-ün 12-ci misahnm həlli:

f e dz  _  f z + 2 şəklində yazaq. f ( x )  = в - funk-
_L. 9 r I , z z + 2

z|=3 |z|=3

siyası jzj < 3 dairəsinin daxilində analitik olduğundan Koşi düs-

lıııuna görə alarıq:

f JL ciz = 2m f(  0) = 2m — = m .
1.1 z  + 2z 2

z 2
I) Çalışma 5-in 2-ci misalmm həlli: f ( x )  = -----—  funksi-

( z - 2 )
yasmm üç tertibli z=2 polyusuna nəzərən alarıq:

1 d 2 т, 1 d 2 ?
Rc s f  (2) = — lim — j- ((z -  2) / ( z ) )  = — lim —  z = 

2 \z ^ 2 d z  2\z->2dz

1 .2  = 1.
2

Çalışma 5-in 12-ci misalınm həlli.
ms'2z „ , . ..

/ = — —— funksiyasmm uç tortıblı z= l polyusuna nəzərən
( z - 1)



R e s f ( l )  = —  lim d
2 /  z ->  1

( * - ı ;
3 cos 2 z

( z -  V 3
1

= — lim ( - 4  cos 2 z )  = - 2  cos 2
2  z—»1

23) Çalışma 6-nm 1-ci misalmm həlli. f ( x )  =
x

(x 2 + \ ) 2
cüt

funksiyanm yuxarı yarımmüstəvidə ikitərtibli x=i polyusuna 
və

00 n
Jf ( z )d z  =2 тп £  Re s f ( z k) (1)

k=l—00
düsturuna görə alarıq:

00

-oo(*2 + l ) 5 

7i , a
-г lim

1 7
= 2m Re s f  ( i) = 2 m — lim

4 ! ^ 1  d z 4

л5

12 Ц г  + z),4 5

( z - i )
( z 2 + 1)5 

35_  к  . 5 -6 -7 -8  _  35jt7 _

”  1 2 1 (2i) 9 128/ ~ 128
7 1 .

24) Çalışma 6-nm 4-cü misalmm holli:

f ( x ) ~ ........-  funksiyasmm yuxarı yarımmüstəvidə
(1  + z 2) 5

yeriəşən birtortibli z - i  polyusuna və (1) düsturuna görə alariq:

f x dx 00 2 , x dx 1

( x 2 + \ ) 2 2 _ i ( x 2 + l j 2 2
2m Re s f ( i )
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'ii litn—- ( f (z ) ( z —ij2 ) = м  lim~
>idz z - * d z \ ( z +i)

2 Л
- r i l i m -

2iz

z -* ( z+ \ )

nı
\_
4i

n
'4

X V  F Ə  S  İ L 

Operasiya hesabı

< Hlışnıu 1. Aşağıdakx funksiyalarm Laplas çevirməsini tapm.
I) m  = te(, 2 ) / ( 0  =  / V '  ,

\) / ( / )  — sin2 3/, 4) / ( / )  =  sin2 2/,

*>) /  (/) = cos2 at,  6) / ( 0  = е~ы,
I ) f i t )  = e~ttt sin fit, 8) f ( t )  = e cos fit,
4) /'(/) = t s m a t ,  10) / ( / )  = t  cosat ,

11 ) . / ( 0  = sin31, 12) f i t )  = t 2e ‘,

I l) f  (t) -  cos4 1, 14) f { t )  = sin4 1,

I / ( 0  = * + | « w, 16) f i t )  = te~a‘>

17) . fi t)  = cos31.

< uhşma 2. Laplas çevirməsindən istifadə edərək diferensial 
innliklori holl edin.
I) у ” - 3 y '  + 2 y  = e3>, у ф )  = у ' ф )  = 0,
•) y* + 2у  + 5у  = 1 + 1, y ( 0)  = y ' ( 0j  = 0,

I) y" + 2y '  + y  = t 2, j (0 )  = 1, / ( 0 )  = 0,
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4) у " + 2у'  + у  = е~(, у(0)  = \, у ' (0) = 0,

5) у ” + 2у' + у  = \ - 12, / 0 )  = / ( 0 )  = 1,
6) у" + 2у '  + у  = sint, у ( 0)  = 0 , у ' ( 0)  = -1 ,
7) у" + 2 /  + = 31, у ( 0) = 1, / ( 0 )  = 0,
8) у "  + у ’ =  cosr, / 0) =  2, / ( 0) =  0,
9) /  + 2 /  = / я и  t, у ( 0 )  = у ’(0 )  = 0,

10) у ” + 3у' = е 1, у ( 0) = 0, / ( 0 )  = -1 ,
11) /  -  2 /  + 2^ = sin 2/, у ( 0) = / ( 0 )  = 1,
12) у" + 4 у  = cos 2/, / 0 )  = 1, / ( 0 )  = -2 ,

13) у" + 3 у ' - е ~ у , у ( 0) = у'(0) = -1 ,
14) /  +  /  = 1, / 0 )  = -1 , / ( 0 )  = 0,

15) у" + 2у '  = t 2 + sint, y ( 0 )  =  y ' (0 )  = l
1 6 ) / - /  = 2 ( 1 - 0 ,  / 0 )  = / ( 0 )  = 1,
17) /  + 2 /  = e '(f2 + / - 3 ) ,  у ( 0) = / ( 0 )  = 2.

1) Aşağıdakı funksiyalarm Laplas çevirməsini tapm.
1. f i t )  = t, 2. /(0  = sin 3. /(0  = e*, 4. /(0  = sin at.

Nümunəvi həllar

2. Z[sin /] = Je я' sin tdt =
00

0 i + p 2 о i + ^ 2

3. L \ a t ]=™\e-Pt eatdt =
p - a

e ~ ( p - a ) t

0 P ~ a
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1 / | wmr/) = ZГ 1 ' Ш _ e- ia tS1 - 1 , eiat] - - L e~iat
2/ \ /J 2/ J 2i

1 1 1 I a
1/ /> cxi 2i p  + ai p 2 + a 2

' i" 1-9y - t  tənliyinin .y(O) = У (0) = 0 başlanğıc şərtlərini 
nıloyon həllini tapm.

II *1111
L[y(t)] = Y(P ) vo L \ f { t ) ) = F ( p )

I «Inil cisak başlanğıc şərtlərinə görə
L[y'(OJ= -  / о ; = рҮ(p)
L [y " ( t ) ]  = p 2Y ( p ) - p y ( 0 ) - y ' ( 0 )  = p 2 Y ( p )

1

il 11II11 ufan

A M =  2 
p

p 2Y(p)  + 9Y(p)  = — 2 
P

vn
1___________   J_

p \ p 2 + 9 ) ~  9

1

1 1

3
y P 2 P 2 + 9

olar.

Miiniilnn L \l\  — — — vo  /.[ s in  3 /]  =
p  p  + 9

I M ılunlik lorinə ə sa sən  alariq:

1 1 . лv(t) ~ - t ~-— sm 3/.
9 27

II (, tilışma 1-in 1-ci misalmm həlli:
1 OO GO

I = jte* e~pt dt = j t e ~ ( d t    j* +
0

СЮ
0

j e
' - I  i

I —  \ e  
V

-( p -V * dt
( P -  V

I  p - ( p - V t  I00
2 to

( p - 1 /
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Eyler düsturuna sint = — ( e il əsasən alarıq:
2 i

4) Çalışma 1-in 11-ci misalmm həlli:

r{sirLisin3 1 = £
f  i t  - ; Л 3 e —e

2i
1 X e ü - e ~ U) 1 e3i t - e ~ 3it

2  i 2  i

6_ 3 rr . ı  1 гг - т 1 3 1 1 3—  L\smt\— L\sın3t\ =  — —-— -  = —   ——------
4 4 4 ^ 2 + 1  4 p 2 + 9   ̂p 2 +  \ ) (  p  + 9 )

5) Çalışma 2-nin 1-ci misahnm həlli

L[y(t)}  = Y (p ) ,  L[y' ( t) \  = p Y ( p )  -  y (  0 )  = р У (р ) ,  

L \y'(* )\ = P2Y (P )  -  РЈГО; -  y'( 0)  = p 2 Y ( p )

L -
p - 3

p 2Y ( p ) - 3 p Y ( p )  + 2 Y ( p )  =  1

Buradan,

Y(p) =
1

Р - З

1
О 2 -3/7  + 2 ^ /? -3 ;  ( р - \ ) ( р - 2 ) ( р - Ъ )

1 1 1
2 ( р - 1) р - 2  2 ( р - Ъ )

olduğundan Laplas çevirmələri cədvəlinə əsasən alariq:

y(t )  = — e* -  e 2t + —e 3 t .
2 2
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• I' ılışma 2-nin 8-ci misalmm helli:
I.-(/)] = Y(p),  L[y'(t)] = p Y ( p ) -  / 0 )  = p Y ( p )  -  2, 

11, "(/)] = p 2Y(p)  -  p y (0) -  / ( 0 )  = p 2Y (p ) - 2 p,

P  +1

r ’) (  p ) - 2 p  + p Y ( p ) - 2 =  £ ...
P  +1

(/* I p ) Y ( p ) - — + 2 ( p  + \)
P  +1

1 2I , = -------------------  + ---

И urn dun,
/  \

2 If 1 1 p) ( / ) ) -  — ь — —— - и—  ----------- —
P 2\^p + l p 2 + [ p 2 + i j

"UiifMindan Laplas çevirmələri cədvəlinə esasen alariq:

v{t )  2 + —( е 1 + s i n t - c o s t ) .
2



XVI Ғ Ә S İ L

Ehtimal nəzəriyyəsi 

Yoxlama işləri üçün çahşmalar

Çalışma 1. Hadisələrin ehtimalmı tapm.
1) 20 ağ və 6 qara kürocik olan qutudan ardıcıl oİaraq 

ixtiyari iki kürəcik çıxarılıb. Çıxarılan kürəciklərin hər 
ikisinin qara olma ehtimalmı tapın.

2) 1-ci məsəlonin şərtlərinə əsasən, çıxarılan kürəciklərin 
hər ikisinin ağ olması ehtimalmı taprn.

3) Üç atıcmm hər biri hədəfə bir atəş açır. Hedəfın birinci 
atıcı tərofmdən vurulması ehtimalı 0,6, ikinci və iiçüncü 
atıcılar üçün isə 0,7 və 0,75 -dir.Hədəfi heç olmasa bir 
atıcının vuıma ehtimahnı tapm.

4) 3-cü məsələnin şərtlərinə osason, hodofi һөг üç atıcmın 
vuıına ehtimalmı tapm.

5) 1000 lotereya biletindon 24-ü pul, 10-nu iso əşya udur. 
2 biletdon birinin udması ehtimalmı tapın.

6) 5-ci məsələnin şərtlorinə əsason, 2 biletdən birinin pul, 
digərinin əşya udması ehtimalını tapm.

7) İki atəşdən heç olmasa birinin hədəfə dəymə ehtimalı 
0,75-dir. Beş atəşdən üçünün hədəfə dəymə ehtimalmı 
tapın.

8) İki qutudan birincisindo 4 qara, 10 ağ, ikincisində isə 6 
qara, 12 ağ kürəcik var. Birinci qutudan ixtiyari bir kü- 
rəcik götiirüb, ikinci qutuya qoyduqdan sonra, ikinci qu­
tudan çıxarılan kürəciyin ağ olması ehtimalmı tapm.

9) Üç qutudan birincisində 3 qara, 7 ağ, ikincisində 5 qara 
8 ağ, üçüncüsündə 6 qara 10 ağ kiirəcik var. Bu qutu- 
ların ixtiyari birindən çıxarılan bir kürəcik qara olur. Bu 
kürəciyin birinci qutudan olması ehtimalını tapın.

10)9-cü məsələnin şərtlərinə əsasən kürəciyin ikinci qu­
tudan olması ehtimalını tapın.



11) tki atıcı eyni zamanda hədəfo atəş açır. Hodəfın birinci 
atıcı tərəfındən vurulması ehtimalı 0,6, ikinci atıcmınki 
isə 0,8-dir. İlk atəş zamam ancaq atıcılardan birinin 
hədəfi vurması ehtimalını tapın.

12)Anbardakı məhsullarm 20%-i birinci fabrikdə, 46%-i 
ikinci fabrikdo, 34%-i isə üçüncü fabrikdə hazırlanmış- 
dır. Bu fabriklərin buraxdığı məhsulların uyğun olaraq 
3%,2% və 1%-i zay olur. Təsadüfi götörülmüş hər hansı 
bir məhsulun zay olması ehtimalını tapm.

13) 12-cu məsəlenin şərtlərinə əsasən, zay məhsulun birin­
ci fabrikdə hazırlanması ehtimalını tapxn.

14) 52 oyım kartını ixtiyari olaraq iki hissəyə böldükdə, hər 
bir hissədə 13 qara və 13 qırmızı kartm olması ehtimalı 
tapm.

15) Üç oyun zərini atdıqda yuxarı düşən üzdə xallar cəmi- 
nin 11 olması ehtimalmı tapm.

16)Tələbə proqramm 25 sualından 20-ni bilir. Tələbənin 
iki suala cavab vermosi ehtimalını tapm.

17) Qrupda 18 oğlan və 22 qız var. Oğlanlarm 25% qızlarm 
isə 5% idmançıdır. Təsadüfi seçilmiş uşağın idmançı 
oğlan olması elıtimalını tapm.

( ulışma 2. Asılı olmayan smaqlarda hadisələrin ehtimalmı 
iupın.
I) 500 səhifədən ibarət kitabda 50 səhv buraxılmışdır. Təsa- 

düfi açılan səhifədə heç olmasa 3 səhv olması ehtimalmı 
tapın.

') I abrikdə hazırlanmış məhsulun zay olmasx ehtimalı 0,6-dır.
'100 mohsuldan 1400-nün zay olması ehtimalını taprn.
Ч Asılı olmayan smaqlarm hər birində hadisənin baş vermə 

с lit i malı 0,9-dur. 100 smaqda hadisənin ən azı 75 və ən  
(,oxu 90 dəfə başverməsi ehtimalını tapm.

259



4) Asılı olmayan sınaqların hər birində hadisənin başver- 
mə ehtimalı 0,51-dır. 100 sınaqda hadisənin 50 dəfo 
başvermə ehtimalım tapm.

5) Asılı olmayan smaqların her birində hadisənin başver- 
məsi ehtimalı 0,8-dir. 144 sraaqda hadisənin 120 dəfo 
başvermə ehtimalmı tapmalı.

6) Asılı olmayan smaqlarm hər birində hadisənin başver- 
mə ehtimalı 0,8-dir. Neçə sınaq aparmaq lazımdır ki, 
hadisonin başverməsinin nisbi tczliyini onun 0,6826 
ehtimalmdan meylinin 0,02-dən çox olmadığmı göz- 
lemek mümkün olsun.

7) Asılı olmayan smaqlarm her birində hadisənin başver- 
mə ehtimah 0,2-dir. 800 sınaq aparılmışdır. Hadisənin 
başverməsinın nisbi tezliyinin onun ehtimalmdan ən 
çoxu 0,04 qəder forqlənmə ehtimalım tapm.

8) Atıcınm hədəfi vurma ehtimalı 0,3-dür. 30 atoşdən 8- 
nin hədofə dəymə ehtimalmı tapm.

9) Dozgahda hazırlanan detallarm 40%-i əla növdür. ixti­
yari götürülmüş 26 detaldan yarısmm əla növ olma 
ehtimalını tapm.

10)M üəyyon sınaqlar apardrmş və her sınaqda hadisənin 
başvermə ehtimalı 0,85-dir. Hadisenin başvermo tezliyi 
ilə onun ehtimalı fərqinin 0,01 ədədindən kiçik olma 
ehtimalmm 0,99 olması üçün nə qedər smaq aparmaq 
lazımdır.

ri)Fabrikin istehsal etdiyi məhsulun 70%-i əla növdür. 
1000 dəst məhsul içərisindəki ela növ məhsullarm 652 
ilə, 760 arasına düşme ehtimalım tapm.

12)Sexdə hazırlanmış detalm zay olma ehtimalı 0,005-dir. 
10000 detaldan ibarot partiyada 40 detalm zay olması 
ehtimalım tapın.

13)Göldən tutulan 1000 bahğı nişanlayıb, yenidən gölə 
buraxdılar. Bu göldə nə qədər balıq olmalıdır ki, tutulan 
150 balıqdan 10 dənəsinin nişam olma ehtimalı ən 
böyük olsun.



14) 500 nəfərdən 5 nəfərin eyni gündə anadan olma ehti- 
malmı tapm.

15) 300 sınaqdan ibarət olan seriyada A hadisəsinin başver-

шә tezliyinin, omm p=— ehtimalmdan meylinin 0,01-
6

dən kiçik olması hadisosinin ehtimalım tapm.
16)0yun zəri 10 dəfo atılmışdır. Yuxarı diişən üzündo 

rəqomin 3 dəfə 6 düşməsi ehtimalını tapm.
17) Qutuda 6 ağ və 9 qara kürəcik var. Qutudan çıxarılan bir 

kürəcik nişanlamb yenidən qutuya qaytarılır. Bu proses 
üç dəfə təkrar olunur. Çıxarılan üç kürəcikdən ikisinin 
ağ olması ehtimalmı tapın.

( 'ulışma 3. Təsadüfi kəmiyyətlərin ədədi xarakteristikalarını
lu-sablaym.
I) Asılı olmayan X və Y diskret təsadüfi kəmiyyətləri veril- 

ınişdir. X  dəmir pulu 2 dəfə atdıqda gerb üzünün düş-me- 
siain sayıdır, Y oyun zərini bir dəfə atdıqda yuxarı düşən 
xallarm sayıdır.
1. X-Y təsadüfi kəmiyyətinin paylanmasmı tapm.
2. X+Ytəsadüfi kəmiyyətinixı paylanmasmı tapın.
3. XY tosadüfı kəmiyyətinin paylanmasmı tapuı.
4. X və Y təsadüfi kəmiyyətlərinin riyazi gözləm əsi və  

dispersiyasmı tapm.
5. X+Y təsadüfi kəmiyyetinin riyazi gözləməsini və dis- 

persiyasmı taprn.
6. XY təsadüfi kəmiyyotinin riyazi gözləməsi və disper- 

siyasını tapm.
’) I iyni vaxtda iki oyun zəri atılır. Zorlorin yuxarı düşən üzün- 

(lo ki, xallar cəminin paylanmasmı tapm.
1) X təsadüfi kəmiyyəti m=0,1,... ,N mümkün qiymətlərini

Г( х ■- m)  -  ---- ehtimalı ilə aldıqda ona [0, N]  parçasmda

ıııCmtozəm paylanmış təsadüfi kəmiyyət deyilir. X kəmiy- 
votinin: 1. Riyazi gözləməsini tapın. 2. Dispersiyasım tapın.
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4) X təsadüfi kəmiyyətinin sıxlıq funksiyasi

—-— ,x  e  \a,b 1 P ( x )  = l b - a ’

0,x € \a,b\
olduqda ona müntəzəm paylanmış kəsilməz təsadüfı kəmiyyol 
deyilir \a, h] parçasmda müntəzəm paylanmış X tosadiilı 
kəmiyyətinin: 1. Riyazi gözləməsini tapın. 2. Dispersiyasım 
tapın.
5) X təsadüfi kəmiyyəti m = 0 ,l,2 ,„ . mümkün qiymətlərini 

P (x  = m) = ( \ - p ) p m,0 < p  < 1 ehtimah ilə aldıqda 011:1 
həndəsi qanunla paylanmış təsadüfı kəmiyyət deyilir. X 
kəmiyyətinin: 1. Riyazi gözləməsini tapm. 2. Dispersiyasım 
tapm.
6) X təsadüfi kəmiyyətinin sıxlıq funksiyasi

P ( x )
\Ле~Лх, х >  0

[0 < x < 0
olduqda ona üstlü qanunla paylanmış təsadüfı kəmiyyət deyilıı 
X kəmiyyətinin: 1. Riyazi gözləməsini tapm. 2. Dispersiyasıııı 
tapın.
7) X təsadüfi kəmiyyəti m = 0,1,..л  mümkün qiymətlərini

m

P ( X  = т ) = ^ — е \ и > 0  
m\

ehtimalı ilə aldıqda ona Puasson qanunu ilə paylanmış diskrı l 
tosadüfı kəmiyyət deyilir.
X kəmiyyətinin: 1. Riyazi gözəlməsini tapm.2. Dispersiyasıııı 
tapın.
8) X təsadüfı komiyyətinin sıxlıq funksiyasi

1 n)2
Р(х)  = — f = e 2al ■> ~ °° < x < <x>,(T > 0 

(Ул]2 л
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it «И и ıılo olduqda, ona normal qanun ilə  paylanm ış təsadüfi 
liiHiiyyot deyilir. X  kəm iyyətin in: 1. R iyazi g ö z ləm əsin i tapm. 
! i 'i'.porsiyasmı tapm.
Mi ч losadüfi k əm iyyəti a  v ə  a  parametrli norma! paylanm a  
I хины malik olduqda Ү =ел funksiyasm m  riyazi g özləm əsin i

1 I | I | | |

I и I \  losadüfi kəm iyyətin in  sıx lıq  funksiyasi 

0 , v <  0 . x >  л  олдугда,
F { x )  =

- ^ s in x ,  0 < x <  л  олдугда,

şhMiiuIo verilm işdir. 1. X  k əm iyyətin in  riyazi gözləm esİn i 
in j 1111 ’ X kəm iyyətm in  d ispersiyasm i tapm.
M il  )ı*mir pulu n  d əfə  atdıqda gerb üzünün yuxarı düşm əsi 
miviiи göstəren  X  tosadüfi k em iyyətin in  paylanm a sirasmx 
v * ж I R iyazi gö z ləm əsin i tapm. 2. D ispersiyasm i tapm.
I 'I '.Hiluda 100 kiiro var, onlardan 25 -i ağdır. Qutudan ardicil 

1 <I -i*| iki kiirə çıxarılır, X ,-b irm ci, X 2-ik inci sınaqda çıxarılan

'< I urolorin sayıdır. X ,,X 2 v ə  X-,-X2 təsadüfi k əm iyyətlərin  
* •. I I ('ö /lom osin i tapm.
I 1 1 A1 1 с ı 30 g ü llə  iiə  hər birində üç gü lləd ən  ço x  sər f etm ədən  
I" lıoılofo atəş açır. H ər atəşdə h əd əfm  vurulm ası ehtim alm m  
и ‘ <» borabər olduğunu fərz ed ərək  gü llə lərm  saym m  riyazi 

I >ıın)sini ( 1 0  h əd əfo  sə r f  olunan gü llə lərin  orta sayını)
llljllll,
I 1 1 Oııtuda 30 kürə var, onlardan 6 -sı ağdır. Qutudan təsadüfi 
•I и hi I X kürə çıxarılır. Ç ıxarılan ağ kürələrin X  saym ın riyazi 

k li ’lnmosini tapm.
Һ ) ( )yun zərini üç v ə  dörd d ə fe  atdıqda yuxarı düşən
  doki xalİar saym m  cəm in in  paylanm a m ərkəzinm  v o  orta
1 Kİı.ılik m eylini tapm.

Ifıi X losadüfi kəm iyyətin in  sıx lıq  funksiyasi P ( x )  =  \ x \ e ^

fid* ImkJo verildikdə, onun ald ığı q iym ətin  (0 ,1 ) intervalma 
lıı nııo clıüm alm ı tapm.
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17) Oyun zərini bir dəfə atdıqda yuxan düşən iizündə xalların 
X  saymin paylanma mərkəzini vo orta kvadratik meylini tapm.

Niimunavi hallar

1) Dəmir pulu iki dəfə atdıqda, heç olmasa birində gerb üzünün 
düşmo ehtimalmi tapm.

Haiti: Aşağıdakı hallar ola biler 1. Gerb vo gerb; 2. Gerb vo şoboko, 
3. Şəboko vo gerb; 4.şobəko vo şoboko; onda m = 3 vo n = A 
olduğundan alariq:

P =  — =  - .  
n 4

2) Eyni formali üç qutunun birincisində 3 ağ vo 7 qara, ikincisindo <1 
ağ vo 16 qara, üçüncüsündo 15 ağ vo 15 qara kiiro vardtr. Bu 
qutularm biri tosadüfx götürülür vo ondan bir kürə çıxarılıı 
Çıxarılan kürənin ağ olması ehtimalmi tapm.

Haiti: Birinci qutunun götürülmosi hadisosi A,, ikinci qutunun
götürülməsi hadisosi A2, üçüncü qutunun götürülmosi hadisosi A3
vo çıxarılan küronin ağ olmasi hadisosi В olsun. Qutularm 
götürülmosi eyni ehtimallı hadisolor olduğundan

Р(А1) = Р(Аг ) = Р ( А , )  = ±  1

olar. Ax,A2, A3 hadisolorinin başvermosi şortində В hadisosinin şərli 
ehtimah uyğun olaraq

Pj>(S) = Ш = 0 A  Рл•(B )= ^  = °-2, Рл>(B )= §  = ° ’5’
olar. Onda tam ehtimal düsturuna osason, tapanq:

P(B) = -  ■ 0,3 + -  • 0,2 + -  ■ 0,5 = —(0,3 + 0,2 + 0,5) = -  «  0,33.
3 3 3 3 3

3) Eyni formali iki qutunun birincisində 4 ağ vo 6 qara, ikincisindo 6 
ağ vo 14 qara küro vardir. Bu qutularm biri təsadüfən göturülür vo
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Им 11IIи hir ağ kürə çıxarılır. Kürənin birinci qutudan çıxarüması 
I» .• 11 nsinin ehtimalmi tapın.

Birinci qutunun götürülməsi hadisəsi Ax, ikinci qutunun
ц  ......  hadisəsi A7, və çıxanlan kürənin ağ olması hadisəsi В
Hi ни Qutularm götürülməsi eyni ehtimalli hadisələr olduğundan

Р ( Л , )  =  Ғ ( / 1 2 ) Л

lilhi .'I, ,A0 hadısəlerinin başvermesi şertinde В hadısəsinin şərti 
1111111.111 uyğun olaraq

p  (B) =  —  = 0,4, PA (B) =  —  = 0,3
л ’ 10 л 20

I и ()nda tam ehtimal düsturuna görə:

P( 8 ) = -  • 0,4 + -  • 0,3 = -  • 0,7 = 0,35
2 2 2

lb loliklo, Bayes düsturuna əsasən taparıq:

P U )  2 0,4 0,2 4
P (fi) 0,35 0,35 7 '

II • ,)ntuda 9 ağ vo bir qara kiirə vardir. Bu qutudan təsadiifən 3 kürə 
ı,* inlir. Çıxanlan kürələrin hamısının ağ olmasi ehtimalmi tapm.
II,>111 Л hadisəsi üçün mümkün hallarm sayı n = C30 və əlverişli 

|*чIlıtrııı sayı m = Cç olar. Onda

Cİ 9! 3!-7! 7
P(A) = - ^ -  = --------------= —  = 0,7.

C 30 3!-6! 10! 10
■I Dumir pulu 10 dəfə atdiqda gerb üzünün 5 dəfə düşməsi 

• tilinialini tapm.
II,•III:

5 1  1 1 1 1p  = —  = —, tfr = l —0 = 1 —  = —
10 2 2 2
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Ло(5) = С,10
v 2 y

, П Ү ]ЛН}-5
10!

6) n = 100, m = 500 və p

5!-5!
(1  V°

J ,

252
1024

0,25

olduqda P2(500) ehtimalmi

hesablaym.
Haiti:

m -  np 

^npq

5 0 0 - - -1 0 0 0

1000- 1

olduğundan Laplasın limit teoreminə əsasən, alarıq:

Pj (500) ■
1

2Л--1000-
1
ге° « 0,2523

7) n —100, 20 < m <  1000 və p  = 0,2 olduqda P(  20 < m <  100) 
ehtimalmi hesablaym.
H M :

4щщ  = л/100 -0,2 -0,8 = 4

2 0 - 100 - 0,2 — 0 və х100 =
100 - 1 0 0 - 0,2

20
4 4

olduğundan Laplasm inteqral teoremino osasən alariq:
P ( 2 0 < m <  100) *  Ф (20)- Ф(0) = 0 ,5 0 0 -0  -  0,5

8) Müəyyən smaqlar aparılmış və hər sınaqda A hadisəsinin 
başvcrmə ehtimalı 0,36 bərabərdir. A hadisəsinin başvermə tezliyi 
ilə onun ehtimalı fərqinin 0,01 ədədindən kiçik olması ehtimalmin 
0,99 olması üçün nə qədər sınaq aparmaq lazımdır?
НәШ: p  = 0,36, s  = 0,01, Px = 0,99, q = 1 -  0,36 = 0,64
Olduğundan nisbi tezliyin ehtimaldan meylinin qiymətləndirilməsi 
düsturuna əsasən

2Ф 0,01
0,36 0,64

= 0,99
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«*. Hııradan Ф(х) funksiyasmm qiymətləri cədvəlinə əsasən
*Uih|

0,01    =2,58
V0’36 0’64

I И VII

n = (2,58\  • 0,36• 0,64 = 15335 
(0,01)2

I I н 200, p -  0,005 olduqda P200 (2) hesablaym.
ıı ,ııı /ı = np -  200 • 0,005 = 1 olduğundan Puasson düsturuna 
HıiMNtıi) alariq:

2 ) * |< Г '= 1 < Г '= 0 ,1 8 4

hi I Mnioinial qanunla paylanmış diskret təsadüfi X kəmiyyətinin 
.ıi/ ı  I■.()/,loməsi və dispersiyasmi tapm.

II 'III To’rifə görə alariq:

MX = £  x , p„ = £  kp(X  = k)  = £  kC ‘„ p l (1 -  P y 1 =
k=0 k=0 k=\

= c » p * - o  -  р Г ‘ = + (1 -  р ) Г '
k=1

MA" = np

m  £ о т * = £ ( ^ М ^ 2) = 2 > - р 2) = 2 >
7 1  k=1 *=1 *=1

D X  = A?pC/.

11) (,'ıılışma 1-in 2-ci məsələnin holli: 
t> litmkiin olan hallarm sayi

2 26-25  0и ( jk — ————  — 13 ’25 
1-2

VII IIIverişli hallarm sayi
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7 2 0 -1 9
т  =  С 2 0  = -------— =  1 0 -1 9  olduğuna görə alariq:

1  • 2

p  =  —  =  -3 0 ' - 1 9  =  0 ,5 8 .  
n 1 3 -2 5

12) Çalışma 1-in 17-ci m əsələnin həlli:
Uşaqlarm oğlan, qız və  idmançı oğlan olması hadisələrini uyğun 
olaraq А, В və С ile işarə edək. Otıda

1 о  9 9

P ( A )  =  - ~ , P ( B )  =  — ,P a ( C )  =  0 ,25, PB ( C )  =  0,05

Buradan iam ehtimal və Bajes düsturlarına görə alarıq:
18

P ( C )  =  Р ( А ) Р Л ( С )  +  P ( B ) P g ( C )  =  ~ —0,25 + — 0,5 =  0,14.
4 0  40

Р с ( Л ) ш ! Ш Ш . = П  0 , 2 5 ^ = « .
c  P ( C )  40  0,14 56

13) Çalışma 2-nin 1-ci m əsələsinin lıəlli:

n=500 , ~ nP  -  0,1 olduğundan təsadüfi açılan səhifədə

buraxüan xətalarm sayını m ilə işarə etsək Puasson düsturuna görə 
alanq:

m!
2 fYt

/%00(m > 3) =  1 -  />500(m < 3) =  1 -  £  =
Ə ö  ы

= 1-(Р 500(0 )= е-°-1 +Р500(1)= 0,к -°'1 + ^ 00(2)=0,005Г°'>) =

=  1 - ( 1 + 0 ,1 +0,005)е~ОД = 1 —1,105-0,904837= 1 -0 ,9 9 9 8 4 5 =

=  0,000165
14) Çalışma 2-nin 9-cu m əsələsinin həlli:
P=0,4 n=26, m =13, q= 1-0,4=0,6
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I|blnj,>undan Laplasm lim it teoremine v ə  ф(х) funksiyasıııın 
|i iiiuilori cədvəlinə əsasən  alariq:

”i np  1 3 - 2 6 - 0 ,4  2,6

Jnpq  д /2 6 -0 ,4 -0 ,6  2,5
■ 1 ,04, ф(1,04)=0,2323

P26( U )  *  =  ( ^ 3  =  0,093
4 m ı  2>5

I I 1 ıli^ma 2-nin 10-cu m əsələsin in  helli: 
с nH'i; q = l-0 ,8 5 = 0 ,1 5 ; 8=0,01; P = 0 ,9 9  olduğundan Laflasin 
mi. • |iill lcorcminə ıe  Ф(х) funksiyasmm qiym ətləri cedveliiMısən
t l l l l l l l l

*/» iio i
I n_ 

p q
0,99, 0.01 П 3; (0 ,01 ) 2 -------------- :

p q  0,85 • 0,15

0,85-0,15-9 1,1475 t l _  —  = ------------ _  j 14/5
(0,01)2 0,00001

Iм < ıılışma 2-nin 15-ci m eselesinin helli:

< 0,01
1 ,£ = 0,01;
2

m 1
3 00  6

Vi. vn I7<m<53 olduğundan Laplasm inteqral teoremine və<J>(j) 
ImiiI ııyasınm qiym etleri ced velin e esasen  alariq:

/ ’(47  < m  <  53) «  Ф
5 3 - 3 0 0

1

1 5
J 300  

v If 6  6

Ф
4 7 - 3 0 0

300
1 5

Ф
18

ioVTs
ф

18

10V l5

6 6

Ф (0 ,46) +  <J>(0,46) s
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17) Çalışma 3-iin 4-cu m əsələsm in həlli: tərifə görə alarıq
00 Ь

M X  = \x P {x )d x  =  fx  —  = —-—  —x^
j w  J 6 - д  Ь - л  2 '°

1 1 2  ,b

1 b 2 - a 2 a  +  b

b - a

M X 2 =  јд
dx

b - a  Ъ ( Ь - а )

1 з I b _ b 3 - a 3  __ b 2 + a b + a 2

'a ~ 3 ( b ^ a ) ~  3 ~ ....

Onda

D X  =  J X  —

2 , 2  
a  + b'] IW , 1 e( а + Ь л

P (  x  ) d x  =
b - a  \]{x~: dx

_  h 2 + a b  + a 2 ( a  + b ) 2 _ ( b - a ) 2

3 4 “  12
18) Çalışma 3-ün 6 -cı m əsələsinin holli: 
Terifə görə alariq:

00 00 00
M X  =  JxPfx ,)<& =  j / L x e ^ d x  =  -  Jxde

—оо О 0

- A x

oo

о
dx -

A

1
о х  = л ј Л - ^ - ~

2____ ! _ J
nZ п2 q2 Пј

0  A  A  A  A

19) Çalışma 3-ün 7-ci m əsələsm in həlli:
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//-  00 ',т~\ 
MX  = Y j n p { X  = т) =  £  ;  t' -" -  £  Л ------

m =Q  т = 0  ТО!

0 0  ## W

= /ле~м V  -^— =jue~M ■ е м = //. 
w=0 w!

оо т

1 lcsablamada 'S' ——  =  bərabərliyindən istifadə olunmuş-
m!т-Л)

tlur.
M X 2 =  М [Х (х  - 1 )  +  x ]  =  M X ( x  - 1 )  + M X  =

oo т  oo т — 2
=  V т ( т - \ ) —— + / /  =  f . ı 2 e ~ ^  V  ---+  / /  =

= /л2 е~^е^ + jli = f, 2 + /л

D X  = M X 2 - ( M X ) 2 =  ju2 +  ц - ju2 — fj,.
'<>) Çalışma 3-ün 8 -ci m əsəlesm in həlli:

Torifə görə

1
M X  -  [ x P ( x ) d x  - — j =  j x e  2 0 - 2  dx

a -J  2 к—00 —00

olar. Burada —— — -  t , x  =  a  +  a t , d x  =  a d t  əvəzləm əsini 
er

aparsaq alariq:
t 2 r2л 00 _ l  00 _ l_

M X  -  — -= =  [(a  +  o t)e  2 a d t  = —Д =  \e  2  d t +
о 4 г п  I  J i n  J-00 

,2

+ —?==■ fte 2  d t = - Ş = 4 b z  -  a. 
л!2ж л/2яг
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t2 00 1
Hesablaraada j e  2 = 4 l n  bəraberliyindən (Puasson inteqral ı)

—00
istifadə olunmuşdur.

= f ( jc-a)2 — 2a2 dx = - ^ =  \t2e 2 dt
J СГлјТјС лЈЗјг  J

—  00  - 0 0

/22 oo   2 _____

= 4 =  \ {-t )de~  ̂ = ^ = { ~ t ) e  2 | -  + 
л/2яг y 2 л-

Л2 00 2 
+ ■ ^—■ fe 2 dt = ~ ^= -Ј 2л  — а 2 .

л/2яг V2/r
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ƏLAVƏLƏR

Əsas düsturlar və münasibətlər
X ətti cəbr

11 I l(,4ortibli determinant:
a, «12 «13

« 2 1  «22 «23

«31 «32 «33

« п « 22«зз + а 71а Ч7а12 23 31 21 32 13

«Il«22«3l «12 «21 «33 - #23«32«1Г
)\ I oı s matris: Ü çtərtib li m atrisin tərs matrisi

f A  A л ^
1

A(A) 12 

V î3

^21 -̂ 31

^22 Дз2 , А ( Л ) * 0

х23 "ЗЗ У
• lu ıiıını ilo tapılır, burada Ay, 1 ,2 ,3 ;/=1,2 ,3) elem ent- 
I и nun cobri tam am layicisidir.
‘ I I Ivmechullu üç xətti tən lik lər sistem i: 
lb In lonliklər

«11х  +  «12>; +  « 1 3 г  =  0 1 

< а2 \х + а 22У + С1232 = ь2 ( 0

« 3 t*  +  «32>' +  « 3 3 z  =  ö 3

|n l Imdodir. B u  sistem in  h o lli A^O olduqda Kramer düsturları
Ax Ay Az
— , У ~ —  , z  
A A

lııpılır, burada

«II «12 «13 b{ «12 «13

«21 «22 «23 * 0  ,AX = Һ «22 423
«3 1 «32 «33 b3 «32 «33
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an by «13 b\ «12 һ

«21 b2 «23 ■>AZ — b2 «22 b2
«31 b3 «33 h «32 b3

V erilən  sistem i A x -B  m atris şək lind ə yazm aq olar, burada

'«11 «12 «13 ^ ( Һ )

A = «21 « 2 2 «23 , X  = У , B = b2
ч«31 «32 «33 v yz ) Kb3 j

A (A )^0 olduqda (1 ) sistem inin h əlli X = A  'B  olar ki, burıuU 
y en ə  də Kramer düsturlarım alanq.

A n a lit ik  h ə n d ə sə
Vektorlar cəbri

1) сг v ə  b vektorlannm  cəm i a + h  e lə  v e k to ra  d e y il ir  к i, I", 
vektor ä  vektorunun başlanğıcm dan çıxıb  b vektorunun so 
nunda qurtarsm: bu şərtlə  ki, b vektoru ä  vektorunun sonuııw 
tətbiq olunsun (paraleloqram qaydası).

2) b v ə - a  vçlctprlarınm com in ə b v ə  d  vektorlannm  foı qı 

deyilir v ə  b - d  i lə  işarə plunur, burada - a vektoru a vckio 
runun ək s vektoruduf-
3 ) ä  vektorunun X əd əd in ə  X ä  hasili e lə  vektora deyilir kı 

onun uzunluğu |Я ||а|, istiqam əti isə  ^ > 0 olduqda ä  ilə  eynl, 

A,<0 olduqda isə  ä  i lə  ək s olsun.

4 ) «о -  tz j ,( |ö o | =  1) vektoruna d  vektorunun ort (vahid) vek
\a I

torn deyilir.
5) a  v ə  b vektorları kollineardır, ə g ə r  b - k а  (&~skalyardır) 
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[ , ı , 11 , с vektorları komplanardır, əgər с = кал-lb (к,I- 
<< мм In ).
Ц I mi IMK-aqli (x,y) və polyar (p,(p) koordinatlar arasmda əla- 
¥

[~2 2 Уу />cos<p,y = p s m ç , p  = л/х + y  , t g ç  = — .
X

İMi/bucaqh (x,y,z) və silindrik (p,  <p, z)  koordinatlar 
■fkiıulıı ulaqə:

x = р с о $ ф ,у  = psm (p , z  = z.
'« Ии Iuıcaqlı (x,y,z) və  sferik (р,<р,Ө) koordinatlar arasxnda
'llmjtt

x = />sin#cos<p, .y = p sin ö sin  <p,z = pcosƏ.
| l 11 vı-klorunun / oxu üzerində proyeksiyası

П р , а - а  c o s ç , ç  = (ä ,A/) .  

l l ı  ,ı vo h vektorlannm skalyar hasili

(a , b )  =  jä||/)jcos^,^ = (ä , Ab ) .

»И • /» vektorları ortonormaldır, əgor (ä ,b )  = 0 . Əgər 

Нм r,,Z |) və b (x 2 , y 2 , z 2 ) ,  ondz

(ä, b ) =xlx2+yty 2+z,z2.

Misusi halda ä = b  olarsa,

|ä| = IX] + У 1 + z ı

I ' I I / vo h vektorlannm vektorial hasili
с - ä x b

Moı udur, burada с ±  а ,с  ±  b,\c\ = |д|р sin (p,

«у (a ,Ab ) , ä , b , c  üçlüyü sağ oriyentasiyalıdır. Əgər

■ I ( \ l,yl,z]) və b (x2,y2,z2), onda
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i j  к

ä x b  -  Х\ у ]  z\

х 2 У2 z 2 

burada i , j , k  koordinat oxlarmm ortlarıdir.

13) a , b , с vektorlannm qanşjq hasili ( ä x b , c )  ifadəsin. 

deyilir. \ ( ä x b , c ) \  həmin vektorlar üzərində qurulmuş paralc 
pipedin həcminə bərabərdir.

V =|(äx& ,c )|.
Əgər ä  (xx,у  x,zx), h (x2,y2̂ 2), с  (х„у„2,) onda

xı y ı  zj

( ä x b , c ) = x 2 У 2 z 2  •
x3 y 3 z 3

M ü stə v i ü zər in d ə  d ä z  x ə tt

1) (хјдУј) və (x2,y2) nöqtələri arasındakı mosafə:

d = yj(x2 -x\)2 +{y2 ~У\)2
2) ( з д )  və (х2гу2) nöqtələri arasmdakı parçam 1  nisbətindo 
bölən nöqtəninkoordinatları:

X1 +AX2 л, _ У 1 +Лу 2

\ + л  "  \ + я
Xüsusi halda A.=l olarsa, parçanı yarıya bölən (x,y) 
nöqtəsinin koordinatlan:

X] + x 2 У\ +У2
Л  —  —  -

2 2
3) Təpə nöqtələri (x ,^ ,) , (x2,y2) və (х3,у )̂ olan üçbucağın 
sahəsi:
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I s ' “  ±  2 ( ( * 2  - * 1  ) О з  - У \ ) - ( * 3  - Х 1 ) ( У 2  - У ] ) ) -

it I mi/, x o ttin  v e k to r ia l  tə n liy i :
F -  Fq = ta  .

I I Mr/, xottin parametrik tənliyi:
x= x0+tm , y = y 0+ln. 

ft I I Mi/, x o ttin  k a n o n ik  tə n liy i :

* - * 0  = 
m n

I I I )ii/, x o ttin  b u c a q  ə m s a l l ı  tə n liy i:

y=kx+b,  к -  tgç.
ИI ViTİImiş (xqjJo) nöqtəsindən keçən və bucaq əmsallı к olan 
• in-- xottin tənliyi:

У -  У о = к ( х -  * < ) ■

l)ı I; , v,) v o  (x2,v2) nöqtəlorindon keçon düz xottin tonliyi: 
x - x i  =  y - y i

* 2 - * 1  У 2 - У 1

III) I)ii/  x o t t i n p a rç a la r la  tə n liy i :

— + — = 1. 
a b

M il )iiz xottin iimumi tonliyi:
Ax+By+C=0, A2+B2* 0.

I 'I I )iiz xott tənliyinin normallaşdırıçı vuruğu:

м =  I ' Ы А2 + в 2 > 0 ) .
±у1А 2 + В 2

I ') llucaq əmsalları kt vo k2 olan iki düz xott arasmdaki
liticnq:

к? -  к1
tg<P =   - 1  • 

1 +
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Düz xətlərm paralellik şərti kr =k2: düz xətlərin perpefl 

dikulyarlıq şərti k2 = — —.
k\

14) (хп,у0) nöqtəsindən Ax+By+C=0 düz xəttinə qədər ol.ni 
məsafə:

\Axq  +  В уо  +  Cj 

лГа2 + B 2

Fəzada düz xətt və m üstəvilər

1) ( х ( » У г » г (> ) nöqtəsindən keçən və normal vektorıı 
n (A,B ,C)  ф 0 olan müstəvinin tənliyi:

( F - r 0 ,/?) = 0
burada r (x,y,z) və r 0(x0,y0,z0).
2) Müstəvinin ümumi tənliyi:

Ax+By+ Cz+D—O. (1)
3) Müstəvi tənliyinin normallaşdırıcı vuruğu:

jU
1

r,(A2 + B 2 + C 2 > 0 ) .
± J a 2 + b 2 + c 2

4) (x0,y0,z0) nöqtəsindən (1) müstəvjsinə qədər olan mesafə:

d  = Ихо + Дуо + C20 + D \

у[л 2 + В 2 + C 2
5) Verilmiş üç {xj,y„z,), {x2,y2,z2), (x3, y bz3) nöqtəlorindən 
keçən müstəvi tənliyi:

Х - Х ү  у-у\ z - z x

x2 *  x l У2~У\  z 2 ~ z \ 
x3 - x j  У3 - У 1 z 3 - Zl

=0.
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ft lııstovinin parçalarla tənliyi: 
x y z .  

a b с
It In, a.b.c müstəvinin koordinat oxlarmdan ayırdrğı
ımiı.ıilıirdır.
I) 4 i » ! С , + Д = 0  v ə  A 2x + B zy+ C 2+ D 2= 0  m ü s tə v i lə r i

ııiıiiındak ı b u c a q :

c o s , .  =  A i A 2 + B \ B ? + c £ z  .

J j Ş + b Ş + c Ş J a İ  + b Ş + c İ
M ıiıio v ilo rin  p a ra le l l ik  ş ə r t i :

A = Ä = < ± .
^2 C'2

Mu lo v ilə r in  p e rp e n d ik u ly a r l ıq  ş ə r ti:
A IA 2+B lB 2+ C lC 2==0.

I I >и/, xəttin vektorial tənliyi:
r - r Q — t S ,

IhiiikIii r (x ,y ,z )  v ə  r 0(x 0,y 0,z 0) v ə  S (m,n,p) is t iq a m ə tlə n d ir ic i  
■ Idordur.

'M I )м/ xottin kanonik tənliyi:
x - x p  = у - у р  = z - z 0

m n p

III) £ l ^ = z i z o = £ z f o  və f z f o _ Z z Z o = £ l f o  düz 
Щ  «1 л  m 2 n2 P 2

•ıluı i arasındakı bucaq:

c o s ç  = щ т 2 + щ п 2 + p \ p 2

yfmf  + «ı2 + P\ л1>п2 + n2 + p 2 

I >ıı/ xotlərin paralellik şərti:

m  _  Щ _  P\ 
m2 n2 р 2
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Düz xətlərin perpendikulyarhq şerti: 
m im1+ni пг+р  ı/?2= 0.

ı n  ı - l n  У~УО z ~ z0 л-11) — ----= ---------- = ----------duz xəto ılə
m n p

Ax+By+Cz+D=0 müstəvisi arasmdakı bucaq:
Am + Bn + CpSin (p = .......====S====- p ==== ==!==• -

t ] a 2 + B2 + C  лјт2 + n 2 + p 2 
Düz xətlə müstəvinin paralellik şərti: 

Am+Bn+Cp=0 .

Düz xəttlə müstəvinin perpendikulyarlıq şərti:

A - J L ~ £
m n p

İkitərtibli əyrilər və səthlər

1) Mərkəzi (a,b) nöqtəsində və radiusu R olan çevrəniıı 
kanonik tənliyi:

(x-a)2+(y-b)2=R2.
2) Yanmoxlan a və b olan ellirsin kanonik tənliyi:

Ellipsin fokusları: F t(c,0) və F2(-c,0), burada c2=a2-b2. 
Ellipsin (x,y) nöqtəsinin fokal radiusları:

r {=a-Ex, г2=а+гх,
Q

burada e  — — ellipsin ekssentrisitetidir. 
a

3) Yanmoxlan a və  b olan hiperbolanm kanonik tonliyi:
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111| icrbolanm fokuslarr.
F,(c,0) və F2(-c,0), burada c2=a2+b2. 

lli|u-rbolanm (x,y) nöqtəsinin fokal radiuslarr. 
r,=±(sx-a), r2=±(ex-a),

С
Inmida € — —>1 hiperbolamn ekssentrisitetidir. 

a
I lip* rbolanm asimptotlari:

J  
у  = ± —X .

a
II I’arabolanm kanonik tonliyi:

y 2—2px  
(  „ \

I'tiinbolanm fokusu: F —,0 , direktisin tonliyi x = —
v 2 у

pm nbolanin (x, v) nöqtəsinin fokal radiusu: r - x + — .

) Morkəzi (a,b,c) nöqtəsində olan R radiuslu sferanm tonliyi: 
(x -a f+ (y -b f+ (z -c f= R \  

fı) I irlanma ellipsoidlori:

x 2 y 2 + z 1 x 2 + z 2 y 2
- г + j .—  = 1’ — 2— + T2- = 1' a b a b

I I irlanma hiperboloidləri:

2 2 , 2  2 , 2  2 
X у  +  Z  X  + Z  у

72 ~  ’ 2 Т У ~ 'a b a b
) Г111 anma paraboloid:

y 2+z2—2px.
'4 Yanmoxlan a,b,c olan ellipsoid:

x 2 y 2 z 2
~ Y  + ~l2~ + ~ 2 ~ a b с
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10) Elliptik paraboloid:
2 2

—  + ^—  = 2z,  p >  0, < />0. 
P Я

11) Biroyuqlu hiperbolrid:

x^_

a 2 + b 2 c 2
12) İkioyuqlu hiperboloid:

x 2 J,2 z 2 ,
2 + a 2 2a b с

13) Hiperbolik paraboloid:
2 2

A r - “  = 2 z, p >  0, q > 0 .  
p l  Я

L im itlər

1) Ardıcıllığm limitinin torifl:
Tutaq ki, {xn } ardıcıllığı və a ədodi verilmişdir. İstənilen e>() 

odədi üçün elo N=N(s) nömrosi var ki, /г-in JV-dən kiçik 
olmayan bütün qiymotlərindo \xn -  a\ < s , n >  N  bərabərsizliyı

ödənir. Onda a ədədinə {хи} ardıcılhğının limiti deyilir vo 

lim xn = a kimi işaro olunur.
П — >00

2) Yığılan ardıcıllıqlar üzərindo hesab əməlləri: 
lim kxn = к lim xn (к-sabit ədəddir),

« —> 0 0  Y l —> 0 0

lim (x„±^„)= lim xn ± lim^„, lim(x„,.y„) = limx„- lim j^,
«—>00 n—>00 Я—>00 «—>00 «->00 «—>oo

lim xn
lim —  =  -— , ( lim  Уп ф 0 ) .

л->oo y„  lim y n « —>oo
«->00

2 8 2



I) Onluq və  natural loqarifmlər arasında əlaqə:
I|м Minx, x>0

burada M=lge=0,43429...
I I'unksiyanm limitinin tərifi:

I nl:iq ki, sonlu x0, A ədədləri və istənilən в>0 ədədi üçün elə 
- fi(r.)X) ədədi var ki, x-in X çoxluğundan götürülmüş və  
п j v -  X() I < S  bərabərsizliyini ödəyən bütün qiymətlərində

I /  O ) - A \ < £
I и ıborsizliyi ödənilir. Onda A ədədinə x0 nöqtəsində f(x) 
luııl■ lyasının limiti deyilir və

lim f ( x )  = A
X—̂Xq

I miii iş a rə  o lu n u r .
111 I Iıııksiyanm limitinin xassələri:

I in I kf  (x) = к lim / ( x )  (k-sabit ədəddir),
* > V(j X—

lim ( / ( x ) ± g ( x ) )  = lim / ( x ) ±  lim g (x ) ,
» >x0 x-+x0 X->Xq
•«П ( / (x )g(x)) = lim f ( x )  lim g (x ) ,

H X— X—

... , f ( x )
lim X- =  * ~ >x° 5 g ( x ) * 0 .

I >лг0 g(x)  lim g(x)  x->x0 
x-»x0

I Moyhur limitlər:
f  1 \*.. sınx

lım  = 1, lım 1 + - I  = e .
X—>0 X X— X J

Mı ıl lıollində aşağıdakı limitlərdən istifadə etmək məqsədə 
uv j'iııulur.



ln(l + x) t a x - 1  , r (1 + x)n - 1
l im  —-  = 1, lım — —  = 1n a ,  lım   .- = n.
X— x X—>0 x  x~> 0  x
8) Funksiyanm nöqtədə kəsilməzliyi:

Əğər lim f ( x )  = f ( x 0 )
x->x0

bəraborliyi ödənilərsə, onda/(x) funksiyasına x0 nöqtəsində 
kəsilm əz funksiya deyilir.
9) x arqumentinin Дх artımma uyğun y=f(x) funksiyasi! m 
artmu:

Ay=f(x+Ar)-f(x).
10) y=f(x) funksiyasmm nöqtədə kəsilm əzlik şərti:

lim Ay  =  0 .
Лх—>0

11) Funksiyanm nöqtədə kəsilməzliyinin əsas xassəsi:
lim f ( x )  = f (  lim x ) .

x -> x 0 x -> x 0

T ö rəm ə v ə  diferensial

1) Törəmə:

y  = ± = If a  Шп А '  * *» / Ш
dx Ax-> 0 Ax Ax~> 0 Ax

УО *  f ' ( xo) törəməsi y=f(x) funksiyasmm (x0,f(x0)) nöqtəsindıı
əyriyə çəkilən toxunamn bucaq əmsalına bərabərdir:

k = f \ x o ).
2) _y=f(x) əyrisinə (x0,f(x0)) nöqtəsində çəkilən toxunan və  
normalm tənlikləri:

у - уо = Я > о ) 0 - * о ) ^ - Л )  = - “ — -(*-*<))■
/ О  0)
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') Comin, hasilin və  nisbətin törəməsi:
Tutaq ki, y,=f(jc) və  y2=g(x) funksiyalarımn x nöqtəsində 
lörəmələri var. Onda 

(Л  — У т У  =  у {  ± У 2 Л У 1У 2 У  = У ) У 2 + У 1У 2 Л С У 1У  =  c y [  

(osabitdir.)
t

f  \
У\ ъ * о.

уУ2 ) у \
11 Mürəkkəb funksiyanm törəməsi:
1 »1'л»гу= (̂х), х=(р{{), yəni y=J((p(t)) və /{x) və (fit) 
lıınksiyalarmm törəmələri varsa, onda:

y't=y'x'xt-
■ 1 Tors funksiyanm törəməsi:
V l'(x) funksiyasmm x nöqtəsində f ’(x) Ф 0 törəməsi varsa,
• • 1 н i.ı » (p{y) tərs funksiyasmm törəməsi var və

<p’( y )  =  — -— . 
f \ x )

r.) ч )sas elementar funksiyalarm törəmə düsturları:
I <•' -0, c-sabitdir, 2 . (x°)'= axa ], a&R,

t (\oga x ) '=  —\oga e , 4. (ах у  = a x k ıa ,
x

, (1 4)' ~  , 6. (sinx)' = c o sx , 7. (co sx )'=  - s in x ,

14 Ugx)' =  — 9. (clgxУ2 - 2  cos x sm x

III (arcsinx )'=  = , 11. (arccos)' =
s j l - x 2 л/ l - x 2

’ (arctg)’ = ' , 13. (arcctg)' = — - Ц - ,
1 + x 2 1 + x 2

•I, (shx)’ - c h x ,  15. (chx)f = sh x ,
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16. (the)' =  17. (cthx)' ------- — .
ch x sh x

7) Yüksək tərtibli törəmələr:
y=f(x) funksiyasmm f ' ( x )  törəməsinin törəməsinə onun ikitor- 
tibli törəməsi deyilir: f \ x )  = ( f i x ) ) ’ . Eyni qayda ilə üçtər- 
tibli törəməyə torif verilir: f m(x) = ( f ( x ) ) ' . Ümumiyyətlə,

(/'* - '))■  = / " )  = /W ( x ) .
8) Yüksək tərtibli törəmələri hesablamaq qaydasi:
Əgor j>,=/(x) vo y 2=g(x) funksiyalarmm f"\x)  vo g (,,)(x) «-tortibli 
töromələri varsa, onda:

(cy,)<”)=cy,("), c-sabitdir,

< > ,| > 2 > ' " 1 =  У " У 2  +  ' ' У !  + — + - + У 1 У [ П ) -

Axırmcı düstur Leybnis düsturu adlamr.
9) Sərbost x doyişonin diferensialı: dx=Ax, y=f(x). Funksiya­
smm diferensialı: dy=y'dx. Funksiyanm Ay artımı ilo dy  dife- 
rensialı arasmda olaqo:

Ay= dy+ocAx, burada a-> 0  (A t-*0).
10) Diferensialm osas xassoləri:

1. dc=0, c-sabitdir, 2. dcy=cdy,
3. d(y, ±y2)=dy, ±dy2, 4. d(y,j2)=y,dy2+y2dy,,

5. d
y 2d y x - y \ d y 2 
 s ,У2 *  U >

У2У 2

6- d f ( y )  = f ' ( y ) d y  -
11) Funksiyanm qiymotinin toqribi hesablanması:
Əgor Ax arqument artımı çox kiçik olarsa, onda Ayxdy  vo 
/ (x + Лх) »  / ( x )  + f '(x )Ax  münasibotindən istifado edərok 
funksiyanm qiymətini toqribi hesablamaq olar.
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I ' I Vııksok tərtibli diferensiallar:
* MO f unksiyasmm dy=df(x) diferensialmin diferensialma onun 
и 111 и libli diferensiah deyilir: d2y=d(dy).
I vmi .piyda ilə üçtərtibli diferensiala torif verilir. d(d2v)=d3_v.
I imiimiyyotlo, d(y("~l))=d"y.

Törəm ənin tətbiql

I I I > 11 с re n si al 1 anan y=f(x) funksiyasi üçün Laqranj düsturu:
Ä b)-J(a)=(b-a)f'(x0), х0<г(а,Ь).

I I Mla ensiallanan у {=Дх) və y 2=g(x) funksiyaları üçün Koşi
> 11 id 11 it I:

m - m  n x o)
, x0 g (a,b).

g ( b ) - g ( a )  g '(x0)
(I oo

vo ya — şəklmdo qeyrı-müoyyonliklor üçün Lopital
О  oo

• |ıi v« lıısı:

lim lim ж
X-+XQ g(x) X-*X0 g'(x)

» ı „i|>, torofdəki limit varsa.
11 I < vlor diisturu:

/ Ы  /(x o )+  ^ ( x - x o ) +  -  ^ ° \ x - x q ) 2 + ...+

о У + т - х о ) " ) -m
- 111 iklnqda Makloren düsturu almir.

/ ( v , m + m + m x 2 + ...+ f ^ m x * + 0 i x ny
1! 2! nl

11 lit mail nr funksiyalarm Makloren düsturuna göro aynlışı:

i x x 2 x n и
I ■ I I + — ■ + ... + —  + 0(x ).

I! 2! n\
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г3 г5 г 2п+] 1т х х  п х 2и+2ч2. sm x = x  ч  ... + (-1) ----------- + 0(х ) .
3! 5! (2« + 1)!

V 2  г 4  г 2 "  ^  1
3. cosx = 1 -  —  +  ----- ... + (-1 )и - —  + 0(х ) .

2! 4! (2п)\
. , а  а ( а ~  1) 2
4. (1+ х) = 1 + — + —  -х  + ...+

!! 2!
+ а ( а  - ! ) . . .( «  - "  + ! ) ,  + ^ п у  

п\
г 2 X3 , г"

5. 1п(1 + х) = х  + -------... + (—1)и —  + 0(х??) .
2 3 п

6) (а,6) intervalmda / '( * )  > 0 ( / '(х )  < 0) olduqda у=/(х) funk­
siyasi həmin intervalda artandır (azalandır).
7) /(x) funksiyasmm x0 nöqtosində ekstremumunun varlığı üçün 
/oruri şərt: J ’(xq) — 0 v ə y a  . / ' (xq) olmadıqda.
/(.«:) funksiyasmm x0 nöqtəsində ekstremumunun varlığı üçün 
kafı şərt: / ' ( x 0) = 0 , / ff(x0) * 0 ,  f " ( x 0) < 0  olarsa,
funksiyanm x0 nöqtəsində maksimumu, f ”(xo) > 0 olduqda iso 
homin nöqtədo minimumu var.
K) y-=f(x) funksiyasmm qrafıki (a,b) intervalmda / " ( xq) > 0 
olduqda gabarıqdır, / " ( x o ) > 0  olduqda çökükdür.
9) y= f(x) funksiyasmm qrafıkinin x0 nöqtəsində oyilmə nöqtəsi 
Oİması üçün zəruri şort: /" (* o ) = 0 və ya / ”(xo)olmadıqda 
Əyilmo nöqtəsi üçün kafı şərt, x0 nöqtosinden keçəndə f " ( x )  
in işarosini doyişməsidir.
10) Əyrinin asimptotlari:
I lim / (x) = oo, lim f i x )  = да, lim / ( х )  = оо

X— —О X— +0 X—
olduqda х=х0 düz xətti y=J(x) əyrisinin şaquli asimptotudur.
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lim f ( x )  = b, lim f ( x )  = b olduqda y = b  düz xətti y=f(x)
X->—00

tn . I "ми ulı'iqi asimptotudur.
Iını ( f ( x )  —k x - b )  = 0, lim ( f ( x ) - k x - b )  =  0 olduqda

■ 1 X - + - 0 0

I • 11> <ln/, xotti у=Ј(х) əyrisinm maili asimptotııdur.

Il>qiqi dəyişəali vektor və kompleks funksiyalar

I '"■! ılvm nrqumentli f ( t )  -  x(t)i + y ( t ) j  + z(t)k vektor funk- 
ılvnıım loıomosi:

lim Ш  = т  =
At-*0 At dt

i  i I / ( ') ->yri qövsiinün diferensiah:

dl = ijl + (y ')2 d x .
' i I / ( ') oyrisimn ixtiyari M(x,y) nöqtəsində əyriliyi:

* „  =  i ^ - з - .

(1 + ( у ' ) 2 ) 2

• I I / (v) oyrisini ixtiyari M(x,y) nöqtəsində əyrilik mərkəzinin 
I in / 1) koordinatlan:

a = x - S ^ ± £ t , p  = y + 1 + С Л 2
У~ У'

11 1  plrks oded z=x+iy,  burada i2=~ 1. Kompleks ədədin
ниiilulii \ о iirqumenti:

= / x  2 ^ . 2    ?/ X  + y  ,(p ^  a r c t g - 
x

'• i * I /г klmpleksədədinmqoşması: z - x - i y .
Һ «j ', * / г I vo z2=x2+iy2 komprleks ədədlər üzərindo hesab
"innl l iH I

<' I b-j)+/0,±y2),г
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2 . z lz 2=(xlx2-yiy 2)+i(xiy2+x2y 1),

,  Zj _ ( јс1јс2 + Л Ј'2) - * ( л2Л -* 1 Ј '2 )  „3. — -------   — ----- ----- ------------> z 2 * ° -
z 2 х г + у г

8) Kompleks ədədin triqonometrik şəkli:
z = p(cos<p + i sin ф ) ,
burada p  = \z\ və cp=Argz.

9) Kompleks ədədin üstlü şəkli: z = p e lcp, burada p  = |z| və

<p = A r g z .
10) Kompleks ododin modulu və arqumentinin xassələri:
1. \zl + z 2 \ < \ z l \+ \ z2 \,

2. |z1z 2| = |z l ||z2 |, Argzlz2=Argzi+Argz2,

3.

4.

z l
z2

n

İZJİ Z \
, Arg - i -  = Argz{ -  Argz2 , z 2 Ф 0,

F2| *2

= |z|n, Argzn = nArgz,n -tam  ədəddir.

11) Muavr düsturu:

(p(cos<p + i sm<p))n = p n (со$гкр + is'm пф).
12) Kompleks ədədən kökalma:

\  z  — $|zl argz + 2for . . arg z + 2ккcos - —  — + 1 sm - •  ----------
n n

k=0,\,2,...,n-\.
13) Əgər Дх) funksiyasi [a,b] parçasmda kəsilməzdirsə və 

f(a)f(b)<0 olarsa, onda /(x)=0 tənliyinin x, kökünün təqribi 
qiymətini aşağıdakı düsturlarla tapmaq olar:

1. X] = a  -fSEİ ( b - a )  (vətərlər üsulu).
f ( b )  -  f ( a )

2 . X| = a - - ^ a~ , burada f ' ( ä )  Ф 0, f ( ä ) f ( ä )  > 0 (toxunanlar
m

üsulu).
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I)' )gor dy=f(x)dx olarsa, onda
у  = J / (x)dx + с , c-sabitdir,

(qcyri-müəyyən inteqral).
’) Oeyri-müeyyən inteqralm əsas xassələri:

(J/(x)<fr) = Д х ) ,  2 . 4 j / (x)dx)= f  (x )dx ,

^df{x) = f  (x) + c, 4. jk f (x)dx = к J / (x)dx, к -sabitdir.

J ( /(* )± g (* )> fr  = \ f ( x ) d x  ± Jg(x)ä&.
Ч iııleqrallar cədvəli:

I јх"Јх = - -+ с , ( а Ф - 1), 2. f—  = ln|x| + c ,
a + l J x
Q X

' = ------- + с , 4. fex</x = e * +c ,
In a J

 ̂ jsinxdx = - c o s x  + c ,  6. Jcosxt/x = sinx + c ,

/ )IgXCİX = -  in COSX + с , 8. fctgxdx = In sin x + с ,

„ r dx p fi6c
—;—  = tgx + c , 10. I— — - = -c<gx + c ,

COS x sin X
ife [arcsinx + c r tfcc farc/gx + c

İntteqrallar

r ttx ^ im w uiA -rt (• ax I a/

V l - x 2 1 -arccosx  + c  ̂1 + x 2

dx 1.
—  = тЫ
— r  ^

1+x
+ c , 14- f - *  = h

J n/ ? I T1-Jf

I 'ı |лЛХ0?Х = chx + с . 16. fc/zxrfx = sT/X + с .

I) I )oyişonirı əvəz edilməsi: Əgor x=<p(t) olarsa, onda: 
J/ (x)dx = J/ ((pU))(p'(t)dt.

arcctgx + с 

+ c ,х + л/х2 ±1
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5) Hissə-hissə inteqrallama düsturu:
^udv = uv -  jvdu .

6) Sadə kəsrlərin inteqrallanması:

1 f _ fa  = ^ ln lx -a l  + c .

J x - a

2. f— —— dx =  — — —-------- г  + с,п > l,n g N .
\ x - a ) n ( l - n ) ( x - a ) n

„ e Ax + В  , A x . 2 ч3 | —    f a -  — ln(x + p x  + q) +
x + px  + q 2

2 В - A p  2x + p+ ,  y.-f-T arcfg —= == £= =  + с ,
i ^ q - p 2 İ ^ q - P 2

p 2
burada a,A,B,p,q həqiqi ədədlərdir vo ~  -  q < 0 .

7) Rasional kəsrin sadə kəsrlərə aylırması:

1. f  (x) ~ ( x - a ) k f \  (x ) ,/j  (a) *  0 olarsa, onda:

Л + g j(x )

f { x )  (X _  a)k (x - ö ) * 4  / ,  (x) ’

2- / O ) =  (x 2 + px + / ]  (x), /j (a) *  0, / ]  (5 ) *  0 , olarsa,
onda:

g (x ) _  Bx + C  + g j(x )

/ ( * )  (x 2 + px + q )m (x2 + px  + q )m 1 / ,  (x)
burada a,A,B,p,q həqiqi ədədlərdir və

  'J 'Л
a = a + ih,a = a - i b , p  = - 2a,q  = a + b  .

8) Ostroqradski düsturu:

l l W i . ä W . Ä  
f ( x )  / ı ( x )  J / 2 (x)
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İMtııula /Ј(х) çoxhədlisi /(x) və f ' ( x )  çoxhədlisinin ən böyük

f  O )•пт) bölənidir və / 2 (*) = — - , g ı (х) və g2(x) qeyri-müəy-
f l ( x )

■it omsalh çoxhədlilərdir.
л

(ir şəklində inteqrallar:•>) J/e x,J-
к '

ax + b
cx + d /

luııada a,b,c,d sabit ədədlərdir, w -natural ədəddir, ad-ЬсФО və R 
■ ııqumentlərinin rasional funksiyasıdır.

t  =
ax + b

1 cx + d
ıtvKzleməsi ilə inteqralı rasionallaşdırmaq olar. 

ıo) Ј/г^х, л/ах 2 +bx + с j dx şəklində inteqrallar:

I vlor ovəzlərnələri ilə inteqrah rasionallaşdırmaq olar.

1. «>0 olduqda, ујах + bx  + c = 4 ax + 1 .

2. c>0 olduqda, д/ах2 +bx  + c = xt + J c

3. ax1+bx+c=a(x-d)(x-/3) olduqda л/tfx2 + bx  + c = ( x -  a ) t .

11) jx w (c/ + bxn) p dx şeklində inteqrallar, burada a,b ixtiyari

sabitlərdir, m,H,/-rasional ədədlərdir.
I. /-tam  ədəddir, onda x - f  əvəzləm əsi ilə inteqralı 
rasionallaşdırmaq olar, burada s ədədi m və n kesrlərinin 
ınəxrəclərinin ən kiçik ortaq bölünənidir.

> m t l  tam ədəddir, bu halda a + bx11 = ts əvəzləm əsi ilə 
n

ıııleqralı rasionallaşdırmaq olar.
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3. т + -  + p  tam ədəddir, bu halda ax n + b = (s əvəzlərruv.ı 
n

ilo inteqralı rasionallaşdırmaq olar, burada sy/?-kəsrinm гпөхго 
cidir.
12) Triqonometrik funksiyalarm inteqrallanması:

1. j/?(sin x ,cosx)dx  şəklində inteqralları t - t g ^  əvozləmo.ı 

ilə rasionallaşdırmaq olar.

2. jsin w x c o sw xdx şəklində inteqralları t=sinx  və ya t=con\

əvəzləm əsi ilə binomial diferensialm inteqralma gətirmek olar.
13) M üəyyən inteqral, inteqral cəminin limiti kimi:

İF (x)dx=  lim ^ / ( % к )Ахк , ]
а A^ °* = l

burada ğk e  [хк_ \,х к \Л х к = хк - x k_\ Д  = max Axк
14) Müəyyən inteqralm əsas xassoləri: 

b  а  а

1. J/(x)fifcc = -  Ј/(х)б6с, 2. J / (x)dx  = 0,
а  b  а

b  b  b

3. J/(x)c&  = j f ( t ) d t  = \ f { z ) d z ,
а а а
b  b

4. jV(x)*/x = J/(x)ffo, к -  sabitdir.
а а

b  с  b

5. j f ( x )d x  = j f { x ) d x +  Ј/(х)<&,
а  а  с

b  b  ъ

6. J ( / ( x ) ±  #(*)>&  = J /(x)< fr±  Jg(x)<fr,
а  а  а
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d  b
\ n t ) d t  = Д х ) ,  8 . j - \ f ( t ) d t  = - / ( * ) ,

x
■ (Mil qiymət teoremi: Ə gər/(x) funksiyasi [а,/?] parçasmda 

( ıhıut/ ohırsa, onda; 
b
j /  (x)dx = ( b - a ) f  (x0),a < xq < b .  
a

Mo Nvuion Leybnis düsturu; Əgər /(x) funksiyasi [a,b] parça-
   I > iilınozdirsə və F'(x) = f ( x ) ,  onda:

b
$ f ( x )dx = F ( b ) - F ( a ) . 
a

I 'I Mımyyon inteqraida deyişənin evəz edüməsi: 
b p
\ f ( x ) d x  = J / ( p ( 0  ,
a  a

lııınıda a-(p(a) və b= ç ( јЗ) .
I н I Mıı.ıyyoıı inteqralın hissə-hissə inteqrallama düsturu: 

b b
jW v = uv \a ~ ^vdu . 
a a

I'M . м.» /(x), [-a,a] parçasında cüt funksiya, yəni J[-x)=J[x)
"bu н, oıiflıi:

a a
J f (x )d x  = 2 J / (x )dx .

-а  0
>»ј'<ч / ( \ ), \-a,a\ parçasmda tok funksiya, yəni Л -х)~ Л х) 

н!ш и onda:
a
\ f ( x ) d x  = 0.

~a
295



20) Müəyyən inteqralm təqribi hesablanması:
1. Düzbucaqlılar düsturu:

Ь Lb - a  
n

ff (x )d x  + у \ +  ~.+Уп- 1 X burada x0=a voJ УЈ

xn = b , y  = f ( x ) ,x k  = a + k - —— ,k  = 0,1,2,...,и
n

2. Trapeslər düsturu:

[ f ( x ) d x  ZQ. ± Z« + у, -f- _v2 + + , buı ada,

x0- a  vo xn=b, y-f(x), хк= а  + k  -- — ,k  = 0,1,2,..,,n
n

3. Simpson düsturu:

b j j ___ q

\ f  (x)dx +  У2п + 4СУ1 + —+ 3^2«-l) + 2(У2 + —+ У2п 2 ))
a

21) Ox oxunun [a, b] parçası, x=a  və x=b  düz xətləri, 
kəsilməz y=j(x) əyrisi ilə mehdud olan əyrixətli tparesin sahəsi 
düsturu:

b
S  = J /(x )(ix  .

a
22) x~a  və x=yö (и</3) şüaları, kəsilm əz p=J{(p) (p,<p -polyar 

koordinatlardır) əyrisi ilə məhdud olan əyrixətli sektorun sahəsi 
düsturu: И

s  = -  \Г Ш ч > .
а

23) x=<p(t), y=  T(t), a<l<(i parametrik şəkildə verilmiş hamar 
əyrinin uzunluğu düsturu:
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ı = JVт ))2+(Г(ф2л .
a

Ogər əyri y=/(x), a<t<b tənliyi ilə verilərsə, onda:
b ---------------

l = y \  + (y ')2 d x .
a

24) Kəsilməz у=Дх), a<t<b əyrisinin Ox oxu ətrafında fırlan- 
masından alınan cismin səthinin sahəsi düsturu:

b ,----------------
S = 2 x j f ( x ) j \  + ( f ' ( x ) ) 2 dx.  

a
25) Kəsilməz y-J(x), a<t<b əyrisinin Ox oxu ətrafmda 

lirlanmasmdan alınan cismin səthinin sahəsi diistum:
b

V = 7r \ f 2 (x)dx.
a

26) Kəsilməz y-f{x),  a<t<b əyrisinin ağırlıq mərkəzinin 
koordinatlan:

1 b j b
хс = Ј  jxdl ,  y c = -  j y d l ,

a a

burada, dl  = ıj l + i y ' ) 2 dx, l -əyrinin uzuntuğudur.
’7) Əyrixətli tparesin ağırlıq rnərkəzinin koordinatları:

1 h j b
xc = — J'xydl, У с =  —  \ y  2dx 

a a
buı ada, S-əyrixətli tparesin sahəsidir.
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28) D əyişən qüvvənin F=F(x), a<t<b işi:
b

А = ^F{x)dx. 
а

29) Sonsıız sərhədli inteqral:
-и» b

j f ( x ) d x  = lim j f ( x ) d x . 
a b~*+o

30) Qeyri-məhdud funksiyanm inteqralı:
+00 b

f f ( x ) d x  = lim f f ( x ) d x .
i b->+o0 Ja a

31) Qeyri-məhdud funksiyanm inteqralı:
b b-e
J/(x)fi£c= lim Jf ( x ) d x .
a £-»+0 a

Çoxdəyişənli funksiyalar

1) z=f(x,y)  funksiyasmm kəsilməzliyi:
lim Az -  lim ( f ( x  + Ax,y + A y ) - f ( x , y ) )  =  0 

A x ~ > 0  A x - >  0
A y - > 0  A y ~ * 0

və ya
lim f ( x , y )  = f ( x 0 , y 0 ) .

X - > X q

У~*Уо

2) z=f(x,y)  funksiyasmm xüsusi törəmələri:

z' =  —  =  lim Һ х  + А х , у ) - / ( х , у )
X дх Ax->0 Ax
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z' = — = lim Я Х’У + ЛУ ) ~ Л Х’У)
у ду Лу-> О 4у

' I , К\,  у) funksiyasmm tam diferensialı:
j  dz , dz j
dz — ——dx л----- d y .

dx dy
II / ( \,y) funksiyasmm qiymətinin təqribi hesablanması: 

и I ‘i Л\ vo Ay arqument artımları çox kiçik olarsa, onda:
/ 1 4 - у  + Ay) *  f { x ,  >0 + f'x (x, y)Ax + f y  (x, y ) A y ,

 * I .ıİMiindən istifadə edərək funksiyanm qiymətini təqribi
1н ııııhlnmaq olar.
' I Mıın >kkob funksiyanm törəməsi: 
ı»|t ,| f(x,y), x —x(t) ,  y = y ( t ) , yəni z=f (x ( t ) , y ( t )  j  v əb u
I (иIК мvıılur diferensiallanan olarsa, onda: 

dz _ d z  dx ^ dz dy 

dt dx dt dy dt 
■ • f(x,y) ,  x=x(s, t ),  y= y ( s , t ) ,  yəni z - f ( x ( s , t ) , y ( s , t ) )  VƏ

I mi innksiyalar diferensiallanan olarsa, onda:
dz _ dz dx + dz dy dz _  dz dx + dz dy 
ds dx ds dy ds ’ dt dx dt dy dt

III Y ilk sok tortibli törəmələr:
I К \,y)funksiyasmm f x və f y  törəmələrinin törəməsinə onun 

IkHuitibli xüsusi törəməsi deyilir:
(fx)'x = Гх 2 , (ПУу  = t t y  , (Гу)'у = Гу 2 .

I in qııyda ilə üçüncü, dördüncü və s. tərtibli törəmələri 
I" ıhlmıuıq olar.
I I > ilksok tortibli diferensiallar:
■■ I( \. I’j funksiyasmm dz=df(x,y)  diferensialma ikitərtibli 
ılılt iciisial deyilir:

d(dz)  = d 2z  = f xxdx2 + 2 f Xydxdy  + f ”,y dy 2 .
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Eyni qayda ilə üçüneü, dördüncü və s. tərtibli diferensialları 
hesablamaq olar.
8) z - f (x , y )  funksiyasmm /(c o s« ,c o s  (i)  vektoru istiqaməti 
üzrə törəməsi:

dz dz dz
—  = — cos a  + — cos В . 
dl дх ду

9) z - f (x ,y )  skalyar meydanmın qradiyenti:

gradz = — i + —  / , buradan 
д х д у

dz
¥

= \gradz\ (dz)2
f Əzl+

^дХ;
10) İkidəyişənli funksiya iiçün Teylor düsturu:

1 2
4 f (*0,yo) = d f(x0, y o ) + y d  f ( x 0,y 0) +.....■+

1
+ ~ d nf ( x 0 , y Q)+  

n\ ( t t  +  1 )!
d n+if  (xq + ӨЛк,у0 + ӨЛу),0 < Ө < 1

X()=0, y o -0  olduqda Makloren düsturu almır.

# ( 0 ,0 )  = # ( 0 ,0 )  + ^ d 2f {  0,0) +. . .+

1
ir f " / ( 0 ,0 )  +
n\ (n + 1 ) !

d n+\ f ( e A x M y ) , 0 < e < l

12) F (x .y )=  0 tənliyi ilə təyin olunan y = y (x )  qeyri-aşkar 
funksiyanm törəməsi:

_  Fx(x,y)
Ух —'

13)
\F { x ,y , z )  = 0

F y ( x , y )

tənliklər sistemindən təyin о\лхпту=у(х)
0 { x , y , z )  =  0 

və z —z(x)  qeyri-aşkar funksiyalarm törəməsi:
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F & - F İ < r z Ғ'хФ’у - Ғ ^ Ф ’х

Ј ( у , г )  ’ х J ( y , z )
hııımlıı

F'y F'

Фу Ф ’г
Ф о .

\ ııtmbı (lctcrminantıdır.
i l l  /^ .^funksiyasm m  (xo,j>o) nöqtəsində ekstremumunun 
Vııılıftı iiviin zəruri şərt:

Л ( х 0 , у 0 ) = f y ( x 0 , y 0 ) = О 

v ' vii /,'(*0>T0)> f y ( x 0 , y 0) olmadıqda.

• 11 f(x ,y) funksiyasmm (xo,.yo) nöqtəsində ekstremumunun 
v и hr I iiçün kafı şərt:

* ./xx (*0»To Xfyy Oo ’To) — i fxy (xo j To ))
I (I olduqda (xo,vo) nöqtəsində funksiyanm ekstremumu var. 
f ( V(>, v>o) < 0 olduqda (xo,^o) nöqtəsində funksiyanm maksi- 

m m и и. / "x (xq, у  о)  > 0  olduqda isə (хото) nöqtəsində funksiya- 
ııııı ıııııııımımu olar.
' \ <1 olılııqda (xo,yo) nöqtəsində funksiyanm ekstremumu 
ytlNlllir.
1 \ и olduqda (xo,yo) nöqtəsində funksiyanm ekstremumu ola
• In ini,.I, olmayadabiler.
11' I ' ' i i ı  ekstremumun varlığı üçün kafi şərt:
/ 1 I 1)~ f(x,y) + X(p(x,y) funksiyasmm (xo,yo) nöqtəsində 
.1 I ho 1'оД) ikitərtibli diferensiali varsa, onda:
I ./'/•'( <о,_уоД)>0 olduqda f (x ,y )  funksiyasi (xo,yo) nöqtəsində 

■iii minimumqiymət alir.
»о,И)Д)<0 olduqdaf (x ,y )  funksiyasi (xo,To) nöqtəsində 

f  in ninxsimumqiym ətalir.
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D iferensial tən lik lər

1) Dəyişənlərə ayrıla bilən 
X (x )Y (y )  dx+X  I (x) Y](y) dy=0 
Tənliyin ömumi inteqralı:

2) y '  = f ( x , y ) , f ( t x , t y )  = t ° f ( x , y )  bircinsli tənliyi y=zx
əvəzləm əsi ilə inteqrallanır.
3) y'  + P(x)y  = f ( x )  xətti tənliyini y - u v  əvəzləm əsi ilə həll 
etmək olar.
4) P(x,y)dx+Q(x,y)=()  tənliyi D  oblastinda tam diferensial lı 
tənlik olarsa, onda:

dp dQ „
ду дх

5) F ( x , y , y ' )  = 0 şəklində tənliklər:
1. Əgər F(y' )  = 0 olarsa, onda:

F (a k)= 0, к=  1,2,. ..  və уа Ғ\ = О
V х )

burada у'  = ак,к  = 1,2...
2. Əgər y'  = f k (x ) ,k  = 1,2...olarsa, onda:

3. Əgər x -  f ( y ’) olarsa, onda:

x  =  = p f  (p ) -  Ј л р ) ф  + c
4. Əgər x = (p(p),y ' = olarsa, onda:
5. Əgər y '  = fk  ( у ) , к = 1,2,...olarsa, onda:
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" Ogər y-fiy') olarsa, onda:

x = m + <ј ш р + с, у
P  J p 2

+ c , y  = f { p )

lııırııda y'  ^p.
/ Ogər у  = ф(р) ,у '  = V i p )  olarsa, onda:

н у <р(у,у') şəklində tənlikləri y ' - p əvəzləm əsi ilə
mlcqrallamaq olar.
K = ç (x , y ' )  şəklində tənlikleri y '  =p əvəzləm əsi ilə

mteqrallamaq olar. 
ь) Ikitortibli tənliklər:

I. Əgər y" — f  (x) olarsa, onda:

.V Əgər у" -  f ( x ) olarsa, onda y'  =p əvəzləm əsi ilə

4. Əgər y" = f ( y , y ' )  olarsa, onda y ' - p ,  p = p ( y )  
ovəzləm əsi ilə alarıq:

у  = ^dx Jf ( x ) d x  + C[X + C2 ■ 

2. Əgər y" -  f ( x )  olarsa, onda:

alariq:

~  = f ( x , p ) .  
dy

) Ikılortibli xətti bircinsli tənliyin
У" + Р ( х ) у '+ q (x )y  = 0 (1)
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ümumi həlli у  = c \y \  + c2y 2 , şəklindədir, burada y\  və yı 
xətti asılı olmayan xiisusi həllərdir.

8) Vronski determinant*:

У\ У2

У\ У 2
W(x) = W ( y b y 2) =

9) Ostroqradski-Liuvill düsturu:
X

-  j  p(x)dx  

W(x) = W(x0 )e x°
10) İkitərtibli xətti bircinsli olmayan tenliyin

У" + P ( x ) y '  + q(x)y  = f ( x )  (2)
ümumi həlli у  = y  + z şoklindədir, burada у ,  (1) tənliyinir)
ümumi həllidir və z, (2) tənliyinin bir xüsusi həllidir.
11) İkitərtibli sabit əmsallı xətti bircinsli tənliklər:

y* + py'  + qy =  0 (3)
1. (3) tənliyinin xarakteristik tənliyi:

y" + p k  + q =  0 (4)
2. (4) tənliyinin к\ və кг kökləri həqiqi və müxtəlif ( k\i

Ь ) olarsa, onda:

y  = cle k'x + c 2e kı* .  ]
3. (4) tənliyinin k\ və fe kökləri həqiqi və müxtəlif ( k\— fo) 
olarsa, onda:

у  = (cı + c 2x)ekiX.
4.(4) tənliyinin k\ və кг kökləri kompleks ədədlor 
k = a  + ifi,k2 = a - i f i  olarsa, onda:

у  = е® (с ј cos /Зх + с2 sin / к )  .
12) İkitərtibli sabit əmsalh xətti bircinsli ölınayan tənlikləı-:

y" + py '  + qy = f ( x )
1. f ( x )  - a x 2+bx+c,  a,6,c-sabitlərdir. 
цф0 olarsa, onda: z=Ax2+Bx+C\
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«/ 0, рф§ olarsa, onda: z=x(Ax2+Bx+C).
' f(x)=aea\  a,a-sabitlərdir. 

к Ч pa+q*Q olarsa, onda: z=Aeax 
• < ' p<r+q=0 olarsa, onda: z=Axeax və ya z= Ax2eax.

' / (x) =Mcosfix+Nsinfix, M,N, fttO -  sabitlərdir.
/»•’ I (q-/?)2* 0 olarsa, onda:

z=Acosfix+Bsinfix.
I' 0, q~(?  olarsa, onda:
■ \(A cosfix+B sin fix).

Sıralar

» i - II sıralar: a\,(i2, . . . ,an,.. .  ədədlər ardıcıllığmm hədlərindən
ılll/H İO Il

СЮ

+ a 2 + — + a„ + . . .

n=l
IlncКısinə odədi sıra deyilir. S„= a\+ci2+.. .+an, . . . sıramn n-ci 
ч и .1 is I cemi deyilir. Əgər

00
s =  lim S n = £ an

и=I
)Iarsa, deyilir ki, sıra yığılır və cərai S-ə bərabərdir.

00

') и ;mın yığılan olması üçün zəruri şərt: Əgər sırası
и=1

yıftılımdırsa, onda: lim an = 0 .
П—> co

Ч I londəsi silsilə: Əgər, |#j < 1 olarsa, onda:

f - = ± a q ”~ ' .
1 ~<1 «=1
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4) Harmonik sıra adlanan
, 1 1  1

2 3 n

sırada lim — = 0 olmasma baxmayaraq, dağılandır.
«->oo П

00 oo
5) Müqayisə əlaməti: Müsbət hədli an və У ' bn sıraları

n=1

üçün lim —  = l ф  0 olduqda, bu sıralar eyni zamanda 
n —>co b n

yığılan və dağılan olar.
00

6) Dalamber əlaməti: Tutaq ki, müsbət hədli a n sırasmın
/7=1

lim - = / limiti var. Onda 1. /<1 olduqda sırayığılır; 
«-»00 bn
2 . />  1 olduqda sıra dağılır.

00

7) Koşi əlaməti: Tutaq ki, müstəb hədli 'Yı (in sırasının üçün
n=1

lim = / limiti var. Onda 1. /< 1 olduqda sıra yığılır; 2. />1
И-> 00
olduqda sıra dağılır.

8) Koşinin inteqral əlaməti: Tutaq ki, f(x) funksiyasi | l,oc] ob-
00

lastında kəsilməz, müsbətdir və azalandır. Onda f ( k )  sırası,
k=ı

00
j / (x)t/x inteqralı yığılan olduqda yığılar, dağılan olduqda isə
1

dağılar.
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'il oybnisəlaməti:
O g o r a \ > « 2  > a 3 ... v ə  a n —> 0 (n  - >  oo) o la rsa , o n d a  işa - 

m sin i n ö ıb ə  i lə  d ə y iş ə n
п—1

ч\ «2 + а 3 ~ а 4 +  —+ ( - 1 )  а „ + . . . , а „ > 0
.на yığılar.

ОО ОО
И») O g o r s ıra s ı y ığ ıla rs a , o n d a  ^ a n s ıra s ı d a  m ü tlə q

n=1 n=1
yıftılıır.

11 )V ı-ycrştrasm  m a jo ra n tl ıq  ə la m ə ti :  T u ta q  k i ,  ј г  f n (x),  x e ^
n=l

ПС)
u ı  > 0  s ıra la r ı  ü ç ü n , | / w(x )| < a n , n - 1,2,... b ə r a b ə r -

п I
00 00

ш 11yı tfd ə n ilir . Ə g ə r  s ıra s ı y ığ ı la rs a , o n d a  ^ / п (х )
и=1 я=1

Niı нм I ) ç o x lu ğ u n d a  m ü n tə z ə m  y ığ ıla r .
I ' I O iiv v ə t s ıra la r ın m  y ığ ılm a  ra d iu su n u

R =  lim
И-» 00

a n

a n - 1
D 1v ə  y a  R

lim ф ~ \
И—»oo

I м. .iın ları i lə  ta p m a q  o lar .
I Ч I r y l o r  sırası:

/ ( v) - f ( x {)) +  — —- (x  — Xq ) +  —- ^  0 ̂  ( x  -  Xq ) 2 + . . . +

+ -------- —  ( x - x 0 ) +  ...
m

I I) M ıık lo ren  s ira s i:

Г Ш  о /•(")(0)



15) Eyler düsturları:
/V • • ■—IY • •e = cosx + / smx,  e = c o s x - z s ı n x .

16) 2n periodlu /(x) fimksiyasmm Furye sırası:
00

f { x )  = —  + V  (aw cos nx + bn sin nx) ,  burada 
2 и=1

l ’* 1 я
ü q = — f f (x )dx  , an - ~  \f(x)cosnxdx

n  y  я-n  -n

1 n
bn = — J /(x )  sin nxdx . (Furye əmsalları)

П -n
17) Ə gər/(x), [-тг,7г] parçasında cüt funksiya olarsa, onda:

a  00
/  (x) = —  + ^ j ü n cos их, burada 

2  n= 1

2 Ж
an = — |/(x )c o s« x J x , n = 0,1,2,...

71 0
Əgər /fx), [-7t,7t] parçasında tək funksiya olarsa, onda:

00 2 ^
/ ( x )  = sin «X , burada bn =  — J / (x)sin nxdx,n = 0,1,2... 

«=1 n  0
18) 2/ periodlu /(x) funksiyasmm Furye sirasi:

00 /  \  
у /  ч  ^ 0  V ' M  П Л Х  i  •

/ ( * ) =  —  + z \ a r, C O S-y- + Ь„ Sin 

burada

1 , плх ,
an ~ -  J j  (x) cos—-— шг, и = 0,1,2,...
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bn = -  J /(x )  sin - y - d x ,  n = 0,1,2,...
-I

|U| I hi y. sirasmm kompleks şəkli:
CO

f ( x )  = ^ c neinx , burada
n=-co

- a 0  ,, _ a n ~  _  a n

' 0 ~ 2 n ~ 2 ’ " 2

ı 1

İkiqat, Qçqat və param etrdon asili inteqrallar

11 li h|.i! inteqral, inteqral cəminin limiti kimi:

\\f(x ,y )d x d y =  lira Y jy ^ k ^ k ) ASk 
D л ~>°к=1

1 " "|;| (sA e  Afc Д  = m axJ(D ^) .
' I Ik n|iit inteqralm əsas xassələri:

x, y)dxdy = £ JJ /(x , y)dxdy, к -  sabitdir.
/• £>

1 j [( / (x,y) ± g(x,y))dxdy = JJf(x ,y )d xd y±  JJg(x,y)dxdy
D\

' I f / (X, vjt/xcfy = JJ/(X, y)t*ccfy ± J J / (x, y)dxdy,
I > Dj D 2

D  = D x [ }D 2 ,D x( \D 2 = 0 ,

[f f(x,y)dxdy
n

< \\\f(x,y)\dxdy.
D
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3) Orta qiymət teoremi: Əgər f(x.y) funksiyasi D oblastinda 
kəsilm əz olarsa, onda:

y)dxdy =f>(x0 , y 0 )S, (x0 , y 0 ) & D ,
D

burada S,D oblastmin sahəsidir.
4) D[tf,b,c,a] düzbucaqlı oblasta ikiqat inteqralm hcsab* 
lanmasi:

b d

JJ/ (x, y)dxdy  = \ d x \ f  (x, y)dy  və ya
D  a  с

d  b
\ \ f ( x ,y ) d x d y  -  ^ d y ^ f (x ,y )d x .
D  с  a

5) D[a<x<b, j i(x ) <_y</2(x)] əyrixətli oblastda ikiqat inteqralin | 
hesablanmasi:

b У 2 (*)
JJ/(*> y)dxdy  = ^dx J /,(x, y ) d y .
D a y {(x)

6) İkiqat inteqralda dəyişənlərin əvəz edilməsi:
J J /(x , y)dxdy  = JJ/ '(х(ы, v), y(u, v)| J(u, v)\dudv 
D G

burada x=x(u,v), y=y(u,v), (u ,v)eG , J(u,v) Yakobi deter-
minantıdır.
7) x = pcos<p,y -  psin (p polyar koordinatlarla ikiqat inteqral: j

JJ/ (x , y)dxdy  = J J/ (pcos<p,psm  (p)pdpd(p.
D G

8) z=f(x,y)  səthi ilə yuxaridan, xOy müstəvisi üzərində yer- 
ləşən D oblastı ilə aşağıdan və doğuranları oz oxuna paralel 
olan silindrik səthlə əhatə olunmuş cismin həcmi düsturu:

V = \ \ f ( x , y ) d x d y .
D
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11 nlılustmm sahəsi düstura:
S = ^ d x d y .

D
1 l(к,у), (x ,y)eD  tənliyi ilə verilmiş (a) səthinin sahəsi 
III ı l l l l  II

о -  j j ı j l  + ( z 'x ) 2 + (z'y)2 dxdy .

Ill I lıi sıxlığı p -p (x,y) olan S lövhəsinin kiitləsi: 
m= j j p ( x ,y ) d x d y .

S

I I • lövKəsini ox və oy oxlanna nəzərən statik momentləri: 
M x = ^ p y d x d y , M y  = | j pxdxdy . 

s s
1*111 1,1,1 p=p(x,y), S- lövhəsinin səthi sıxlığıdır.
I 11 S lövhəsinin ağırhq mərkəzinin koordinatları:

M y  M x
X q    У 0  "

m m
İMiııiılii, m lövhəninkütləsidir.

MM Jçqat inteqral, inteqral cəm ininlimiti kimi

I\ \ f ( x ,y , z ) d x d y d z =  lim ^ / ( д к ,щ ,т к )ЛУк
v  Я“>0А:=1

hıırada, (Çk ,T jk , T k ) e V k ,A  =  maxd (V k ) .

I .) \ ' { a < x ^ b , y l ( x ) < y < y 2 (x ) ,z l ( x , y ) < z < z 2 (x ,y )}
■ iblasida üçqat inteqralm hesablanmasi: 

b У2 О ) z2 (*>У)

\x ,y ,z)dxdydz  = jd x  Ј ф  Jf ( x , y , z ) d z
a  >>i(*) *i (x ,y )
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16) Üçqat itıteqralda dəyişənlərin əvəz edilməsi:
J J J  /  (x, y ,  z)dxdydz  = JjJ/  (x, ( u , v, w), y(u, v, w ) ,  z(u.v.w)) •

V V

x I J(u, v, w|dııdvdw , burada

x = x(u ,v ,w ) ,y  = y (u ,v ,w ) ,z  = z (u ,v ,w ),(u ,v ,w ) G К 
J(u,v,w) -  Yakobi determinantıdır.

17) V  cisminin həcminin hesablanması:
V = j j jdxdydz.

v
18) Həcmi sıxlığı p=p(x,y) olan V cismmin kütləsi:

m = J J Jp(x , y ,  z)dxdydz . 
v

19) Həcmi süxlığı p(x,y,z)= p=const olan V  cisminin ağırluı 
mərkəzinin koordinatları:

x0 = y  JJjxdxdydz, уо = y  jjfydxdydz,
V V

zq =  — j j jzdxdydz
V

20) Parametrdən asılı müəyyən inteqral:
b  b { a )

F (a)  = J/ (x , d)dx,0 (a )  = J/ (x , d )d x .
a  a ( a )

21) f(x.a) funksiyasi D[a<x<b, c<a.<d\ düzbucaqlısmda 
kəsilm əz olarsa, onda:

b  b  b

lim [ f (x ,ä )d x  -  f lim f (x ,a )d x ,F '(a )  = \f'a (x,a) 
a ^ a *  a  a a ^ a °  a
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с  с  а  а с

)' > Г( \\ a )  funksiyasi f'a  (х, а )  xüsusi törəməsi ilə birlikdə

I *1./ л sb, c<a<d] düzbucaqlısmda kəsilməzdirsə və a(a)  , b(a) 
iımKsıyaralı [c,d] parçasında kəsilməz olub; a< a(a )äo ,  
>ı 'чч)<һ  bərabərsizliklərini ödəyərsə, onda:

b(a)
Ф{(г)  f ( b ( a ) , a ) b ' ( a ) - f ( a ( a ) ,  a ) a ' ( a ) +  j f ä (x ,a )d x

a(a)
') i’ ıramctrdən asılı qeyri-məxsusi inteqrallar:

a a

1)1 lcla-funksiya:
1

B{a, /3) =  (1 -  x )P ~ l d x .
О

Dsns xassələri:
I u>0, p>0 olduqda B(a,P) inteqrali yığılır. 
’ |İ>1 və ya <x>l olduqda

B ( a 4 i ) =  P  f}l , В ( а ,Ј З - 1), 
a  + J3-1

= - -  J  лВ ( а - \ , р ) 
a  + P ~  1

a  — m g N,jB =  « e  N  olduqda
4 - 1)!



Г { а ) =  Jjc a ~Xe~xdx.
0

Əsas xassələri:
1. a>0 olduqda Г(а) inteqrali yığılır.

25) Qamma-funksiya:
00

00

2. Г {п) (а )  = \ х а А  In” xe~xdx 3. Г  (а  +1) = а Г ( а )  
О

4. Г ( а ) Г ( 1 - а )  = — , 0 < а < 1 .  
sin к а

5 . ъ п . Е Ш Ш .
Г  (а  + Р)

26) Furye inteqrali:
00 00

f ( x )  = — ^d/1 j / ( / )  cos Л(јс -  t ) d t . 
^  —00 —00

27) Furye inteqrahnm kompleks şəkli:
00 00

/ W = ^ :
—oo —oo

28) Furye çevirməsi:
00

Ғ (Л) = -ј = =  [ f ( t ) e ~ lÄxd t .
^  -00

29) Tərs Furye çevirməsi:

1 00 

/ ( *) = ж  (̂A>İ
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11 Ilirinci növ əyrixətli inteqral, əyrinin uzunluğu üzrə inteqral 
  in limiti kimi:

\ f ( x , y ) d l  = lim Y j f ( ^ k ,7jk )Alk 
AB

 "da, {Ç jç ,T ik)eM k-\M k ,Ä = tn a x A lk
' I I к iııci növ əyrixətli inteqral, koordinatlar üzrə inteqral 

• umiııin limiti kimi:

JP(x, y)dx + Q(x, y )dy  =
AB

Ə yrixətli və  səth inteqralları

'■ lim
A-> 0

X  Щ к . Vk )Лхк + Q(Zk»Vk )АУк 
\ k =1

bıırada (& ,% ) e  M k_ \M k ,Ä = max Alk 
' I I iirinci və ikinci növ əyrixətli inteqrallar arasmda əlaqə:
I All qövsü x -x(t), y=y(t), a< l< p  parametrik tənlikləri ilə  
( I ildikdə:

<«) fi
J l}dx + Qdy = J(P(x,x(/)),>>(/))x'(0 + Q(x(t),y(t))y'(t))dt  

(/I) а
\ ЛВ qövsü y - f ( x ) ,  a^x<b tənliyi ilə verildikdə:

(B) b
j  Pdx + Qdy = |(P (x , /  (x)) + Q(x, f ( x ) ) f ’(x))dx 

(Л ) а

I) Qrin düsturu (konturu у olan D oblastinda):
f dQ дР л



5) Konturu у olan D oblastmm S sahəsi diisturu:

S = — ^xdy -  y d x .

7
6) Əyrixətli inteqral inteqrallanma yolundan asili olmazsa:
1. D oblastinda yerləşən istənilən qapali у konturu üzrə 
əyrixətli inteqral sıfıra bərabərdir:

j P d x - Q d y  = 0 .

r
2. \Pdx + Qdy inteqrali inteqral lama yolunun seçilməsindən 

AB
asılı deyil.

3. Pdx + Qdy ifadəsi D oblastinda təyin olmuş müəyyən  
u(x,y) funksiyasmm tam diferensialıdır.

du = Pdx + Qdy
4. D oblastmda

dP dQ 
ду дх

7) Birinci növ səth inteqrali, səih üzrə inteqral cəminin limiti 
kimi:

n
fff ( x , y , z ) d s =  lim ^ f ( ^ k ,j]k ,Tk )ASk

burada (Çk ,?]к ,тк ) е  S, X = max d ($ к )

8) Əgər S səthi z=z(x,y), (x ,y )eD  tənliyi ilə verilərsə, onda:

JJ.f ( x , y , z ) d s  = ^ f ( x , y , z ( x , y ) ) ı j \ + ( z 'x ) 2 +(z'y )2 dxdy 
s D

9) İkinci növ səth inteqrali, normal n vektoru ilə 
istiqamətlənmiş hamar S səthi üzrə inteqral cəminin limiti kimi:
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п
jJ(F,#i>fc = lim £ ( Ғ (М * )Д (М * ) ) ,
S Д- >0Ы1

'4t(£b*7b'r* ) e ‘M  = max </(£*)
I it) I >,uıss-Ostroqradski düsturu:

111 Sinks düsturu:

{ * + ^  + dR
dx

1---------------- J-

Qy dz
dxdydz

\ N x  + Qdy + R d z =
I ^

dxdy + ^dR dQ^ 
dy dz

dydz +

( dP dR
+ - d x d z .

V dz dx 
I ') VVklorlar analizi:
I и u(x,y,z) skalyar meydanmm qradiyenti:

du -  du -  du гsradu  = — г + ■—  i л------к
dx dy dz

' / P(x, y ,  z)i + Q(x, y ,  z )j  + R(x, y ,  z )k  vektorial meydanm
■ In 11 (-cnsiyasi və rotoru.

^  dP dQ dR divF  = —  + — f —  
dx dy dz

' д Р _ д Я л
, dz dx

rotF - j  +
/ dQ dP л

dx dydy dz 
I) I lamilton (nabla) operatoru:

Г 7 3  -  5  -  5  TV = — I + —  7 + — к .
dx dy dz

I) I lamilton operatoru vasitəsi ilə vektorlar meydanmm 
liMiıcntlərinin ifadəsi:
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1. V operatorunu skalyar u=u(x,y,z) funksiysma tətbiq etdikdı 
(və ya «formal skalyar vurduqda) skalyar u meydanmm qru 
diyenti almxr: 
gradu= V u.
2. V vcktorunu F  = P (x ,y ,z ) i  + Q ( x , y , z ) j  + R (x ,y ,z )k  vek

toruna skalyar vurduqda vektorial F  meydanmm divergensiyası j 
almır.

div  F = ( V , F ] .

3. V vektorunun F  -  F (P ,Q ,R )  vektoruna vektorial vuruqdı 

vektorial F  meydanmm rotoru alımr.
rotF = V x F  .

15) Laplas operatoru:
э 2 я2 д2о и д и о и

дх2 д у 2 d z2

Riyazi Fizika tənlikləri

1) Riyazi fizikanm əsas tənlikləri (ikidəyişənli funksiya üçün)
1. Dalğa tənliyi (yaxud simin rəqs tonliyi):

2. İstilikkeçirmə tənliyi:

3. Laplas tənliyi:

д2 л2д и _  2 д  и 

д ? ~ а

ди _ 2 д 2и

äT  = e  а ?

д 2и д 2и
~~2 + ~ 2 = 0 - d t2 дх2
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'ı I in ye metodu ilə sonlu simin rəqs tənliyinin:
2

ди 2 д и Tr I rr t
=  а  U  х —о =  \ х - 1  = 0 -dt

. и lıod və

П . о = / « > §  U = jr w -

I' i'.lııııgıc şərtlərini ödəyən həlli
00

II  ̂ апл  . . ««я  ^
cos  ̂+ o„ sm  i

«=l^ 1 1

. nn  
sm — x 

l

I-иılvsiyasıdır, burada
2 / 2 l

.ı„ f /'(x )s in — xüfx, bn =  [ /(jc )s in ——
/ * /  ö /ız  ' l

11 l ııryc çevirməsinin tətbiqi ilə sonsuz çubuqda istiliyin 
vnyılınu

2
<9w 2 5  U
—  = a  — w  

дх2

bnıliyinin и |^ 0 = /(x ) ,-o o  < x < oo başlanğıc şərtini ödəyən 
linlli

f c ö
u(x,t) = — p= f /( f )e  4»2' d f

—  00

liinksiya.ni vcrir.
I) I )ııirə üçün Dirixle məsələsinin Furye metodu ilə həlli: 

и р R dairəsində

д 2и ди
+ — ^ - - 0 .

д х2 д у 2
I ııplııs tənliyinin



1 n n2 _  2
u(p,<p) = —  f / ( 0 —г - -------- ғ Ј/1’

2^ j  R 2 -  2R p  cos( t - ф )  + р г

sərhəd şərtini öədəyən həllini

- л
şəklində göstərmək olar

Kompleks dəyişənli funksiyalar

1) Kompleks dəyişənli funksianm törəməsi:

dz Az—>0 Az 4z-»0 Az
2) Dalamber-Eyler şərtləri?
f(z)=u(x,y)+ v(x,y) funksiyasi D oblastinda analitik olarsa, on®  

ди _  dv ди _  dv 
dx d y ’ dy dx

3) Kompleks dəyişənli funksiyanm inteqrali, əyrinin uzunluğu 
üzrə inteqral cəminin limiti kimi.

n
Jf ( z ) d z  = lim / (^к )Лгк -  ^udx -  vdy + i Judy + vdx,
l Л~*°к=1 I I

burada e  z k_ {z k ,A zk = z k - z k_{ ,X = max\Azk \

4) Koşi düsturu:

1 f / ( ö



Д 2) = Y , an(z - 4 ) n ^
п ~ -  00

Itiıı.nlii a n -  —  f-----£ № .— TdÇ ,rı =  0 ,± 1 ,± 2 ,...
2 ^  у  ( Ç - z o )

■ 11 ıınksiyanm çıxığı:

K c*/(z0 ) = 7— —  lim — ^ J ( ( z - z 0) w / ( z ) ) .  
( w - 1 ) !z -> 2 0

I onın. sırası:
00

,ш+1

'I i(i) funksiyasm m  Laplas çevirm əsi:

F (/> ) =  j e  p t f \ t ) d t ,  p  =  a  +  i f i . 
0

И) I :i|>las çevirnıəsm in  tərsi:
1 x + zoo

л о = г Ч  р ' / з д Ф .2 да x-ıco

E htim al n ə zə r iy y əs i

11 Д vi) В  hadisələrin in  h eç  olm asa biritıin baş verm əsindən  
, i >ш. >t nlan h a d isəy ə  onlarm  cəm i deyilir:

A + B —AsjB
' ı A vo В hadisələrin in  h ər ikisinin  eyn i zamanda һ о к т ө п  baş 
■ I m osindən ibarət olan h a d isəy ə  onlarm hasili deyilir:

А В = А п В
! I < )щ)г А  h ad isəsi cüt-cüt uyıışm ayan eyni im kanlı n hadisədən  
■bıiı.ıi tam sistem ə daxil olan m  xüsusi hallara ayrılarsa, onda

' odədinə A  hadisəsin in  ehtim alı deyilir:
Һ
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P(Ä) = — , 0 < P ( A ) < 1 .  
n

4) Əgər A  və В uyuşmayan hadisələr olarsa, onda:
P(A+B)+P(A)+P(B).

5) Əgər A və A qarşılıqlı əks hadisələr olarsa, onda:
P (Z )= 1-P (A ).

6) Əgər A və В uyuşan hadisələr olarsa, onda:
P(A+B)+P(A)+P(B)-P(AB).

7) Ehtimallarm vurma teoremi:
Р(АВ)=Р(А)Ра(В).

Burada Pa(B), B hadisəsinin A hadisəsinin baş verməsi şərlı 
daxilində şərti ehtimalıdır.
8) Əgər A və В asılı olmayan hadisələr olarsa, onda:

P( AB)=P( A)P(B).
9) Əgər A və В uyuşmayan (asılı) hadisələr olarsa, onda:

Рв(А)= PA(B)=0.
10) Tam ehtimal düsturu:

k = 1

11) Bayes düsturu:

Рв(Ак )
P(Ak )PA/c (B)

^ Р ( Л к)РАк (В)
к=1

12) Birləşmələr nəzəriyyəsinin əsas düsturları:
1. n elementdən düzələn m elementli aranjemanlarm sayı:

К  = Ф  - 1)-[» - ( m - 1)] = П '  •
(и -m )!

2. n elementdən düzələn m elementli kombinezonların 
(birləşmələrin) sayı:
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с т  _  п ( п - \ ) . . { п - ( т - 1)] =  п\ 

п т\ т\(п - т)\
У n elementdən düzələn permutasionlarm 

(yerdəyişmələrin) sayi:

/’, = A™ = n(n -  1)...[и- (/2-1)] = n ( n - 1)...2-1 = n\ 
i ’) Nyuton binomu düsturu:

(Р + Ч)П = Р П+ c } , p n lq 2 + .. .+  q n .
I 4 lihtimallann paylanmasinm binomial qanunu:

p _  r 'mPn \jn) — C-n p  q
1-1)1 ,aplas lokal diisturu:

x 2 1 ^2

Pn(m) «  — J L -  e 2 , <p(x) = - jL = e  2
■ y j l m p q  y / b r

I A  1 1  m ~  nPiHiruda 0 < p  < \ ,q  = 1 -- p ,x  -  —. ■■■-.. .
\ npq

i ) l  aplasm inteqral diisturu:
Pn{ a < m < b ) &  Ф(х 2 ) -  Ф(х\ )

t2
m - n p  1 xr ~ Wdt

biiHula x = ■--- ,ф (х) = —j =  g
лfnpq V I tc q

l(>) I’uasson diisturu:
jum

Pn(m) ~  — g ^ ? burada p  = np 
ml

11) Diskret X  -  {x],x2 ,...,xrı} təsadüfi kəm iyyətininriyazi 
yO/luməsi:

n
M X =  ^ X k P k  

k - \

IhhikIu p k = р ( Х  = х к ) ,к  =  l,2 ,.. .,n ,p ı+  Р2 + ...+  p n =1
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Əsas xassələri:
1. MC=C, C=const, 2. M (X±Y)=M X±M Y
3. MCX=CMX, 4. M XY=M XM Y
burada X və Ү  asılı olmayan təsadüfi kəmiyyətlərdir.
18) Diskret X təsadüfi kəmiyyətinin dispersiyası: 
DX=M (X-M X)2=MX2-(MX)2.
Əsas xassələri:
1. DC=0, C=const, 2. D (X ±Y )=D X +D Y
3. DCX=C2DX, 4. D XY +M X 2M Y2-(MX)2(MY)2. 
Burada X və Y  asılı olmayan təsadüfi kəmiyyətlərdir.
19) Binomial qanun ilə paylanmış X  təsadiffi kəmiyyəti 
m = 0,l,2 , ...n  mümkün qiymətlər üçün alarıq:

1. Pm = P ( X  = m )~  C™ pm (1 -  ц)”~т ,0 < p  < 1
2. MX^np, 3. DX=npq

20) K əsilm əz X  təsadüfi kəmiyyəti üçün alırıq:
1. paylanma funksiyasi

X
Ғ (х )  -  P ( - oo < X  < x ) -  ^P(t)dt ,-00 < x < 00

—00
burada P(x) sıxlıq funksiyasıdır.
2. Riyazi gözləme.

oo

М Х = ^xp(x)dx
- 0 0

3. dispersiya
00

D X =  j ( X  - M X ) 2P(x)dx.
—  00

21) X  təsadüfi kəmiyyətinin sıxlıq funksiyasi
(x-a)



Mində olduqda ona normal qanunu ilə paylanmış kəsilməz 

I inliifi kəmiyyət deyilir, burada a  = MX,cr = J D X  .
' ’) \xn} təsadüfi kəmiyyətlər ardıcıllığı

f 1 п 1 п 
—  ± м х к

Л

lim P > в = 0 və уа
II >00 к - ] П к = 1

г
1 п

1П ! - Ч
1 11 

— ± м х к

\

lim P < Е = 1
п ч п к = 1 я *=1 )

>ı ibrini ödədikdə, deyilir ki, həmin ardıcıllıq üçün böyük 
tıltullor qanunu ödənilir.
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Cavablar

Çalışma 1.
I fəsilə dair

16)

17)

"8 00
 

)—* f  18 10 -17 '

A + B = 1 5 7 , A - Л  = 7 -1 9

6 11, V 1 2 - 5 ;
107 94 207N

AB = 26 38 130

V 7 14 3

^20 1 N f 22 9 ^__ 4 - ----- 4 ——
20 3 20

A + B = 5 5 9 -1 1 - 9

0 - 3 6 8 - 9 4

V > V /
 ̂133 43 2 1 7 7 s )

68 5 60

23 6
53
2

- 1 0 3 - 5 0

4 У
Çalışma 2.
16) Д(Л) = -618 , А (В) -136,

'  13 7 U
\

O
n . ' 13 1 55 "

309 103 309 68 68 136
10 13 14

, Б - '  =
3 5 7

309 206 103 17 17 17
3 11 5 3 5 3

О
1

103 103, ,6 8 68 136,
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I /)Л(Л) = -
249

AB  =
717

1 i t
o 

j w
ı 106 1 'i f  100 3 2 1

83 249 83 717 717 717
50 37 2

, в 1 =
156 32 255

249 747 249 717 717 717
40 70 15 68 84 56

v83 249 83 J [  717 717 717 J

( tılışma 3. 3) holli yoxdur. 4) jc=1 , y=2, z=3. 5) х ғ у = г - 0.
( ,1. it* , 99 163 282
") I lollı yoxdur. /)х = - 7т^-, У=-77г» z~

100 100 100 ’

149 26 19
» ' — , У=- — , z 9) jt=l, y=2, z=3.

115 115 23
414

I") ' ‘ Т7Г) У:
298 938

>z=z: 12)x=3, y=2, z= l.
365 365 ' 365

I ') holli yoxdur. 14) Sonsuz sayda helli var.
15) v :l , y = l ,z = l .  16)л' = 2, y  = — 1, z  = - 3.
I 'h  - - 1 ,  у  = 1, z  = 0.

1 115 139
< .ıhşma 4. x= -—, y= z=0, t= . 2) Sonsuz sayda həlli

8 8 8
1 17 17 23 , , „

VHI З ) д = - - ,У = —  , z = — • , z = — . 4 ) x = l, y = l, z=0, t--2 .
6 6 6 6

57 164 251 131<>) x =— , y ——— , z=-— , t=—— 
13 13 13 13

1 3
7) x=0, y=2, z= - ,  t= -~

4 80 74 104
K) x— — , y= — , z= — , tr=—— . 9) Sonsuz sayda həlli var. 

27 27 27 27
57 67

10) x=-5, y -1 , z= — -, t= — . 11) Sonsuz sayda həlli var.
II II
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12) H əlli yoxdur. 13) x=-

14) Sonsuz sayda holli var. 15) x = - , у

26075 19163

Z_ 1 1 4 5 1 ’ t_ 11451 
17)x = 3, у  = 2, z  = 1

16) x =1, у  = 2, z  = 3,

II fəsilə dair

Çalışma 1 .2 ) d  = 3d  + 2b — 2c . 3) d  =  2 d  -  2b + с .
4) d  = - ö  + 5b + 3c . 5) d  = - 6 «  + b + 3c .
6) d  -  2a + 3b -  2c . 7) d  -  2 d  + 3b -  2c .

12) d = - a - - b - - c .  13) d  = 4 d  + 3 b + 2 c .
2 2 2

-  7 7 5 -  22 -  -
15) < / = - « - — Ö + — c .  16) d = 2 d - 3 b + c .

23 23 23
17) d  = 2 a + 5 b - 3 c .
Çalışma 2. 1) Kolinear deyil. 3) Kolinear deyil. 4) Kolincai 
deyil. 5) Kolinear deyil. 6) Kolinear deyil. 7) Kolinear deyil
8) Kolinear deyil. 9) Kolinear deyil. 10) Kolinear deyil
11) Kolinear deyil. 12) Kolinear deyil. 13) Kolinear deyil
14) Kolinear deyil. 15) Kollinear deyil. 16) Kolinear deyil
17) Kolinear deyil.
Çalışma 3. 2) «0,53. 3 )*0 ,97 . 4) «0,81. 5) «0,39. 6) «0,83.

7) «-0,09. 8 )0 . 1 0 )0 . 11) «0,55. 12) «0,52. 13) «0,81,
1 4 )-0 ,5 . 15) «0,45. 1 6 )-0 ,5 . 17) 0,(3)
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8) d  = 4a -  2b + с . 9) d    a
12
25 _  109 v  79 _
— a --------b + — с .
72 18 24

10) d  = 3a + 5b + с . 11) d  = -
124 _  122 r  71 _
 a +  b +  с



< nlışına 4. 1) Komplanar deyil. 2) Komplatıar deyil.
'i Komplanar deyil. 4) Komplanar deyil. 6) Komplanar deyil.
I Komplanar deyil. 8) Komplanar deyil. 9) Komplanar deyil.

10) II) Komplanar deyil. 12) Komplanar deyil. 13) Kompla- 
muilir. 14) Komplanardir. 15) Komplanar deyil. 16) Kompla- 
" II deyil. 17) Komplanar deyil.

17 7 76 8 S?
< ulışma 5. 1) у .  3) 10. 4) у  5) у . 6) у  7) 20. 8) у .

'4 l ( , / . 10) — . 11) — .12) 10. 14) — . 15) — .
2 6 6 3 6

lf*)fS2—. 17) 1 3 - .
3 3

< 'ulıqma 6. 1) «1,07. 2) «  1,87. 3) «2,343. 4) «1,186. 5) «5,32.
6) «  3,48. 7) «  3,95. 8) «5,79. 9) «  2,212. 10) «1,535.
И) «2,918. 13) «7,413. 14) 8,16. 16) «3,85. 17) »1,533. 

(ff/ıyma 7. 1) «0,94, 3) 0. 4) «0,43. 6) «-0,03. 7) «0,94.
И) 0,55. 9) 0. 10) «0,704. 11) «0,58. 12) «0,71. 13) «0,904.

14) «0,03. 15) «0,53. 16) «0,99. 17) «0,289.

I. alışma 8. 1) = Z—Z = ~  (x+13=0, y-z=0).

I )  '  Д  =  ^ 1  =  Х .  4 )  I l i  =  £ ± 2  =  £  ( x - 1  J o y  

2 4 - 3  0 - 3  3 3
5 7

л  -> x  +  —  у ---------
дг-4 = y + 3 = z ___ 4 _  4 _  2

16 -1 1  -1 *  1 - 7  4 ’
16 _ 9

H) — — = —— = - .  10) -  =  -  = - (y=0, z=0).
- 4  7 5 5 0 0
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5 )

8)

Çalışma 9. 2) f - 4 32N•4) 2̂7 47 44"
l 5 ’ 5’ 5 у l 5 "’ 5 ' 5 ,

f  49 1 4
— ,— —,204

v12 12 у
' 4  7 2 Л

6)

\ 3 3 3
• 9)

37 2 Г 
1 2 ’ 3 ’ 4 

8 И _ 4>
5 ’ 5 ’ 5 ;

7 )

10)

И 17 43
' 6 ’ 9 ’ 18

W
,3 3 у

11)

15)

- у - у  4) 12) (13’"9’28) 13) (' 1 Д 0 )- 14) ( 13’1’4>-

47 60 24
j j ' j j * j j -1 6 ) (2,-3,6). I7)düz xətt müstəvi üzərimlo 

yçrloşir.
Çalışma 10. 2) Mərkəzi 0 (1 ,-1 ) nöqtəsindo yarxm oxları a V 
b=4 olan ellipis. 3) Mərkəzi 0 ( - l ,2 )  nöqtəsində yarım oxlıııı 
a=3, b~ 1 olan hiperbola. 4) Təpəsi A (l,-2 ) nöqtəsində paranu iı ı

p = i  olan parabola. 6) Təpəsi A ( i , 1) nöqtəsində paraımlıl

p=J_ olan parabola. 7) Mərkəzi 0 (-2 ,2 ) nöqtəsində yarım оч 
18

lari a=yf2$,b = -Jl olan ellipis. 8) Mərkəzi 0 (3 ,1 ) nöqtosııн1"



vnrım oxları a=3, b=V5 olan ellipis. 9) Təpəsi A (l,3 ) nöq- 
UiNİndə parametri p=8 olan parabolanm y-3=0 düz xəttindən 
r.iiığıda yerləşən hissəsi. 10) Təpəsi A(-4,-5) nöqtəsində para- 

9
пн-tri p= — olan parabolanın x+4=0 düz xəttindon sacda yer-

Inşon hissəsi. 11) Mərkəzi 0 (2 ,-1 ) nöqtəsində yarım oxları a - 3, 
i' I olan hiperbola. 12) Təpəsi A(2,3) nöqtəsinde parametri p=- 
I olıın parabolanm x-2 -0  düz xəttindən solda yerləşən hissəsi.

3
I H Topəsi A(-7,-5) nöqtəsində parametri p=—  olan para-

2
l'olnnın y+5=0 düz xottindəq aşağıda yerləşən hissəsi. 14) Mər- 
I ' м 0(-3 ,0) nöqtəsində yarım oxları a - 1, b=l olan hiperbola. 
I ' I Morkəzi 0 (5 ,3 ) nöqtəsində radiusu r=3 olan çevrə. 
lf'K>( l,3,-2). 17) P (-25 ,l 6,4).



Çahşma 4. 1) - .  2) - .  3) 0. 5) «>. 6) 0. 7) 0. 8) 9) -3.
3 4 3

11)4. 12) - .  13) 1. 14) 15) 10. 16)9 . 17)6.

Çalışma 5. 1) 2) 2 ^ 2  . 3) 6- 4) у  • 5) 6) — .j

7) -3 . 9) 4. 10) 12) . 13) - .  14) 15) 16)— 1 .
3 24 3 3 4 16

1 7 ) - .
3

6. 2) 50. 3 ) 1 .  4) 2. 5) -2 , 6) -3 . 7) - .  8) 9) 5
4 jt

10)2. 11) —. 1 2 ) — . 13)8 . 15) л/2. 1 6 ) - .  17)-1.
2 8 2

Çalışma 7. 1) -2ж. 2) я. 4) — . 5) -2 .  6) - — . 8 )
я- 2 <

9 ) - ~ .  10) i .  11) I. 12)0 .  13) - L - .  14) 15) I
6 2 3 cos 1 2  2

16>4 , 7 ) S '

Çalışma 8. 1) Д ғ . 2) -15л2. 3 ) ----- . 4) 6) 0
3;r 2 /и2 3 >г

7) ~ - L .  8)0. 9) İ .  11) 64л/2 . 12) I .  13) |  14) 2. 15) I
1пЪ 2 2 2

16)12. 1 7 ) - ’ ,  1
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_5 J  J
« „lı,şma 9. 2) е 2 - 3) е * . 3) е п . 4) 5) 7) İ

Н) ' 9) 1. 10) е. 11) 1. 12) ectgö. 13) е. 14) 15) 2.16)е.
г е

17)
1 1

< nlışma 10. 2) 3) е 2 . 5) 1. 6) <?2 . 7) 0. 8) е2. 9) 1.

III) I. 11) 12) 13) 14) 1. 15) 1. 16)е. 17) — .
л  3 у/е е

IV fəsilə dair

■tıhşma 1. 2) 7хМ 0х4+4х3-12х2+2х+3. 3) - ( l -x )2(l-x 2)(l-x 3)

2 . ■>. .. 2 + 2x . 1 + 2x
I И (n I 15x^+14x^). 4 ) -------— — 5)

2

a - x 2 ) 2

2x + 2 5x + 3
Ы ..........—  .7 )  ■ . = .

^ ( x 2 + 2 x  + 5 ) 2 2Ц (х2 + 6 х  + 1) 3

2x 2 jl + x 3 - x 2 + 2 x  + 12 
£ if 1

I x v l - x 3 x 3>/2x + 3

x 2 + 2  - 9 x 8 + 9 3 x 5 - 4 5 x 2
III) — ~ -= 11) -------

I ' +1)2 v (a'2 + x + 1)2 2 f 8 - x 3 Ј л /8 -х

2x  ̂ 9x5 + 6 x2

У\ј(1 + х 2 ) 4 2yl(l + 2x 3 ) 3
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14)
• 4х~’ + 2х2 + 6х — 1 

3-\Ј(2 + 4х)3
• 1 6 )-

2-yfx
1 +  Д  1 7 )

2x  +  l

2л/ х 2 + х  +  3

Çalışma 2. 1) x2sinx. 2) (18-2x2)cos2x+(x2-2x~9)sin2x-2xcos'2x

3)

4)

(\ + tgx)(sin x + x cos x ) - x  sin x see x 

( \  + ctgx) 2 

3cos3x  3 .

cos 6x 2
sin 3 x tg6x . 5)

4 cos 2x

3 ^ 1  + 2 sin 2хУ
6)-sin 3x.

СО V л / X
7) 2tgxsec2x. 9) 2sin2x. 10) — f = = = .  12) sin2x.

4 yjxsinyfx

,_ ч 3xsin2x , 3sin2x . . .  cosx  , „ 1
1 3 ) — p = = = = - .  1 4 ) — р = г .  1 5 ) — = = r .  1 6 )

4л/лisınx
\ J  . 1

„2

4>/мШ  X л З /Т Ү  
Зд/ s w  x

1 + cosx

17)—rl sm —  cos
2

xy

Aarctğ  x s i  fix
Çalışma 3. 2) -    *±2.. 3) sinxarstgx+xcosxarctgx+— ,

4)

6)

8)

2x
x  ~b4x+5

,  5)~

1+x'

,УШ4  Х +  С о И  X (\ + x)y]2x(l — x)

y j ( l -  arccos x ) 2 ( \  — x 2 )
•7 )

3 yjixarctgx2 ) 2

11) -
XAİ4x2 - 4 x - l

arc c/gx

12)

57/7 X +  CYAV X

y f s i n b e  

2 ^
• 9)

2x

1 + x

COS X

1 + x 4

2 İ ■ 2s in x -S in  X

1 + x 

13) 1.

334



4х 1 2cosx
' I) =  . 1 5 )  т . 16)

I/)

\l\-x4 a r c c o s 3 (x2) 1 + x 2 V l - 4 s i n 2 x.
I___

2(1 + x 2)'
1 - x

(, nlışrna4. 1 )   — . 2) .
X ( l - / «  x )  ( \  + x ) ( \  + x  )

1 2jc
II 72 lncos(4x-l) tg(4x-l). 5 ) ------------------- . 6 )

x l n x l n ( l n x )  3 l n 3 ( x 2 - I )

I 3 f3x2 + l ) l n 2 ( x 3 + x  + i;
—  . o) ------------- r---------------------- .

V\ /« 7 x +jc + 1

'))  1 . 11) 1
*% 4  l° g 3(log4 x ) I n l ln 3 ln 4  л/х2 - 8 x  + 15

I*) . . 1 1 3 ) - ^ — . 14)secx. 15)
Ј2(\ + x ) ( 4  + x )  x 2 - 1  3 fx 2 - i ;

lnx l + x 2 - 2 x 2 lnx

\yj\ + In2 x. ’ x(l + x 2) 2
jÇ ry

».(/«у/на 5. 2) e co.v 2x(cos 2x -  6 2x,).

M 12-10* s'n 3x InlOsin3 3xcos3x. 4) ex (cos x +sinx+ 2x cosx).

a rc s in  л /х 2 - 1
2x l n ( x 2 -  \ )  +

2x
X2 - 1;

6)
x e

■ J ( 2 - x 2 )I.x2 -  I )

'I 8 ) -  «
2(5 + х)л/х + 4 1 + x

\  ,  2
'I . ' ln(x+2) ln(x + 2) +

x
x + 2 x ln x  X 2  +  X  +  1
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12) хх(1 + lnx). 13) Һ 1 . 21о̂ х .log3e.

15)
ctg(x  + l)ln  cos(x +1) + tg(x + 1) ln sin(x +1)

ln cos(x +1)

16) (sinx)c
f  ? 

COS X

sinx
sin xln  sinx

17) x s c o sx ln x  +
sm x

Çalışmaö. 3)

X у

1 +  4  cos л /з
. 4 ) | .  5 ) 0 . 6 )  1 .7 )  A .  8)  8 . 9 ) (I.

j  lo

10) ~  + \ i ) ~ .  12) ^ 1 п 2 е г 4\Ь + ̂  +
Tulnl

2  4 л /2 л/32
11

13) -1 . 14) —  + 1п5. 15) 0. 16)е* sinx cos3 х(1 + ctgx-3tgx). 
8

17)
arctgx 

л /0 + *  )3

Çalışma 7. 2 )  -
2 л /х

1 + -

5)
f2 x + ı;n + ^ «  (2 x + ı;;

dx . 3)

6)

tie
1 + cos x 

I

• 4 )
6x2 dx

( x 3 - V 2

a r c s i n x

l a r c t g x  

\  +  х 2

d x  ■

7) Ixdx  8) x)d x  _ s in x c o s ^  x ( \  + ctgx  -  3tgx)ıl\

3 ^ j ( \  + x 2j 4 2  - у / о - х ) 3

10) (ex +e x )(cos x -  sinx)
ex cosx + e x sirıx

dx . 11) -3 sin 3xsin(2cos3x)<A

12) -
dx

l + x^
. 1 3 )  2e~x (e -2x sıne -2x xcose - 2 x )dx
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. 2 1 -л /хsm ——j=
И )   +  - X~"- d x . 16) 2 co s  ln xdx. Л 1 ) х е х(х  +  3)dx.

J  x (  I + -\fx )
£Г 'şfl—1 Ş

< tilışrna 8 . \ ) 2n~l sin(2x + ( n - \ ) - ) .  2 )(-l)n+1
2 (3x+4)n+*

M( I ) " 4) (x2 -n(n-\)sin(x+n^~)—2ncos(x+n^).

,) f \ )n i  3 5 ) i -  i n s i n ( 7 x  +  n ——)  +  3 ” s i n ( 3 x  +  n —~)
( 3 x + l f  2 V 2  2  .

I ( 1 ) n  2 - n! , . 8) -3• 2 W~1 cos(2 x + n - ) .
( 2 x  +  l )  2

U| (2Л + ( - l ) ”2 - * ) ln "2 . 11) (-1  ) nn!
' 2 | 1 Л 

vf x - l / +1 + x n+1y

IM (-V"  + I • 14)

n

( - \ ) ^ l \ ' 4 . . . ( 3 n ~ 5 ) ( 3 n  +  2 x )

зпа + х ) п +~

!*')<•' sin(x + n ~ ) 2 2 . 16)e*(x + n). 17)4" 1 cos(4x + >Д). •

. t sm—
« <ılışma9. 2 ) 2 . 4 )  - 1 ;  0

2 ’ 5 tA cos  —
2

xlnt + tc o s t  2 + r  s '  yfl — t  3 — 2 1.. 6)
f o s t - t s i n t  a(cost  - t s i n t ) 3 t 3 t~*

11 .Mg2t, 4 tg 2t. 8 )  - s in 2 e ‘, c o s 2 e ‘ sin 22 e l.
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9) — L S >L Ä ^ f \ ^ t . 10) - 2 c t g 2t,4ctg2t .  
21 4 t

j s m 2 /c o s f -s ın  t 1
7 ? 'З 'X

cos/(l + cos /) -  sin t sin 2/ cos t( 3 cos t - 1)

1 . . .  t  1 ( 1  ) Һ t
/]

12) -t , - 4 l - t 2 . 13) - t g t , ---------- l- -------- . 14) ,
За cos ts in t  L 4

1 5 ) — ,— I 6 ) h i e-2t 2(2 ~4 e~3t 17)3t 3, 9 e 3x.
31 9 14 1+t  ’  ( 1  +  / ) 3

1 + v2 e x~y  - 1  x - 2
ÇalışmalO. 1) 2) — . 4)   .

2 + у  e x+y +1 5 - У

5, •• 5 1 . 6 ) İ ± £ İ .  7) b ü z z , 8 ) г + Д
5x + 2 y  + l l + e-v Х~.У •*

9 ) 3 ^ - 4 ј у Ч 5  W) J 7  12) e x s i n y - e y  sinx

4 х 2_у-1 V x со5Л-е?х сш\у

13) . 1 4 ) ^ .  15) M ± r £ ± z Z 2 z l .
x e ^ + 3 j /  х — у  \ -  x ( l  + (x  + у )  )

1 6 )f± Z , ?(*.2 + ^2>. 1 7 ) - /fflt 1
■*“ .У (x -y )  3asin^cos x

Ç ahşm all .  3) «0,3572. 4) «0,8471. 5) «0,1618. 6) «1,396.
7) «3,0171. 8) «3,1072. 9) «1,0414. 10) «2,8336. 11) «5,85.
12) «0,6287. 13) «0,7766. 14) «  1,009. 15) «0,9253.
16) «1,9938.17) «1,9955.
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V  fəsiiə dair

< ahsma 1. 1) i . 3) 1 . 4) 5) 0. 6) ± . 7) e. 8) ег. 9) - L .
7 2 яг 2 128

J 2

1 0 ) 1 .  1 2 )  + о о . 1 3 ) 0 .  1 4 )  e * . 1 5 )  |  . 1 6 )  1 7 )  0 .

< nlışma 2 . 1) (0,1) və (2,со) artır, (-°o,0) və (1,2) azalır.

' * ( ~°° ~ \ )  və  (~»°°) artır> (- - r , ) azalır. 3) (0,1) artır, (-oo,0)
jLj Z/  Zı  . w

\ о ( I, со) azalır. 4) (-oo,0) və (^-,°o) artır, (0, ~  ) azalır. 6) (0,2)

nı'tır, (-oo,0) və (2, oo) azahr. 7) Monaton artır. 8) (e, oo) artır, 
(0,1) və ( l,e )  azahr. 10) (-1,0) və (l,oo) artır, (-°о,-1) və (0,1)

H/ıılır. 11) (0,1) artır (1,2) azalır. 12) Monoton azalır. 13) (-со,-2)
3 3

vo (0, со) artır, (-2,0) azalır. 14) (0, — ) artır, ( —,1) azalır,
4  4

Һ) (-оо,-1) və (3, oo) artır, (-1,3) azalır. 16) (-oo,-l) və (1, oo) 
ıirlır, (-1,1) azalır. 17) (-co,l) artır, (1, oo) azalır.

<. аIışma3. 2) Ekstremumu yoxdur. 3) ymax=y(0)=4, 

v   У ( -2 ) = | -  4 )  Ута* = У ( 0 ) = - 4 ,  ymin= y(l)= -5. 5) ymax=y(0)=2,

v  у (2 )= Щ .  7) ymax=y(0)=0, yn„n= y ( l ) = - | .  8) ymin= y (-l)= l.

{>) ymttX=y( ^ ) = ~ ^ , У„нп=У(-1)=0, ymın=y(5)=0.
L О

1П)У™=У(2)=-3. 11)У™=У(-2)=6^/4, 12) yni„=y(3)=^.

!■>) У„„.=У«>)=1, y„in=y(±l)=0- 14) y „ „ = y ( | ) = | \ / 4 ,

V „^у(1)=0. 15) ymax=y(2)=3, yfflin=y(3)=0.
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Çalışma 4. 1) ynıax= y ( 2 ) = - . 3) утах=у(^+2кл)=1
e 2

Ълymin=y( —  + 2&7Г )— 1, k ez. 4) Monoton artır.

1 У max = y(.Q) = 0’ Уиш = Я 4)="-32- 1 7 )^ m a x  = Я 0) = 3’

5) У,пах=Т
/  к л л л  кл

У п .т= У| T  +
1

, k ez.

A ı  Л +İ7 — +2кя
6 )  У т т = У ( ^  +  2 к л Г ~ е  4 , У т т = У

kez. 8) утах=у ^  + k e z - 9) ymax = y ^  + Ä ^ =

= l n ^  + ̂  + t e , kez. 10) ymax=y(k7i)=10, ymin=y 
2 4

k ez. 11) ymax=y(kn)=V2 , k e z  . 12) yımx= y j^  + 2br

^  + 2for | « -1,55е2^ , k ez. 13) Ekstremum yoxdur.
, 4  J

71 1
14) Ekstremumu yoxdur. 15) ymax=y( 1 )= ■— - —In 2.

16)7min = > < e )  =  e. 17) Ушк = y(2) = ~ , y m]n = j(0) = 0.
e

Çaltşma 5. 1) M=13, m=4. 3) M =l, m=0. 4) M=2, m =V2 .
  1 25

5) M=——, m=- — . 6) M=2, m=-2. 7) M = l, m=-6. 8) M=tf, 
16 2

m=2. 9) M =l, m = | .  10) M=5, m=0. 11) M=4, m=-4. 12) M H, 

m=4. 13) M=5, m=-3. 15) M=8, m=-5. 16) M=8, m=0.

17) M =— , m=0.
4

К  ̂ ijfj —ь2Ал
+2fer e'4 

4 J 2

л \
k + 7ik =S

I !,55e

/
2br

У  min==y
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11 • >yilmə nöqtəsi yoxdur. 5) (0,0),
*’2

. 6) Əyilmo

• ,<h)ina 6 . 1) Çöküklüyü aşağıyadır. 2) Çöküklüyü aşağıyadır.Ж i
2  ’ 3

V >

|l0i|U>si yoxdur, 7) Əyilmə nöqtəsinin absisləri: 
1, Ј 3 -2 ,Х 2  =  —2 — л/З . 8) Əyilmo nöqtəsi yoxdur. 9) (0,0).

"И ( л/2,—>/2 . 12) (0,0). 13) əyilm ə nöqtəsinin absisləri:
3 /

3 + V41 л /4 1 -3
  — ,X2 = — -—  . 14) Əyilmə nöqtəsi yoxdur.

I .1(0,0). 16)(0,-2). 17)(0,0).
I, nhşma 7. 2) Əyilmə nöqtəsi yoxdur. 3) Əyilmə nöqtələrinin 
MİiNİslori:

1 1 + V129 1 1-V 129
* I ) ± —arccos------------ ,х з 4 - ± —arccos— — —. 4) (0,0),

2 16 ’ 2 16
( к  ^

I n,0) (тг,0). 5) I — ,0. . 6) Çöküklüyü aşağıyadır. 7) Əyilmə
/

noqtosi yoxdur. 8) Əyilmə nöqtəsi yoxdur. 10) — ,0
л  (  5n  л

-,0 

2
11) x<0,4 olduqda çökiiklyü aşağıyadır, olduqda çökük-

lllyii yuxarıyadır. 12) Əyilmo nöqtələrinin absisləri.

Ч = (“ 1 ) к — + к л ,  k ez . 13) (0,0). 14) Əyilmə nöqtələrinin 
6

ılısisləri: хк=кя, k ez. 15) (0,0). 16) 17)(4,20).

1 7Г 1
( uhşma & 1) y=0, x = -l, x= —. 2) y=3x- — . 3) y=x+—.

I) y=x+—, x=- —. 5) y -x . 6) y=2x- —. 7) x=±2. 8) y=0. 
е е  2
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9) у = ^  + 7г . 10) х=0. 13) jt=0, у=х+3. 14) у=0. 15) х=0, у=0.

16) у  = 2л: + 1 .17) у  = 2х —

VI fəsilə dair

Çalışmal. 1) 1. 3) 2 U ( j 2 + i y f 2 ) .  4) 1. 5) L 6) 2~26(-л1з+i)\

8) 1 .9 ) 16(1-/Ч/З). 10) -2 .  11)2 . 12)512/. 13) -512/.

14)
1 - /

A ( \ - i 4 b )  

Çalışma 2. 1) ±  

4n

. 15)64. 16)32/, 17)8 -  /8 -Л Т

(  п . . тс ( 3 З л л
cos — -- 1 s in— cos—тс +1 sm ----

I 8 8 I 8 8 J

2) ± 4
. 4к

cos Һ /sm —
v 9 9

n . . n  cos— Hsm — 
9 9 /

Я" . . n 
cos—  + ısm —  „ 

24  24  J
5) i,--(±yİ3+i) ■ 6) ±$2  

7) ^ Ä ( l  + i ) , y f 2 ( - c o s —  + is in — \, уЈ2

W С 13я"
COS 1- l S in -

V 24

13л ’ 

~24 >

12 1 2 .

f  .  n  .
s ın  I COS —

12 12

8) ±3/. 9) -3 , ~ ( \ ± i S ) .  Ю )-4 , 2 ± 2/л/З . 11) ± 6 / .

13) + /,/вЫ  Г4
9

,-64 .14) (Щ Cos—-isin—
l  12 12

15) ± ̂ sj ccw—  + г' «и—  
1 8 8

Зтг . . Зя’
CO S  1-7 -----

12 12

9

4 2

Ы . . 8лms—+ısın- 
9 9 ;

'  7я- . . 7яЛ
COS— +  1 Sin

V 12 12 
л/З —i i — л/з"

Çalışma 3. 2) -О, 7976; 1,4945. 3) ±1,1623. 5) 1,371 l
6) 3,3532. 7) 1,2672. 8) -3 ; 2,08. 9) -2 ,33 . 10) 0,44. 11) 0,39,
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12) --0,6; 0,9. 13) 0,2510; 1,4934. 14) -1,4916. 
I ' 10,7391. 16)1,7692. 17)2,5062.

VII fəsilə dair

{ nlışma 1. 1) j £ z l g-3* + c . 2) n ~ 6xĉ  , c . 3) 5x~ 2 e5* + c-

11 + —xsin2x + — c o s 2 x + c . 5) —д /х -х 2 + fx - —iarcsinjx + c ■
A 4 8 2 2

'0 ( tgx + /w|a'w x| + c . 7) xtgx+ln |co.v x| + с .

* i. 9 )    - t g x  + c .
2 cos x  2

9 7 . 9
Hi) (2x + 7x + l^ a r c (g x -2 x -—/и(1 + х ,) + c .

N) ,■ -
2

\x
~— — + ctgx

V X у

II) 3 2 „ 3- x  + 4x + -
12 2

arctgx + 2 l n ( \+ x  )  + c .

2 X2 + 1  X
I.’) xln(4x + l ) - 2 x  + arctfg2x + c . 14) — - —-arcctgx + ~  + c

I ft) x ln(x2 +  x) +  ln|x +  lj -  x +  c. 

I / 1(x - 1  )arctgyfx  -  л/х +  с.

ıılıyma 2 . 1) n 2 + З я г-4 . 2) n 2 +18 . 3) 10-71. 4) 7t2+27t -2.
42

I) 52 я. 6) 712-3tt-4. 7) ti2-3ti-6. 9) 12я. 10 )18 -— .
e

II) I0e-— . 1 2 ) ^ 2 .  1 3 ) * h 2 - I .
e 21 3 9

I'D 2ln2 2 - 2 l n 2 - ~ .  16)2 ln 2 - — 1 7 ) 1  
4 4' 5 *
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r' 1 j  n  1 j Vx2 + 2  +л/2Çalışma 3. 1 )  j= ln —-======——  + с .
2 V 2  V x 2 + 2  - V 2

2) л/2a rc tg  - ln(x + 2) + с . 3) -^(йггссояx,)2 + с .

2 1 1
4) ~ - —/ n ( x 2 + l )  + c .  6) — ( arctgx  f  + c .

7 ) - i (arccos x j 4 + с • 8 ) 7 ?  + x + l —- 1п(2л1х 2 + x  + \ + 2x + \ ) + c  ■ 
4  2

9 ) ------^-------- 1- —ln (x 2  + 1 )  + c  . 10) l- /n (x 4 +1)  + —arctgx1 + c  •
2 ( x 2 + \ )  2  4 2

1 _ I ->
+ c .Jx2 - x - 1  + —In Vx2 -  x —l + 2 x - l

2

x 1
12) — + —ln\sinx + cosx\  + c  • 13) - — + ( x 2 —I) ln x  + —In? x + с . 

4  4  4  3

15) —yj(x + 1J3 -6-v/x + l + c . 16)-

17) —  -  x + arctgx + c.

lnx 1
------------+ c.

X X

Çalışma 4. 1) ln x -  2x — 2 +
Vl2

ln
2x -  2 -  V l2

2x -  2 + л/12
+ с .

2 ) x + - l n x + 2
+ 2 Inx2 - 4

4 x —2
+ c- 3 )  -In\x + l \ - - l n ( x 2 + \ )   -----

2 1 1 4 2 ( x + l )
+ C 1

4) 2/«|x + l |  -  + c .  5) c -
2x

6) - 2 x  + — ln
2 6

x - 1

(x + 1)'

( x 2 - \ ) 2 

(x + 2)32 + c .

+  С .
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X ^  2 s ,  2 4 х)  һбх —6 ln(x + 3 )  + —ј= arctg—f=? + c .
4 V  3 V3

u\ x 4 5x3 1 ,
- —  + ------ + —ln

3 5 x + 5
+ c • 9) 2 /я^л-2 +3x + 4 ^ - ^ a r c / g 2x^ 3 +c-

л/7 л/З
1 , X 1 Г i "ı—In 1 + —
4 х - 2 X I 2x )

1
2( x - 2 )

- + c .

1 2)
x — x — + l- / /7|x + ı |_ - l / w x̂ 2 + 1 ^ + А агс^ + с

4fx  + W x 2 + l )  2 4 4

14) x  + 3ln

16).

x -  3
x - 2

2 , x 2 - 1+ c .  15) x + ln  + c .
x

Зх
4(1+ x 2)2 8(1+ x z) 8

+ —arctgx + с.

17) x + 5 1
9(x2 + x -  2) 27

( 'alışma 5.

ln
x - 1
x + 2

+ c.

J 1 з  7 2  25 145Л Г Т ~ ~ Л 7  3 5 , ,  „ Г \ —   V  ,
) \ —x  — x + — x  Vx + 4 x + 5 + —~ln (x+ 2+ '4x  + 4 x + 5 ) + c

1 4 6 24 1 2 )  8

. 4) 3(7n л/х -  ln ( \  +  a/i -  y fx 2 -  arcsinyfx  )  + c .i) 1
V2

•In

. I5x + 5 x - 2  15 ,
*>) x , -  + — ln

4x yjl + x  8

л/Т+Х —1

yj 1 + x +1
+ C .

- wc.t/fl.v ~ V 1 ~ Vl- -У2 +c• 7) (2r - 4)V 1 + ı?* -  7 In~  Ј"6——-  + c •
+ 1

... 1 ,  1 + x arctgx 1
К ) - I n — -  - ş  -  +  C .

6 x 2 Зх3 6x2
1 7 1 < 1 -а

{>) x - — c tg  x  + — c tg  x - — c tg  X  +  c tg x  +  с .
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10) arctg- ү Ј Ш =  + 1п(тЈ2 + tg 2x + tgx) + с .
■yj2 + tg 2x

11) — V2л:'х - 2x + \ + c .  12) —̂-arcsinл:- — л/ l - x  
x 2x 2x

I 1 ' J

13) X x  (3x + 2) + — a r c tg y jx - l  + с .
4x 4

14) — arc(-j2ctg2x) + с .
V 2

5 1 3 1
16)— x  sin 2x + — sin 4x + —  sin3 2x + c.

16 4 64 48

V l+ x 4 + x
~ 

11
\[ l  +  x 4 -  x 2

V 1 + x4
-arc tg— —  + c.17)—In 

4

» *  14 1 ^  О  2 5Çaltşma 6. 1 )  n  . 2 )  — 7= .  3 ) ----- . 5 )  71. 6 )  — ;
16 4 v 2  8 16

7) 2-ln2. 8) V 2 - - ^  + / t t ^ ^ L  9 ) - .  10)21n2-l.
л /3  1 +  л /2  6

>3> ^ 4 ln (2+ V J)- 1 4 )И -

1 5 ) - | - ( ' 5  + 7^/125;. 1 6 )4 6 4 ^ .1 7 )2 8 2 ?
192 5 5

Çalışma 7. 1 )  т г л /2  . 3 )  —ј=.  5 )
З л /З

8) — . 9 ) - - — ж+ - l n ~ .  10 
32 4 9 2 2

] 2) 1 ^ Ь 2  l 3 ) £ _ _  1 4 ) ^ _
2 4 4
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6 ) 1 .  7) яг3

4 6

' - ı ; .  и ) |

1плЈ2
f  1

15) 2я  -4=- 
1л/3

+ c .  I

671.

2л/2у



) — ~ ^ J 2 + 4 - j2 ln 2 ~ —arcsin—. 9) — . 10) —. 11) 16. 
4 2 3 2 3

/г2
16) ln 2 .17) — .

4

0,һ*та8. 1) у .  2) I .  4) Ş V ö .  5) 6 )4 ,5

72 r- 1 4 ^
12) — V 3. 13) е+ — 2. 14) 15) 0,75я. 16)—яиг

5 е 3 8
I 7) 18ли2.

Çalışma 9. 2) 1пЗ. 3) İ 1 . 4) 2л/17 + - 1 п ( 4 + л/17 j  .

•>) yf2+ln( l  + J l ) .  6) Л+1п(1  + Ј 2 ) ' у) 5 f 2 _ K 2 - V 9
2 8 l  V3 J

«) 12. 9) У з-л /2 +//72 + л( ! - 10) 2(е-е"'). 11) 1п(е + лје2 - 1) .  
1 + л/з

I-’) 2л /б . 14) — 15)  4л /3 . 16)l + ^ ln 3 .

17) ln 3 —-

ÇaUşmalO . 1 )4  л/2. 2) тс. 3)

I) К) = 7 1 ^ 2 ( 2 4 6 ),V 2 =лгл/2('2л/б+—; .  5)

27
J 
2

2

7) — .8 )  9) 30İ71. 10) 271. 11) 1 | .  12) —

■’ > !
л г - |1 .  15) 1 ^ - .1 6 ) 3 6 . . .  1 7 )8 ..
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Çalışma 11. 1) Х /5 -л /2  +
{ л/5+1

2) Зтг.

3) — П1665л/И665 - 1 ) .  4) 2л Ь 2
2 л Ь а х

27 I г a r c s in  -

а г  -  Ъ1

6) i n . A „ ( 2  + S ) .  8 ) * ^
л /31 9 6 8 3

9) Ј т 5 - л / 2 + / » ^ ^ М г .ј)1. 10) i £

11)— па2 . \ 2)27t (4 2 +ln(i+y[2) ) .  13)— ~ — ln(2 + S )
5 4 8  32 6

1 4 )  2ла2( 2 - 4 2 ) .  1 6 ) — . . 1 7 ) - ( 1 7 л / 1 7 - 1 ) .
3 9

243

6 7

2Ь/Тз+2/и

3

3 + V l3 )

Çalışma 12. 2) 18тг. 3) —( е 2 - ! )■  4) я
Г 2Я

5)
я

6 ) — . 7 ) < £ İ ± 1 2 .  8 ) — . 9 )— яг. 10) 7271. И ) Зтг.
7 10 4 2 15

1 3 ) —  я .  14) —( 1 - е 3яг) . 15) 5тг2 16) 6 4 .-1 7 )1 2 .,

Çalışma 13. 1) —1п2. 3) — . 4) 5) ——  . 6) — .
2 8 Зл/3 4 41

7) 16. 8) dağılır. 10) 11) yığxhr.12) 2. 13) —. 14) dağılıı
л/3 2

1 1 яг
15) 1 6 ) İ . 1 7 ) ~ .

2 7 2 S
Çalıvşma 14. 1) dağılır. 3) dağılır. 4) yığılır. 5) dağılır.
6) dağılır. 7) dağılır. 8) dağılır. 9) dağıhr. 10) yığılır.
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ill 12) dağılır. 13) — + —1п2. 15) dağılır. 16)dağılır.
/■' 4  2

I7)dağılır.

( ulışma 15. 2) dağılır. 3) n. 4) 2 y[2 . 5) - ^ /n 2  . 6) dağılır. 

hlağıhr. 8)yığıhr. 10))  yığılır. H ) - ~ -  12) dağılır.

11) yığılır. 1 4 ) ^ .  15) yığılır. 1 6 ) - - .  1 7 )1 4 - .
2 3 7

VIII fəsilə dair

1 2 
( ııltşma 1. 1) z x = — ~ , z ' y = - .  2) z 'x = —— - — т ,

x 2 '  * f * - ^ 2

* 2 3) z' = ....  У— . z' -  x
1 f x - y ; 2 * x 2 + ^ 2 ’ y x 2 + y 2

, _ x 4 + 3x2>>2 - 2 x y 3 , _  y 4 + 3 x 2y 2 - 2 x 3y

, г ' = ' z>,= '

»  7) ^  = ј̂х г \ у 2 -

1  • ■■■■■ _ . 8) z* = *ГХЈ;П - xyj,z^ = - x 2e ~ ^ .
2 2 / 2 2  x + +xyjx + y*

, 2 , 2x
Zjf~ . 2 x ’ * У ~ ~  2 ■ 2x • 

y s ı n —  у  s ın ----
У У

. ,  1 x у  у  . x . у10) z r = —co s —c o s -  + - ~ s ı n — sin—
У У X x 2 У X
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z 'y -  4rCOS— COS —-  — sin—sin—• 11) ZX y ln (x  + y )  + ,
J у2 x x у x x + y

z'v =  x /w f x  +  >■ j  +  — - - .  1 2 ) z*  = з / 2 (" 1  +  хУЈ)'У
x  + y

1
' - Хz'y = xy(l  + x y ) y  1 + ( l  + x y ) y  ln(l + x y )  . 13) z'x

x + lny

z'y = 1 - ■ 14) z ’x = - - e  * ,z;v = - y e  -v .
y ( x  +In у )  у  y l

16)z; = 3*2 + 5/ ’ 4  = 1 0 х у -3 / .1 7 )г' = 2x , _ 2_y
2 -> > V 2 2 ‘x +>»* x +,y

Çalışma 2. 1) xy((2y3 -  Эху2 + 4x2.y )dx + (4 y 2x - 3 y x 2 + 2x3 )dy
^  2( x d y - y d x )  y d x - x d v  .. 4xy(xdy -  ydx)

( x - y ) 2 ' и 1 - у 1 ) 1 ' j

«  xdy + ydx xdx + ydy  dx + 2ydy

l + x V  ’ 3 ^ 7 7 '

10) У(У* M* + x(x2 —y^ )dy 15) + 2W
fx2 +^2>2

16 ) +. . ] 7) (^t/x + х ф )  cos xy.
x  + >>

, „ _  , 2 w„ - v XCOSt -  у  sin t  ,
Çalışma 3. 1) ( t  + t ) ( 2 t  + 1). 2 ) -----,  ̂ ... — . 3) -2cht.

5) 3 ^ - - 2 t l n 2 x . 6) J L t « L .  7) f3 4 .  П  2f 2 ^
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2tex + 3 t2e y

e x + e y
11) 2xy2( y 2 +3xt ) .  15) 4xtey + x 2ey+t .

If.) 3 U t  17)esin,-2f3(cos^- 6 /2).

Çahşma4.  1)
2 - x  „  2y e 2x - e 2y

-• 2)
J  + 3 2xe2y - e

3 ) — . 4 ) ^ - *
2* ' 5 — у

2y

2 '

X 2 > 2 - * 2; 1 - x y x<> - 1;
8)

x-_y

е х + е У

V) - 1. 1 0 ) — . 12) — —+ 1. 16)2
у 4у  у  x xe' + e~ - x e '

т-Д.
9 ?

(, ulışma 5. 1) 2 /d x  + 4(x  -  y )  dxdy -  2 x d y .

„ХУ (\ + xy )dx + 2
r \

x  1
-  + x  -
У y L

dxdy +
f \

2 2x 2
X — + ~ 2 - dy2 

У
r\

•I) 3 sin ydy  2 . 5 ) -----------—( xdy 2 + 2 ( x - y  )dxdy -  ydx2 ) .
( x  + y ) -

Л)
(  , , f  у  i^2 ( (

У 
\ x j

x - l

I n - - —
V x x )

У
\ x j

1 1
 1 7,

\ x  xz y
dx“ +2

y Y  у  x - l ' )
— I In-----------dxdy+xA x x J

У
\ x j

d y1 . 7) У r 2 1dx~ + -
4xVx

1
\

л/х у у / у
dxdy +

I ^ dy2 .S) ... . . .- ,1  w_ ( j 5 L t ± . (y2 +x2dy2)_ j g z l
>7j y  4(\ + x y ) f i y  yxy{\  + xy)

( y  + x dy )-■
\ + x y

dxdy
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9 ) — - ----- - — ( - 2 x y d x 2 +  2 ( х 1 -  у 2 ) d x d y  +  2 x y d y 2 ) .
( х 2 + у 2 ) 2

j _ xdx2 + 2ydxdy  ̂ x3 + (x2 - y 2) \ x 2 + y 2 2

-y/(x2 +>’2)3 (x + yjx2 + у 2 )лјх2 + y 2 I

12) + 2 +  

x 2 ДУ
+  lnx( lnx  -  I) lnx In у  I 2 ү ^ ( 2 х 2 + y 2 )dx2 +xydxdy+(x2 + 2  y 2 )dy2

У2 1

14) —  1 ffjf2 -  > 2 J M '2 - d x 2 ) + 4xydxdy) .
( x 2 + Л

-j

15 ) -------------------- = = = = = = =  ( W 2 ( x 4 +  2 x 3 - y 4 ) d x 2 +
, 2  2 (2 [ 7 2  2 i3f x  v ^ x  ->>

+  x ( x 4 - 2 x 3 -  y 4 ) d x d y  - 2 x 2 y 2 d y 2 ) .

1 6 ) 2 s in  2 y d x d y  + 2 x c o s 2 y d y 2 .1 7 )  e xy ( ( y d x  + x d y ) 2 + 2  d x d y ) .  

Çalışma 6 . 1) 0 ,9 8 . 2 )  0 , 9 8 . 3 )  1 0 ,2 8 . 4 )  3 ,8 7 4 . 5 ) 5 ,0 0 3 .
6)  1 0 4 ,6 8 6 . 7 ) 0 ,0 0 5 .  8)  1 ,0 8 . 11) 1 ,08 . 1 2 ) - 0 ,0 3 .  13) 1,013
1 4 ) 3 ,0 3 7 .  15) 1 ,05 . 1 6 )1 ,3 2  1 7 )0 ,0 1 .

f  5 Л
Çalışma 7. 1) B ö h ra n  n ö q tə lo r i :  (0 ,0 ) , — ,0 , ( -1 ,2 ) , ( -1 ,-2 ) .

V 3 у

2) 2 max = ~ т  • 3 ) z min =  - 1 2 5  . 4 )  z nmx= 4 . 5 )  B ö h ra n  n ö q to s i 
64

. 6) zmin=0, zmax= —,x + y = l olduqda. 7) Ekstremumu 
e

1
yoxdur. 8) z min —------ . 10) z max~  15. 12) Ekstremumu

2e
2

yoxdur. 1 3 )  z m a x  — б т / з , z fn jn  — —6->/3 . 1 4 )  z m jn  —
e
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( ultşma 8 . 1) zmin=2. 2) zmax=4, zmin=-4. 4) zmin̂ — .

)̂ 2max = V2 > z mm~- V2 . 6) ən böyük z= 1, ən kiçik z=-1.

7) zmax=arctğ7, zmin=arctğ(-5). 8) ən böyük z= —л/З , ən kiçik

/-0 . 9) ən böyük z= l, ən kiçik z=- —. 11) ən böyük 7=16, ən
8

kiçik z=9.
3

12) zmax= l . 13) ən böyük z=2, ən kiçik z=0. 14) zmax= zmın=0.
e

15) ən böyük z=128, ən kiçik z=-4. 16) zmax=4, znım=-4.
1 7 )

IX fəsilə dalr

Çahşm al. 1) l+ y2= c(l-x2). 2) y _ с Д.
2ГИ-ЛГ2; 2

M 0 + Ј 2>Г1+̂ 2> = «с2- 4) ^ ^ - 1  = 06 x . 5) 2y [ y - Ы х + 2yfx- с . 

ft) у2 =2/«cfl + exj . 7) j 2 = с(1 + e 2jc,) . 9) у 2 + 2  = с(  1 + х 2 ) .

11) xlny=c. 12) у2+4=с( 1+Х2)5. 13) д/l - у 2 = arcsinх + с .

14) x ^ y ^ ln cx 2. 15) сх = —— 16) у  = -1 п (с -е * ) .
У

17) у  = с sin X - 1 .

Çalışma 2 . 2) y=c(x-l)ln(x-l). 3) arctg— = In cJ x 2 + у 2 ,
х

Ş)xy  + -\jx2 + у 2 = с х 4 . 6) у=2х+сх3(у+х). 7) у=хе1+сх.

I5)zraax=51n2. 16)(0,0).17)(2,-2).
144
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8) xln\cy\ = y .  9) ( х - у ) 1 п с ( х - у )  = Ъ ( х - \ ) .

10) (у+1)2=с(я-у-2). 11) y=2xarctgcx. 12) x=y(c-ln | у | ).

13) у  = ± х ^ 21п\х\ + с . 14) 2у 2 -Ъ х у +  ̂ х 2 + 2х - 5 у  = с S
15) (х+у-1)3=с(х-у+3). 16)х 2 = с 2 + 2су. 11)х 2 + у 2 = су.

Çalışma3.  1) j, = i!L + JL . 3) у  = 1 + се 3 . 4) y = - xln2 х+сх- I 
4  х 2 2

6) y=x(c-cosx). 7) y=(c+sinx)co&x. 8) у ^ с -^ х 2. 9) у=:сх3-х2.

10 ) у - 1 п х  +  — . 11) у=(х+с)ех. 12) у  = 3 + —.
х х

13) у(1 + *)(с + Ц1 + х |) - ! •  14) у 3 - с ( З х - 1 ) 2 — 0 .

15) у  = - х - ± - + с & .  Щ у  = е-х2\с  + -

1 7 ) ^  =  се  * +  ^ ( c o s x  +  s in x ) .

Çalışma 4. 1) y(l+cx+21nx)=:l .2 )  у  -  сх - ■ .
х 2

, 4
3) у(1+сх+—1пх)=1. 4) у  - ~ 1 п 2 с х . 5) у = с İ 1п с- . * . + tgX. 

3 4 х

6) J , V /„— =!■ 7) у = + 9) j>V*2 +l+ce*2;= l.
х2

, х 
/ис/ g -

1 0 ) = - -    . 11) у=сх3-х2. 12) у  = 1 +  ä..
1 5 2 cos х— х + сх 
3

13) xff2 -  /  ) У  + = İ " 2 . 14) у  = .
c +  s in  X
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1 2 1
16)—  = се2х + х 2 + —. 17)(x + c)_ycosx = 1.

Çalışma 5. 1) x -  — = с . 2 ) ( x 2 + y 2 ) e x -  с . 3) x 2 + —  = с .
x у

4) —  + — x 2y 2 + —  - с . 5) x + y e y  -  с .  6) х -  —  = с .
4 2 4 х

7) х 3у 2 + 7 х = с .  8) 2х + 1 п у - с у .  9 )х 4 + 10х2>>2 = с .

11) x + arctg— = с ,  х=0. 12) х 2 + у 2 = сх3 . 14) х 3е у - у - с .  
х

15) х 2 cos2 у  + у 2 -  с .  \ 6) х е у ~ у 2 = с. 17)—  + = с.
2 У

Çalışma 6 . 1) у  = с\ 1п х  + с2 , х=0. 3) у  =  (с \х  + с 2 ) 2 ■

-1) х 2 + у 2 = ( х  + с ) 2 . 5) у  = = ^ ~ — \ х 2 + с _
4

2 ?(>) c j j  = l  + ("cjx + c 2 j  . 7) у  = - c \ c o s х + с2 - х .
 4 г

К) у  = Cj + с2с . 9) у  = С] c o s2х + с2 s in2х .

\ \ )  у  = ( с ү + с 2х ) е 2 х . 12) у  = е х ( х - \ ) л - с хх 2 + с 2 .

m  Р 1 ^|^+P2 , , ч13) 3; = - , x  = - = =  + - t a ^ r = ^  + c .  14) x=psınp,
лЈх + р 2 2 + р  +1

V p2sinp+pcosp-sinp+c. 15) y=c,x+c2-xsinx-2cosx.

U))j = i - x 3 + c , x 2 + c 2. 17) у  = c te v .

1 ГГ О
Çalışma 7. 1) y=c,e'x+c2e 6x— x 2  x -------- , fCx^l-x2 olduq-

6 18 108 4
О

ilu. 2) _y = (c\  + C2X) e 2x - x 2 -  2x — , f(x)=3-4x2 olduqda.
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3) у - е  х (с) + с 2х) + е Х(4х cosх - х 2 sinx+ 6 s in x ) ,  f(x)=xV  

Xsinx olduqda. 4 )  y - ( c x + c 2x ) e x + х 3 + 6 x 2 +19*+27, f(.*;)=:x3-x+l

olduqda. 8) у  = сле5х + c 2e~x x 2 f(x)=x2+ l ol-
4 /  1 2 10 50 500

duqda. 9) у  = c-je~3x + c2 еГ4х + 2x2 - x - İ ,  f(x)=24x2+ +16x -15

olduqda. y = e 3x (cl c0s2x+c2sin2x)+ex(—x2 —-х ——
2 32 )

=er(x2-5x+2) olduqda. 11) = e'2x (c\ cosx+c2 sinx)+ jc2 -  8jc+7 , 

f(x)=5x2-32x+5 olduqda. 12) у  = e~x (c\ cos2x  + c2 sin 2x) -

■e x
745 _ 26 .

-cos7x + ——srn Ix
11726 533

.2

Л
, f(x)=2cos7x+3sin7x olduqda.

у
13) >> = e _xfc] cos3x + c 2 s in3x) + 3x + 1 2 x - 36 ,  f(x)=3x2 ol­

duqda. 14) у  ~ (c \ + c 2x)e~2x +( 18- 6x) e~x , f(x)=(6-6x)e"A ol
/  17 2 Л

duqda. 15)j; = cje + C2&X + —  cos2x + — sin lx  , f(*)~

=eJt(3sin2x-2cos2x) olduqda. 16) 7  = с,е“* + c 2e 2 + ex, f ( x )  = 2ex 
c  3  3
5  —JC -JC

olduqda. 17)>’ = - —e 5 cosx, / ( x )  = <?5 cosx  olduqda.

X fəsilə dair

Çalışmal. 1) yığıhr. 3) yığılır.4) yığılır. 5) yığılır. 6) yığılır.
7) yığılır. 8)yığılır. 10) yığılır. 11) yığılır. 12)yığılu-. 13) yığılıı
14)yığılır. 15)yığılır. 16)yığılır.l7)yığılır.

Çalışma2. 1) 2. 2) 1. 3) — . 5) — . 6) 7) 1 . 8 ) — .
V 90 96 8 16
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43 3 17
9) И ) 12) —

1080 8 8

5 4 4  5Q
13) 14) — . 15) — . 16) 1.

4 9 24

|7 )?
Çalışma 5. 1) dağılır. 2) dağılır. 3) dağılır. 5) yığılır. 6) yığılır. 
7) dağılır. 8) yığılır. 10) dağılır. 11) yığılır. 12) dağılır.
13)dağılır. 14)yığılır. 15)yığüır. 16)yığılır.l7)yığılır.
Çalışma 4. 1) yığılır. 2) dağılır. 3) yığılır. 5) yığılır. 6) yığılır.
7) dağılır.8) dağılır. 9) yığılır. 10) yığılır. 12) yığılır. 13) dağılır.
14) yığılır. 15) yığılır. 16) yığılır. 17)dağılır.
Çalışma 5. 1) Şərti yığılır. 2) Şərti yığılır. 3) mütləq yığılır.
4) mütləq yığılır. 6) Şərti yığılır. 7) Şorti yığılır. 8) dağılır.
9) Şərti yığılxr. 10) ) mütləq yığılır. 11) yığılır. 13) yığılır.
14) mütləq yığılır. 15) mütləq yığılır. 16) .yığılır, lakin mütləq 
yığılmır. 17)mütləq yığılır.

Çalışma 6. 1) - 1  < x < 1. 2) |x| < ~ . 4) (-0 0 ,0 0 ). 5) (-0 0 ,0 0 ). 6) [0,

00). 7) Ы < 1. 8) (0, oo). 9) |x| < 1. 10) (-«у»). 12) х>1, 13) х>1.

14) n7гк < — , k ez. 15) /I n■~кк\< —,x  
1 4

л
+ к л , kez.

16) — 1 < х < 1 . 1 7 ) х < - 1  və х > 1 .  
1

Çalışma 8. 2)
( 1- х Г

-, х < 1 . 4 )

5)
Зх^ 1

а - х 3 ) 2

1

, х < 1 . 6 )  —In II 2
1 + х
1

О - х ) -

-х,|х| < 1.

-,Ы <1.

7) - In 
4

1 + х 1 1 1
1 - х

— arctgx, х
2 1 1 е х

,х  > 0 .
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9) * % ,Н<1- 10> -----— Ч) * V- И* 1-
( \  + х )  0 - х /  ( 1 - х /

12) ~ ( \ - 2 х ) 1 п ( \ - 2 х )  + х , \ х \ < \ .  13) arctgx. 14) — 1——,Ы < I • 
2 ( \ ~ х ) 2

15) х+(1 -x)ln( 1 -х), |х| < 1 16) (х +1) ln(x +1) -  х.

1 п \   ̂ 1 . 1 + хI I) -^arctgx+ —In
1 - х

оо 2/7 оо п+1
Çalışma 9. 1) £ _ J _  f-oo.oo,). 2) Е т  •

оо I  и  со ~  2л+1

3) ^ s , n f  5)
я=1 ‘ и=1

6) f ( - i ) " +1— ^ ,h U ] -  7) 2 + X r - ı /  2 :M fer_ 4^ | j  / - u ; .

9 )х  + ^ х 2 + ^ х 3 + .. . / -1 Д ; .  10) х - ~ х 3 + - ^ - х 5 + . . . / - l , l j .

о r 3
11) x + x 2 - y  + . . . ,[ - l , l j .  12) 1-хЧх6- .. . ,  (-1,1). 13) 1-хН

.  ао 2«+1
+ l- x 2 + . . . , ( - \ , \ ) .  15) ^ c - ı ; » — -— .С - * .» ; .

92n-! * 2Х2"-1
>6> Е Н Г — - » < * < » .  1 7 ) g — , - 1 < х < 1 .

XI fəsilə dair
Çaltşma I. 1) Sadəlik üçün ancaq inteqrallma sırasınm dəyiş- 

0 2yf\+y  8 2 - y  1 1
məsini yazaq. 1) jd y  ^dx + ^dy jt/x . 3) Ј ф  J jx .

-1 -2 •>/l+y 0 -2y j \+y  0 -/l-y
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■I) j dx \d y  . 6) jd y  jd x  . 7) jd y  j d x .  8) jd y  jd x .

1 2-x 0 ° J ° 1~Ју
I л - a r c s i n  у  1 x 2  2 - х  I x

'M |j> ’ jd x  . 10) Ј ф  + jdx jc/y . 11) jd x  jd y  .
0 a r c s i n  у  0 0 1 0 0 x 2

У
4 2 6 6 - v  3 3 - x  1 1

12) jd y  jdx  + j d y  jd x .  13) jd x  jd y .  14) j d y  j d x .  
0 0 4 0  0 о  0 у

I x 3 1 x 1 J l - y 2

15) jd x  j d y .  16) jdx  jdy. 17) jd y  jdx.
0 * 0 *2 o

n 2
Çalişma 2. l ) ~ .  3) 4 )я -2 . 5) 2. 6)

7) ( е - \ ) ( е л -  I ) .  8 ) -2 .  9) ■—■. 10) 11) / и | .

\2) ^ ( 9 y f 3 - 4 j 2 - ~ ) .  1 3 )-6 . 15) In— . 1 6 )1 .1 7 )(e - l)2. 

7 1 64 64

7 ) — . 9) — - / и 2 .  10)0.  1 1 ) - .  13) — . 1 4 ) — .
140 128 3 3 108

1 1 9
1 5 ) - .  1 6 ) - .  1 7 ) - .

2 2 4

Çalışma 4. 1) —  лЯ5 . 2) — . 3)  ----- - .  4) — . 7) — .
15 180 16 2 6 48
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1 А-тг 1 7
8) Т  9) 7 Г  10) 1 L 1 1 > 3- 12) ^ -  1 3 ) 3 0 . 1 4 ) 4 . 1 5 ) — .

16)—In 2 - — .17)—тсаЬс.
2 16 3

Çalışma 5. 1)—. 2) 24. 3)—  — 4 / и 4 . 4) 4. 5 )— . 6) — + 2ln2 . 
2 2 3 3

8) у .  9) 5. 10) j .  l l j i f e - l / .  1 2 ) ™ .  13) 3 / и | .

15) 2 -л/2. 16)2. \ l ) m b .

Çahşma 6. 2) ^ . 3) 12. 5) 22ıx. 6) 1 2 ^ - . 7) 8) 27.

9) 10) Зе-9. 11) 40я. 12) 2я. 13) 4. 14) 90. 15) Щ .

1 6 )1 8 6 -. 17)78— .
3 32

19 15 4 7 л
Çalışma 7. 1)8.  2) — лг vo — л . 4) —л . 5) — . 6) —.

6 2 3 12 8

7) —  я .  8) — . 9) 1 3 3 - я - . 10) — . 12) - .  13) 16.
4 6 3 96 2

1 4 )1 я в 6 с . \ 5 ) ~ ( S y f 2 - 7 ) A 6 ) ~ A 7 ) ^ .
3 о Зј о

Çalışma 8 . 1 ) 2у [ 2л .  2) 8?г. 3) 48л/2 . 4) у < ^ 2 л /2 -1 ; .

5 )* L (5j 5 - l ) .  6) 8(71+4-4л/2). 7 ) 16тс (4 -л / 7 ) . 9 )1Г5л/5-1>.
3 6

10) 13. 11) у л / 2 .  12) 72(71-2). 13) 32. 14) Збтг.



„  » ( Н н >  н°1 ^ „ „ „ Ј И + ИÇalışma 9. 2) —-7 =- • 3) — —------ <? ' '. 4) 0. 5) л1п
2 лЈа 4

Р2
7) —Ј —е 4а . 8) arctg— . 9) а<0 olduqda - —, а=0 olduqda 

2 \  a  a  2

0, а >0 olduqda у .  10) у  |а | . 11) ^ arctga 1п(\ + а 2 )  .

12) 7tarcsina. 13) — 1п(\ + 4 2 ) .  14) ка . 15) л  In— ——
2 2

- а 2

l6)arctga £
а  2

ÇahşmalO. 1) -^7 =. 3) . 4) — л 2 . 5 ) ------ ———.
Зл/З л/2 27 *

10
т "? ал

6 )128г (3 ) . 7 ) I / f - l .  8 ) - ^ = .  9 ) £ Ш Ш .  10) /д g T  .
Г (6) ' 4 U J '  32л/2' 6Г(%) ' Вк

**т
2л  З .л /2 г- 71 < ^  л  яг-^ г. 1 2 ) ——— . 13) л / я .  15) — т=-

' 16 • 2л/2  16 2л/2

XII fəsilə dair

Ça/çwa 1. 1) у/5 In2 . 2) 24. 3) 2тш7. 4) 6)

7) 2а2. 9) -5  л/2.  10) / л ^ ± 1 .  1 1 ) - .  \ 2 ) ^ - l n 2 .
2 4 2

l 3 ) ~ r 7 3 0 V 7 3 Ö - i ; .  1 4 ) / и ^ 1 .  1 5 ) ^ - ^ 1  +  4 . 2 ; 3 - 1
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31
16) 2.17)— .

30

1 1 ) 0 . 1 2 ) — . 1 3 ) - ^ - .  15)0.16)24.  17)^-(17л/17-5 ^ 5 ) .

2 2
Ça/ıjma 5. 1) 3ttR2. 2 ) ^ — . 3) R2. 4) 5) . 6) 4R2.

4 3 81

7) ттаЪ. 9) 11) 2а2. 12) бтш2. 13) Зтш2. 14)

1 5 ) - а 2 . 16)—. 17)— .
2 3 3

Çalışma 4 1) z=(x+1 )ln(x+1)-х+ху+у-еу+с. 3) г=1ү.х3 + у 3 j  + c ■

4) z=x3y+x-y+c. 5)г = — + — + c - 6 )  г=х3у-у3*+с- Ъ  z = - x 3y 4 + с ■
x у  3

8) z=(x2-y2)2+c. 9) z^xe^+c. 10) z = /«L + J — У—+ c ■
x  + у

9 7 X — V
11) z = x c o s j  + j  c o sx  + c .  12) z =  — -fc .

Гх + у /

1 3 ) z  = ^  + 2 x V - / + c .  14) z =  - — + c.
5 x

у
16)z = с -  cos(x + >>). 17) z =  arctg— + c.

X
3 6

Çalışma 5. 2) . 3) 0. 4) tcR3. 5) . 6) ah(Ла + п һ ) .
4 15

7 ) ^ ( ( 1  + 4 ä 2 ) 2 - 1 ) .  8 ) 0 . 9 )  55 . 10)
6 OJ o

Çalışm a 2. 1 ) - ү | -  2)2. 3) у . 4) 8. 5) 0. 6) 0. 8) 4тс. 10) 17,5.
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12) —  ( \ 2 5 y f 5 - l ) .  1 3 ) - .  14) -ү = л  ■ 15) tcR3.
420 2

16)4л/бТ.17) — .
120

Çalışma 6. 1) -3 . 2) 4tcR3. 3) — ıza4. 4) . 5) — жа4. 6) 0.
3 6 2

7) — TtR3. 9) я. 10)-  — 7tR3. 12) — na4. 13) -т ш 4. 1 4 ) - n a 4. 
3 3 3 3 3

, сч 8л/15 1£Л2nR1 4
1 5 )  я-. 1 6 ) - ------.17)—ш ос.

3 105 3

XIII fəsilə dair
_ . ,  1Ч -  . иях яяи/ . - . 4ях 4 m t
Çalışma 1. 1) 2 s ın — —cos-------. 3) 3sın  cos .

’ I I I I
r\ . . 5tdc 5m t  »  . 3Toe 3mt , ,  ч плх плМb) 4sm  cos . о) 5sm— cos — • 11) 4sm cos------

1 1  I I I I

160/ ^  1 . (2и + 1)ях (2n + ] )m t
15) 2 ,  — ------ 5-sm ------ ------- cos----------------.

Л-3 „ to (2 «  + l)3 /  I

1 6 ) J _ si„ ” cos“  . 1 7 ) ”  у  L _ L sg l j : 1)« Sing " t !)"
100 1 21 л-3 „=о(2и + 1)Н I I ,

2 2 
Çahşma2. 1) 4e_4a ?sin3x.  2) 2e~a * s i n x . 3 )  3e~4a2t sin2x.

x 2

5) 2е~25с,2{ sin 5x . 7) 3e_4a^  c o s2 x . 9) - - = J = e  2+4c,2(.
л/ı + 2a 2l

4 x 2

1) — 1  p l+16a2/ . 13) 3e 160 / sin4x.
л/l 16 a2t
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9*2 „
1 4 )  1 r 1 + 3 6 a 2t .  1 6 )—j = = = e  4a t + ] ._ _ _____ е     r  '+t'2'

л/bf 36a2t \ 4 a 2t + l
„2X

2 g 4(a  /+ l )

Y + l

XIV fəsilə dair

k7Z 7V
Çalışma 1. 1) xk = c tg — ,k  e  z . 2) хк ~ — + к л ,к  <= z .

n 4

3) z* =  (2fc -  1)от, f c e z .  4 ) z k -  (2к + 1)л ±  г ln 2 Д  e  z .

5) Z2k = 2 k m ,  z 2k+\ — (2ä + V)m + ln 3, Ä: e  z . 6) x=0.

7 ) z2k =  2  k n -Ип(^јтг2 +1 —я ) ,  z2k+\ =(2к+\)я-Ип(л[я2 +1 + я ),к е г .

8) z k -  — + 2кк  -  i ln(3 ± л/8) ,k  e  z . 9) z=\-i. 10)z=/-e.

( л  \  f  П
11) z k — ? — + 2 к л  , k ez . 12) zk = к —  я ,к  & z .

2 у V 2 у

1 3)  z£ -  1 п ( \  +  у [ 2 ) + ( 2 к + — ) m , =  1 п ( - 4 2  -  \ ) + ( 2 к - — ) т , k e z .

2 2
3 F) 3 /? д

16) ■- (1 + V2), - 1  + —  ± / 17) 5 -3 ,1  ±  4/.
2 2

1 z 2
Çalışma 2. 3) (l+z)ez. 4) - c o s  — . 5) chz. 6) —. 7) analitik de-

3 3 z
yil. 8) analitik deyil. 9) -sinz. 10) t hz . l l ) _J___ , z { k + ~ ) л , k e z -

cos2 z 2

364



12) e z( l-z ) .  13) e *( z z D . ı X* 0 . 14) q ~ z 2 ) c o s z - z ( l  + z 2 )s inz   ̂
z 2 ’ (l  + z 1 ) 2

2e z
z, 2Ф+i. 1 5 )  — , z k = 2д&/,к e  z . 16) f ’( z ) - e z (bütün

( e z - V 2

m üstəvidə analitikdir). 17) f ' { z )  = Зх2 -  3у 2 + 6x y i (bütün 
m üstəvido analitikdir) .
Ç ahşm a 3. 1) i. 2)  e (eco s8 ~ co sl)+ /e (es in 8 -s in l). 3) 2 ( / - l ) .
5) -2 (1 + 3 /) . 6 ) 2n i. 8) 7+19/. 9) (e^ + l)/. 10) -7 е '2+ (3 -2 /)ег.

1
11) - — +  sin  1 +  i (~  1 + co s  1)  . 12) n=l olduqda 0 , n = l olduqda

2ш . 13) - 1 + c h l .  14) 1. 15) 1. 1 6 ) - - .  17) —  .
3 e

я 2 я
Ç alışm a 4. 2 ) — — i .  3) - j ( - s i n l  +  / c o s l ) .  4 ) -7ti. 5) 2n i. 6) 0.

7) 0. 8) —4тт,сһ2/. 9) 2 n i s h l.  10) 27cslm. 11) 0. 13) 0. 14) -л .

1 о  Ж?"'/2 Я! .
15) — — . 1 6 ) - — .17)да.

2 4
2

Ç ah şm a  5. 1) R e s f ( l )= l ,  3) R e s f ( ~ l ) = - ^ - e ,  R e s f ( 2 ) = ~ .

4) R e s f ( /) - -  — , R e sf(-/)= — .5) R esf(0 )= -5 , R c sf(l)= e .
2 2

6)  R esf(2)= 5. 7) R e s f ( / ) = - , R esf(-/)=  - .  8) R e sf(0 )= l,
4  4

R esf ( l ) = i ,  R esf(-1 )=  - . 9 )  R esf(0)= 0 .

10) R esf( уЈ2,5 ') =  -  , R e s f  (- Д 5  )= - -  Д 5  .
2 2
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l l ) R e s f ( - ^ ) = - , R e s f
л /3  2

'  1 Л

л/3 .

.Зяг

= - .  13) Resf ( г—)  = —е ' 4 
2 4 4

Resf
3 ж

г
у 4

1
,9л

е 4 , Resf
3 . 1

.9/г

Resf 

1 5 )Resf

R e  л/1

.Зтг
/ £  j = - e  4 , 14) Resf(0)=0, Resf 

4 J 4

16 . яГ
—s m —  
2 16ж

( «r\ж 1. 16) Re s f (  0) = 0.17) Re 5/(0) = 0,

л  1 4 
4 J n

Çalışma 6 . 2 ) - ж .  3) —  . 5) —  . 6) . 7) ягл/2 . 8) - —
3 30 8 16 8

л/3

9 ) — . 10)0.  11) - ( 1 - е ~ ч ) .  12) —е~1. 13)
п ж -1

16 8 4
2ж

ж

s '
sm

1

14) —е - 2 . 15) —е -9 . 16)— . 17)
J 4 2 8 3

XV fəsilə dair

Çalışma 1. 2)
( P  + D £

. 3)
18 8

5) P- ~  ,  . 6) — . 7)

- . 4 ) -
p (  p *  +Ъ6)  p (p ^  + 16)

p

8)

pf/?2 + 4 « 2 ;  

p  + a

( р  + а ) 2 +Ј32

p  + a ( p  + a ) 2 + p 2

• 9) 2 p a  6 .  10) T’2 - “ 2
( p 2 + a 2 ) 2 ( p 2 + a 2 ) 2
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. 2 ) - * » )  P\ + '*P2f . 1 - . ,  14) — — •
( p - l )  p ( p  + 4 ) ( p  + \ в )  p  +16

15y P  + 2 P +  2 ' 16) 1 17) 2P  + 1 P------- .
2 p 2 ( p  + l )  (p. + a )  ( p  + l)(jp + 9)

Çalışma 2 . 2 ) —  + — - — e~*co2t + — e~l sin 21 .
25 5 25 25

3) (1 + / )<Г'+?2 - 4 /  + 6 .  4) ( l + /  + y ) e “'.

5) (1 + 2t )e~l - t 1 + 4 / - 5 .  6) ~(<Г' - c o s f ) .

6 3 3 _/ 8 _7 ) - - —  + —/ + — e cos2/ + — e sm2^.
25 5 25 25

m 2 _2/ 2 14 . 1 . 2
9) — e  cost + -—-sın t  -— / sın/ — t c o s t .

25 25 25 5 5

10) — e* + —  e~~3?-  —. 11) e* c o s t - —cos2^ + ~ s i n 2 / .
4 12 3 3 6

1 0  1
12) cos2^ -  sin 2t + —xin2t . 13) —(e~3t - 1) — e~3 t.

4 9 3

14) l - 2 c o s f .  15) 1 + 1 / - I / 2 + - t 3 -~ e ~ 2t - - c o s / - i s i n / .
4 4 6 2 5 5

16)у = е х + х 2Л 7 ) у  = е х(ех - х 2 -  x + 1).

XVI fəsilə dair

Çalışma 1. 1) 0,046. 3) 0,97. 4) 0,32. 5) 0,064. 6) 0,00024.
7) 0,77. 8) 0,66. 9) 0,28. 10) 0,37. 11) 0,92. 12) 0,0186.
13) 0,32. 14) 0,218. 15) 0,028. 16) 0,633. 17) 0,97.
Çalışma 2. 2) 0,0041. 3) 0,8882. 4) 0,0782. 5) 0,242. 6) 400.
7) 0,9948. 8) 0,147. 11) 0,99905. 12) 0,0206. 13) 15100.
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14)0,0101. 16) 0,117. 17)0,288.
Çalışma 3. 1) 4.MX=1; DX=0,5; M Y-3,5; DY=2,917.

N  N  N 2 p p + p 3
3) M X = — , D X =—-  + — . 5) M X = - ^ - ,  DX= -----.

2 ’ 6 12 1 - p  ( \ -  р ) ъ

1 2 9a+ -a  ~

9) MX=e 2 . 10) M X = ~ ,  D X -— 2 . 11) MX=
2 4

1 1  о
D X = —. 12) M X , = - ,  M X ,= - ,  M XtX2= — . 13) МХ=1,75. 

4 4 2 4 33

14) МХј= - ,  i= l8 ;  M X -1,6. 15) M (Xf tX2)=7,
5

M(X,+X2+X3)= 10,5; o(X ,+X 2)=2,42; g(X,+X2+X3)=2,96.
16) P(0 < Х < \ )  =  0 ,316 .\1 )M X  = 3,5, cr(X) = 1,71.
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